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Introdugio

lLeiter(a), nio espere a generalidade costumeira dos
textos matemiaticos - essas sio as notas de uma equagdao sd. Mas
gue equacdo! Nenhuma pergunta fica sem resposta e a "teoria" &
uma sequéncia de surpresas. Pense, leitor(a), que essas notas
sao apenas um exemplo de uma estrutura mais geral e acredite co-

migo que esta equagao esta em Quase toda a parte.

O fluxo de Toda ¢ suas variantes sio uma area ativa
de pesquisa. Mas é surpreendente guanto pode ser concluido a
partir de poucos pré«requisitos. As vezes, um comentario ou um
exercicio podem exigir mais do qQue os cursos basicos de algebra
linear e equagoes diferenciais. Neése caso; leitor(a),'simples-
mente pule para a préxima linha "compreensivel®. O Capitulo 7
é um mini-curso de mecanica, despretensiosissimo. O ultimo Ca-
pitulo é uma indicagdo de gue um conhecimento tedrico maior
implica uma interpretacao do assunto mais abrangente. Espero
gue o contelido do texto seja suficiente para provocar um estudo

mais detalhado desses topicos.

Virios matematicos sio responsaveis pelo material
apresentado, e os créditos aparecem no final de cada capitulo,
ou sob a forma de referéncias bibliograficas. Agradecimentos
especiais vao para Percy Deift, co-autor moral dessas notas, e

Maria Licia Menezes, de quem ougo as criticas com prazer. Agra-

dego também a Rogério Dias Trindade pela datilografia eficiente.
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caPfTULO 1

A equacao diferencial que nos interessa provém de uma
situagao fisica, o "Toda lattice" [T], que é um modelo matemati-
cO para a propagagﬁo de ondas num cristal. Essencialmente, con-

sidere n -particulas no eixo real que se movem satisfazendo a

hamiltoniana
1 & o il ( )
H=5 ¥, + exp(x, -x
2 oy kT K Xk+1
onde x, e ¥y sac, respectivamente, a pesigac e a velocidade

. [4
da k-8sima particula. Em outras palavras, as particulas se mo-

vem de modo a satisfazer as equacgoes diferenciais abaixo:

ik = Yy k=1,...,n,

il = - exp(xl—xz),

?k = exp(xk_l-xk) - exp(xk—xk+1), k=2,...,n-1,
n = eXP(x,_3-x,),

onde f & a derivada da fungao f na variavel t, o tempo.

0 que essas equagoes guerem dizer? As n priméiras,
que a derivada em relacdo ac tempo da posig¢ao de uma particula,
Xper é sua velocidade, Yy = grande coisa. As outras mostram
que a aceleragao da k-ésima particula (a derivada de sua velo-
cidade) é composta de dois termos gue dependem da distancia da
particula as suas vizinhas, as ﬁurt{culas k-1 e k+ 1,

Note também os fatos abaixo.

!
1) Da segunda lei de Newton, a aceleragao, a menos de uma cons-

tante multiplicativa (a massa da particula - vamos supor que to-
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das as massas sao iguais a um), e a forga exercida sobre a par
ticula. A forga entre as partfculas k - 1 e k puxa sempre a
particula k para a direita e a partfcula k - 1 para a esquer
da, mas a intensidade dessa forga depende muito da posigao rela-
tiva das duas particulas. As figuras abaixo indicam a forga re-

sultante em duas situagdes.

2} As vizinhas da particula k ni3c sio necessariamente as par—
ticulas mais préximas de k. A indexacao é feita de modo arbi-
trario para t = 0, a situagdo inicial do sistema, e as parti-
culas, apesar de possiveis cruzamentos, mantém o {ndice atribui-

do originariamente.

3) As equagdes diferenciais para as velocidades seriam formal-
mente idénticas se imagindssemos particulas n+1 e 0, fixas,
respectiyamente em ®© e ==, O problema fisico original con-
siderava o caso periddico, no qual a particula n € vizinha das
particulas n -1 e 1. Moser [M] foi o primeirc a considerar

as "condigoes de fronteira" acima,

Entao, qual é o problema? Dada uma configuracao ini-
cial de particulas (isso &, posigdes xk's e velocidades yk's
no tempo t = 0), estudar como elas se movem - em Jinguagem ma-
temética, resolver as equagdes diferencials acima com as condi-

¢oes iniciais x, (0) e 7 (0, k=1,...,n,
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Comegamos (como Flaschka [F]l) fazendo uma troca de va-

riaveis,

a; "yk/2; k=1,,..,1,

by (exp[(xk—xk+1)/2])/2, k=1,...,n-1,

nas quais o sistema de torna

a, = 222 1), k=1,....n,

(s) -
b, = bylay,1-ag), k= 1,...,0-1.

Honestamente, isso nao é uma troca de varidveis (isto
é, um difeomorfismo ~- ou, pelo menos, uma bijegao): afinal, co-
mecamos com  2n variaveis (n xk's ‘e n yk's) e sobraram
Zﬁ -1 {(n ak's e n-l1 bk's). Entretanto, uma vez resolvido o

sistema (8), podemos obter x, € da conservacao de mo-

Yk
mento e uma outra informacao adicional. Detalhando, note que a
soma das aceleracoes (isto €, a soma das derivadas dos yk's)

é igual a zero, o gue implica que o centro de massa do sistema

(a média das posigoes xk's) se move com velocidade constante

(qual?}). Em particular, entEo, se sabemos a posigao iniecial do

centro de nassa (a média das posigdes iniciais), sabemos a média

das posicoes para todos os tempos. Além disso, obter as varia-

X T Fgs1?
quem sabe as posigoes relativas e a média das posigaes sabe todas

veis b, equivale a obter as posigoes relativas e
as posigSes (exercicio). Em resumo, o3 dois sistemas sao comple-
tamente equivalentes, e tudo o que temos a fazer é resolver o

sistema (8) acima, com as condigSes iniciais 6bvias,
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ak(O), k=1l,...,n e bk(O), k=1,...,n=1.

Vocé nao precisa ter entendido nada até agora para con
tinuar lendo: basta tomar as equagoes diferenciais para os
ak's' e bk's como ponto de partida. E nio se preocupe quanto
a motivacao, vao aparecer outras razdes para estudar esse siste-
ma nos proximes capitulos que, aparentemente, nac tém nada a ver

com o problema original. A interpretacao fisica, por outro lado,

torna certos resultados mais plausiveis.

Resolver o sistema (S) parece pretensioso - se a
gente aprende algumz coisa num curso de equagoes diferenciais é
gque quase nunca & possivel resolver uma equagao. Um curso tipi-
co, talvez, comega com a solugao de sistemas lineares (o que,
certamente, nac é o case que nos interessa) e, eventualmente,
trata de equagoes nao lineares de um modo muito geral, abordandoe
propriedades qualitativas das solugoes, Inicialmente, prova-se
um teorema de existéneia local e unicidade para o problema de
valor inicial, que pode ser usade para demonstrar qﬁe o sistema

(8) tem solucao (Onica) para tempos suficientemente pequenos.
Exercicio: Detalhe.

Por que nac vale, em geral, um teorema de existéncia global?
A razio, também apresentada nesse curse hipotético, € que a so-
lucao pode ir a infinitoc em tempo finito - mais precisamente
(veja, por exemplo, [HS]), uma solugao do problema de valor

inicial que n3o admite extensao além de um tempo t, finito nao
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esta contida em nenhum conjunto compacto do espago de fase. Um

exemplo perigosamente parecido com (Ss) € a equaggo escalar

%% = a2(t), a(0) = a,,

solluvel explicitamente {como?), cujas solugdes "estouram" em
tempo finito., Veremos no préximo capitulo que (S) tem solu=-

goes globais,
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cAPITULO 2

A razdo para a "troca de variaveis" do capitulo ante-~
rior é a seguinte: o sistema (S) & equivalente a equagio

dL

T - [B,L] = BL -~ LB, L{0) =L,

o

onde L e B sao as matrizes abaixo.

e bl () O.b1 ()
-by a, ", -b, U
L = 12 ) ’ B = 1' b
Y . . bn-l r . . 1’1-1
* -b O
O b g8, O n-1

Veremos gue sistemas -dessa forma (chamados pares de
Lax) tém propriedades muito especiais. Uma matriz como L, cu-
jas entradas Ly nao nulas satisfazem [|i-j| < 1, € dita
tridiagonal. Por conveniéncia, suponhamus que todas as matrizes

s8o reais e denotemos a derivada em relagiao a variavel ¢, g%,

por f.

Lema 1: L{(t) - Q(t)T Lo Q(t), onde @Q{t) ¢ uma matriz ortogo-

nal satisfazendo a equagao

Q(t) = -Q(t)B(t), Q(O) = I.

Além disso, L(t) € sempre simétrica e tridiagonal.
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Demonstragao:

Pelo teorema de existéncia local para o problema de va
lor inicial, L{t) (logo B(t) e Q(t)) ¢é bem detinida para
t+ pequenos. Vamos mostrar que Q(t) ¢ ortogonal. Note que

(omitindo a dependéncia em t)
(@a") = 40 + odf = -qBQ” + @BQ’ = 0

{como Bl = ~-B} e Q(O)QT(O) = I. Pela unicidade da so-
lugao do problema de valor inieial, Q(t)QT(t) = I, desde gque
Q(t) exista. Defina  M(t) = Q(t)T L_Q(t). Da ortogonalidade
de Q (novamente omitindo a dependéncia em t), QM = L,Q. To-

mando derivadas em t (lembre que LO ¢ uma constante), e usan

L, L(t)} = M(t)

do @ = -QB, obtemos M = BM-MB, Como M(0) o?

é a (Gnica) solugdo da equagao diferencial L = BL-LB, L(0) = L,.
Obviamente, L{t) = Q(t)T L, Q(t) é uma matriz simétrica. Uma
conta simples mostra que BL - LB ¢ tridiagonal, e, assim,

L(t) nao pode abandonar o espaco vetorial das matrizes tridia-

gonais. ]

Corolario: Os autovalores de L(t) nao dependem de t. | |

Coroldrio: O sistema (S) tem solugao global, para'qualquer

condigao inicial (simétrica, tridiagonal) L.

Demonstracaoc:
Basta ver que existe uma limitacao para L(t) (veja

o fim do capitulo anterior), onde temos a liberdade de escolher
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a norma no espago das matrizes simétricas. Por conveniénecia, seja

Tul = sup](Mv,v)I/“vH2, onde se V= (Vvy,Vy,...,V ) e u-=

fede
L e b= |
[

wv, e Ivl? = (v,v).

= (up,uy, 000,00}, entao (v,u) = i

Entdo lu(o)l = lar @™ = T k. | m

Exercicio: Uma outra demonstracac da existéncia de solucoes
globais -~ A hamiltoniana H & positiva e independe de t. En-
tao as velocidades sao limitadas para qualguer tempo, o gque mos-—
tra que as posigdes também ndo podem ser infinitas em tempo fi-

nito. Detalhe.

0 que temos até agora? Antes de tudo, demonstramos
que as solugdes do sistema (S) sho definidas para todos os
tempos. Além disso, encontramos varias leis de conservacio
(constantes de movimento, integrais) do sistema. Leis de con-
servagao sao de grande interesse f{sico e conceitual, e no ecapi-
tulo anterior ja tinhamos encontrado uma - a conservacio de mo-
mento (isto é, o fato que a soma dos vy era constante), que

usamos para justificar a "troca de varidveis".

Exercicio: Expresse a conservaggo de momento do sistema origi-

nal em termos da preservagao dos autovalores de L(t).

Exercicio: Todo mundo sabe que num sistema fisico a energia se

. L4 . Fd .
conserva, seja la o que energia for. £ facil descrever a ener-
gia do nosso modelo fisico: energia cinética (lembra, leitor(a),

mv2/2?) mais energia potencial (algo cujo gradiente & a forca
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com o sinal trocado) - exatamente H, dada pela primeira férmu-
1a do Capitulo 1 (afinal, H era a hamiltoniana do sistema}.

Escreva H em termos dos autovalores de L{t).

2

Sugestao: escreva tr L de dois modos diferentes.

Exerciclo: Se vocd sabe um pouco sobre variedades, dé um argu-
mente geométrico para mostrar que solugges de Q = -QB, para
Q(0) ortogonal e B(t} anti-simétrica (isto &, Bl = -B), sao

curvas no grupo ortogonal.

O lema e sua demonstracdo parecem caidos do céu. A
origem da idéia & interessante, mas exige algum conhecimento de
anilise funcional. Em 1967, fisicos em Princeton [ GGKM] mostra-
ram o seguinte fato surpreendente: se u(x,t) satisfaz a equa-

c2o de Korteweg-deVries (KdV),

ut(x,t) + u(x,t)ux(x,t) + u

xxx(x’t) =0, u(0,x) = uo(x)

entio os autovalores do operador de Schrddinger,
LE(x) = £°(x) + & u(x,t)E(x)

sao independentes de t. Procurando uma explicaqu natural pa-
ra esse fato, Lax [L] argumentou que o operador L devia mudar
no tempo por uma conjugagdo unitaria (afinal, a evolugdo preser-
vava os autovalores e a simetria do operador}. A pergunta
ébvia, depois disso, &: que equagho diferencial € satisfeita
por L(t) se L{t) = Q(t) L, QT(t)? Fica por sua conta, lei-

tor{a) (vocé pode pensar nesse problema supondo que 1's e



~11~

Q's s3o matrizes). Assim como mostramos que o sistema (3) po-
dia ser escrito na forma L = [B8,L] = BL - LB, Lax mostrou que
EdV equivale s

L = B,1],

onde

Bf = 24(£"(x) + 2u(x, )2 (x) + u_(x,t)f(x))

(verifique), o que, pelc menos formalmente (em dimensdo infini-
ta), explica a preservagao dos autovalores de L(t). Alias, co=-

mo vocé acha que Lax encontrou a formula acima?

Vamos estudar agora o comportamento assintdtico das
solugdes do sistema (S). Da equagao diferencial para a1, a
coordenada Lll’

_ 2
a; = 2b1,

vemos que, tipicamente, a aumenta no tempo. Mas comec L{t)

1
é conjugada a L,» a; deve permanecer limitada. Isso quase
diz (por qué nao?) gque a velocidade de crescimento de a;, da-
da por 2(b1)2, vai a zero. Uma vez que b, "é" zero, o sis-
tema (S) se reduz a um sistema anilogo para uma matriz

n-1 X n-1, O mesmo argumento nos faria concluir que b2 val a
zero, € assim sucessivamente, até obtermos que, quande t vai

a =, a matriz L{t) converge a uma matriz diagonal. Os pro-

ximos lemas tornam essas idéias precisas.

Lema 2: O sinal de by (t) € constante., Em particular, se

b, (0) = 0, entdo by (t) = 0, para qualquer t.
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Demonstragao:
A equagao diferencial satisfeita por by,

-

by = bk(ak+1-ak),

admite a solugao constante zero. O resultado segue da unicidade

da solugao do problema de valor inicial. =

Se algum by & zero inicialmente, o lema anterior
mostra que o sistema (S) se parte em dois sistemas completa-
mente independentes. Sem perda de generalidade, entac, basta
estudar evolugdes cujos bk’s iniciais sao nao nulos. Os
bk(O)'s provenientes do problema fisico sao positivos - eles

sao exponenciais de nimeros reais.

Uma matriz L simétrica, real, tridiagonal, com

# 0, para |i-j| =1 & chamada uma matriz de Jacobi.

L, .
1d

Lema 3: Todos os autovalores de uma matriz de Jacobi sao dife-

rentes.

Demonstracgao:

Suponha que L +tem um autovalor A associado a dois
autovetores. Entdo existe uma combinagio linear nao nula dos
autovetores (também um autovetor, digamos, v) cuja Primeira
coordenada vy é nula. Ipgualando a primeira coordenada dos
dois lados da equagEo Lv = Av, obtemos que a segunda coordena-
da de v & nula. Continuando de modo analogo, obtemos v = 0 -

absurdo. 8
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Teorema (comportamento assintdtico [M]): 1im L(t) = L(%:=)} € uma
tate

matriz diagonal. Se L(0) & uma matriz de Jacobi, entao as en-

tradas na diagonal de L(=) (L(-=)) aparecem em ordem decrescen-

te (crescente), e siao exatamente os autovalores de L{0).

Demonstragao:
Vamos demonstrar as afirmagSes acima para t indo a

@ - o resto & analogo. L(t) ¢é conjugada a L e, na norma ma-

ol
tricial definida acima, IL(E)} = L . Além disso, Ly, =

= (Lei,ej), onde e, e ey sao vetores da base candnica de

Rn

, logo |Lijl = "Lﬂﬂ, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz
(isso é, |(v,u)] s vl ful) - em palavras, o valor absoluto de
todas as entradas de L(t) & menor do que uma constante C du-
rante a evolugaoc. Agora, vames mostrar fue a4 vai a zero.

Da equagio para a evolugao de bl’ vemos gque o valor absoluto
da derivada de b1 também é limitado por uma constante D
(qual?)., Vamos supor, pOr absurdo, que b1 nao vai a zero.
Entao, para tualdquer t, existe um T = t para o qual
Ibl(T)| z ¢, para algum ¢ positivo. Como a derivada de b,
em mddulo € limitada por D, temos que |[b,| Z ¢/2, no inter-
valo (T - ¢/2D, T + e/2D) (verifique a geometria). Escolhendo
valores adequados de t, podemos obter infinitos intervalos

disjuntos do mesmo comprimento no qual Ebll = e/2. Isso con-

tradiz o fato gue, da evolugao de ai,

.
a;(t) = a;(0) + f b2 (s)ds,
0
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e lay| = ]Llll < C. Logo b; vai a zero. Agora, vamos ver
due b2 vai a zero. Para isso, considere a evoluggo para
a; + ay:

o2 2 2 _ 2
(al+az) = 2by + 2b, 2b3 2by.

Como aq + a, deve permanecer limitada, o mesmo argumento de an-
tes mostra que b, vai a zero. Assim {como, exatamente?},
obtemos sucessivamente gque todos os bk's vac a zero., Isso ga-
rante que os ak's sio, por sua vez, convergentes (por que?
novamente, mostre antes gue a1 € convergente, depois ‘al + ag,
etc.). Logo, a matriz limite L(=) existe. Pelo eorolario do

lema 1, as entradas na diagonal de L(») sao os autovalores de

L{0) (por que, exatamente?).

Falta ver a ordenacao dos autovalores, Se a condigao
inicial é uma matriz de Jacobi. Lembre que, pelo lema 3, todos
os autovalores de L, (logo de L{=)) sao diferentes. Supo-
nha que  a, (=) > a;(=). Ent3o, da equagac

by = byla;,72y)
obtemos, multiplicando por bi e usandoc que (bf) = Zbib.,

2. _ ..2
(b3) = 2bj(a; 4-a,).

Mas, pela convergéncia dos ai's, para todos os tempos maiores
gque um certo tempo fixo T, temos gque ai+1(t) > ai(t). Relen-
do a equagEo anterior, vemos que b?, certamente um nimero po-

sitivo, € crescente para t > T, contrariando o fato que b:.L
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vai a zero. .

O sistema de equacoes diferenciais acima se generali~
za naturalmente para matrizes simétricas arbitrarias: considere

a equagao

L = [B,L} = BL - LB, L(0) =L,

onde B(L) & a matriz anti-simétrica, cuja parte triangular

superior é igual a de L.

Exercicio: Imitando a demonstragio do teorema anterior, mostre
que essa equagao diferencial também tem solugoes globais conver-

gentes para matrizes diagonais.

O teorema acima e sua extensao (o exercicio anterior)
sugerem que podemos calcular os autovalores de uma matriz simé-
trica resolvendo uma equagao diferencial. Talvez isso nao seja
eficiente, mas indica que pode haver uma conexao entre o siste-
ma (S) e os métodos usuais de calculo de autovalores, o que

realmente acontece e seréd visto no Capitule 6.

Exercicio: Use o exercicio anterior e a compacidade do grupo
de matrizes ortogonais para provar o teorema espectral - toda

matriz simétrica é conjugada por uma matriz ortogonal a uma ma-

triz diagonal.

Exercicio: Interprete fisicamente o comportamento assintotico
do sistema. Compare as configuragoes em © e -, Dé uma

outra demonstracao da conservacac dos autovalores de L(t),
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capfTuLo 3

Vamos estudar uma troca de variaveis nas quais a equa-

¢io de Toda (isto é, o sistema (8)) §é solivel explicitamente.

Seja L = L(a,b) uma matriz n X n real, simétrica,

i=1,...,m e L =

tridiagonal, com entradas Lii = a 1i+1

i’
= by, i=1,...,n-1, tais que b, > 0. Matrizes assim serao

chamadas matrizes de Jacobi com superdiagonal positiva. Pelo

lema 3 do capitulo anterior, os autovalores de L s3o todos di-
ferentes, e, pela demonstragao do lema, todos os autovalores de
1. podem ser normalizados de modo a ter sua primeira coordenada
{(estritamente) positiva. Obviamente, o vetor uI(L), cujas
coordenadas sao as primeiras coordenadas dos autovetores devida-
mente normalizados de L, tem norma 1 (por que?). BSeja T o
conjunto das matrizes de Jacobi com superdiagonal positiva e
o(L) (o espectro de L) a seguéncia dos autovalores de L em

ordem decrescente. Defina também
_ n
T = {(g,eeash)) € R, A >R, >0 ALl X

x (verlvl=1;v,>0,1~1,...,nk
Teorema (varidveis espectrais): T e 3 sazo difeomorfos. Mais

precisamente, a fungao Y que leva cada matriz L de T a

o(L) e u(L) & um difeomorfismo.
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Demonstragao:

Pelo teorema espectral (o pentltimo exercicio do ca-
pitulo anterior), L =T A UT, onde U ¢ uma matriz ortogonal
e L & diagonal. Escrevendo LU = UL, vemos que as colunas
de U sao os autovetores de L e as entradas na diagonal de
A sao os autovalores de L. Em rarticular, podemos supor que
as entradas na diagonal de 1 estao em ordem decrescente, e os
autovalores de U estao normalizados de modo a encontrarmos uy
na primeira linha de U. Seja {(D,v) um elemento de J. In-
verter { € encontrar uma matriz L em T +tal gque O(L) = D
e ul(L) = v, Obviamente, se L = UA UT, devemos ter
A= diag(dl,...,dn), e a primeira linha de U, u;(L), deve
ser v. Agora, "so" falta obter as outras linhas Uy,

i=2,...,n de U. Para nao esconder a idéia da demonstragio,

vamos fixar n = 5. Note que

! - .
1) Pelo teorema espectral, todos os u;, s sao ortogonais entre
si.

T

2) L € simplesmente (ul, A ul) (esereva L = U A U0 em

11
coordenadas).

Analogamente, o teorema espectral e a tridiagonali-
dade de L nos dizem que Ug, Uy € Ug 5230 ortogonais a

huj,u, e wug sao ortogonais a bu, e wug é ortogonal a hug.

3) Se L & tridiagonal, L2 é pentadiagonal (o que isso quer

dizer?).

Além disso, L2 = U A2 T, do que obtemos que

u

4
~ . 2 - 2

e ug sao ortogonais a A u; e u; e ortogonal a A Uy .
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4) R heptadiagonal (perdao, leitores) e ug é ortogonal a

ABﬁl. Ou, expressando as relagoes de ortogonalidade de outro mo-
do, temos que ug é ortogonal a Uy, Aul, Azul e A3u1. Esses
guatro vetores podem ser obtidos a partir de D e v, e sao0
linearmente independentes (Exercicio: use que as coordenadas de

v 520 nao nulas e note a aparigEo de um determinante de Vander-
monde ).

Conclusio: Como u. tem mddulo 1, as relagoes de ortogonalida-

5

de e a independéncia dos quatro vetores determinam u; a menos

de sinal. Como obter U, (a menos de sinal)? Basta ver que
e 2

u, € ortogonal a uy, Aul, A u e ug = quatro vetores inde-

pendentes (por que?). De maneira analoga, obtemos, a menos de

sinal, u; e u A receita descrita, entao, obtém as linhas

o
de U (a menos de sinal) comegando por baixo. HA uma maneira
mais conveniente de rearrumar a informagEo disponivel até agora.
Note que os conjuntos u;, Aul,,Azul, A3u1 e up, uy, ué, u,
geram o mesmo subespago (o subespaco normal a u5). Analogamen-—
te, u,y, Au,, Azul e u, u,, uy geram o mesmo subespago
(qual?) e que, finalmente, u, e’ Aul geram o mesmo subespago
que u1 e u2. Em outras palavras, u1 e u2 (a menos de
sinal) sao os vetores obtidos a partir de u;, e Aul usando o
algoritmo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt (por qué?). De
maneira geral, a menos de sinais, os vetores u, a ug vém da
aplicacac de Gram-Schmidt a sequéncia ul,...,A4u1. Isso faz

com que as linhas de U sejam obtidas de baixo para cima. Como

escolher os sinais? 86 hi uma escolba de sinal para u, que faz
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le = (ul,Auz) positivo, como desejado para ter L em T. Pa-
ra garantir isso, temos que ver gue (ul,Auz) é nao nulo, Mas
(ul,Auz) = (Aul,uz) e u, nZa pode szr ortogonal a dois veto- .
res do subespago gerado por u, e Au1 {ou, equivalentemente,
por u; e u2). A exigéncia que L23 seja positivo determina
0 sinal de ug, e, de maneira analoga, obtemos os sinais de

u, € ug. Em resumo, a fungao v é injetora. Para ver sobre
jetividade, basta verificar que a matriz I dada por

L=UA UT, onde U e A sao obtidos pela receita acima, a
partir de um par (D,v) de ¥, ¢é realmente uma matriz de T
com O(L) =D e ul(L) =v, Que L pertence a T .segue‘da
construgdo de U e A: essencialmente, a tridiagonalidade de

L vem das relagdoes de ortogonzlidade dos ui’s e a positivida-
de da superdiagonal vem da escolha dos sinais dos ui's (aliés,
de onde vem a simetria?). Além disse, O(L) =D e ul(L) = v
sao consequéncias de L = U A UT. Diferenciabilidade de { se-
gue da dependéncia diferenciivel dos autovalores e autovetores
de uma matriz com espectro simples (isto €, todos os autovalo-
res diferentes) em relagao a perturbacdes diferenciaveis da ma-
triz. A inversa de | & uma composighdo das quatro operagdes
com extragdes de raizes quadradas (com sinais pré-fixados), lo-

go também diferenciavel, [ |

Exercicio sé para constar: Convenga-se de que essa demonstragao

se estende para matrizes n X n.
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0 resultado acima € conhecido por analistas numéricos
sob o nome de algoritmo de Lanczos [P]. A parté diffcil, em um
certo sentido, é encontrar as n -1 variaveis que, combinadas
com o espectro, recuperam uma matriz tridiagonal. Existem ou~

tras escolhas, essencialmente equivalentes a dar o vetor u, .

Exercicio: Seja M a matriz n-1 X n-1 obtida removendo as
primeiras linha e coluna de L. Mostre que dar O(L) e ul(L)

é equivalente a dar O(L) e G(IM).

SugestEo: Escreva (L—RI)—1 usando o teorema espectral e a
forma da inversa de uma matriz em termos de seus cofatores -

jguale as duas fungOes racionais em X.

Exercicio: Existem variaveis espectrais para, digamos, matri-
zes L pentadiagonais. Essencialmente, dar L equivale a dar
c(L), u; ey, (vetores ortonormais). Par obter as outras
linha de U, a matriz de autovetores de L, aplique Gram-
Schmidt na sequéncia uy, u,, Auy, Auy,... Verifique. Obtenha
condigSes para garantir que o algoritmo seja executavel (por
exemplo, os vetores da sequéncia acima devem ser linearmente

independentes).

Um difeomorfismo é uma troca de varidveis. E as va-
riaveis espectrais sao obviamente convenientes para a equagﬁo
de Toda: afinal, n delas nao mudam no tempo (9(L)). O pas-

‘so seguinte é descrever como u; = u,{(L(%t)) muda.
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Lema 1: 1uy = Aul - (Aul,ul)ul.

Demonstracgao:

Pelo lema 1 do capf{tulo anterior, L(t) = Q(t)TLoQ(t),
onde O - =QB. Delo teorema espectral, L(t) = U(t)T A U(t),
onde L & diagonal, com entradas em ordem deerescente. Mas
L, = U(O)T A U(0), loge U(t) = U(0) Q(t) {(por que? lembre
que os autovalores de L sao todos diferentes). Derivande,
U= U(O)é = -U(0)QB = -UB = -U{L-R), onde R ¢é uma matriz
triangular inferior cuja diagonal coincide com a diagonal de L

(a diagonal de B & zero)}. Como UL = AU, U

-AU+UR. Agora,

basta tomar a primeira linha dos dois lados (verifique}. n

- [ .
A equagao para u, e composta de um termo linear e
outro nao linear. Se sé tivéssemos o primeiro termo, seria fa-

cil resolver o problema de valor inicial: =a equaqSo

v =Av, v(0) = Vo

tem a solugao (Unica) v(t) = exp(td) v,. Certamente, essa nao
pode ser a solugao da equagao que nos interessa: o vetor uy
deve ter sempre mdédulo igual a 1. 1Isso sugere o palpite se-

guinte.
Lema 2: uy (L(t)) = exp(th)u, (L)) / lexp(ta)u, (L)1

Demonstracao:

Uma simples conta. - N
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Em resumo, para resolver a equacac de Toda com condi-
¢ao inicial Lo’ basta obter as variaveis espectrais correspon-
dentes a L, (iste é, a(L,) e u;(L,)), calcular sua evolugao
(isto é, caleular O(L(t)) e u,{(L(t)), usando as férmulas aci-
ma) e recuperar L(t) a partir das novas variaveis inversas.
Moral: uma vez obtidos os autovalores e autovetores de Lo’
resolvemos explicitamente a equagao de Toda.

Foi Moser [M] a sugerir as variaveis espectrais e cal-
cular sua evolugho para a equagao de Toda. Seu algoritmo inver-
so é diferente, e nao se estende naturalmente para matrizes de
banda. EquagSes de Toda para matrizes de banda foram estudadas
inicialmente por Nanda [N], onde encontra-se uma deserigao muito
detalhada das variaveis espectrais para matrizes pentadiagonais,
tomadas como exemplo do caso geral. A idéia de usar variaveis
espectrais para resolver equagoes nao lineares (o "inverse
scattering method") remonta a [cGKkM], onde os autores as empre-
garam na solugao explicita do problema de valor inicial para a
equacao KdV. As variaveis, nesse caso, devem recuperar o pPo-
tencial u{x,t) do operador de Schr8dinger, que evolui preser-
vando seu espectro (lembre dos tltimos parigrafos do capitulo
anterior). Deserever a "troeca de variaveis" equivalente a fun-
¢ao ¥ & muito mais diffcil (veja, por exemplo, [DT]). Varias
outras equagoes nao lineares podem ser resolvidas com métodos

parecidos, mas essa é outra (?) histdria.
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caPiTULO 4

Existem varios espagos de fase naturais para a equagso
de Toda. Por exemplo, podemos considerar as evoluqSes definidas
sobre o conjunto de matrizes n X n reais, simétricas. Por

N [}
conveniencia, nessge cap{tulo, vamos tomar como espago de fase o
conjunto
MD = {matrizes n X n reais, simétricas, tridiagonais, com auto

valores dados pelas coordenadas de D},

onde D & um vetor de R" fixo. Do que sabemos da equagao de
Toda, as solugoes que comegam no conjunto My nao o abandonam
{por qué ?). Em outras palavras, M, é invariante pelo fluxo

de Toda.

Exercicio: O que é My, se todas as coordenadas de D sio

iguais?

Exercicio: Vamos mostrar que My é um cireulo, se as duas coor-
denadas de D sao diferentes. Suponha, por exemplo, que D =
(1,2), Escreva todas as matrizes L de MD usando o teorema
espectral, L =Q A QT. Mostre qQue basta empregar matrizes Q

em S0(2,R), o conjunto de matrizes ortogonais 2 X 2 reais

com determinante positivo. MWMostre que SO(2,R) é homeomorfo

a um cfrcule (SO(2,R) € o conjunto de rotagoes do plano pre-
servande orientagac). Depois, mostre que, se QAQT = RART,

onde @ e R s3o matrizes em SO(2,R), entado Q = *R. Con-

clua que MD é homeomorfo (difeomorfo) a um circulo com pontos
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antipodas identificados - isto é, um efrculo (por qué, mesmo?).

Exercicio para quem sabe variedades: Se nao exigirmos que todos
os autoﬁalores sejam diferentes, M, nao é uma variedade, neces-
sariamente. Por eiemplo, mosire que o conjunto das matrizes

3 x 3, wreais, tridiagonais, simétricas com autovalores iguais

a 0, 0 e 1 é homeomorfo a uma figura oito.

0 conjunto M, se decompde na unido disjunta de va-
rios outros conjuntos invariantes menores: lembre que, pelo le-~
ma 2 do Cap{tulo 2, os sinais dos bk's {os elementos na super-
diagonal) sdo constantes nas érbitas (isto é, as solucoes da e-
quagac diferencial). Assim, por exemplo, no caso 3 x 3, MD
é a uniao disjunta dos conjuntos ++ (as matrizes de MD cu~
jos bk's s8o estritamente positivos), ++- (as matrizes de
M, com by positivo e ﬁz negativo), -+, -=-, +0, =0, 0+, O~
e 00, com definigdes analogas.

Exercicio: Usando uma notagdo analoga, decomponha Mj, onde
D = (1,2) na unifo disjunta de trés conjuntos, +, - e O.

Represente-os numa figura.

Agora, vamos "montar" MD no caso 3 X 3, onde, por

conveniéncia, D = (1,2,3).

Exercicio: Mostre que ++, +~, -+ e =-- sao homeomorfos

(difeomorfos).
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Sugestao: Considere conjugagdes por matrizes diagonais contendo

s - ’
na diagonal uma escolha convenientes de 1's e =-1's.

Dé um significado a nota¢ao +...+. bMNostre que dois conjuntos
dados por duas cadeias de sinais de mesmo comprimento sio homeo-—

morfos (difeomorfos).

Ja temos uma descrigdo detalhada do conjunto ++:
pelo teorema do cap{tulo anterior, dar uma matriz tridiagonal
com superdiagonal estritamente positiva € a mesma coisa que dar
seus autovalores e um vetor normal v, de coordenadas positi~
vas. Logo, ++ € homeomorfo (difeomorfo) ao conjunto dos ve-
tores normais com coordenadas positivas - um octante da esfera
Sz, claramente homeomorfo {(difeomorfo) a rZ (verifigue).

Quem é a fronteira de ++ em MD? Obviamente, a unido dos con-

juntos +0 e O+,

Exercicio: Mostre que +0 <(ou O0+) & homeomorfo (difeomorfo)

a trés cdpias de +. Mosire que 00 & formado por seis pontos -
as seis matrizes diagonais, com autovalores 1, 2 e 3. Conclua
que o fecho de ++ em MD é um hexigono, onde as matrizes es-
tao dispostas como na figura abaixo. Note que os outros con-

juntos, A=y =+ e -, tém fechos semelhantes.
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300
010
002

[=N=h o
oNo
OJOO!

Figura 1

Para terminar de montar MD, s6 falta colar os qua-
tro hexagonos, ++, +=, —+ e ==, identificando as fronteiras
adequadamente. Nio & diffcil fazer as identificagdes grafica-
mente: ‘'cole" antes ++ com +~- e -+ c¢om --, obtendo as

figuras abaixo.
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Figura 2

Agora cole os dois pedagos, sempre seguindo as iden-

tificagoes, obtendo um bitoro - isso € o M(1 2.3y
b ]

Figura 3
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Todo esse trabalho foi sd para identificar topologica-
mente o espago de fase., Mas agora, desenhar as drbitas é facil.

Note que

1) as matrizes diagonais sao os pontos de equilibrio da equagao

diferencial (verifique),

2) +todos os conjuntos ++, +0, 0+ e suas variagoes de sinais,

gao invariantes,

3) o comportamento assintético das drbitas & dado pelo teorema

do Capitulo 2.

Juntando tudo, concluimos que as Grbitas da equagao diferencial

devem preencher o espago de fase como abaixo.

diag(3,2,1) diag(3,1,2)
diag(2,3,1) p diag(1,3,2)
Q
diag(2,1,3) diag(1,2,3)

Figura 4
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Exercicio: Mostre que a fungio 2a; + a, ¢ uma fungao de Morse
para a equagio diferencial, no ecaso 3 x 3 (isto é; esta funcgido
éresce ao longo da Srbita, a menos que a 6rbita consista de um
ponto de equilibrio). Obtenha os subespagos invariantes para
cada ponto de equilibrio (isto é, 0s conjuntos de matrizes que
convergem, quando t vai a +=, para cada ponto de equilibrio).
Determine os indices dos pontos de equilibrio e verifique o teo-
rema de Euler—Poincaré, nesse caso.
Exercicio: O© que pode ser o fecho de +++ em M(l 2.3 4)?

] » E)

Como antes, o interior é difeomorfo a R3, e a fronteira con-
siste de conjuntos de matrizes com zeros na diagonal., Matrizes
na fronteira com b, igual a zero sao homeomorfas a quatro cd-
pias do fecho de ++ (por qué?). Idem, para as matrizes com ba
igual a zero. Matrizes com b2 igual a zero szo essencialmente
a superposigao de duas matrizeé 2 X 2, Conclua que a frontei-
ra de +++ €& composta de oito hexégonos e seis quadriléteros.
{Lembre que todas as afirmagdes sao topoldgicas - nao existem
métricas envolvidas.) Isso sugere que o fecho de +++ é a fi-
gura abaixo, o que, realmente, pode ser demonstrado. Dé nomes

aos vértices, arestas e faces,
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Figura. 5

Como vocé pode imaginar, é possivel ([To]l) estudar
a geometria do espago de fase para qualquer dimensao, mas a com-
binatdéria envolvida complica. De brinde, na figura acima, algu-

mas Orbitas obtidas numericamente ([DNT]).
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caPfTULO 5

Nesse cap{tulo veremos uma generalizagﬁo natural da

equagac de Toda.

No Capitulo 3, vimos gue, nas variaveis (D,v), o

sistema de Toda se escreve assim:

D =0 (conservacao dos autovalores de L{t))},

v Av = (Av,v)v
onde A é a matriz cujas entradas diagonais sao as coordenadas
de D, Considere a equagﬁo diferencial obtida substituindo A

por uma matriz diagonal arbitraria (constante) A. Entao
1) wv(t) & sempre um vetor normal (derive (v,v)), se v(0) é.

2) as coordenadas de v nac mudam de sinal (como na demonstra-

¢ho do lemz 2, Capitulo 2),

3) as novas equagoes ainda sao sollveis explicitamente (como?).

Como (D(t),v(t)) estd em I (lembre da definigao,
ne comego do Capitulo 3) para todo t, essas equagoes corres-
pondem (isto é, sao ume troca de variaveis) a equagbes em T, o
conjunto de matfizes de Jacobli com superdiagonal positiva. Em
uma linguagem mais geométrica, os fluxos em I induzem, via

w’l‘ (veja o Capitulo 3), fluxos em T.

Pergunta Sbvia: como s@o as equagdes diferenciais

em termos das entradas de L(t)? Todas as coordenadas de D
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sao diferentes, o que nos permite pensar a matriz diagomal A
como uma fungio de A, A = G(A), onde G & um polindmio.
{Verifique - mais uma vez, um determinante de Vandermonde a es-

preita, leitor(a}).

lema 1: A equagﬁo diferencial acima, em termos de L, e

L = [B(G(L)),L] = B(G(L)L - LB(G(L)), L(0) = L,

onde B(G(L)) &, para variar, uma matriz anti-simétrica cuja

parte triangular estritamente superior é igual a de G(L).

Demonstragao:

Pelo teorema do Capitulo 3, basta demonstrar duas
coisas:
a) que L(t) satisfazendo essa eguagao diferencial esta sempre

em T, se L, estdem T,

b) que Oo(L(t)) e ul(L(t)) evoluem como requerido.

Para mostrar a primeira parte, basta mostrar que M =
= [B(G(L)),L] & uma matriz simétrica (verifique)  tri-

diagonal e que o sinal de L s@ conserva. Ya-

i,i+l
mes ver que M € tridiagonal. Escreva B(G(L)) = G(L) - R,
onde R ¢é triangular inferior. Entao [B(G(L)),L] = [-g,LI,
porque G(L) e L comutam, Tridiagonalidade segue (verifique)
do cdleulo da entrada (4i,j) com |i-j| >.1 de [-R,L}, lem-

brande que L & tridiagonal (desenhe as matrizes). Para mos-

trar due ¢ sinal de Li,i+1 se conserva, basta ver que Mi,i+1
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€ um miltiplo de Ly 341 (e ai imitar a demonstracgio do lema 2
7

do Capitulo 2). Novamente, basta calcular a entrada (i,i+1) de

[-R,L] (verifigque). Logo, L(t) esi{ em T.

Como evoluem <(L{(t)) e ul(L(t))? A equagao tem a
forma de um par de Lax. As mesmas contas empregadas na demons-
tragio do lema 1, Cap{tulo 2, mostram que L(t) = Q(t)TLOQ(t),
onde Q(t) & uma matriz ortogonal satisfazendo a equagao
Q(t) = ~Q(tIB(G(L{t))). Logo o(L(t)) € constante e a matriz
U(t) de autovetores de L(t) € dada por TU(t) = Q(t)TU(O), ou,
em outras palavras, Ut) = ~U(t)B(G(L(t))). Agora, para calcu-
lar a evolugao da primeira linha de U(i), u, (t), é s6 imitar a

demonstragao do lema 1, Capitulo 3 - boa sorte. [ |

Entiao, para cada fung¢do €, temos um fluxo isoespec-
tral no‘eonjunto de matrizes simétricas tridiagonais, preservan-
do o sinal das entradas fora da diagonal. A existéncia de solu-
¢ao global para essas equagdes ja estd demonstrada: as evolugdes
nao abandonam o conjunto J. Ou, de outra maneira, L(t) evo=-
luindo por conjugagac ortogonal nao pode "estourar" {(lembre do
lema 1, Capitulo 2). Como esses fluxos se comportam assintoti-

camente?

Lema 2: Se L(t) resolve L = [B(G(L)),L], entac F(L) re-

solve (F(L)) = [B(G(L)),F(L)].

Demonstragsao:

Lembre de um dos fatos basicos de algebra linear:
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toda funcao (bem, analitica, digamos) de uma matriz é um polind-
mio, mas esse polindmio depende da matriz (quase demonstragao:
gquem Sabe calcular fungoes polinomiais de grau menor ou igual ao
grau do polindmio minimo de uma matriz, sabe calcular gualquer
fungao polinomial dessa matwiz - tome 1imites). Se a matriz é
simétrica, o polindmio depende apenas dos autovalores da matriz
(quem sabe o polindmio caracteristico de uma matriz simétrica
sabe seu polinémio minimo). Como o espectro de L(t) é cons-
tante, F(L(t)) ¢é dada por um polindmio constante em t,P(L(t)).
Voltando ao lema, por linearidade, basta provar o resultado para

D(x} = x*. A indugdo facilima fica por sua conta, leitor(a),

Corolario: Se F =G, L(t) = G(L(t)) resolve a eguagao

L = [B(L),L], com L(O) = G(Lo).

Corolirio: Se G € injetora em J(L)), a solugao de
L = [B(G(L)),L], L{O) = L,» converge para uma matriz diagonal,
gquando t wvai a fe.

Demonstragao:
Pelo corolario acima e o teorema do Capitule 2,
. G(L(%t)) converge para uma matriz diagonal. Mas L{t)"=
= -1(G(L(t)) (alids, leitor(a), por que ¢t existe no domi-

nio gque nos interessa?). u

Exercicio: Dada uma matriz simétrica L, obtenha um polindmio

p tal que p{L) = G(L}, onde G é uma funcdo injetora no espec-
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tro de L. Alias, mostre o seguinte fato geral., Seja M simé-
trica e f, digamos, uma fungav analitica num aberto contendo os
autovalores de M. Seja p um polindris tal que p(A) = f£(A),

para todo X, autovalor de M. &ntao p(M) = £(M).

Sugestao: Usando o teorema espectral, suponha que M & diagonal.

Genericamente (isto €, para uma condigao inicial ti-.
pica), a matriz diagonal em = tem as entradas d;, d2""’dn’
tais que G(d;) > G(dy) >...> G(d_ ). Se G nao § injetora,
L{t) nao converge necessariamente a uma matriz diagonal. Por
exemplo, se O(L ) = {1,-1}, e G(x) = x2, entao L, é um
ponto de equilibrio da equagao diferencial (verifique).

Vamos chamar de G-fluxo, %(G,M,s) a fungao que le-

va uma matriz M e um numero real s a solugdo da equacio dife-

rencial

L = [B(G(L)),L], L(0) = M,
no tempo sf
Lema 3: G-fluxos comutam. Isto &,
®(Gy,9(Gy,M,8,),51) = 9(Gy,0(Gy,M,8;),5,),
bara quaisquer matriz M, reais Sl‘ e S,

Demonstracgao:
Basta fazer as contas nas variaveis inversas. Os

autovalores das duas matrizes no enunciado do lema sao iguais:
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afinal, os G-fluxos preservam o espectro. Agora, basta comparar

os vetores u das duas matrizes. Do lema 1, obtemos a evolugao

1

de u,, o© que nos ai

u1(¢(G1,¢(G2ﬁM,52),sl) = normalizacac de
exp(slGl(ﬂ)) exp(ssz(ﬁ)) u;(0),
ul(w(GZ,w(Gl,M,sl),s2) = normalizacao de

exp(ssz(A)) exp(slGl(A)) u, (0),

onde A, como sempre, € a matriz diagonal contendo na diagonal
os autovalores de M em ordem decrescente. Todaes as matrizes
exponenciadas comutam entre si (sao diagonais), logo os dois

vetores sao iguais. a

Qutra pergunta natural: o gue querem dizer esses flu-

xos nas coordenadas "fisicas", x s e yk's, do Capitule 1?

k
Serd que essas equagdes vém de algum Hamiltoniano? Esse é o
contetido do Capitulo 8, no gqual veremos o contexto "certo" para

estudar todos esses fluxos simultaneamente.
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caprfTULO 6

Vamos ver um medo diferente de resolver a equagao

L = [B(G(L)),L], L(0) = L_, (L

o o Simétrica),

na notagao do capitulo anterior., Depois, aplicaremos os resulta-
dos obtidos para explicar um algoritmo muito importante em ana-

lise numérica.

lema 1 (a fatoragao f@R): Toda matriz M, real, inversivel,
se fatora de modo Unico num produto QR, onde Q ¢é ortogonal

e R & triangular superior, com entradas diagonais positivas.

Demonstragao:

Escreva M = QR e obtenlia as colunas de M efetuan-
do a multiplicagac. Como as colunas de Q devem ser ortonor-
mais, concluimos que as colunas de @ saoc obtidas aplicando o
método de Gram-Schmidt as colunas de M. As normalizag¢oes s3o
escolhidas de modo a obter Rii's positivos. Como M € inver-
sivel, suas colunas sao linearmente independentes e a ortogona-

lizagao procede sem problemas. Uniecidade vem da construgao.
]

Teorema (solugazo por fatoragao): A solugic da equacio

L = [B(G(L)),L), L(0) = L_, (L, simétrica),

é dada por L(t) = QT(t) LOQ(t), onde Q(t) € a matriz orto-

gonal na fatoragao
exp(tG(L,)) = Q(EIR(t).
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Demonstragio:

Pelo teorema de existéncia e unicidade de solugao para
0 problemé‘de valor inicial, basta ver qué L(t) descrita acima
satisfaz a equagao diferencial (obviamente, L(0) = L ). Nao
hi muito a fazer: temos que derivar L(t) = Q'(t) L,Q(t) e

exp(tG(Lo)) = Q(t)R(t). Da primeira equagac, obtemos
L =& qu-1q" &,
onde a dependéncia em t foi omitida. Da segunda,

Qferdq = QT4 + & »7T.

S falta ver que 0'Q = B(G(L)). Note os fatos abaixo.

1) QT6(L)Q = 6(Q"L Q) = G(L) (por qué?).

2) A matriz ﬁR_l é triangular superior (o produto de duas ma-

trizes triangulafes superiores-por qQué mesmo R"l é triangular?).
3) A matriz QTQ é anti-simétrica (derive Q(t)TQ(t) =1).

4) Toda matriz M se decompde, de modo (nico, na soma de duas
matrizes A e N, onde A & anti-simétrica e N & triangu-
lar superior. A ¢é a matriz anti-simétrica cuja parte triangu-

lar estritamente inferior coincide com a de M. Da equagao

T PR
Q'G(L)Q = Q' + RR7Y,

entEo, temos que QTQ é a matriz anti-simétrica cuja parte

triangular inferior é a de G(L). Transpondo QTQ e usando a

definicao de B(G(L)), obtemos QTQ = B(G(L)). L]
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Note que essa descrigao do G-fluxo (lembre da defi-
nicho no Capitulo anterior) nao tem nada & ver com o fato da con-
dicio inicial ser tridiagonal. Na verdade, o resultado se gene-
raliza em varias diregbes: existem equagoes diferenciais pare-
cidas com solugSes descritas de modo anélogo para matrizes nao
siméiricas e para operadores em espacos de dimensao infinita.
Entfo, qual é o interesse das variaveis espectrais? Antes de
tudo, as equagdes nas varisveis espectrais sugeriram a generali-
zagho para outros G-fluxos, assim como outros resultados (a
comutatividade dos G-fluxos, por exemplo}. Além disso, as e-
quacoes de Toda sao um Stimo exemplo do uso das variaveis espec-
trais, uma técnica ewpregada com frequéncia em dimensao infinita
(lembre dos dltimos paragrafos do Capitulo 3). Mas a verdadeira
razao para emprega-las € outra, e 36 vai ser apresentada no Capi-

tule 8.

O seguinte algoritmo foi descoberto no inicio da dé-
cada de sessenta por Francis (veja, por exemplo, [PJ]). Seja

L0 uma matriz simétrica positiva (isto é, com autovalores posi-

tivos). 'Em particular, L, é inversivel. A partir da sua fa-

toragaoc QR (idnica, pelo lema acima):

defina

T
Ly = RQ, = Q, L,Q

o Tove’

Note que L0 e Ll’ por serem matrizes (simétricas) conjugadas,



-4 =

tém os mesmos autovalores. Agora, repita o processo: fatore
Ll’ troque a ordem dos fatores, obtendo L2, e assim sucessiva-

mente, gerando uma sequéncia de matrizes simétricas Ln.

Teorema (o método QR para obtengao de autovalores): Considere
o G-fluxo com G(x) = 1n x, e condigao inicial L{(0) = L.
Entdo L(n) = L . Em particular, pelo segundo Corolario do lema
2 do Capitulo 5, Ln converge para uma matriz diagonal, cujas

entradas diagonais sao os autovalores de Lo'

Antes de dar a demonstraqﬁo, vale a pena relembrar a
definigao do logaritmo de uma matriz simétrica positiva. Como
vimos no capitulo anterior, toda fungao £ de uma matriz simé-
trica € um polindmio da matriz - mais precisamenfe, o polindmio
que leva os autovalores A aos nimeros f£(A). Na situagao aci~
ma, f(x) = 1n(x), e todos os autovalores sao positivos - 1n L
estd bem definida (isto é, In L ¢é real, simétrica), se tomar-

mos 1n como sendo,a fungdo inversa de exp: R -+ R'.

Demonstragao;
Basta mostrar L(1) = L, - o resto € uma indugao tri

vial. DPelo teorema anterior, a solugao do G-fluxo é dada por

L(t) = QT(t)LOQ(t),

onde

t

exp(t ln(Lo)) =L, = Q(tIR(L)}.

Tomando t = 1, temos que L(1) = QT(I)LOQ(I), onde
L, = Q(1)R(1). B
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4 conclusio é que um G-fluxo apropriado interpola os
valores Ln obtidos pelo métodor QR. Ou, pensando ao contrério,
o método QR resolve em tempos inteirss uma equagac diferencial
muito complicada (tente escrever as equagdes no caso 2 X 2). Po
demos pensar um passo no método QR (isto é, o processo que vai
de LO a L1) como sendo um difeomorfismo (um sistema dinamico
discreto) no conjunto de matrizes positivas. 08 resultados dos
capitulos anteriores garantem gQue esse difeomorfismo possui mui-
tos conjuntos invariantes, por exemplo: o conjunto de matrizes
tridiagonais, os conjuntos MD, os conjuntos +0+-0, ete.

Mais ainda, 0 espago de fase, qualitativamente, nZo difere (a me-
nos de "discretizagao") do espago de fase para G(x) = x, a equa
¢ao de Toda original. Assim, a linguagem que usamos para falar
do espago de fase se torna adequada para interpretar certas
ocorréncias no método QR. Por exemplo, considere a tabela da
pagina seguinte, que descreve uma segquéncia Ln de matrizes ob-
tida pelo método RQR. A "lentidao" do algoritmo entre as itera-
goes O0e3 e 5 e 11, nas quais, essencialmente, dois autovalo-
res trocam de posigaoc, é explicada pela vizinhanga das matrizes a
pontos de equilibrio da equagio diferencial, as matrizes
diag(2,7,4) e diag(8,2,4) (lembre do espagco de fase no "hexia-

gono", no Capitulo 4).
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TABELA
Tempo ay 2g ag by 'b2
] 2,0000E+00 7.6000E+00 4.,4000E+00 4.3346E-10 1.2000E+00
1.0000E+00 2.0000E+00 7,9939E+00 4.0001E+00 2,4206E-07 2,4420E-02
2.0000E+00 2.0000E+00 8.00CG0E+00 4.0000E+00 5,7653E~05 4.4728E-04
3.000C0E+00 2.0003E+00 7.9997E+00  4.0000E+00 3.,9394E-02 8.1925E-06
4.0000E+00 7.251BE+00 2.7484E+00 4.0000E+00 1.9825E+00 4.2484E-07
5.0000E+00 B.0000E+00 2.0000E+00 4.0000E+00 5.6148E-03 2.9369E-00
&6,0000E+00 8.0000E+00 2.0000E+0Q 4,0000E+00 1.3817E-05 2.1701E-0S5
7.,0000E+00 8.0000E+00 2.0000E+00 4.0000E+00 3.4497E-0C 1.86033E-03
B.0000E+00 §,0000E+00 2.0000E+00 4.0000E+C0 B.55i0E-11 1.1848E-03
9.0000E+00 8.0000E+00 2,0000E+00 4,0000E+00 2.1196E-13 8.7515E-01
1,0000E+01 8.0000E+C0 2.0021E+00 3,9979E+00 5,2567E-16 6.4621E-02
1.1000E+01 S.000CE+00 2.1081E+00 3.8919E+00 1.33920E-18 4.5216E-01
1.2000E+01 &8.000CE+00 3.5144E+00 2,4856E+00 6.5512E-21 8.3756E-01
1.3000E+01 B8.00CCE+00 3.9883E+00 2.0117E+00 1,0172E-22 1.5238E-01
1.4000E+01 B8.0000E+00 3.899SE+00 2.0002E+00 1,9125FE-24 2.07T41E-02
1.500CE+01 8.0G0G0E+00 4,0000E+00 2,0000E+00 3,5026E-26 2.8073E-03
1.6000E+01 8.0000E+00 4.0000E+00 2,0000E+00 &,4153E-28 3.7993E-04
1.7000E+01 8,0000R+00 4,0000F+00 2.0000E+00 1.1250E-29 §5.1417E-03
1.6000E+01 8.00600L+00 4.0000E+00 2.0000E+00 2.1521E-31 6.958GE~-06
1,8970E+01 8.0000E+00 4,0000E+00 2.0000E+00 4.4442E-33 9.9998E-07
diag(8,4,2) diag(8,2,4)
diag(2,8,4)

Figura 6
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Existem outros métodos clidssicos para cialeulo de auto-
valores que podem ser interpolados por G-fluxos. Em vez de des-
crevé-los, entretanto, vamos usar as squagoes diferenciais para
justificar uma modificagao usadissima que torna o método QR
muito mais eficiente. Para isso, vamos antes estudar a veloci-

dade de convergéncia da equagao de Toda (isto é, G(x) = x), no

caso de matrizes de Jacobi.

Teorema (velocidade de convergeéncia): Existe uma constante ¢

e um tempo T tal que, se t > T,

|ak(t)jak(m)l < C exp 2tm,

b, (t)| s C exp tm, onde m = -min |A, -A_]|.
k#j
Demonstragaoc:

A técnica usada é muito freguente no estudo de equa-
coes diferenciais ordindrias e parciais. Do mesmo modo Que uma
limitag¢ao global nas entradas das matrizes L(t) nos permitiu
obter o comportamento assintdético na demonstracao do teorema do
Capitulo 2, vamos, a partir do comportamento assintdtico, obter
as velocidades de convergéncia. Antes, uma troca de variaveis:

seja Cy = 2b§. As equagoes diferenciais se tornam

ék =ep - e 1s k=1,..0,n

e = 2ck(ak+1-ak), k=1,..,,n~1,

I
o

onde c
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Como ék/ck = (ln(ck))', as equagoes diferenciais,

integradas, se tornam

t
e (t) = ck(O) exp(j 2(ak+1(s)-ak(s))ds),
o

It

a(®) = Ay = ak(t) + ,( (¢, (8) - ey _y(s))ds.
t

Pela convergéncia de L(t), gquando t =+ =, existe T tal que,

se t= T, entao

|ak(t)'kk] £ e, k=1,...,n,

0 < ck(t) < e, k 1,...,n-1,

para qualquer ¢ fixo, digamos, menor gue (m;n llk-le)/z.
k#j

Da equagado para cp, entao, obtemos, para t = T,
0 < ck(t) s ck(O) exp t(lk+1—lk+2€), k=1,...,n-1,
onde, pelo teorema do Capitulo 2, 2 < A k= 1,...,n-1.

k+l k?

Da eguagao para a para t = T,

k’
|hk-ak(t)| <
-1
‘[ [ck(O) exp s(lk+1—lk+2e) + ck+1(0) exp s(kk+2—1k+1+éé)]ds <
t

4 A, exp t({m+2e),

onde m =-m§x(lk+1—lk) € (estritamente) negativo e A, inde-
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pende de t (note gue m+2¢ < 0). Agora, vamos re-estimar os

ck's usando essa velocidade de convergéncia dos ak's:

t t
ck(t) = ck(O)eka[ 2(ak+1(s)—1k+1—ak(s)+1k)ds +/[.2(lk+1-Kk)ds] =
0 0

: t
= ck(o)(exp 2t(lk+1-kk))(exp)( 4A, exp(s{m+2e))ds) =
0

= D, exp 2t(lk+1-hk) <

k

= Dk exp 2im,

onde D independe de t e de €. Finalmente, a velocidade de

k
convergéncia dos a:

0o

Iak(t)—lkl s J’ ley(s)-e, _1(s)]ds <
t

s ,f [ck(s)lds +,j- |ck_1(s)|ds < E, exp 2tm.
t t ‘

Em palavras, a velocidade de convergéncia é determina-

da, essencialmente, pela menor diferenga dos autovalores.

Um cdlculo parecido mostra oue a velocidade de conver-
géncia de uma matriz cheia sob o fluxo de Toda também e determi-
nada pela menor diferenga entre os autovalores lk‘ No caso de
um G-fluxo, Ilembre que, pelo lema 2 do Cap{tulo 3, a fungéo
G leva G-fluxos ac fluxo de Toda original (isto é, o G-fluxo

com G(x) = x). Nao é difieil, ent3o, concluir que, se G @
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injetotra no espectro de Lo, a velocidade de convergéncia do
G-fluxo depende da menor diferenca entre os G(kk)'s. Assin,
por exemplo, no casc do métode QR, onde G{x) = 1n x, a velo-
cidade de converpgéncia depende do menor quociente lk/kk+1 (co~-

mo sempre, estamos indexando os autovalores em ordem decrescente).

Existem duas operagdes em matrizes que nac dificultam
o caleulo de seus autovalores: multiplicar por um escalar e so-
mar um miltiplo da identidade. Note gue a primeira operagao ace-—
lera a convergéncia do fluxo de Toda (G(x) = x), mas nao a do
métode OR. Para a segunda, o oposto ocorre. DPor isso, em ge-
ral, ao implementar o método QR, as iteragdes sao precedidas
por uma'translagﬁo desse tipo (um Yshift"). A escolha da trans-
lagho é um problema interessante, mas n&io convém dar os detalhes

nessa nota (veja, por exemplo, [P]).

Esse modo de representar o G-fluxo de Toda foi desco
berto originalmente por Symes [S], usando técnicas de algebras
de Lie. Symes também encontrou uma relacdo entre o fluxo de
Toda (G(x} = x) e o métode ©QR. Em [DNT], essa representacgao
do G-fluxo foi redescoberta e demonstrada usando as técnicas ele
mentares apresentadas acima, € a identificagao de QR com o flu-
xo para G(x) = 1n x foi apresentada e explorada ha compreensao

de algoritmos para calculo de autovalores.
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Nesse capitulo, vamos preparar a teoria necessaria pa-
ra a interpretacao dos fluxos de Toda como sistemas hamiltonianos

completamente integraveis.

Em mecanica classica (e guantica), existe uma receita,
o formalismo hamiltoniano, para obter fluxos a partir de uma fun-
950 no espago de fase M. Inicialmente, definimos um colchete de

Poisson, que & uma fungao
{,): ¢y x c™() = c” (),
onde CT{(M) = {f: M+ R infinitamente diferenciaveis}, satis-
fazendo as propriedades abaixo:
1) (bilinearidade)
{f+ag,h} = {£,h} + afg,hi,

[f,g+ah} = {f,g} + alf,h), ~ f,g,h €C7(M), a € R,

2) (anti-simetria)

{f,g} = -{£,g}
3) (compatibilidade)

Se jam fk, k=1,...,n funcdes em C (M) e G(xl,...,xn) uma

fungao C° de R"™ a R, entdo
I bG o
[G(fl,...,fn),h} = _21 3;_(f1,...,fn){fi,h], ¥ h € CT(M).
1= 1

4) (identidade de Jacobi)

{f,{g,h}} + [g,in,£}} + [n,if,g}} =0, » f,g,h € c”(M).
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Por exemplo, seja M = R0 _ {(x,y) / x € R" e vy € r"].
Defina

_ T (o bg _ 2t g
{f,8}(x,y) = izl(gii(x,y) Mri(x,y) hyi(x’y) bxi(x,y))-

Exercicio: Mostre que as propriedades acima valem para esse col-

chete.

Dada uma fungao H em C7(M), H induz um fluxo em
M do szeguinte modo: qualquer f em ¢”(M) varia ac longo da

drbita desse fluxo de modo a satisfazer a equagao

f - {f£,H}.

Em particular, para um sistema de coordenadas no espago de fase,
0s colchetes de Poisson descrevem como cada coordenada varia na
drbita. O sistema de equag¢oes diferenciais descrevendo a evolu-

gEo das coordenadas nesse caso é chamado um sistema hamiltoniano.

Exercicio: Tome M = Rzn, com ¢ colchete definido acima, e H
definido no primeiro paragrafo do Capitulo 1. Mostre que as e-
quagoes para X € ¥ sAo as equagoes de Toda, nas variaveis
fisicas. ZEm outras palavras, o sistema satisfeito pelos xk's

e yk's é um sistema hamiltoniano.

Exercicio: Para mostrar como o formalismo hamiltoniano abrange

as equagoes usuais de mecanica, vamos obter as equagdes de movi-
mento para uma particula em Rn, sob a agEo de uma forga

£(x) € C*(R™). Da segunda lei de Newton (f = ma),

#(x) = m x,
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0 gue pode ser reescrito como

x = my,

£{x),

1

¥
onde y € R"™ ¢ a velocidade particula. Defina ‘o potencial

V(x) como uma antiderivada de -f(x) (isto &, o gradiente de

V(x) e -f(x)). Considere agora a fun¢io
Hx,y) = 2 allyl® + v(x)

Note que H, uma fun¢do em C™(R?D), & exatamente a energia da
particula (energia cinética mais energia potencial). Mostre que
as equagdes de evolugdo para x € y, com o colchete definido
2n
?

acima para R s30 as mesmas dadas pela segunda lei de Newton.

Mostre também que a energia se conserva.
Um problema aparente: o colchete nos diz como f e
f2, por exemplo, variam nas orbitas do fluxo induzido por H,

mas a regra da cadeia impde uma relagac zntre essas duas deriva-

das.

Exercicio: Verifique que as duas maneiras de obter a evolugao

2

de f° dao o mesmo resultado.

Sugestao: Use a compatibilidade.

De maneira geral, para mostrar que a construgao acima
esta bem definida, basta ver que, realmente, H induz um fluxo

em M. Para isto, basta represeniar a equagao diferencial do
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fluxo em algum sistema de coordenadas do espago de fase, e mostrar
que sistemas diferentes descrevem a mesma equagao diferencial no
espago de fase, apesar de, possivelmente, fornecerem representa-

gbes diferentes, Detalhando, sejam 2 ,...,Z, € Wy .ece,¥Wy

coordenadas de dois sistemas na vizinhanga de um ponto i, do

espaco de fase. Pela construcao acima, devemos ter

Gk = {w_,H}, 7y = {zk,H].

Mas temos também que (wyyeeerw ) = G(zy,...,2 ), para alguma

fungao infinitamente diferenciavel G {gqual?). Da regra da ca-

deia,
n n
. G - G
w, = L == gz, = T 2 (=, ,H].
ko 4oy 073 1 4oq 02y 01

Pela compatibilidade do celchete, entEo, os dois sistemas de

~- - 7
coordenadas nos dao a mesma evolugao para 03 Wy S.

AliAs, um sistema hamiltoniano nao tem solugoes glo-
bais necessariamente - os fluxos induzidos sao apenas locais
{isto é, definidos para T pequenos, numa vizinhanga do ponte
mo)' Como a maioria das propriedades qué nos interessam (inva-
rianeia, comutatividade dos fluxos induzidos) sao locais, vamos
adiar um pouco a hipotese adicional de existénecia global de so-

lugoes.

Exercicio: Explique o significado de "comutatividade deos fluxos

é uma propriedade local".
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Ja vimos nos capitulos anteriores como o estudo de uma
eqﬁagﬁo diferencial se simplifica com o conhecimento de guantida-
des conservadas (as integrais do sistema). ¥ imediato ver que H
é constante nas érbitas do sistema hamiltoniano associado a H
(use a anti-simetria para mostrar que {I,H} = 0). De maneira
geral, f € uma integral do fluxo induzido por H se e somente
se {(f,H} = 0, Da propriedade 4, o colchete de duas integrais

também é uma integral.

Exercicio: Um modo de refrasear certas propriedades do colchete
é dizer que (c*M),{+,+}) ¢é uma dlgebra de Lie, e que as inte-

grais de um sistema hamiltoniano formam uma sub-algebra.

A situagao (extremamente otimista) que motiva os pro-
ximos resultados é a seguinte. Suponhamos gque o espago de fase
para a hamiltoniana H1 se ja Rzn, mais uma vez, e que conse-
guimos encontrar n integrais "independentes™® Hl""’Hn (em

um gentido definido mais precisamente abaixo) para o fluxo indu-

zido por H;. A Grbita pela condigdo inicial m entaoc, per-

o?
manece em N, a componente conexa da intersecao das superficies
de nivel Hgl(mo), k=1,...,n, possivelmente uma superficie
de dimensao n. Cada Hk’ por outro lado, induz um fluxo, que
também permaneceria em N se exigissemos que {Hk,Hj} =0, pa-
ra cada escolha de k e j. Com um pouco de sorte, podemos
esperar gue N seja parametrizada pelos fluxos induzidos pelos

Hk's (em outras palavras, que ¢ possivel parametrizar N usan-

do os n '"tempos de emprego" de cada fluxo). Isto sugere gue,
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4 . & s s . . . -~
alem das n variavels Hk s (variaveis sim, parametros do espa-
¢o de fase)}, devem existir outras n variaveis tk (essencial-

mente, os "tempos") com as seguintes propriedades:

1) essas 2n variaveis descrevem um sistema de coordenadas do
espago de fase na vizinhanga do ponto My

2) o fluxo induzido por Hy mantém todos os Hj's e tj s

constantes, com excegﬁo de t gque varia linearmente no tempo

K’
(afinal, t, é o "préprio" tempo).
Nesse sisiema de coordenadas, o fluxo induzido por Hl e trivial
mente solivel - 2n - 1 variiveis ficam paradas e t; varia li-
nearmente.

Uma dificuldade na construgao acima € a seguinte.
Ao supor que os "tempos de emprego! de cada Hk parametrizam
N, a intersec¢io das superficies de nivel das integrais, estamos,
sem querer (?), impondo uma condigao extra sobre os fluxos in-
duzidos pelos Hk's - denotando por (ty,-+srt,) oS tempos ne-
cessirios para ir da coadigdo inicial m  a um outro ponto m,
estamos supondo que a ordem de emprego dos diversos Hk’s &
irrelevante. Isto sugere que oS Hk's devem induzir fluxos co-
mutando entre si. Como vocé ja deve ter reparado, propriedades
do fluxo (as prdprias equagoes, as integrais) podem ser expres-

sas em termos da_hamiltoniana. A comutatividades dos fluxos nao

€ excegaon.

Lema : Se as hamiltonianas H e G comutam, os fluxos induzi-

dos comutam.
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A demonstrag¢ao, um pouco comprida, é o Apéndice 1,

Logo, na situagao extremamente otimista, todos os flu-
x05 induzidos pelos Hk's comutam entre si - jé tinhamos exigi-

do que {Hk,Hj} = 0, para Qquaisquer k e j.

Hi algo de insatisfatéric na construgao acima; falta

. . . ’ ~

uma certa simetria entre os Hk's & oS tk s. Por exemplo, nao
podemos gafantir que, se um tk ¢ tomado como hamiltoniano para

. r
um fluxo, entao tj's e Hy's se mantém constantes, com exce-

¢ao de H., variando linearmente.
Na verdade, a teoria geral mostra gue, uma vez obtidas
n integrais "indepeandentes™ Hk em involugao (isto &, tais que
{Hk,Hj} = 0), entdo, sob certas condigdes técnicas genericamen-
te satisfeitas, existem n varidveis Ak para as quais tudo
¢’

isso acontece. Numa linguagem mais conveniente, os Hk s e

Ak's satisfazem

£Hk,Hj} =0, [Ak,Aj} =0

{Hk’Aj} = akj, ¥ k!j'

Vamos supor agora que os fluxos induzidos pelos hamil
touianos H, em involucao sao definidos globalmente (isto &, as
equacgoes diferenciais sio soldveis para quais gquer tempos e con-
digdes iniciais). Isso vai nos permitir obter informacdes topo-
légicas sobre N, uma componente conexa da intersegao das su~

perficies de nivel dos Hk's.

No casc de uma hamiltoniana sé, é ¢laro gue o conjun-
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to de pontos do espago de fase que pode ser alcangado sainde de
um ponto fixo x (a érbita por x) esta em bijegao com um dos
trés conjuntos: um ponto (se x & um equilibrio da equagao di-
ferencial), uma reta ou um circulo (se a orbita por x for pe-
riddica). Em outras palavras, o conjunto C de todos o8 t pa-
ra 0¢ quais Ht(x) = Ho(x) s0 pode ser a reta foda, vazio ou o
conjunto de todos os miltiplos inteiros de um certo numero real
T (o peridodo da érbita}. Isso é essencialmeunte consequénecia do
fato gque o conjunto C 6 vazio ou é um subgrupo de R, em rela-

I3

cao a soma.
Exercicio: Por qué C ¢é vazio ou um subgrupo?

Exercicio: Mostre que, de fatoc, todos os subgrupos de (R,+)

sao da forma acima.

Cuidado, entretanto: a Srbita com a topologia induzida pelo es-
pago de fase’nao é necessariamente homeomorfa a um desses trés
conjuntos, com suas topologias usuais. O exemplo {essencialmen-
.te Gnico) de situacho onde nao temos homeomorfismo € o seguinte.
Suponha que o espago de fase é o produto de dois circulos (coﬁ
‘ sua topologia usual), parametrizado por duas fragoes da volta
completa, dadas por nimeros a e b em [0,1) (note que uma

volta = zero voltas), e considere as etiuagdes diferenciais
a=1, b=2a, a(0) =0, b(0)=0,

onde a é irracional. Resolvendo, temos que a(t) = t e
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b(t) = at. Nao é dificil mostrar que os pontos da forma (t,ot)

formam um conjunto densc no espago de fase.

Figura 7

Exercicio: Preencha os detalhes dessa demonstragac da densida-
de. Podemos supor que o espago de fase é o quadrado o,1] x
x [0,1], com as identificagdes toroidais (isto &, os pontos

(0,y) e (x,0) sao colados aos pontos (l,y) e (x,1) respec
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tivamente). O conjunto de pontos da forma (t,%t) é composto de
(infinitos) segmentos paralelos. Se esses segmentos nao fossem
densos no espago de fase, existiria uma distancig nEq nula entre
dois segmentos lado a lado. Isso implicaria que existem infini-
tos segmentos lado a lado a essa mesma distancia nao nula - um

absurdo.

De maneira geral, a superf{cie de nivel N ¢ parame-
trizavel pelos tempos tk (isto é, pontos em R™). Claramente,
podem existir sequéncias de tempos diferentes que manteriam fixa
a condigac inieial x. O conjunto desses tempos forma um subgru
po de (Rn,+), que vai ser discreto (isto €, composio de pontos
isolades) se garantirmos que os 1n vetores tangentes induzidos

pelos Hk’s sac independentes em x.

Exercicio: Aliss, mostre que ssse subgrupo independe da condi-

cao inicial.

~ . . , n
Entao, como conjunto, a superficie N ¢é o quociente de R por

esse subgrupc discreto. NAo é dificil mostrar que um subgrupe
discreto de R" & o conjunto de combinacoes lineares a coefi-
cientes inteiros de k vetores independentes (sugestao: indu-
¢ao). O quociente, nesse caso, € o produto de k circulos e

n -~k retas, que nao é necessériamente homeomorfo & superf{cie
de nivel N com a topologia induzida. No caso das equagﬁes de
Toda, a equivaléncia é topoldgica também - essencialmente, o com
portamento assintético exclui a possibilidade de orbitas quase-

. - a r - ~ s
periddicas (isto é, a situa¢ao do exemplo anterior). Mas, de
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novo, para as equagoes de Toda, o resultade vai ser demonstrado

de modo independente.

Em resumo, se cbtivermes 2n variaveis B e A
para um espago de fase M de uma hamiltoniana Hl, satisfazen-

do as relagoes

{Hk,HJ.} =0, {Hk,Aj} = byy [Ak,Aj] =0, ¥k,j,

e todos os fluxos sac definidos globalmente, entio o espago de
fase se "folheia" em superficies de niveis homeomorfas a produtos
de retas e circulos (mas nao neéessériamente na topologia indué;
da), e em cada superficie, os n fluxos induzidos pelas hamilto-
nianas Hk's sao lineares - em particular, trivialmente solGveis.
Um sistema hamiltonianc num espago de fase de dimensao 2n pro-
veniente de uma hamiltoniana HI para a qual existem fungoes

Hk’ h=2,,.,.,n, tais que

{Hk,HJ.} =0, ~k,j=1,...,n,

é chamado sistema complétamente integrével.

Vale a pena encerrar o cap{tulo com algumas cbserva-
goes,

Em geral, mecanica n3o "comega" com um colchete de
Poisson. O espago de fase é uma variedade de dimensio par, do-
tado de uma "estrutura simplética" (uma 2-forma naoc degenerada,
ete., etc.). Existem varias razdes para adotar o procedimento
acima. Antes de tudo, evitamos ter que definir formas. O col-

chete de Poisson pode ser degenerado, o que permite encontri-los
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em variedades de qualdquer dimensdo. Em certos contextos, a forma
naoc € um objete "natural', enquanto o colchete é - por exemplo,
em mecanica guantica. Obviamente, a estrutura simplética é uma
maneira de obter colchetes e, muitas vezes, a geometria da situa-
gao oferece uma estrutura simplética de graga (no espago cotangen
te, ou nas érbi-as de uma agao coadjunta de um grupo de Lie), mas

isso é outra histdria.

A idéia de obter integrais em involugac para resolver
explicitamente um sistema hamiltoniano é ¢lassica (Hamilton,
Jacobi). A folheagao do espago de fase por produtos de retas e
circulos € o teorema de Arnold-Liouville, e uma boa descrigao se

encontra em ©LA).
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CAPfTULO B

Vamos interpretar ¢ fluxc de Toda para matrizes tri-

diagonais como um sistema completamente integravel.

Lembre que o problema original, apresentado no Capi-
tulo 1, tratava de n particulas em Rn, cujo movimento era des

c¢rito pela hamiltoniana

H = L g y2 + ngl exp(x, ~x ).
2 k=1 k k=1 k “k+l
Rzn, 0 espago de fase natural para o problema, era dotado do
colchete de Poisson usual,
{f,g)(x,y) - © 2f 2& _2f 2g
A k=1 2%k BV 0¥y dX’

*k
A seguir, foi feita uma "troca de varidveis", de x's e y’s

para a’'s e b’s, na qual supusemos que uma informagao adicio-

nal era preservada - a média das posigodes iniciais, por exemplo
(relembre o Capitulo 1). O que acontece com © espa@o de fase nas
novas variaveis? e o colchete de Poisson, como fica? Ja sabemos
a resposta da primeira pergunta: o espago de fase é T, o con-
junto de matrizes n X n reais, simétricas, tridiagonais, com
elementos fora da diagonal estritamente positivos. Por conve-
niéncia, entretanto, vamos restringir o espaco de fase ao conjun-
to M das matrizes em T com trage fixo, igual a zerc, digamos
(o que isso auer dizer fiéicamente, leitor{a)?). Dos lemas do

Capitulo 5, M é um conjunto invariante para gualquer G-fluxo.
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Toda matriz simétrica L & a soma de trés matrizes,
, L e L7, respectivamente, diagonal, triangular {estrita-
mente) superior e triangular (estritamente) inferior. Seja

7 (L) a matriz triangular inferior
nT(L) = L%+ L7+ (L+)T
Vamos definir o colchete de Poisson em M como sendo
{F,G}(L) = -tr LIn VF(L),n vG(L}].

Isso pode parecer misterioso. Na verdade, essa expressao € a
consequéncia de um argumento bastante natural. Em R2n’ consi-
dere o vetor m = (1,...,1)/n, e seja D a derivada na diregao

m. Defina

©, 20y _ ®, . 2n -
C (R“") = [f € C(R™) IDmf-O}.

E facil ver que o colchete de duas fungoes em C;(an) também
esta em c;(RQ“) (verifique). Uma fungaoc f em C;(an) in-
duz de um modo Sbvio (qual?) uma fungao F definida em M. A-

2y & 7 (em CT(M))

liss, a correspondéncia entre f (em C;(E
é uma bijegao. A essa altura, o modo de definir um colchete para

fungoes em M deve ser claro:

1) dadas T e G em C (M), obtenha f e g em C;(an)
pela correspondéncia acima,

2) ecalcule h, o colchete em R2n de f e g,

3) defina o colchete entre F e G (em M) como sendo a fun-

¢ao H induzida por h.
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Exercicio: Mostre que esse &€ exatamente o colchete em M defini-
do acima (nao esguega de derivar as exponenciais na troca de va-

riaveis).

Bem, ainda falta demonstrar que esse colchete satisfaz
as propriedades exigidas de um colchete., 1Isso sai de uma conta
enorme. Ou, simplesmente, mostrando que essas propriedades sao

preservadas pela correspondéncia acima.

Exercicio: Ha algo de aparentemente estranho na construcao aci-
ma. Afinal, as matrizes em M sao tridiagonais. Entretanto,

ao tomarmos o gradiente de uma fungao em M do modo que defini-
mos, estamos tomando derivadas direcionais na direcao de todas as
entradas poss{veis. Mostre gque, na verdade, a expressao para o
colchete, gquando avaliada para uma matriz L tridiagonal, 1)
depende das entradas tridiagonais do colchete de Lie, [n VvF(L),

T vG(L)Y].

Temos, entao, um espago de fase e um colchete. Agora,
precisamos de uma fungdo hamiltoniana que induza o fluxo de Toda

(e, de modo geral, hamiltonianas para os G-fluxos).

Lema : A hamiltoniana F(L) = tr(Lz)/z " induz o Ffluxo de Toda.
A hamiltoniana H cujo gradiente é a fungao G induz o G-flu-

X0O.

Demonstracgao:

vVamos comegar calculando o gradiente de tr Lk,' onde



L- nao é nece ssériamen te tridiagonal. Pela definigoo de deriva-
5 k-
da direcional,

tr(L+tEij)k—trLk

2 (er15) = 1im - k triE,, = kL., = kL, .,
085 4 t+0 L 13 Ji 1]
onde E, é a matriz cuja Gnica entrada nic nula é a entrada

ij, dgual a 1, e usamos tr AB = tr BA, ao expandir o bino-
mio de Newton nao comutativo. Com sempre, os termos "dificeis"

s3c de ordem mais alta em t, e vao a zero no limite.

Agora, para obter as eaquagdes de movimento para o flu
x0o de Toda, basta aplicar a definig&o da evolugao em termos do
colchete, mas vamos passar direto para a situaggo geral - se ©
gradiente da hamiltoniana H & uma fungao de L,G(L), o fluxo
induzido é o G-fluxo. Supconha gue estejamos calculande a evo-
iugao da entrada Lij' Por simetria, podemos supor que a enira-
da pertence a parte triangular inferior (ou diagonal) da matriz

L. Comec sempre,

(Lyy) = [Lij.rﬁ = -tr LEEij,n'G(L)]

Note que tr AlE,C] = tr B(C,A] (afinal, +tr XY = tr ¥X) e

- . r T
i VLij = Eij’ gue € o produito dos vetores e; ej, onde os ve-
tores e, sao pensados verticais. Logo,

- _ .-
tr L[Eij,ﬁ G(L)] = ~tr Eyym G(L),L]

Tr -
~tr ey ej[w G(L),L]

~-tr e?[n_G(L),L] e (de novo, tr XY = tr YX =X e Y nao

precisam ser matrizes quadradas: verifique)
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_ Te -

= -& G{L),L] ey (o tiaco d& uma matriz 1 % 1)

J
= (—fﬂhG(L),L])ij {a entrada ij da matriz -=[n G(L),L])
= (-[G(L)-B(G(L)),L])ij (lembre que B(M) = M™ - (M+)T)

= (IZB(G(L)),L])ij (G(L) comuta com L),

Em palavras, a evolugao da matriz L € dada exatamente pela e-

quacao do G-fluxo, descrita no Capitulo 5. -]

Exercicio: Que hamiltoniana induz o fluxo QR?

2n-2 (lembre que fixa-

Note que M ¢é difeomorfo a R
mos o trago das matrizes) - isso vé-se direto da "troca de va-~
riaveis" (como?). Vamos apora obter n - 1 hamiltonianas Hy
em involugao, das Quais H1 induz o fluxo de Toda. Da demons-
tragao do lema anterior, a escolha é dbvia: se ja H_ =

kK
k+1/(k+1) {(as constantes multiplicativas sao irrelevan-

= tr L
tes). Ja sabemos que essas funcgoes estzs em involugao (recapi-
tulando: cada Hk ¢ uma funcao dos autovalores da matriz L

(qual? use o teorema espectrall}, cada Hj induz um G-fluxo,

gue preserva os autovalores - continue).

O passo seguinte é obter um conjunto ds variaveis evo
luindo linearmente com os fluxos induzidos pelos Hk's. E agora
Que as variaveis deseritas no Capitulo % se tornam importantes.
Do Capitule 3, sabemos que cada matriz L de M é recuperavel
uma vez conhecidos seus autovalores e o vetor normal £, compos

to das primeiras coordenadas dos autovetores, devidamente norma-
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1izados. Sabemos também (lema 1, Capitulo 5) que a evolugao de

f sob um G-fluxo é dada por
£ = G(AYE - (G(A)E,£)E.

Vémos_procurar expressSes nas coordenadas de f que variem li-
nearmente com os G-fluxos. Todas as coordenadas fr de f

sao positivas, logo pcdemos tomar logaritmos, log fr. Para 1li-
vrar-se dos denominadores, basta coasiderar os gquocientes

g, = log(fr/fl), r=2,...,n (lembre que precisamos de apenas

n -1 variaveis).

Exerc{cio: Mostre que, realmente, os gr's mudam linearmente

sob a agao dos G-fluxos.

Note btambém que os gr's 520 um sistema de coordena-
das globais para a superf{cie‘de nivel N, as matrizes de M
com um certo espectro fixo (aliés, leitor(a), lembre que todos
oS autovalores sao diferentes - lema 3, Capitulo 2). Isso é
essencialmente conssquéncia do teorema do Capitulo 3. Em parti-
cular, obtemos que N ¢ composta de uma Unica componente conexa

n-1

- . u ‘ ]
e ¢ difeomorfa a R , como a "teoria" do capitulo anterior

tinha sugerido.

A essa altura, todos os G-fluxos estac trivialmente
resolvidos - temos solugoes explicitas nas variaveis espectrais.
Nas mesmas variaveis, nao € diffcil ver que os n - 1 campos
induzidos pelos Hk's sao independentes em todos os pontos de

ND
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Exercicio: Mostre a independéneia dos campos.

Sugestao: O problema se reduz a mostrar que o determinante de

uma matriz de Vandermonde &€ nao nulec.

Podemos ir além, e procurar variaveis hk’s que se
movem "uma de cada vez", sob a agio dos fluxos induzidos pelos
Hk's. Em outras palavras, vamos procurar variaveis hk's tais
que [hk,Hj] = ij. Para isso, vamos procurar combinacoes li-
neares {independentes de t) das variiveis gk's. Em notacgao
vetorial, vamos procurar h = Ag, onde A é uma matriz cons-

tante n-1 X n-1, +tais que as relagOes acima para 0s colchetes

sejam satisfeitas.

Exercicio: Mostre que a matriz A existe. Expresse A como a

inversa de uma matriz comprovadamente inversivel.

Sugestao: Faca o caso n = 4,

Nessas variaveis, alids, € evidente que qualquer ma-
triz de I pode ser alcancgada a partir de qualquer outra matriz
de I, para uma uUnica escolha dos "tempos de emprego" de cada

fluxo induzide por H A descricao do fluxo de Toda como um

e
sistema completamente integrivel esta completa. Na verdade, pa-
ra mostrar que um sistema € completamente integravel, basta ob-
ter n integrais em involug&o - as variaveis hk permitiram

obter um sistema de coordenadas globais para a superficie de ni-

vel N-informagao adicional. Nao & verdade, entretanto, que as
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variaveis h,  comutam entre si. ¥ possivel construir um sistema
de coordenadas composto de Hk's 2 Ak's para as quais valem as

relagoes de Poisson "ideais":
{Hk,Hj] =0, [Hk,Aj] = akj, {Ak,Aj} = 0,

mas o cilculo dos colchetes é trabalhoso, e usa técnicas que vao

um pouco além dessas notas (veja [DLNTI]).

O lema foi essencialmente obtido por Kostant e Adler,
gque deram uma interpretagdo geométrica, usando idéias de grupos
de Lie, ao fluxo de Toda (veja um pouco disse no préoximo eapitu-

lo).
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CAPfTULO ©

Como vocé deve ter imaginaco, a histéria nao termina
ajui. For exemplo, vamos considerar a seguinte construgdec, ima-
ginada por Kirillov., Seja G um grupo de Lie agindo sobre Q*,
sua algebra de Lie dual com a agao coadjunta. Toda érbita da
agao coadjunta tem uma estrutura simplética natural ([Ki]). No
caso gue nos interessa, G € o grupo das matrizes triangulares
inferiores com uns na diagonal, sua algebra de Lie dual pode ser
identificada como o conjunto das matrizes simétricas usando a

func¢io bilinear

£: 6 X G -+ m
L,S = tr L'g

e a agan coadjunta é a fungao

* % %
Ad": G X G -G
= - - (o]
h,s -+ (8 TsnTy + (n TsnT) &
y _T
+ {(h TShT) ) .

Exercicio: Mostre gue a drbita da acao coadjunta passando pelo

poento
0 1 C}
1 0 1
1 '
) * - 1
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& exatamente o conjunto de matrizes tridiagonails com trago igual
a zero ¢ termos fora da diagonal estritamente positivos - o nosso
familiar espago de fase.

Em cada 6rbita, a estrutura simplética induz um col-

chete que é o nosso familiarissimo
(F,G}(8) = ~tr Sln VF(S),n"vG(8)],

Kostant e Adler mostraram.que a hamiltoniana fr L2/2 induz o
fluxo de Toda com esse colchete - um resulfado que vimos antes.
Em outras palavras, existe uma interpretagao geométrica para o
fluxo de Toda. Muitas perguntas surgem a partir daf: o que acon
tece em outras Orbitas da acaoc coadjunta? Isto é, suponha que
consideramos a 6rbita passando por uma matriz simétrica cheia -
¢ possivel mostrar que o fluxo de Toda nessa 6rbita ainda € com-
pletamente integravel? Note que uma Srbita desse tipo & bem
"maior" que nossa 6rbita tridiagonal. Em particular, precisamos
de outras integrais en involugao além dos autovalores. Proprie-
dades importantes das‘fungaes passam a Ser suasg invariancias
{por exemplo, o fato que autovalores sao constantes por conjuga-~
¢an), e grupos de simetria desempenham um papel fundamentél na

procura das integrais adicionais (veja [DLNT]).

0 fluxo de Toda é uma ferramenta conveniente em alge-
bra linear - lembre que jé provamos o teorema espectral com ele.

Vamos ver um outro exemplo. Dada uma matriz real M, defina

g = I nf=tr MM
i,J

Imil
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(nao é dificil ver que "'“F é realmente uma norma para o espa-
¢o de matrizes - em dimensao finita, H.HF € chamada de norma

de Frobenius, em dimensao infinita, norma de Hilbert-Schmidt)

Teorema (Wielandt-Hoffman): Sejam M e N matrizes simétricas
reais, com autovalores m; e n,. Entao
n

2 2
151 (m,=n;)" < HM-NHF.

para alguma ordenagao dos autovalores,

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, podemos supor que 'M e N
sao matrizes positivas (isto é, matrizes com autovalores positi-
vos - basta somar a M e N um mﬁltiplo adequado da identida-

de).

A norma de Frobenius € invariante por conjugagdes or-
togonais (aplique, para variar, o teorema espectral), do que

concluimos que

9 n 2 n
Iz = = nf, Il = T n?
i=1 i=1

e gque basta demonstrar

T £ -
tr NS I myng (expanda a expressao acima)
i=1
para uma matriz diagonal N, cujas entradas diagonais estao em

ordem nao crescente.

Agora, imagine que M ¢ a condicao iniecial para o
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fluxo de Toda. Dois fatos imediatamente implicam o teorema:

1) A expressao tr M(t)N é nao decrescente.

- . n >
Para ver isso, tome a derivada em 1, tr MN = T me My onde
i=1
my sao as entradas de M. Temos gue
- n-1 i-1
m,, = % m2

. .- I m, .
ii x=y itK:J k=1 i-k,j

(escreva, em termos das entradas das matrizes, a exXpressao
M = [B(M),M]). Como os nj estio em ordem nao crescente,

tr MN & uma soma de nimeros nao negativos.

n

2) 1lim tr M(t)N = £ m.n,, para alguma ordenagao dos autova-
lores.

Clarce, M{(t) converge a uma matriz diagonal_(teorema do Capitu-

lo 2) com o mesmo espectro de M. n

Existem fluxos de Toda em outros contextos: matrizes nao simé-
tricas, matrizes infinitas, e é possivel construir "dicionariosh
entre propriedades espectrais das matrizes e propriedades do
fluxo (vejé as bibliografias das referéncias). Mas, repetindo

a iqtroduggo, talvez a verdadeira importancia do fluxo de Toda
seja sua posigao paradigmética: as idéias empregadas para en-

tende-lo se aplicam a muitos outros sistemas dinamicos.
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Apépdice 1 - Um lema

No Cap{tulo 1, ficamos devendo a demonstragﬁo do lema

abaixo.

Lema: BSe as hamiltonianas H e G comutam, seus fluxos induzi-

dos comutam.

Demonstragao: Sejam Ht(x) e Gs(x) os fluxos induzidos por

H e G, respectivamente. Em outras palavras, Ht(x) é o ponto

no espago de fase alcangado pelo fluxo induzido por H no tempo

t saindo do ponto x. Nessa notagao, gueremos moStrar gque, se

{H,6] = 0, entao Ht(Gs(X)) = G_(H,(x)). Como basta provar o

resultado para uma vizinhanga de x, podemos tomar um sistema

de coordenadas contendo x, e supor M = Bn. Um G1ltimo prepara-

tivo: seja f € C®(M). Entao, basta mostrar que

f(Ht(Gs(X))) = f(Gs(Ht(x))), para f arbitrdaria (por qué?).

Para x fixo, os dois lados da eguagao anterior representam

.duas fungdes, f, e f4, com um dominio comum dado por uma vi-
2

zinhan¢ga de 0O em R {t e s peguenos - note que, das hipé-

teses, nao podemos concluir gue os fluxos sao definidos para to-
dos os tempos). As derivadas de fe e fd na origem O € rZ
coincidem, até segunda ordem (inclusive): vamos verificar isso
para as derivadas cruzadas - para todas as outras, o fato é tri-
vial. O colchete foi definido para coue a linha abaixo faga sen-
tido:

0 R -
51 fe(t:) P £(H,_ (G (x))) o0 {£,H(G (x))
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(basta ler alto: a variacao de f ao longo do fluxo induzido

por H é...). Analogamente,

[ ? = 0 = .
E(—OT fe(t’S))'t=0|s=0 = 3s ({£f,H] (GS(X)))|5=O {{f:H}:G}
Para fd’

] d = D b = .
3343;aﬁnsnyhoﬁﬁ)—bt(bsﬂagﬂgxn)wﬁmyﬂ{£LGLH}

Agora, basta usar a anti-simetria ¢ a identidade de Jacobi (pro-

priedades 3 e 4 do colchete) e a hipdtese, [H,G} = O:
{{z,H},6} + {{G,f},H} = {(£,u},6} + {{G,£},u} + ({H,G},F} = O.

Expandindo em série de Taylor as fungoes t, e f,, acabamos
de mostrar gue, numa vizinhanga de 0 (tomada como dominio co-

mum de £, e fd),

£, (t,8)-1,(t,8) ] = a(t3+s®),

para alguma constante A,

)

Uma maneira conveniente de interpretar o resto da de-
monstragao é a seguinte. O dominio comum de f, e fg4 contém
um retangulo, de lados t e s fixos. Podemos alcangar o pon-

to (t,s) saindo de 0 de tantos modos diferentes.
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Figura 8

Cada caminho composto de segmentos horizontais e verticais per-
corridos no sentido esguerda/direita ou baixo/cima éorresponde,
de um modo natural, a um percurso pelo espago de fase, comegando
rele ponto x, e seguindo, alternadamente, o fluxo H para os
segmentos horizontais e G para os verticais. Por exemplo, o
que gueremos demonstrar é que os caminhos c; & ¢4 acima
correspondem a percursos com o mesmo ponto final no espago de fa-
se. A idéia da demonstragio, agora, é clara: vamos deformar

cq até c, e acompanhar a deformagao correspondente dos percur-
sos. Note gue as deformagoes nao podem ser homotopias arbitra-
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rias: afinal, sé sabemos obter percursos no espago de fase a
partir de caminhos compostos de segmentos horizontais e verti-
cais. Em vez disso, vamos dividir o retangulo em n2 retangu-
linhos iguais como abaixo, e empregar deformagoes discretas -
cada deiormagﬁo corresponde a alterar um caminho mudando-o ao

longo de um dnico retangulinho, como abaixo.

Figura 9

Para estimar a diferenga entre os pontos terminais de um caminho

e uma sua deformagao no espago de fase, considere os seguintes

fatos.
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15 Se jam X fungoes coordenadas no espago de fase em torno de
x, € considere um aberto do espago de fase contendo x, com fe-
cho compacto K, contido no dominio do sistema de coordenadas.
Entdoc as fungdes % £, H, G {f,xk}, {£,8}, [f,6} tém seus va-

lores absolutos menores do que uma constante C0 em K.

2) Podemos diminuir o retiangulo inicial, de modo a garantir que
todos o0s pontos alcang¢ados por percursos correspondentes a cami-
nhos seccionalmente horizontais e verticais dentro desse retin-
gulo estao contidos em K. De fato, nesse compacto, qualquer
fluxo (induzido por H ou G) aplicado por um tempo T (peque~
no o suficiente, para nao abandonar K) nao pode aumentar as
fun¢des coordenadas mais que COT, onde Co € a coastante obti-
da na observagdo anterior (por qué?). De modo anilogo, se apli-
carmes uma sequéncia de "tempos" horizontais e verticais, as
coordenadas nao podem aumentar mais do que C0 multiplicado pe-
la soma de todos os tempos. Logo, basta tomarmos dimenstes t

e s para o retangulo de modo que sequénecias de fluxos (com

tempo total necessariamente menor que s + t) originarios de x

nao abandonam K.
3} Podemos supor gue
|£(HL(Gg()) = 2(G (3] = ¢ (+P4s?)
para uma mesma constante Ci, e qualquer ponto y no retangu-

lo, desde gue os fluxos nac saiam do retangulo (de novo, por

que?),
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4) Sejam c, e Cg dois caminhos que diferem por apenas uma dg
formagEo. Vamos acompanhar f ao longo dos caminhos dl e d2
correspondentes a €y e Cq- Obviamente, f coincide em d1 e

d.. até chegarmos a bifurcacao dos caminhos.

2

Figura 10

Como na figura, sejam A e B os vértices comuns do trecho de-

formado dos caminhos ¢, & c,, e sejam dl(A) = dz(A), dl(B)
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e dz(B) 0s pontos correspondentes no espago de fase. Pelo fa-

to anterior,

]dl(B)—dz(B)I s Cl((t/n)3+(s/n)3)

onde t/n e s/n sao os tempo de percurso horizontal e verti-
cal nos dois segmentos alterados pela deformagao. Os caminhos a
partir de B sao os mesmos no domiunio, mas talvez sejam diferen
tes no espago de fase (estamos justamente demonstrando que nao).
O proximo passo é estimar a distinecia entre dl(C) e d2(C),
onde C ¢é o ponto (t,s) no dominio. Note gque para obter
dl(C), basta resolver uma sequéncia de equagbes diferenciais
(alternadamente, dadas por fluxos horizontais e verticais) com a
condigao inicial dl(B). Para obter dé(C), devemos resolver a
mesma sequéncia de equagdes para uma condigao inicial um pouco
diferente, dz(C). Vamos estudar o primeiro trecho no dominio,
comegando por B, que supomos horizontal (isto é, corresponden-

do a um fluxo induzido por H, por tempo t/n).

5) Considere o seguinte problema geral: dada uma equagaoc dife-

rencial

7%; y(t) = £(y(t)),

estimar a diferenga para um tempo T de duas solugoes comegando
em pontos diferentes, digamos, a e b. Vamos supor que a equa
¢io seja dada em R” (se nao, trabalhe com as equagSes para um
sistema de coordenadas), e considere as eguagOes integrais para

as solugoes,
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1

t
za(t) a +/{ f(za(s))ds,
0

1

t
zb(t) b +J[ f(zb(s))ds.
0
Supondo que as duas equagoes nao abandonam um conjunto compacto,
a derivada de f nesse conjunto & limitada superiormente por
L, que também é uma constante de Lipschitz para f no compacto
(por que?), Em outras palavras, para bontos zZ; e 2z, mno com-

pacto,

|f(z1)—f(z2)| < L|zl—zzl.

Subtraindo, entdo, as duas equagoes, e majorando da maneira 6b-

via, obtemos

t
Iza(t)-zb(t)| < |a~b| +JI lea(s)—zb(s)lds.
0

Agora, o de sempre - com picardia, itere a estimativa, para con-

cluir que

|za(t)—zb(t)| < etLIa—b

Em resumo, o desvio entre as duas 6rbitas, num tempo finito, nao
é maior do que um miltiplo fixo do desvio inicial, para tedas as

condigoes iniciais num compacto.

6) Voltando ac assunto, aplicando o fato anterior varias vezes
a sequéncia de fluxos associada ao trecho que vai de B a C

no caminho do dominio (com condig¢des inciais diferentes, dl(B)
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e d2(B), obtemos
(t+s)co (t+s)Co 3 3
ld,(C)-d, (C)] s e la, (B)-a,(B)| = e ¢ () + (/).

7) Em n2 deformacoes, podemos passar do caminho

{0,0) » (t,0) # (t,s) ao caminho (0,0) =+ (0,s) =+ (t,s) (veri-
fique). Do fato anterior, os pontos terminais no espago de fase
correspondentes aos percursos por esses caminhos estso, para al-
gum sistema de coordenadas fixo, a uma - distancia menor do que
(t+s)C .
n®(e °) ¢, ((t/m)3a(s/m®y.
Faga n ir a infinito para concluir que os pontos terminais sao

iguais. B

A demonstragao acima é clissica e esta esbogada, por

exemplo em [AJ.
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Apéndice 2 - Tridiagonalizando

Por qué tanta énfase em matrizes tridiagonais? As ra-
zoes sao varias. Para comegar, o sistema fisico que deu origem
ao fluxo de Toda, uma vez expresso nas variaveis ak's e bk's,
age sobre matrizes tridiagonais. Matrizes tridiagonais possibi-
litam uma desericgao geométrica detalhada do espago de fase (capi~
tulo 3), e a conservacao dos autovalores produz integrais sufi-
cientes para demonstrar que, nesse casc, o fluxo de Toda € com-
pletamente integrivel. Mas existe outra razao, talvez a mais
importante - & bastante facil obter uma matriz tridiagonal simé-
trica conjugada a uma matriz real simétrica arbitraria. Em ge-
ral, entio, para calcular os autovalores de uma matriz simétrica,
inicialmente obtém-se essa matriz tridiagonal conjugada, e de-
pois calcula-se o espectro dessa matriz mais simples. Vamos des-
crever o método de‘Householder para tridiagonalizar uma matriz
simétrica (veja, por exemplo, [P]). Antes, uma construgao auxi-

liar.

Lema : Sejam u e v dois vetores de norma um em R". En-

tao existe uma transformagao ortogonal que leva u em v.

Demonstragac: Clare que existe. O interessante é que existe
uma muito facil de implementar. Considere o hiperplano perpen-
dicular ao vetor u - v. A transformagao gue nos interessa € a

reflexao por esse hiperplano. u
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Exercicio: Obtenha uma representagao algébrica para essa trans-

formagao, em termos dos vetores u e v.

Seja S, uma matriz resi simétrica e ser tridiagona-
lizada. O primeiro passc € conjugar So de modo a obter uma ma-

triz 8 cuja primeira coluna é a primeira coluna de uma matriz

1
tridiagonal (isto é, uma combinacio linear de e, e e2). Por
simetria, a primeira linha de S1 vai ser a transposigao de sua

primeira coluna. Para fazer isso, escreva
_ T
5179 8 9

onde Q € uma matriz ortogonal e observe a partigao em blocos
abaixo, onde introduzimos uma notagao conveniente (R e b1

vao ser definidos a seguir).

1] o | vl 1]
= o] ® v o| RT
Ql So Q{

Agora, multiplique para obter a equagao
b1 e1 =R v,

onde R ¢ ortogonal n-1 X h-1, e e; e v sao vetores de

R™ 1, Dpevemos ter, entao, a menos de sinal {que podemos tomar

positivo), que b1 = {lvll. Agora, tome R sendo a reflexao que
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leva v a blel' No passo seguinte, conjugamos S1 por uma ma-
triz ortogonal adequada de modo a manter inalterada a primeira
coluna e fazer com que a segunda coluna pertenca a uma matriz

tridiagonal - como, leitor(a)?

Note que o processo de tridiagonalizagﬁo, essencialmen
te, é uma construgio com régua e compasso - mais precisamente,
as entradas de cada Qk pertencem a uma extensao quadratica do
corpe contendo as entradas de Sk‘ Em outras palavras, o momen-
to "algebricamente diffcil" no cdlculo dos autovalores & a dia-

gonalizag¢do da matriz tridiagonal resultante.

Uma outra observacio. Aplicando as conjugagdes suces-
sivas a representaggo da matriz S0 obtida pelo teorema espec—
tral, vemos que as primeiras coordenadas dos autovetores das ma-

trizes Sk 880 Sempres as mMesSmas.

Exercicio: Obtenha uma descricio do processo de tridiagonaliza-
ggo de Householder usando as variaveis espectrais (autovalores e
k-ésimas coordenadas dos autovetores). Mostre que os fluxos de
Teda (em particular, o método QR) comutam com tridiagonaliza-
gao (em outras palavras, "fluir" por um certo tempo‘ t e tri-
diagonalizar é a mesma coisa que tridiagonalizar e "fluir" pelo

tempo t).

Sugestiao, se for preciso: estude a evolugao das primeiras coor-
denadas dos auvtovetores usando o teorema espectral e a forma

explicita dos fluxos dada no lema 1, Capitulo 5.
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