UMA INTRODUCAO A ANALISE CONVEXA

Felipe Acker e Flavio Dickstein



COPYRIGHT ® - 1983 - by FELIPE ACKER
TLAVIO DICKSTEIN

Nenhuma parte deste livro pode reproduzida,

por gualquer processo, sehm a permissao dos autores,

ISBN 85-244-.0006-4

INSTITUTO DE MATEMATICA PURA E APLICADA
Estrada Dona Castorina, 110
22,460 - Rio de Janeiro - RJ



=

@ b W

=

G 4 b W b2

=W

- i -

INDICE
APRE SEN T AGAO === e e e e
CAPfTULO 0 - PRELIMINARES —-——-=-me-mmmme—mm oo

PROPRIEDADES DOS ESPACOS D
CONVERGENCIA FORTE E FRACA
SOLUCBES FRACAS DE EQUACHE
ESPACOS DE SOBOLEV =—=~-——-

E BANACH E DE HILBERT ~——w-

5 DIFERENCIAIS PARCIAIS —--

EXEMPLOS =~~~ m et e e e e

CaPfTULO I - PEQUENA INTRODUGAO AQ CALCULO DAS
N3 o) e —————

INTRODUGED —mm e -

DIFERENCIAGAO EM ESPAGOS D
EQUACAC DE EULER-LAGRANGE
MULTIPLICADORES DE LAGRANG
TRANSFORMADA DE LEGENDRE
CONCLUSEQ —m-=mmmm—mmmmeemn

E BANACH =~—————mmmme

Ry SR

CAPfTULO IXI - ANALISE CONVEXA ————==——————mem————-

FUNCOES CONVEXAS DE UMA Va
FUNGDES CONVEXAS EM ESPACO

RIAVEL REAL —ceece— e —emee

S VETORIAIS ———mee——mma——

MINIMIZACAO E SEMICONTINUIDADE INFERIOR ==-—-—m;ee—-

SUBDIFERENCIABILIDADE ----

DESIGUALDADES VARTACIONAIS

14
15
19

21
21
24
31
37
44
54

57
57
58
€2
75

86



L L o

- ii -

Pégina

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE E PROBLEMA DUAL —==————mv 95
FUNGOES CONVEXAS CONJUGADAS —m—m———m— e 100
PROBLEMA DUAL — CONTINUACAO e 116
EXEMPLOS == e e m s e 125
APENDICE == oo oo m oo et e e e e 135
CONJUNTOS CONVEXOS ——mmm e e mm m am m smm e e mmm 135
CONJUNTOS CONVEXOS EM ESPACOS DE HILBERT. O TEOREMA

DA PROJEGAD == e e e e e i e 136
CONJUNTOS CONVEXOS EM ESPACOS NORMADOS. PONTOS INTE

RIORES E PONTQOS INTERNOS —r=m————m— s e e 141
TEOREMAS DE SEPARAGAQ ~—c——eeeo —————————— e 145
TOPOLOGIA FRACA E CONVERGENCIA FRACA ~mm——mem————m——ee 152
CONVEXOS FECHADOS SEO FRACAMENTE FECHADOS —-——-——=—m=n 158
BIBLIOGRAFIA === = e e 159

«..000 0 ocoo,..



APRESENTACKO

z . -~ bl N
Nosso ponto de vista, ao apresentar uma introdugdo a Analise
Id ) T . ' - ~
Convexa, e o de matematicos interessados na resolugio de eguacgoes

a derivadas parciais (EDP).

Longo é o percurso histdrico que faz da convexidade, hoje,
uma importante ferramenta no vasto campo das EDP. Sem a preten-
sdo de analisa-lo em toda sua profundidade, limitamo-nos aqui a
algumas consideragGes, na esperanca de contribuir para que nao

se perca o fioc da meada.

A formulagao variacional de um problema de EDP é uma das
idéias mais ricas no estdgio atual da teoria. Nao se trata, . pro
. ) . P - - 4
priamente, de uma novidade, ja que » primeiro a ressaltar o vincu
lo entre equagdes diferenciais e problemas variacionais foi Euler,

no século XVIII.

Estudando de forma sistematica problemas gue exigiam a mini-
mizagdo,de uma grandeza associada a uma dada fam{lia de curvas,
Euler chegou & conclusdo de que a curva minimizante deveria satis
fazer, em cada caso, a uma equacgio diferencial determinada. Lendo
0s trabalhos de Euler, Lagrange (que tinha entdo 19 anos) inven-
tou um método analitico gue permite chegar ao mesmo resultado de
maneira mais elegante. O método de Lagrange foli chamado por Eu-
ler de "método das variagoes", e a equagao diferencial associada
ao problema de minimizagdo passou a histdria sob o nome de "equa-

caoc de Euler-Lagrange" do problema. Para mais detalhes sobre os



primérdios do Calculo das Variagdes, o leitor pode consultar com
proveito, além das obras completas de Euler e de Lagrange, as

reteréncias [13],0231,0255,[31] e [54].

Colocando a guestao em termos modernos, ¢ resultado de Euler
é o seguinte: se E & um espago de fungdes e u€E & solugao de

(*) J{u) = min J(v), VvE€E ,
eptﬁo u ¢é solugdo de

(**} Jt(u) =0,

((**) &, precisamente, a equagao de Euler-Lagrange do problema
(*)}.

0O que se chama hoje de formulacao variacional de um proble-
ma de EDP é exatamente o procedimento inverso: pevrte-se de uma
equagao diferencial F(u) =0, u€E e procura-se um funcional
J:E-R tal que J'=F, Desta forma, F(u)=0 passa a ser enca

rada como equagac de Euler-Lagrange de um problema variacional.

Euler jé observara que a formulacao matematica de fendmenos
tisicos (que conduz, em geral, a eguacgoes diferenciais) podia tam
bém- ser feita em termos de problemas variacionais, dependendc a

grandeza a minimizar do problema considerado.

No entanto, a possibilidade de passar de uma equagao dife-
rencial a um problema variacional {que estd implfcita nesta ob-
servacgio) nao parece ter impressionado muito os matemdticos, na-
quele momento. De fato, as equacstes envolvidaé na maioria dos
problemas entdo estudados eram ordinérias, 0 que parece justifi;

car esta atitude (uma equagdo diferencial ordindria é, em princi



pio, algo mais simples do que um problema de Caleculo das Vari-

-~ *
acoes) .

A questio da existéncia de solugotes dos problemas do Caléulo
das Variagoes também nio causava sensag¢do. Admitia-se, sem muits
discussio, que o problema _ 4

min J{u)
admitia solugdo sempre que J fosse limitado inferiormente. E sp
mente na segunda metade do século XIX que Weierstrass, critiecando
um trabalho de Riemann que se apeiava na existéncia de solucdes
de um problema variacional, chama a atencdo para a inconsequéncia

deste tipo de argumento.

A obje¢do de Weierstrass causou um certo impacto na época.
Na busea de uma saida para o impasse é posta em evidéncia, entre
outras coisas, a nogao de compacidade. No ambito do C4lculo das
Variagdes, o resultade € o chamado "método direto", gque pode ser

atribuf{do a Arzela e a Hilbert.

A idéia deste método € simples: dado um funcional J, procura-
se minimizd-lo diretamente, tomando uma sequéncia (un) tal que
J(un) + inf J.
A questao passa a ser: existe u tal que
un “u ?

Existinde tal u, pode-se dizer que J(u) =inf J?

(*) Veremos mais tarde, nas aplicagoes do capitulo II, um exemplo
de solugao de um problema de EDO via formulagao variacional.



A i%sposta afirmativa 3 primeira pergunta depende de alguma compa
cidade do espago considerado; a segunda depende de alguma forma
de continuidade de J. Em ambos os casos, como veremos no cap{tu-

lo 11, a convexidade desempenha um papel importante.

Logo ficou elaro que exigir a continuidadeldos funcionais
que aparecem no Cdleculo das Variacbes seria querer demais (a essa
altura, no limiar do século XX, trabalhava-se com a convergéncia
uniforme em u, ¢ que nao garante a continuidade de J, pois J(u)
sempre envolve derivadas de u). A dificuldade foi contornada pe

la semicontinuidade inferior destes funcionais (ver [31] e [511).

Consolidado o método direto no Cdlculo das Variagoes, a in-
versao do processo de Euler—Lagfange mostrou-se um instrumento
extremamente Util em EDP., Parte-s¢ de uma equagho diferenciai,
associa-se-lhe um problema variacional, e ataca-se este dltimo
via método direto. De maneira geral, porém, pede haver solu-
goes da equagao diferencial J'(u) =0 que nio sejam pontos de mi
nime (ou de maximo) de J. Para uma discussdao geral desta gquestao,
veja [40]. Para uma idéia do. sentido fisico destas solugodes, ve-’
ja £23]. Entretanto, se J & um funcional convexo, as solugoes
da equacao J'(u) =0 (isto &, os pontos criticos de J) sio exata-

mente os pontos de minimo.

i3 importante ressaltar que a formulagao do Cdlculo das Vari-
agoes em termos de Cdlculo Diferencial em espagos de funcoes data
apenas do infcio deste século. A partir daf a atengdo se volta,

em grande. parte, para o estudo destes espagos. A integral de



Lebesgue e a teoria das distribuigoes, conduzindo aos espagos de
Sobolev, criam condigSés bastante'éamodas para o tratamento dos
problemas. O desenvolvimento da Analise Fdncional; na primeira
metade do século, poe em relevo os conjuntos convexos, em parti-
cular no que diz respeito as questdes de convergéncia fraca e com

pacidade.

Hi ainda uma outra vertente gue nos conduz a coﬁvexidade.Sua
origem estda na "transformada de Legendre", que foi generalizada
por Fenchel (ver [20]) para fungoes convexas. Trata-se de asso-
ciar a um problema de partida ("problema primal"), via multipli-
cadores de Lagrange, um novo problema, chamado "problema dual’.
Em alguns casos importantes o problema dual fornece informagoes
sobre o problema primal. Além disso, em varios contextos dife-
rentes, como, por exemplo, na Eccnomia, na Termodindmica ou na
Mecﬁnica, a dualizacao permite um melhor entendimento dos concei

tos envolvidos (ver, para isso, £3],[26] e [38]).

Cabe agui uma pequena digressao, Embora a Analise Convexa
seja tratada, nestas notas, como uma ferramenta no estudo de pro
blemas variacionais, seu papel na Matematica vai muito além dis-
to e sua histdria se desenvolveu de maneira independente. A pri
meira definic¢iao de convexidade (para curvas e superficies) pare-
ce ter sido dada por Arquimedes [2], que estava interessado en
dreas e volumes. Em tempos mais recentes, Minkowski [36],[37]
fez o primeiro estudo sério de conjuntos convexos (em dimensao

finita). A definicio de funcao convexa ¢ dada por Jensen [27],



que mostra que varias desigualdades conhecidas decorrem das pro-
priedades desta fungoes. A Analise Funcional (e em particular o
teorema de Hahn-Banach) veio destacar a importancia dos conjuntos
convexos em espagos de dimensaoc infinita. Muitos dos resultados
em Analise Nio Linear estfio baseados na convexidade de conjuntos
ou fungdes. Em otimizagio, a extensio natural da Programagio Li
near (gue jé envolve convexidade) deu origem a Programagao Conve
xa (cabe ressaltar que é neste contexto que surgem a transforma-

da de Fenchel e a idéia de dualizagdo convexa).

Cumpre observar, finalmente, gue nao sao apenas de cardter
tedrico as razdes que conduzem ao estudo da Andlise Convexa: sao
muitos os problemas concretos da Fisica e da Engenharia que, uma
vez formulados em termos matemdticos, produzem como resultado um

funcional convexo a minimizar.

Uma simples comparagdaoc entre tudo gque foi dito acima e o {E
dice do livro mostra que este nao foi escrito seguindo exatamen=-
te "o fic da meada'". Do ponto de vista da evolugio das ide{as,
a ordem natural seria: em primeiro lugar, um capitulo sobre o
Calculo das Variagoes cldssico (este nos pareceu desnecessario);
em segundec lugar, a formulagac dos problemas variacicnais em texr
mos do Caleulo Diferencial em espagos de fungdes (o que é feito
no capitulo I); em terceiro lugar, ¢ desenvolvimento da Anadlise
Funcional (capitulo 0) e, em particular, dos teoremas de separa-
¢ao (apéndice), dos quais depende toda .a teoria; finalmente, os

resultados de Analise Convexa propriamente ditos (cap{tulo I1).
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Por outro lado, alguns dos elementos citados nesta apresen-
tagao sequer aparecem no texto. Outros nem mesmo aqui aparecem.
Como a maioria dos livros, este deve ser encarado comoc um quebra-
cabega. A figura gque se deseja montar varia conforme o leitor. E

permitido fabricar pegas que porventura estejam faltando.






CAPfTULO 0

PRELIMINARES

Nesse cap{tulo pretendemos apresentar, sem demonstrﬁ-las,
algumas proposigles bisicas da Analise Funcional. Acreditamos que
o leitor que desconhece tais resultados poderé, aceitando-os, ti-
rar proveito do que segue nos préximos cap{tulos sem maiores pre-
jufzoé. Para aqueles que quiserem se aprofundar nas questdes agui’
abordadas indicamos algumas refeéréncias bibliogrdficas: [16), [30],
F40], [49] para os pardgrafos 1 e 2; (11, [311, [35] para os para
grafos 3, 4 e 5.

1. PROPRIEDAPES DOS ESPACOS DE BANACH E DE HILBERT

1.1 - Dados E e F dois espagos vetoriais normados (EVN) definimos
o EVN &(E,F)={A:E + F, A linear e continual, munido da norma
HAHx(E gy definida por qualquer uma das formas abaixo:
» .
Faul g

= = 3 I | ()
F 3u§ mE— ;gg {C’I‘A“l'Fs"[’”l'E YuEE)}

up  [aul = {aul]
D et

r I all }
Deste modo, LAuHFSSHALS(E,F)huHE‘
Denotamos por D(A), Im(A),N(A) ao dom{nio, imagem e ntclec de

A, respectivamente,

1.2 - Recordamos também que £(E,F) & um espago de Banach se F &

de Banach.

* L
1.3 - Em particular o espago DUAL E =£(E,R) de E & um espago de

L] ~
Banach, Se f€E , u€E usaremos as notagoes <{f,u) ou fu para f(u).
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1.4 - Uma questfo n3c trivial é a de saber se, dado E um espago
normado, existem eleméntos de E#-distintos de 0, A resposta é
afirmativa e é consequéncia do Teorema de Hahn-Banach. O Teorema
de Hahn-Banach é um instrumento bdsico da Andlise Funcional e, par

ticularmente, da Andlise Convexa.

Ele sera abordado com detalhes no Capitulo 2 e no Apéndice
‘I. Por ora nos limitaremos a enunciar um coroldrio deste resulta-

do.

1.5 - PROPOSICAOC - Dado u€E EVN existe £€E tal que [lffl=1 ¢
(f£,u) = Tull.

1.6 - 88 E & um espago de Banach e VG E subespago vetorial fe-
chado, o espago QUOCIENTE E/V das classes de equivaléncia de E

-médulo vV é um espago de.Banach com a norma ”u“==inf Hu-Fv”E .
vEY

1.7 - Se E,F sao espac¢os de Banach o espago PRODUTO ExF com

normas [i{u,v)] = HUHE + “V“F & de Banach.

1.8 - Dizemos que F esta INCLUfDO TOPOLOGICAMENTE em E se
existe uma injecio i€L(F,E). Nesse caso escrevemos F < E. &

- . * * *
facil verificar que F“ E implica E = F (dado por i (f)=foi).

1.9 - Se H é um espago de Hilbert com produtoc escalar (.,.), o

andlogo ao Teorema de Hahn-Banach € o

‘ . )
TEOREMA DE RIESZ - Dado f €H existe um unico ufEH tal que

(£,v) =(ug,v) Y vEH,

~ £ .
Podemos entao identificar H a H, o gque sera sempre feito,
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salvo mengao explfcita em contrario.

1.10 - Se VS5 H, VeH espages de Hilbert, podemos escrever
Vo B=H & v . o leitor deverd convencer-se que nao & possivel,
em geral, identifivar simultaneamente H.'r aH e V* a V. Optamos
sempre pela primeira alternativa. (O espago H & dito o espaco

Pivo nesse contexto).

1.11 - Nos espagos de Hilbert o eéspago quociente H/V pode ser

identificado a V"= {u€H,(u,v) ~o0 ¥vEV].

1.12 - Seja A:D(A)SE + F 1linear, com D(A) =E, e K

D(A*) ={vEF*, Ayt eR tal que (v,Au) ={v*,u}) wuyeE D(A)(l)]

* * % * * *
Definimes A :D(A)CF - E , A v=v¥, A e ditoc o DUAL

% 1
de A. Portanto, <(v,Aud = (A v,ud) ¥ u€D(A), vED(A ).

1,13 - Se H € um espago de Hilbert e A:D(A)SH - H 1linear com
* . . *
D{(AY =H, a e tambem chamado de ADJUNTO de A. Se A=4, isto

é, se D(A)=D(A") e (v,au) ={Av,u) ¥ u,v€ D(A) entio A é‘ di-
to AUTOADJUNTO.

1.14 - Se E,F sao EVN dizemos gque o operador linear A:D(A)<E-F
é FECHADO se Graf A ={(x,Ax),x€D(A)} & fechado em ExF. Ou
seja, A & fechado se e s se u, *u emE, Aun-'v em F impli-a

u€D(A) e Au=v.

fo¥

(1) £,claro que (v,Au) e {v*,u) se referem s dualidades F*-",F.e
E ,E, respectivamente. Iremos omitir, sempre gque hdo houver
possibilidade de confusao, qualquer notagao que diferencie.
tais dualidades. :
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O leitor deve demonstrar as duas proposigoes abaixo
1.15 - PROPOSICAO - A* ¢ um operador fechado.
1.16 - PROPOSIGCRO - Se A é fechado e inversivel entdo At é fe-

chado (Sugestao: Graf A_1=[(y,x) €E¥xE, (x,y) € Graf Al)

1.17 - Se M & um subconjunto de E definimos o ANULADOR M° de
* *
M como MC={u€E , {u,v)=0 ¥v€M}. Se MCE definimos o

POLAR de M ccmo °M={v€&€E, {u,v)=0 v u€ M} .

Enunciamos a seguir dois importantes resultados da Analise

Funcional Linear.

1.18 - TEOREMA DO GRAFICO FECHADO - Se E,F sao espagos de Banach

e A:E-TF & um operador linear fechado entao A €&(E;F)

1.19 - TEOREMA DA IMAGEM FECHADA - Sejam E,F espagos de Banach,

A:D(AYSE + F 1linear e fechado, com D(A) =E. BS&do equivalentes:
(i} Im(A) & fechado em F

(ii) Im(A*) é fechado em E"

(iii) Im(A) = °N(&™)

(iv) Tm(a*) =N(a)°

1.20 - Outro resultado importante, coroldrio do Teorema da Aplica
¢ao Aberta, é o seguinte: Se E,F sao espagos de Banach e

A€SL(E,F) & injetora e sobre, enta@o At €£(F,E).

2 - CONVERGENCIA FORTE E FRACA

2.1 - Dizemos que [un}CE EVN converge FORTEMENTE a
uEE(un—'u forte) se [un] converge a u na norma de E, isto

é, Hun- ullE"O.
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{un} converge a u FRACAMENTH (uﬁ;hu fraco) se para

*
toda fE€E  temos que (f,un) converge a (f,u).(l)
2.2 ~ £ evidente que a convergéncia forte implica na convergéncia
fraca. A rec{proca, como indica o exemplo abaixo, nao é verdadei

ra.

2.3 - EXERCfCIO - Seja =42 o espago das sequéncias (ai)iElN

tais que 2 a? < 4w, Lz é um espaco de Hilbert com a norma
i€WN '

(5 a2z, Seja e.=(5..), onde &, =+. S€ i=]

ijeEN * j ij 13 LO se i#j * Mostre gue

{ej] ¢ fracamente convergente a zero, mas nao fortemente. (Lembre~

*
se que (42) Pt Lz)

& "
2.4 - Dado uw€E seja i iE "R, i (£} =(f,u). ¥ imediato veri-

. . *% k% *% . - ,
ficar que 1u€ E = (E) e que iu:E-+E e uma inclusao topolo-
ur i :
gica, Na realidade Hiu“**s flull ¢ 1.5 n garante que ['i “**—LUL.
Portanto, [il e = 1.
£(E,E"Y)

2.5 - Dizemos que E € um espago de Banach REFLEXIVO se a imer-

- x% . o Tk
sac E = E e sobre. Neste caso identificamos E ®E.

Enunciamos um outrc resultado fundémental.

2.6 - TEOREMA - Se {un}C:E EVN € uma sequéncia fracamente con-
vergente entio ela € limitada. Reciprocamente, se E & um espa-
¢o de Banach reflexivo e B é um conjunto limitado de E entao

B ¢ fracamente sequencialmente pré-compacto, isto é, se Hu sc

(1) Pode-se mostrar gque esta nogao de convergenc1a nio pode em ge-
ral ser definida através de uma norma. Munido da topologia da
da pela convergenc:a fraca,  E € um espago vetorial topoldgico
Jocalmente convexo.
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existe uma subsequéncia u - u fraco em E, com Pulls
k

3 - SOLUGBES FRACAS DE EQUACDBES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Para motivarmos a introdugio de solugbes fracas de equagao

diferencials, tcmemos a equagao diferencial ordindria.

a; ()0’ (x) + ay(x)ut(x) +ag(x)u(x) = £(x) x € (a,b)

Vamos supor que ai(x),i=1,2,3 e f(x) sao suficientemen-

-~ . . I d .
te regulares, de modo que todas as operagoes abaixo sejam validas.

Consideremncs Cg{a,b) = (% €c?%(a,b), vla) =9(b) =9 (a)=¢*(b)=0)
Podemos entao escrever
b p b b b 5
t =
s a; u @+ ( a, u'e+ S az ue j fo ¥ Eco(a,b)
a a a a

Integrando por partes obtemos
b " b b b 9
L a3
) [ e’ - [Tuta@yr s (Cagw (g0 ve€ cla,b)
a a a a
Be u satisfaz (%) dizemos que u é solu¢ao fraca do pro-

blema. Vemos entfo que se u & solugdo no sentido usual (diremos

solugao forte) entdo u & solugio fraca. Reciprocamente, se

oy

u

solugdao fraca e suficientemente regular (de classe 02) entao

@

u
[ ~ N .
u & solugdo forte. A vantagem de considerarmos (*) é que podemos
ter solugdes fracas nﬁo regulares, 0 que permite, como  veremos,
(1)

estudar uma classe mais ampla de problemas Esta iddia se es~

tende da seguinte forma.

(1) Esta nfo é a tnica vantagem na 1ntrodu§ao da nocie de solugoes
fracas, Em geral, é nesse contexto onde podemos obter mais in
formagoes sobre sglugoes de equaqoes dlferen01a15, tanto do
ponto de vista teorico quanto da andlise numérica do problema.
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3.1 - Seja QCR® aberto e ©:1-+R. Definimos o SUPORTE de v,

supp @ ={x €0,p(x) =0} . Definimos também C:(Q) ={p €c (D), supp ¢

compacto]
n n
3. - Dado ¢ =(al,...,a ) EN°  denotamos |u| = T a, e
n jo1 1
41 b{ulu . . a
DY u~= = & Seja Lu o operador diferencial L D (aau).
ox. 1. ax D |al=k
R
~ 2 *

Se @ EC“(Q) entao j Lu = IuLfm, onde L ¢ = E (-1){&13 D“m.

° o<k h

Q a

L*¥ & dito o adjunto de L.

3.3 - Dizemos que u & solugAo FRACA ou solugho no sentido das

DISTRIBUICOES de Lu=f se | u L'o - | fp “¢€ c,(n)
o 0

3.4 - Toda solugio cldssica (ou solugdo FORTE) de Lu=f ¢ solugio

fraca. Para que a reciproca seja valida é suficiente que u ECk(Q).
3.5 - Se Lu=f no sentido fraco e £ €L2(0) entdo Lu=f em qua-
se todo ponto de 0.

Como veremos adiante, a introducac de solugdes fracas em

equacoes diferenciais nos conduz a considerar normas do tipo

l ? S IDuu|p)1/p , Dpxl. O0s chamados espagos de Sobolev
o<k Q
aparecem como o completamento de (1) sob tais normas.

4 - ESPACOS DE SOBOLEV

4.1 - Dizemos que uﬂicrf'*m tem derivada D°u FRACA ou deriva
da no sentido das DISTRIBUICOES pertencente a Lq(D), 1€ g€+

se existe uma fungao u“_ELq(Q) tal gue £JJD°¢=(_1)IUI L u @
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o
Nesse caso vamos escrever u°==D°u e que D u€r(n)

4.2 - Dado mE€N, 1=p=-+« definimos ¢ espago de Sobolew

WPy ={uerP@), pPueirP) ¥lalsm?
1/p
munido da norma Hu[.’m = (¢ [p%uP)) se 1Sp<+ = ¢
P | o |=m P

1.t = &
faf = sup ess sup |DYu]l _ .
e xe | & |=m L”

4,3 - Vamos considerar daqui por diante {0 um aberto limitado
de mn regular. Um aberto 0 é dito regular gquandc sua frontej
ra T & uma variedade regular, Dara uma definicdo mais precisa,
ver [1],[28] ou [32]. o

Il

4.4 - Podemos mostrar que C(f1) P - vy P0) se 1< pst+w,

O complemento de CZ(O) na norma H-Hm p é o espaco de Banach
i

WE’D(Q)Cwm’p(Q). Wg’p(ﬂ),wm’p(ﬁ) sA0 separéveis(l) se 1= pSim,

4.5 - Denotamos H™(Q) =Wm’2(9) s Hrg(n) =WI;’2(Q) e

- T m m - )
I Lm’z I Lm . H(Q) e H(Q) sio espagos de Hilbert.

4.6 - Denotamos também a semi-norma

_ z & py1/p -
Iulm’p ﬂa|=m SQ[D uf?) e[ulm,2 |ul, . Vale a desigualdade

lall ‘£C|u|1 . ¥ u€ Wr’'P(Q). Decorre imediatamente que a semi-
P P °

norma iul1 p==fvuﬂ & uma norma em wi’p(ﬂ), equivalente & nor-
H]

P
L
ma dada inicialmente. Se p=2 a desigualdade acima é chamada desi-

gualdade de Poincaré-Friedrichs.

4.7 - E facil ver a partir da definigac que uEHgl(ﬂ) implica
p%u EHg'lul(O) se |s|<m. Segue deste fato e da desigualdade de

Poincaré-Friedrichs que Iulm ¢ uma norma em HICI:(Q), equivalente

(1) Um EVN é dito separivel se ele possui um subconjunto enumexs-
! vel denso.
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a uswal. (Temos o andlogo se p$2).

4.8 - Se fE(Hg'(Q))* existem quLz(ﬁ), {(e)sm tais que

(f,u)= % (-1)[“[ 'f % vu€ mp
! IGISm !3'7 ¢ " " o()

Motivado pelo resultado acima escrevemos H"m('['}) = (HE(Q))*.

Repare que estamos usando aqui 1.10, com ng(ﬂ)c LQ(Q) cH'm(ﬂ) .

Outra propriedade importante dos espagos de Sobolev é a

existéncia do trago de uma funga@o na fronteira T de Q.

Ilv
tanto, a aplicacao yozc“’(ﬁ) - L2(I’) se prglonga por continuida-

4.9 - Se ® €C” (1) podemos mostrar que ( j v2)1/2 <¢ lolt Por

- 1 - ‘
de a uma aplicacgao YOE-Y.(H ), Lz(l")), dita aplicagac traco.

qi/2

Definimos (I =1Im y°=L2(1“), que € um subespago pro-

prio e denso de L2(I'). Munido da norma ”g”r'= int v,
V:
1/2 3 Yo g
H (') & um espago de Hilbert.
4.10 - £ imediato que Hg(ﬂ) S ker Yo+ Podemos mostrar que
1
HO(Q) =ker y,.
1 1/2 _ ;
4.11 -~ 8e vE€H (), gen (") e Yo,V=g no sentido fraco, isto
é, se S YoV & = ggtp VCDECw(f-I), entao Yo V= & em guase todo
ponto de UT.

4.12 - 8¢ n{x) = (ﬂi(x))rilzl‘ é o vetor normal unitirio exterior em

n .
x €7, detinimos v, =H(0) + 1%(T), v () =32 b E YolFE dum;.
i=1 i

Temos que Im Y1 =1Im vo=ﬁ1/2(1‘) e que ker yl=Hg(Q).

4.13 - Analogamente podemos definir a apliecagido sobre
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el 1/2 _bmu I - .
Y B Q) »5 (7Y, v, u~—b71l1l , com ker Ym—Ho(ﬂ). Além disso, se

wen™ 0y entio YU er"'l/Q(r), k= o,
4.14 - Se E,p €c7(0), vale a Identidade de Green
X ) o
SngfP - ‘QECP*'S'ST,]-CD
0 { r
Podemos entao obter por passagem ao limite
| v oy = - fmwﬁr%%v vue H2@), v EH(Q)
0 9
A regularidade dos espagos de Sobolev é determinada a partir
do

4.15 - TEOREMA DE IMERSAO DE SOBOLEV - Seja Qcr?  um aberto de

e , .
fronteira regular., Temos as seguintes inclusces algebricas e topo-

légicas:
q 1 _ 1 m
L7(1) s 3% " n >0
WPy - - Lq(D) ¥ 1% q<+e se %_%=0
Ck’n(ﬁ)(l) se 0<m—~g— - k=<1

No terceiro caso tomamos & =m--& -k se mn-~

Se m-% -k=1, o resultado & valido para todo o<1,
‘ , - - -~ m,p ql
Aldm disso, 'se 0 & limitado a injegae W 'N((2) — L T(Q)

. n TR |
é compacta para 1%q,S5q se mS% . Se m»g & injegao W Pn) ~

<« Ck’B(ﬁ) é compacta para B <o .

(1) 5@y - feck@, sup. AW <ia) se rectd),
x,y€Q fx-y|
dizemos que f € ¢-holderiana.
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5 ~ EXEMPLOS

5.1 - PROBLEMA DE DIRICHLET - Consideremos o problema de Dirichlet

para ¢ Laplaciano:
Ay =7 em 2

u=0 em T

onde f ¢ uma fungao regular.
Uma solugao fraca do problema satisfaz
- Suétp= T ¥oE C:(O)
0

. .
Se u€H (1) podemos escrever (vu 9P = 5fcp ¥ g€ C:(Q).

0 0
Por passagem ao limite temos fvu oV = )'fv v vé Hi(o). ‘Mas
Y 0

u=0 em I implica u EI-I:;(Q). Isto nos conduz a introduzir a

formulagao fraca

Encontrar uEHcJ;(Q) tal que

(P) Y
fv v veR ()

Svuvv=
¢ 0

Assim, se u §é solugdo forte u satisfaz (P). Recipro-
camente, se u satisfaz (P) e f ¢ suficientemente regular
(f ECE’“(F!)) entdo u é solugho classica do problema de Diriehlet.
(uec?® (@),

Analogamente, se gEHl/z(I'), uo.eHl(O) com vo(uo)mg e

-

w EHi(Q) ¢ solucao de va v = va- jvuovv ¥ yE€ H(I)(Q) entac

;‘ =Au=f em 0

u=w+u e solucao fraca de L u-g em T

o
Observamos também gue a formulagio fraca do problema acima
tem sentido se :EEI-I'I(Q). Nesse caso substituimos ffv por

(z,v). &
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5.2 - PROBLEMA DE NEUMANN - Sejam a2o, f ELz(n),gEH_l/z(I‘)e verl(n)

solugzo do problema (%) 5 Tuyv + ag uv = 5 fv+ (g,yov)
(1

Vamos interpretar (*) gquando gEHl/z(I‘) e uEHz(Q). To-

mande v =¢ € C:(Q) temos f TUTe + a[ucp = fftp e assim

Q {2 0
~Au+au=1f no sentide das distribuigtes. Usando a identidade de
Green (ver 4.14) vem aj uv- fAu v+ gé-ﬁv= [fv + jgv e como
o 0 T ! r

Ay +au=T em Lz(ﬂ) {ver 3.5) concluimos que =g em T

bu
on
{(ver 4.11). Deste modo u é solucao fraca do problema de Neumann

(-Au+au
o]

Esta é apenas uma interpretacao formal de (*) guando

gcen~2(ry, uwenl).

f em 0

5.3 - PROBLEMA BIHARMONICO - Dados f €H 2(e), u eH%(Q) seja

w € Hg(ﬂ) solugho do problema 5 Awhy = (f,v) - { Auo‘:“" wyE Hg(Q) .

9] ]
Entzo, se u =w+u, 8%u-f no sentido das distribuicoes com

du bu0
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capfruio 1

PEQUENA INTRODUCAC AO CALCULO DAS VARTACOES

1 - INTRODUGAO

Seja E o espago vetoial das fungdes W:R? + R  de clas-

1
se C°, KSE um subconjunto de E e F:R" xRxH - R também

de classe Cl.

Consideremos ¢ problema

b
(M) inf J F{x,u{x),u'{x)) dx
u€K a

‘ b
isto €, minimizar a fungio J:KCE-R, J(u)= f F(x,u(x),u'(x))dx.
a

Problemas desse tipo ocuparam um 1ugar'importante no desen-
volvimento da Matematica a partir do século XVI. Associados a
eles estic nomes como os de Newton, Jean Bernoulli, Jacques Bernoulli
Euler, Lagrange, Legendre, Hamilton, Jacobi, Weierstrass, entre ou-
tros.

Alguns exemplos de tais problemas sio:

"y

(i) Braguistécrona
Dado um corpo de massa unitaria situado em (0,0) gqueremos

desloca-lo até B=¢(xB,yB) com <0'<XB sob a ag¢ao da gravi-

k4!
dade g, na auséncia de atrito. Queremos determinar a curva y(x)
satisfazendo y(0) =0, y(B)==yB, para a qual o tempo de percurso é
ninimo.

Podemos mostrar que tal tempo & dado por
X

_ . |
2
T
T(y) = J 1—;%—- dx- - .
[a] i
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(ii) Superficies minimas

Consideremos uma membrana bidimensional em repouso ocupando
uma regiac limitada 0O de ﬁz, de fronteiwa T. ﬁééejamos submete-
la a deformagoes normais a superf{cie e de modo que o deslocamento
em ' seja prescrito, isto €, u(s)=£f(s) ¥ s€l .

A posigao de equilibrio da membrana pode ser encontrada mi-
ximizando-se a energia potencial de deformagao {(ou, 0 gue ¢ equiva

lente, a area da superf{cie lateral).

= 2 2
U = M1-+ux-+uy dxdy

S.S edea)
entre todos os deslocamentos wu(x,y) que coincidem com £ em T.

Tal problema é também chamado de problema de Plateau. W

(iii) Problema de Dirichlet

O problema de Dirichlet € uma linearizagio do problema de Plateau
considerando, para pequenos deslocamentos u(x,y}, a aproximagﬁo
1 1

4
v=% ” uZ + ug dxdy = 3 ]S lou|?  dxdy
L 0

O problema de Dirichlet em R2 ou R® aparece em vérios
outros contextos. Por exemplo, no caso do equilfbrio térmico, on-

de u representa uma temperatura, ou no do equilibrio eletrostati

co, onde u & o potencial eletrostitico.

Mostraremos mais tarde gue sfo formulagdes équivalentes do

mesmo problema a que apresentamos aqui e aguela dada em 0.5.1. B
(iv) Problema isoperimétrico

O problema isoperimétrico, em sua forma original, se enuncia do
seguinte modo: encontrar a curva fechada de perimetro 24 dado

que envolva a maior area possivel.
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0 leitor deve se convencer que podemos considerar a curva
- . . ~ . -
soclugao como sendo simétrica em relag¢ao ao eixo x, sendo a par-

te superior o gréfico de uma fungao y(x), oS x<§g.

Devemos entio minimizar A(y) = s y dx sujeito a restri-

g o
gao L{y) = §J1+y'2 dx = £ N

o

0 estudo de (1.1) conheceu um grande desenvolvimento a par-

tir da introdug¢io, por Euler e por Lagrange, do chamado médoto

das varia¢oes. Daf a denominacio de Calculo das VariacGés a teo-

ria que trata da minimizacio de funcionais dados sob a forma inte

gral. O problem (M) é dito o probleha mais simples do Calculo das

Variacoes.

Come vimos nos exemplos acima,podem haver varios tipos de
restrigOes para as fungoes y &€E. O conjunto K € dito o conjun-

- £ -
to.dos valores admissiveis.

Sabemos que se f ECI(nz“,m) possui um minimo (local) em
x, R entao £'(x ) =0. O método das variagoes é uma generaliza-
¢ho dessa idéia para funcionais J:E-R da forma u™ gF(x,u,u')dx.
Aqui também podemos mostrar que uma condig¢io necessdria para que
u; seja minimo (local) de J ¢é que J'(u ) =0. A derivada

J*(u), a ser definida no prdximo pardgrafo, & conlecida

no Calculo das Variacbes como a primeira variagio de J.

Nesse capitulc vamos considerar a seguinte generalizagao de
(M): Seja E um‘espago de Banach, K<%E e J:E-R um funcio-
nal sobre E. Estaremos interessados no problema min J(u)}, que

u€K
chamaremos de um problema variacional.
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A vantagem de estudar o problema nesta generalidade se de-
ve a duas razaés. A priméira, ligada a J, reside no fato de que
podemos formular problemas gque nao sao do tipo mais simples. A
segunda, relativa a E, é gue a teoria moderna do Calculo das Va-

riagoes se faz no contexto dos espagos de Sobolev.

Para um estudo do Cdlculo das Variagoes cléssico, ver [13],

fe3i, [23].

2 - DIFERENCIACAO EM ESPACOS DE BANACH

Sejam E,W dois espagos de Banach e F: D<E - ¥ uma fun-
¢ao. A definigio abaixo estende a nogio de derivada de funcoes

definidas em R™.

2.1 - DEFINICAO - Dado u€D dizemos que v6E & uma direcao
admissivel se existe um intervalo [u,u+tv)SD, Se v & uma di-
recao admissi{vel para u, definimos a diferencial de Gateaux em u

na diregdio v de F como sendo o limite (se existir)

G(u,v) = 1lim ECutrtv)-F(u}

t OF
. Se G(u,v) € linear e contfnua em v, isto é, se G(u,v)=Av
para todo v admissfivel onde A€E(E;W), dizemos que F &
Gateaux derivivel (G-derivavel) em u e que F'(u)=A & a sua
derivada de Gateaux (G-derivada) em u, F & G-derivavel se

F . & G-derivavel em todo ponto.

0 exerc{icio abaixo mostra que G(u,v) pode ser bem defini-
da em u para todo v€E e, no entanto, F'(u) nao existir.
0 se xy=0

2.2 - EXERCfCIO - Seja F:IRzﬂ R dada por F(x,y) = {
x se xy=0
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Mostre que F & G-diferencidvel na origem com G(O,.) =F. Con-

clua que F nlo é G-derivavel na origem.

Algumas propriedades da derivada de Gateaux sio verifica~
das imediatamente:
(i) a derivada de Gateaux, se existir, & {nica.
(ii) se F e G sao G-derivaveis, o €R, entio oF+G & G-deri-
vavel e (&F+G)' = aFt+G* .

Vale também a seguinte desigualdade do valor médio.

. o]
2.3 - TEOREMA - Seja F!DSE-W G-derivavel em [u,u+v]SD. En-

tio, IF(u+v) - F(u)ll < sup _ [P'Cu+tv)[[lv]
t

(As normas gue aparecem na desigualdade acima se referem acs espa-
¢os W, £(E;W) e E respectivamente. Nesse capitulo usaremos sem—

pre a notagdo [-[l, independentemente do espago considerado.)

Demonstragio - Seja G(t) =F(u+tv). Entio
G'(t) =F'(u+tv)v e o teorema fica demonstrado se mostrarmos que

la(1y-cO)l's sup [lGr(t)|
t€l 9,1]

» 1

Primeiramente, observemos que, se G:[0,1] » w & G-diferen
ciavel, ento G & cont{nua. Tal fato, cuja demonstracho o lei~
tor € convidado a fazer, ndo se verifica necessariamente pars
G:DEE =+ ¥W.

Seja M= sup _[lG'(t)]l. Podemos supor que M<+=, Vamos

t€[0,1]
fixar s ™o e considerar S=[s€[0,1],]G(s)-G(0)] = (M+c)s) .

O € S e, devido a continuidade de G, § ¢ fechado, Logo,

8 = sup s € §. Suponhamos sS#1. Da definic¢io da G-derivada de

G em s, podemos tomar f>o0 tal que
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la(s +&)y ~G(3) | s (e (s)l+e) 8
Logo,

le(s +&) -c(0) s [l6(3 +8) - (B + ll6(5) - GO < (M+e)(5+ &)

Assim, S+ & €8, o que contradiz a definigio de s. Isso mostra
que 1€S5 e, como ®>0 é arbitrario, a_demonstragﬁo fica con-
clufda. ]

Porém, nem todas as boas propriedades gue poder{amos espe~

rar para uma derivada sao verificadas.

{1 se 0<y<x2

2.4 - EXERCICIO - Seja F(x,y) . Mostre que F &

0 senao

G-derivavel na origem, mas naoc é continua nesse ponto.

3
2.5 - EXERCCIO - Seja F:RZ2~ R dada por F(x,y) = |45 (x,y)+(0
X +y
0 (0,0)

e G:m? -~ R%, G(x,¥) =(x,y2). Mostre que F e G sao G-derivaveis

na origem mas gue o mesmo naoc ocorre com FOG,

Mais adiante tentaremos explicar porgue tais "anormalidades"
podem ocorrer. Antes disso, porém, vamos calcular algumas deriva-

das que aparecem frequentemente nas aplicagSes:
2.6 - BEXEMPLOS
1 ~ S8e F(u) & constante entdo F'E=0.

9 - Se A:E-+W & linear, entic A' é constante e igual a A,
isto &,
A'(u)v = Av ¥ u,v& E.

3 - 8¢ BiE; xE, * W & bilinear, entao

B'(ul,uz)(vl,vg) = B(ul’vz) + B(Vl,uz)
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4 - Beja H um espaco de Hilbert, que identificamos a seu dual,
AtH~H um operador linear autoadjunto e F:H-R tal que

F(u)==% (Au,u)ﬁ. Entio F'(u) = Au .

Em particular, se A=I € a identidade em H, temos

F(u)ﬂ%“u[!? e Fr(u)=u.

As verificagoes de 1,2,3 e 4 sdo imediatas. Todavia,
chamamos a atengao do leitor de que, se F:E * R, entao
* . * o~
F'(u) €E . Se, como em 4, E ¢ de Hilbert com £ E, entdo

Ft(u) €E, isto &, F'(u)v==(F'(u),v>E ¥YvEE,

Examinemos agora os exerc{cios 2.4 e 2,5. O primeiro nos
diz que F pode ter uma aproximacao linear continua sem, contu-
do, ser ela_mesma contfnva. © segunde nos indica gque F',G' po-
dem ser aproximagoes lineares dtimas de F e ¢ sem que o mesmo
ocorra de F' G' em relagdo a FoG. Podemos concluir que a nogao

de aproximagao dada pela derivada de Gateaux apresenta problemas.

Tais dificuldades podem ser explicadas a partir do seguin-
te fato: a G-derivada é a melhor aproximagao linear continua de

F em u ao longe de cada reta passando por u. Mas a proximi-

dade em X naoc se mede, salvo se X=R, pela convergénecia sob
retas. Observemos mesmo que a existéncia da derivada de GAteaux
de F nao depende da norma de E! A nogao de derivada que consi

deramos a seguir vem remediar esse problema,

2.7 - DEFINICRO - Dizemos que F:DEE - W & Fréchet diferencid-
o
vel (F-diferenciavel) em u€D se existe A€E(E,W) tal que

F{u+v) = F(u) +Av +r(u,v)
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onde lim 'ﬂzﬁgﬁzlﬂ =0.
HVH*O v

Nesse caso, denotamos, como anteriormente, F'(x) = A e a

denominamos a derivada de Fréchet (F-derivada) de F em u,

Temos as seguintes propriedades para a F-derivada,.

2.8 - PROPOSICAQ

(i) Se F é F-deri#ével em u, entdo F & G-derivdvel em u
e as duas.derivadas coincidém. Portanto, a derivada de Fréchet
é Gnica.

(1i) Se F,G sao F-derivaveis, ﬁ.ER; entio 6F+ G & F-deri-

vavel e (QF +G)' = OF*' +G',

(iii) Se F & F-derivdvel em u, entao F & contfnua em u.
(iv) Se F,G sho F-derivaveis, entdoc FoG ¢ F-derivavel e

(FoG) *(u) = P'(G(u)) G'(u).

Demonstragao:

Deixamos a demonstracao de (i),{ii) e (iii) a cargo do
leitor. Mostremos (iv).
A partir da definigEo de F-~derivada, podemos escrever

F(G(u) + G (wWw + rl{u,w)) =

F(G{u+w))

FIG{u)) +FH(Gu) )G (w)w +r(u,w)) + 7 (G(u),G (Wwtr(u,w))

| 1 V | H
onde  lim Lﬁﬁﬂﬁﬂli = lim LELQ%EﬁLElL =0.
lwli» 0 hd Izl 0 'z

Logo, TF{(G(u+w)) = F(G(u)) +Fr(G(u)) G'(Ww + s(u,w)

onde s(u,w) =F'(G(u)) r{u,w) +¥(G(w),G"(Ww+ru,w))

i ' lsCu,w) !
Precisamos provar, pois, que lim & L =g.
lwll~a Wik
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F'{G(u)) r(u,w) _ Fr(G(u)) Z{U w) 0.

£ claro que ! WE Twll-» 0

Seja z(u,w) =G"(uww + r(u,w). Entio |lz(uw)l—0 e

lw”-’
]!F(G(u)ﬁzfu,w))[! ‘= [f?‘(G(Iﬁ),z(u,w))ll nz(ru,lw)" | : 0.
Wi llZ(U,W)“ ]lwls ]\\h =+ 0
I I
pois ’Z(lllw'))' € limitada numa vizinhanca de O.
Isso mostra que bsCu,w) ——,o m
W ”w"..o

A reciproca de (1) nio ¢, em geral, .verdadeira.

2.9 - EXERCICIO ~ Considere F:R2>R como no exercicio 2.5.

Mostre que F ndo € F-derivivel em (0,0).
Temos, porém, o seguinte resultado..

2.10 - PROPOSICAO. Seja F:DSE + W G-derivdvel em um aberto
I d

<D, com F':8SE-$(E,¥) contfnua em 6. Entiao, F ¢ F-de-

rivavel nesse aberto.

Demonstragao: -

A demonstracac do teorema € uma decorrencia direta do teo-

rema do valor médio. Temos que mostrar que

IFP(u + w)—F([u)—F'(u)wﬂ

T -+ 0 quando [w]l - 0.

Seja Glw) =F(u+w) - F'(u)w. G é G-derivavel com G-deri-

vada igual a G'(w)v = F'(u+tw)v - F'(u)v.

~
Podemos entao usar o teorema 2.3 e escrever

J!_(_"_(l?,:‘(;’.(o_).“_ = sup _ [T (tw)ll
1Wh t€lo,1]
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Mas  [lG'.(tw)] = FF'(u+tw)-—F'(w)P“——* -0 ‘uniformemente em t€[0,1],

devido &.continuidade de. F', o que termina a demonstragio.

Para maiores 1nformagoes sobre a dlferenciabllldade em es-~

pacos de 'Banach. o leitor podera consultar [16] [30], [39}

EXERcfc10s8

(Os exerc{cios marcados com (*) no livro sdo os mais dificeis)

2.11 - Seja G Gateaux derivavel em u e F Fréchet derivivel
“em G(u). Prove gue FoG ¢ G-derivavel em u. (Compare com o

cexercicio.2.5).

2.12 - Seja G(u,w) a G-diferencial de F.Mostre que:
(1) Glu,aw) = ¢G(u,w) ¥ R
(ii) Vale o teorema-do valor médio: .

[F(u+w) = E(w)fe  sup _lG(u+tw,w)f
t€fo,1]

(Faga as modificacoes necessarias na demonstragao do teorema 2.3)

(1ii1) G(u,w,+w,) = G(u,wl)-+G(u,w2) se G(u,w) & contfnua.em u.

1 72

(Use a definicAo de G-diferencial e '(ii))
(iv) Conclua gue a continuidade em u da G- d1ferenc1a1 de F im-
plica na existénecia da sud’ derivada, 1sto g, G(u wY=F"(u)w.
"3.13 - Mostre que, se H é um espago de Hilbert, a aplicagdo
N(x) = x| & P-derivdvel para todo x$o, com derivada dada por

X

N'(x) = Tl

2,14 - Mostre gue a aplicagae nerma  N(£) =Hf”p' em .LP(Q), com

1<p<+® @ % + % =1, tem por F-derivada
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- 1 p-2 .
Nt(f) = —— (K4l £, £4+0 .
el . H L
p o i i i1 1
- P q°P P . PP
(Sugestdo: Use a identidade - (a-b).. % a D=at-bb, awo0)

i=0 - b>0

2,15 ~ Mostre gue, em Ll(Q) e em Lm(Q), a aplica¢fio norma nao &

derivavel em nenhum ponto. -
2.16 - Seja F:la,b] xR » R de’classe ¢l e

iy = | Fxye) ax, yec®Ta,pl; RY

]

Mostre qﬁe J' 4 F-derivével com

b .
Jr{ylz = 9 Fy(x,y(x)) m{x) dx =~ : oo
a B .

2.17 - Seja E um espago de Banach e J:E-R G-derivavel. Se u

é ponto de minimo local de J, mostre qﬁe‘ Jt{u)y =0,

3 — EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

Retomemos a questEo da minimizagdo do funcional J(v) de-
finido sobre um ésﬁago ﬁormédo E. Nesfa sec¢ao, estgfemos'intereg
sados no caso em gue o conjunto dos valores admiss{veis E € um
subespaqolafim de E. Seja, poisf P €FR, V0 um subespago veto-

rial de E e V=={p}-+v0. Vamos considerar o problema

(M) min  J(v)
© VeV ’

3.1 - EXERCfCIO - Mostre que os exemplos (i),(ii) e (iii) do pri-

meiro parégrafo deste cap{tulo sao problemas deste tipo.

! - e . -
O resultads abaixo, embora de demonstragao imediata, e

fundamental para tudo o que_fafemos a_seg&ir.
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3.2 - TEOREMA - Se u é uma solugio de (M) e J & G-derivavel em
u, entae J'{ulE=o wgE V . (ou seja, J'(u) =0 em V:)
Demonstragao - Se u é solugdo de (M) e § €v,, ent3o

u+t8€ Vv se tER,

Logo, J(u) = J(u+tg) = Lu*rt=dJW=0 vi>o .

Passando ao limite,temos que J*'{u) §20.. Trocando E

por -§, conclufmos que J'(u)g=-=o0. B

Ve jamos uma aplicagao desse resultado no casoc em que
E =C; [a,b] €& o espago vetorial das fungdes cujas derivadas

szo continuas por partes em [a,bl, v={y€E;y(a) =yo,y(b) =y1}

b 2,.3
e J(y) = 5 F(x,y,v'), onde FEC(R";R).
. a . :

3.3 - TEOREMA - Nas condigdes acima, -J & G-derivavel com

b

J'(y)E = f Fy(",y.yl) €+Fye<x,y,y’) g (1)
a

41ém disso, se y ¢ solugdao de (M), entao

F - g

y EF =0

yl

1

Antes de passarmos a demonsfragao do teorema, vamos esta-
belecer um resultado preliminar
b
3.4 - LEMA - Se g(x) € c%la,b] e S g(x) §(x) dx = 0 para
a .
todo §E€V_ ={§ Ecrl)[a,b]; §(a) =€(b) =0}, entio g(x)=0.

(1) Estamos aqui cometendo um abuso usual de notagac ao conside-
rarmos y como fungao de derivada y' e, ac mesmo tempo, y e
y' como variaveis de FrIRY =+ R.
. _ bF _dF
Assim, Fy =3y e Fy, =3y

]

sao derivadas parciais de F.

o
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Demonstragao ~ Por absurdo, podemos supor, sem perda de
generalidade, que existe xoﬁ(a,b) com g(x )= 620 e
= - c >0.
A=(x,~8,x +8) [a,b] com gIA 0
1-L )xx | se xea
& [o]

Definimos §(x) = ‘
0 se xFEA

Assim, EGVD e g(x)E(x)20 em [a,b]l. cComo

b .
S g(x}§(x)dx =0, concluimos que g(x)%(x)=0, o que & uma con-
a
tradigao. B
J4 estamos prontos para iniciarmos a

Demonstragao do teorema 3.3 - Temos gue

‘ b
J(y+t gt)-J(y’) - f Fx,y+t8,y'+t§') - Flx,y,y")
t
s . .

Pelo teorema do valor médio,

b
J(y+t at)- J(y) _ 5 Fy(x,y+¥ s,y'+ie')§+Fy.(x,y+fs,y'+%§')s'
e _ ,

onde T=%(x) + 0 uniformemente com t. Logo, para cada y,E fi-

xados, o integrando acima conveérge uniformente em t. Assim,

. b )
JH(y) E= Fy(x,y,y')E +Fy.(X.y,y')§'
: a

Para mostrarmes a segunda parte do teorema, observamos que,

, y(b):=y1} e V. & definido como

se p&V ={yE€E; y(a)=y o

o
no Lema 3.4, entac V={p} +V,. Pelo teorema 3.2, se y €& solu-

cao de (M) e BEV_,
b )
Iy E= | F(x,y,y)E+ F_,(x,7,77)8" = 0
a ¥V y

Integrando por partes, temos
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b
(ry (X’Y’Y - 3x Foalx,y,y7)) §=0 = ¥ ee.-\'f‘o'('l) g

Usando o Lema 3.4, concluimos a demonstraggo.

3.5 - OBSERVAGCAO - Se definirmos J:V_ =+ R, J(v)=J(v+p), entdo

(M) & eguivalente a (*) min J. Podemos, pois, considerar (M)
1 VEV . .
: o

x . : ~ . -~ . -
como um problema de minimizacgao sem restric¢oes, isto e, onde o

conjunto de 'valores admissiveis é todo o espago. Nesse caso, o
Teorema 3.3 nos diz que uma solugao de (*) satzsfaz J'(u) =

(em Vo )' . |

A equacao dada pelo teorema 3 3 & chamada equa§ao de

Euler-Lagrange associada a m1n1mizagao de J(y) F(x,y vt).
Ela expressa a igualdade J'(y) =0 nessa s1tuagao partlcular.
Foi Euler, no estudo da braquistéciona, gquem primeiro chegou a
formula-la. A idéia de Euler foi a de discretizar o problema,
usando o hoje chamado método das diferengas finitas. Mas o pro-
‘prlo Euler perguntava em seu trabalho se nao haver1a uma forma
menos geometrica e mais analitica de se obter o mesmo resulta-
do. TFol Lagrange, entﬁo_com_ 19 anos,, quem deu a resposta 3
questgo, usando a chamada,variagﬁo de um funcional. Euler, im-
pressionado com o érabglho do jovem Lagrange, considerou a nova
técnica como a mais adeguada ao estudo da‘ﬁinimizaggo &e fun-
cionais e chamou-a de Célculo das Variagoes. Hoje em dia dize-
mos, de uma maneira geral, que J'(ﬁ)==0 é a gquagﬁo de Euler-
Lagrange associada ao problemﬁ_ még J(u):

(1} Ac 1e1tor familiarizado com Z teoria das d1str1bu1§oes indica-

mes que é nesse contexto onde, historicamente, aparece pela
primeira vez uma fungao expressa como distribuigao.

e
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Se J'(u) =0, dizemos que’ " & um ponto extremal de J.
Como no caso n-dimensional; todo minimo € um extremo. A reci-
proca nao € evidentemente verdadeira. Ao procurarmos condigoes
de suficiéneia para a obtengdo de m{ni_mo, temos aqui também que

olhar para a segunda derivada.

Seja, pois, J de classe C2. Entio

t% » 2
J(uttv) =J(u) +tI"(w)v+z I (u+Tv)v Yu,v € E

onde 0 <t<€t. Se u € ponto de minimo, J'(u)=0 e
t2 s 2
“J(u+tv) = J(u) +5 J (u+Tv)ve 2 J(u)

ou seja, J'(u+Ev)vZ20. Fazendo t~0 temos I (wvzo pa-

ra todo v E€E.

‘Reciprocamente, vemos imediatamente que, sé existe uma

vizinhanga N -de um ponto extremal u..tal gque

J”(w)szO ¥vEE, VY w€N,

entaoc u & ponto de minimo (local).
Tomemos mais uma vez como exemplo a situag¢aoc dada no tec-
rema 3.3. Nesse caso,

B '2.
§¢'+F ryr &

3 (yye? = 'bF £2 4 oF
y f yy vy y

a
Assim, para que um arceo extremal y(x) seja um ponto. de
minimo & suficiente que s matriz( * ¥y Foyr seja estritamente
FYY' ‘FY"Y'

positiva definida.em todos os pontos de 'y, isto é, que
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-(F_)2>0,F y,::o ¥ x E[a,b](l)

F_.F
Tyyy'y! A y*

De fato, temos o seguinte resultado.
3.6 - EXERCICIO - Uma matriz é (estritamenté) positiva definida
se (Av,v)20 (> 0) para todo v=0. Se A==(g 2) é uma matriz
X2 simétrica, entdo A € (estritamente) -positiva definida se
e s6 se {det A=ac-bZz (>0).

%az o

A caracterizacio dos pontos de minimo esta estreitamente
ligada ao assunto principal do nosso livro: a convexidade. Mos-
2

traremos no préximo cap{tulo que um funcicnal J de classe C

é convexo se e s6 se J° & positiva definida.
Exgrcicios

3.7 - Mostre que se u(x,y) é solugdo do problema de Plateau
(ver exemplo (ii) do paragrafo 1) entio u satisfaz a equagao naoc
linear.

2 2 -
(1+uy) u —2uxuy+(1+ux)u =0 em(

XX Yy

com u=f sobre T
3.8 - Suponha que u(x,y) €C2(Q) seja solucao do problema de
Dirichlet (exemplo. (iii). Mostre que .a integral de Dirichlet

J(V)==% SS vi + vg & G-derivavel em u.e gue

dJ{uyv= - S( du.v=0.

(1) Podemog impor condigoes menos restritivas que esta afim de
que J seja positiva definida numa vizinhanga de u., Ela e,
no entante, adequada para nossos propositos. A questac _da
guficiencia ocupa um lugar central no Calculo das Variagoes.
([) Leitor interessado poderé consultar, por exemplo, [13] ou

23].
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Use um anélogp bidimensional do Lema 2.4 para concluir que
u satisfaz
Au=;0 em [

u=f em T

Observe que esta é uma linearizagdo dz equagho de Plateau
dada no exerc{cio 3.7.
3,9 - Na presenga de forgas de densidade superficial g(x,y), a in

tegral de Dirichlet se escreve J(u) = f %(ui +u§) +gu. Nesse

caso, mostre que a solugio u satisfaz o também chamado problema

de Dirichlet
fAu=g em 0

l u=f em T

3.10 - (i) Prove ¢ Lema 3.4 no caso em gue v, =C§Ia,b], mz1.
*(ii) Faca o mesmo se v, =C:[a,b]
4 - MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
No Calculo das Variagoes surge uma outra classe importante
de problemas, os chamados problemas de minimizagao com restrigdes,
onde o conjunte K de valores admiss{veis naoc & mais todo o espa-
go. As restrigdes sobre K podem ser de varios tipos. Por exem-
plo, se J,G sao fungoes de E em R, nos chamados problemas iso
perimétricos (do qual o problema isoperimétrico original, dado no

exemplo (iv) do primeiro pardgrafo, é um caso particular),

(4.1) min J(v)
G{v) =0

o conjunto K={v €E,G{v) =0} &, em geral, uma variedade. (%)

A representag&o'gréfica das curvas de nivel de J e G nos

ajuda a entender o0 que se passa.

(1) de codimensao 1, como veremos adiante.
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Vamos mostrar gue em geral temos exatamente a situagdo in
dicada na figura acima: no ponto de m{nimo u, a curva de nivel
J=J(u) & tangente & superf{cie G=0. Daqui por diante estare-

mos considerando J e G fungoes de classe cl.

4.1 - DEFINICAO - Seja E um espago vetorial. Dizemos que um
subespago vetorial V<E tem codimensao 1 se existe v, ¢E tal

que E =1:VOJ BV,

i ’ * . -
4.2 -~ LEMA -~ Se A€E e A+ 0 entio N(A)={v€E, Av=0] tem
-~ codimensao 1.
- ' Demonstragao ~ Seja v_€E tal que AV +0. ¥ claro que

Evé] NN(A) ={0}. Se =z €E, seja k = —ﬁ%— . Entao, A{z-kv )=
‘ )

e ‘z—kvo =v EN(A). Isso mostra que E m[vo] @N(ay. B
4.3 - LEMA - Seja GECY(E;R) e S={v€E, G(v) =0}. Seja
u€s com G'(u)$0. Se VEE e G'(u)v=0p, -entao existe .

y:(-g,6) =+ § tal que v{@)=u e y'(Q)=vV. .
G‘m

Demonstragao - Seja v, EE
tal gue G'(“)"’o+0, e
F(a,8) =G(u+tav, + Bv). Entao,

F(0,0) =0, 2£(0,0)=G'(wv_4+0 e
ba o

%(0,0) = ¢'(u)v=0. Pelo Teorema da
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Fungao Implfcita, existe a:{-e,s)*R tal que &(0)=0 ,
F(a(B),B)Y=0, com at'(0)=- %%é%% (0,0) =0. Basta, éntEo, definiy

mos vy(B) =u-+G(B)vO-+BV. [ ]

Agora estamos prontos para enunciarmos o
4.4 - TEQOREMA - Consideremos u solugio do problema isoperimétri—
co com G'(u) £0. Entdc, existe A€ R (multiplicador de Lagran-

ge) tal gque J'(u) =i G'(u).
Demonstragﬁo -~ Vamos primeiro verificar que
N(G*(w)) = N(J"(u))

De fato, se G'(u)v=0, pelo Lema 4.3 existe y(B)< S tal
que v{(0) =u, y'(0)=v. Seja f(B)=J(y(B)). Entao, 0 é ponto

de minimo de f, o gue implica que F'(0)=J'(u)v=0.

Tomemos agora Vo €EE tal que G'(u)v°=F0. Definimos

Jt(u)v
A =61T37;9. Dado =z €E, decorre do Lema 4.2 gue podemos escrever
0

z=kv, +v, com v EN(G'"(u)) EN(I'"(u)).
Logo, J'(u)z =}cJ'(u)vO== ki G’(u)vo = A (w)z. N

Se considerarmos F(u,2) =J(u) + AG(u), entio ¥ & de

classe C1

com 2E(u,x) =sr(uw) +rar(u), Hu,r) =G(u). Vemos
assim gue o Teorema 4.4 nos diz gque podemos transformar o proble-
ma de minimizacdo com festrigﬁes em um problema sem restricoes,
porém definido em um espégo maior: encontrar pontos eriticos de
F(u,2)., TUma questio natural é a de determinarmos a natureza do

ponto eritico (u, -*») que aparece no teorema 4.4, Veremos adiante

que em geral temos um ponto-sela.
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0O teorema 4.4 tem intUmeras aplicacoes. Em geometria dife-
rencial, problemas isopermétricos aparecem naturalmente quando eg
tamos trabalhando sobre superficies; Por exemplo, na determina-
cho de geodésicas. Também em problemas onde a variavel u{x) re-
presenta uma probabilidade, como na Fisica Quantica, temos res-
trigoes do tipo j w?(x)dx=1. Uma outra aplicacgdo importante,
que discutimos a seguir, esta relacionada com a teoria espectral
de operadores lineares continuocs e autoadjuntos em espagos de

Hilbert.

Consideremos H um espaco de Hilbert e A €E(H;H) um ope-
rador autoadjunte. Se J(u) =<{au,u’), vimos em 2.6 que

J'(u) =2 Au. Suponhamos que ¢ problema

(M1) max  J(u) , utH
lu[l2=1
admite uma sclugdo u;. Aqui, G(u) =Jull®-1 e u; satisfaz
com J(u;)=A;. Assim, A, é o maior autovalor de A.

Au =A1u

1 1
Seja agora H1={t1EH,(u,u1>=(ﬁ e consideremos o proble-
ma

(M2} Huﬂgii J(u) , u EHl

-~ - *

Se (M2Z2) tem uma solucgao u2 entao Au2-—12u2 em Hl' ou
seja, f(Au,,v) =1(u2,v2}.¥ vE€ H . Mas & fd4cil verificar que
(Auz,ul) =(u2,Aul) =11 (u2,u1>=i0 = 12 (uz,ul) e logo
(Auz,v> =12(u2,v) ¥ y €, Desta forma, encontramos um segundo
autovalor 12==J(u2}511 e assim sucessivamente. O leitor deve
observar, no entanto, que nao é evidente a existéncia de uma so-

lugao de (M1),(M2), etc. Indicamos abaixo como podemos encon-
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trar uma infinidade de autovalores e autovetores para uma classe

importante de operadores lineares: os operadores compactos,

*4,5 - EXERCICIO - Dizemos que A €L(H,H) ¢é compacto se A leva
sequéncias fracamente convergentes em sequéncias fortemente conver-
gentes de H, espago de Hilbert. Vamos supor inicialmente que A

possui uma infinidade de autovalores estritamente positivos.

(i) Use a compacidade de A para mostrar gque (M1) tem uma solucao.
(ii) Faga o mesmo para (M2) e construa assim uma sequéncia infini-
1 A A

ta de autovalores i correspondente a u;, com Ai+12 i)(L
(1ii) Use a compacidade de A para provar que li\O. (Sugestao:
[ui} tem uma subsequéncia fracamente convergente e

e 1232 .52
au, Auj[. A HAD)
(iv) De (iii)} conclua gue todos os autovalores positivos podem
ser obtidos por esse processo.
(v) Para obter os autovalores negatives, proceda analogamente a

partir de A—l = inf J(u).
lull2=1

No caso de termos naoc apenas uma mais sim k restrigdes
Gl(u)==G2(u) S..= Gk(u) = 0, podemos generalizar o resultade de

existéncia de multiplicadores de Lagrange da seguinte forma:

4.6 - TEOREMA - Seja J € CY(E;R), G=(GysGyrren,Gy) ecliz;m™)
Consideremos ¢ problema

min J{u)
G(u)=0

Se u é solugao e G'(u) € sobrejetora entio existem. nimeros

k
reais Kl,iz,...,lk tais que J'(u) = iil 11 Gi(u).

A demonstragao pode ser feita de forma e¢ssencialmente
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~ L s
analoga a do teorema 4.4 e é deixada como exercicio.

4.7 - EXERCfCIO - Eis um roteiro para a demonstracgao do teorema 4.6,

(i) Use a sobrejetividade de G'(u) para mostrar que existem
VysVoren eV ‘tais'que G'(u)vj =6ij'

(ii) Mostre que N(G'(u)) tem codimenszo k, isto €,
E==N(G'(u))®[v1,v2,...,vk3 (compare com o Lema 4.2)

(iii) Mostre o.analogo ao Lema 4.3: Se G'(u)v=0 entao existe

v(6) tal que G(v(B))=0, ¥(0)=u e y'(0)=v. (Sugestao:. Se
k

a==(a1,...,ak) considere F(a,ﬁ)==G(u-*i§1 nivi-+Bv)),

(iv) Proceda como na demonstracac do teorema 4.4, definindo

lj =J’(vj).

4.8 - EXERCICIO - Ainda sobre o teorema 4.6

1
(i) Mostre que G'(u) é sobrejetora see somente se {Gi(u)}§=1

e
linearmente independente em E

(1i) De um exemplo em dimensao finita que mosire que a condigao

de sobrejetividade nio pode ser suprimida (Uma figura ajuda).

Muitas Areas iﬁpoftantés da Matemitica se ocupam de pro-
blemas de minimizaéﬁo com reéfrigSes. A Teoria do Controle tra-
ta de minimizar um certo funcional J(x), dito fungao de custo,
onde x(t) sao trajetdrias que dependem de um parametro de con-

(1)

trole v, isto é, x = F(t,x,v). Definindo u=(x,v) e

{1) Na realidade, este & o problema clissico da Teoria do Contro-
le. HoJe em dia, esta teoria trata de problemas cujas restri-
¢oes sao equagoes diferenciais parciais ou ordinarias. Veja,
por exemplo, Control Theory of Systems Governed by Partial
Differential Eqguations, de J.L.Lions,ou Function Spaces and
Optimal Control of Distributed Systems, do mesmo autor.
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G(u) =x -F(t,x,v) o problema se reduz. a (%) ~min J(u). Aqui, G
G(u)=0

é uma aplicagao entre dois espagos de Banach.

Outro caso € o de restricoes na forma de de_sigualda_de
G(u) =<0, que aparece na teoria de otimizagﬁp e em problemas en-
volvendo equagoes diferenciais parciais nao-lineares. Este tipo
de restrigao da lugar as chamadas desigualdades vari.acionais. Te-

remos op'ortun:i.déde de discutir melhor esta questio no capitulo 2.

Por ora, vamos considerar o caso particular de (*) em gque
G(u) & uma éplicag’é’o linear B€L£(E,W) entre dois espagos de
Banach: ' L

min J(u)
Bu=0

O multiplicador de Lagrange que aparece aqui nao & mais

*
uma constante, mas sim um elemento de W .

4.9 ~ TEOREMA - Seja B€£. (E;W) satisfazendo a seguinte condi-
cao:

(C) *w€ ImB,Zv€E tal que Bv=w e [vlsclwl. }}Jntﬁo,
se u é uma solugio do problema, existe um multiplicador de

% *
Lagrange A €(ImB) tal que J'(u) =0oB=B 4.

DemonstragEo - Observemos gue podemos transformar o pro-

blema em outro de minimizag:g.o sem restrigSes: min J{v)., onde.
vEeEV

V=N(B) € um espago de Banach. Assim, se u & ponto de minimo,
temos J'(u)=0 em V# ou seja
Jt{u)v=0 ¥ vev,

Seja X=1Im B (a condigaoc (C) nos garante que X & um es-

pago de Banach) e w=Bv €X. Consideramos Aw=J'(u)v .
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3:X R & um operador linear bem definido, pois se

E',v1=Bv2 entao vl—VQEN(B) e J'(u)vle'(u)VQ.

Além disso, dade " w€ Im B, seja v€E como em (C). Entdo

fawl=lar(wel < oo llvl sclarcllivl.
- N )
Portanto, & € (ImB) , o que quer{amosdmostrar. [ ]

4.10 - EXERCICIO - (i) Mostre que se B €L (E;W) satisfaz a condi-

cao (C) do teorema 4.9 entido Im B € um subespago fechado de W.

(ii) Reciprocamente, se Im B & fechada entao B €SL(E;W) satis-
faz a condigao (C). (Sugestao: Considere E, =E/N(B) com a norma
quociente. EntEo; E, ¢ um espago de Banach e B:E, % Im B é
injetora é sobre (Use 0.1.20)

4.11 - EXERCfCIO - Mostre que a condigao (C) é equivalente a con-
{(Bv,&) .
[I ]

digao de Babuika —Brezzi: sup T

*
zcefl v & € {Im B)
v

{Sugestac: Use o teorema da imagem fechada 0.1.19)

3 - TRANSFORMADA DE LEGENDRE

Vamos voltar a tratar do problems mails simples do Calculo

das Variacgdes
b

(1) min S F(x,vy,v*) , v{a) =y(b) =0
a

na forma de um problema de minimizag¢ado com restrigoes. Para tan-

to, escrevemos (1) como

-b
(2) min SF(x,y,z) . y(a) =y(b) =0
z-y '=0 a

-b
Seja u=(y,z), J(u)= g F(x,y,z) , BEI(E;W},
a

Bu=y'-z, onde E=C‘])‘[a,b] xC%la,b]l e w=C%a,b]. O leitor deve
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verificar que a condigEq (C) do teorema 4.9 se aplica e (2) se re
duz a encontrar pontos cr{ticoslde

(3) (bF(x,y,z) + {p,y'-z}

a
onde {,) denota a dualidade w*,w. ‘ \
5.1 - OBSERVAGAO - O significado da dualidade ¢,) nos & dado
pelo Teorema da Representagao de Riesz (ver [30]), que diz que W*
é o espago das fungdes de variacho limitada, isto &,
(p,y'-2) = S(y'-z)dP, onde P(x) € uma fungio de variagho limiw
tada.

Vamos admitir o fato, cuja demonstragio o leitor € convida-
do a fazer, de que se F for suficientemente regular (C?, por
exemplo) e se p € o multiplicador de Lagrange de (2), entao
existe P€clla,b] tal que dP =pdx. Devido & densidade das

~ *
funcoes regulares em W, nesse caso podemos substituir (3) por

b b
(3") faF(x,y.Z)+ [ap(y'-Z)

5.2 —'OBSERVAQKO - Uma maneira mais natural de obtermos a formu-

lagao (3') & munindo os espagos E e W com as normas

b b b
( yz'FY'z)l/z + ( ‘ 22)1/2 e ( I w2 1/2, respectivamente,

a a a
Assim, w*==L2[a,b] e temos (3') imediatamente,com p Esza.b].
Chamamos a atuagdo do leitor que, nesse caso, E e W nao sao
mais espagos de Banach. Porém, no que_conﬁerne a Teoria desen=
volvida até aqui, isto n3o € realmente um problema, visto que

. -, ]
tudo o que fizemos permanece valido para espacos normados.

Ter{amos, no entanto, uma dificuldade real no estabeleci-
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mento da existénecia de solugbes,que trataremos no préximo capitu-
lo. Nesse caso, temos necessidade de trabalhar em. espagos comple
tos e somos levados a considerar o completaments de E e W sob tais

normas, isto &, Hi[a,b] xsza,b] e L2£a,?3, respectivamente.

~Retomamos agora a pergunta formulada na segﬁo 2 desse ca-
pitulo:
Qual a natureza do pqnto_qr{tico dado por (3') ?
¥ fdcil ver que (2) é equivalente a
' b

b
(4) min  max S F(X,y,2) + g p(y'-2)
(v,2) p Ja a - :

. b ,
De fato, se y'+$z entfo max ’ F(x,y,2) +J ply'-2)="+=
) D a ) a ‘

{seria mais correto escrever sup), Se y'!'=z, o problema se re-
, p : ‘

duz a (2). Logo, estamos em presenga de um ponto:critico de tipo
sela.

Pontos de sela da forma min max aparecem em varios contex-
tos e uma‘questgq_importante é saber guando podemos. trocar min max
por max min. Vpltaremos a ela-no préximo cag{tulp. * Por ora, va-
mos admitir que (4) possa ser eserito (ao menos localmente) como

I b b
(5) max min g' Fix,y,z) + J ply'-z)
: p (y,z). 78 a -

*. Vamos admitir também gue, fixado p, exista o ponto de mi-

a

L

b .,
nimo = (y_,z ) de’ “J F{x,v,z)+ I cply'-z). Entao,
p’%p a ‘
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1
Fy(#:yp:zp) -p' =20 (1)
Fo(x,¥,,2,) =p=0

Suponhamos que F satisfaca a condigio de suficiéncia (ver
segao 3)

32 (2)

LI ”

de (1).

—(Fy >0 pontualmente numa vizinhanca da solucgio ¥

‘Entdo, para cada par (r,p) €R® o problema

Fy(x,y,z) r

(6)
‘FzgprrZ) =p

'

admite uma ﬁnica_spluggo nessa regifo e (5) se escreve.

b ‘ )
max g F(X.Y,z) - ¥r-zp
r-p'=0 a )
onde (y,z) e (r,p) estdo relacionados pontualmente pof (6). De-
finindo :
*
F (x,r,p) =yr +zp - F(x,y,z)
temos que (2) & equivalente a
b

*
(7) max - g F (x,r,p)
r-p'=0 a

F*‘ é dita a transformada de Legendre{ou o dual) deFel(7)

LURN
<

problema dual de (2).

{1) Esta equagao e obtida integrando previamente j;py' por partes.
No caso de outras condigoes de fronteira que nao y(a)=y(b)=9,
ter{amos a contribuicao do termo y(blip(b)-y(a)pla), © que nao

alteraria substancialmente o que estamos fazendo. "

(2) Passaremos a usar nessarsegao z no lugar de y' como a ter-
ceira coordenada no dominio de F.
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*
Calculemos a derivada de F . Em virtude de (86) temos

*

Fr = ry_r + y+zrp - Fyyr - Fzzr =y.
*_ =3
Fp~—ypr+ zpp-+z - Fyyp-—Fzzp =z

* -1 ' . * -
Assim F 2=(F') 1 com F(x,y,z)=yr+zp-F {(x,r,p) e
logo F** = 7. Temos, portanto, duas formulagoes duais, (2) e (7),
de um mesmo problema e, em cada caso concreto, poderemos escolher

qual delas é a melhor para se resolver.

Pode acontecer, no entanto, que (8) n3o possa ser resolvi-
do univocamente em uma vizinhanga da solugio. Podemos recorrer entio

a outro tipo da dualizagao, escrevendo (5) como

.b b
(8) max min min [ F(x,v,z) + j p({y'-2)
P y Z a a

Se, para cada (p,y) fixado, o problema
b b .

min S F(x,y,z) + [ p(y'-z) possui um dnico minimo (loeal) z(p,y),
z a a ‘
entao
(9)  F,(x,y,2(p,y)) =p

Suponhamos‘que Fzz(x,y,z):>0(1) ao longo da solugao do
problema. Ent3o, z(p,y) estd univocamente determinado per (9).
Definindo
(10) H(X’er) =pz(p,y) -F(x,y,z(p,y))

o problema (8) se reduz a

(1) Se Fzz20 ao longo da solugaoc da .equagdo de Euler-Lagrange
(*)Fy— é% Fge =0 entao diremos que F satisfaz a condigdo
de Legendre. F_ >0 ¢ dita a condig¢io forte de Legendre.
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b

. : b
(11) max min g py' - S H(x,y,p)
5 y a a

‘Nesse caso H, a transformada de Legendre de F na terceira
N ”~ L
coordenada, é dita a transformada canonica de F e (y,p) sio
. . a~ ‘ -~
as variaveis canonicas. Da mesma forma, as equagoes de Euler-

Lagrange associadas a (11),

r - BH
dp

r=_- bH
P Dy

(12)

sao ditas as equagbes candnicas relativas ao problema.

Exemplo 5.3 - Uma situagao onde nio podemos resolver (6) univoca-
mente em torno da solugio & quando ' F naoc depende de Vy. Mas,

se F__>0, podemos usar a transformada canonica (9), (10) ob-
tendo um problema mais simples. De fato, nesse caso (11) se es-

creve

b b
max [~ j H(x,p) + min f py '}
P i a . ¥ a

b .
Mas, I py'=0 wyé€ c, [a,bl ® p=C (constante) em
a . .

fa,b] (veja exercicio 5.8).

.b 0 se p=C
Logo, min j pyt = de modo gue basta
y a -  genao
resolver
b
max - H(x,C)
CER a

4 (] 4 hd Il ] - . )
a que reduz ¢ problema inicial a uma maximizacao na reta.
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Exemplo 5.4 - Vamos considerar agora © problema da mecanica classi-
ca da determinacgho do movimento de um sistema de n particulas en-
tre as instantes to e tl. Aqui, a_variével x seré substitufda
pelo tempo t, a incégnita y(x) pela p031gao generQIlzada
q(t)-—(ql(t),...,q (t))(l). Suponhamos conhec1dos

(13)  alty)=aq, , a(t))=q,

O princ{pio de Hamilton diz que entre todas as possiveis

trajetdrias satisfazendo (13) a que realmente se verificalé aquela

-t
que minimiza 1 L(t,q,q), onde L & dito o Lagrangeano do
+ _dg o
distema e 9=3t * ) .
~ OL d oL _ .
A equacgao de Euler~Lagrange, tq ~ at 3§ ° e conhecida

em mecanica como -a equagio de Lagrange, e a colocayao do problema

. r . . -
nesses termos-e conhecida com sua formulag¢ac lagrangeana.

No caso de um sistema conservativo, o Lagrangeano se éScrg

ve como L =T-U, onde T(q,q) = 2_ aij(q) ﬁiéj é a:enefgia ci-
i,j=1
nética e U(g) é a energia potencial.

Uma outra formulacgio do problema, a chamada formulagio ha-
miltoniana, é a que se obtém através da transformagdo candnica
(9), (10) Chamamos a atengao de leitor‘para o fato de que as
quantldades envolvidas saoc vetoriais, mas isto nac altera essen-—
cialmente nada do que fizemos. A equacgao (9) traduz-se no sis-

tema

(1) De acordec com o problema, pode ser magis conveniente garacteri-
zar a pos1gao de uma part{cula através de outros parametros’
que nio as suas coordenadas cartesianas. Dai o nome de posi-
g¢ao generalizada.
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(14) o= (t,0,4) = b, | 1=1,2,...,n .

onde p(t)=(p,(t),...,p (t)) € o momentum, generalizado e, (14)
(-2 Ly for inversfvel.
'béibqu -

€ localmente inversivel se a matriz

n . * P
A fungiao J(t,q,p)= = p;4; - L(t,q,q) "€ chamada o hamil
i=1

toniano do sistema e ‘as egquagoes canonicas
(5.14)

.

P

f

3% S

sa0 conliecidos na mecanica como asrequagses de Hamilton.

Os exercicios 5.11, 5.12 mostram que, no casoc de sistemas
. = . -
conservatives, H representa a energia total do sistema e e cons-

tante ao longo do movimento.

EXERc fcI0S

5.5 - Seja E=C_ [a,b] x ¢°[a,b], W=C%la,b) e B €S(E;W)
definido por B(y,z) =y’-z.  Mostre que B. satisfaz a condiggo

(C) do Teorema 4.6 observando - que B(O,-w) =w.

5;6 - Mostre que se E e F sao dois espagos normados,
- ~ * *
FSE & F=E entao F pode ser identificado a E . Assim, a
respeito da Observacdo 5.2, se W=C%a,b] ¢ munido da norma

- - * .
L2[a,b] entao w==L2[a,b] e W =:L2[a,b]..

5.7 - O problema de superficies minimas (veja exercicio

T . o - . Conl . P _

3.7) nos leva a equagag nao linear (1+uy)uxx-2uxuyuxy-+(1+ux)uyy—
~ . Sy 2 C iy

Para sclugoes satisfazendo uxx'uyy"(uxy) +0 podemos utilizar
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a transformada de Legendre w(p,q) =px +qy - u(x,y), onde

Petly, Q=Ug. Mostre que w verifica a equagao linear

X
2 - 2..
+ o+ +(1+ =
(1 +q )wqq 2Pq Vo, (1+p™)wn = 0
: b
5.8 - Mostre que .p €Cla,b] satisfaz g Py 't=0 ¥y€ co_[a,b]
a

se ¢ somente se p & constante em [a,bl.

5.9 - Este exercicic mostra como podemos dualizar o pro-
blema de Dirichlet e pode ser considerado o andlogo bidimensional
do Exemplo 5.3.

Considere o problema de Dirichlet (veja exercicio 3.9)

(*) m 1 j‘(u2+u2) + Iglu

= in
uECT[a,b] 2 x Y
o 0 0

(i) Mostre que (*) é equivalente a

m = min max % g(r2 + 52) + ( gu - pl(r-ux) - pz(s—uy)
u,r,s p=(py,p,)

i Q
(ii) Admita que possamos permutar max € min e que p seja de clas

se Cl. Mostre gue m=min max —;— S(r2+32)—f(p1r+p25) +
r,s D [o) .

bpl bpz ,

+ min | (g~v.p)u, onde v.p =-g *+ oy €° divergente de p.
u
0

(i3i) Bntdo, m = max min =

S (r2+52) - j p1r+p25 ou ainda
v.p=g 7° o] 0
(*%) m= max -%Slplz
v.pog O
(iv) Para uma interpretagao da dualizagéo (**), verifique que se

u & solugado de (*) e p=vu entdo v.p=g e



% g Ivu|2 + &]gu==- % 5'|p12. Portanto p=vu ¢é solucao de (*%).
n Q
5

.10 - No exemplo 5.4 suponha que a posigao generalizada g(t) se-

m

ja dada em coordenadas cartesianas, qi(t) =(x;(t), y;(£),2,(t)).

miIc';i[2 onde

=

Nesse caso, a energia cinética & dada por T~ b
, i=1

my & a massa da i-ésima part{cula e Eg_ = - Fi’ onde Fi é a
i

forga que atua sobre a partfcula i. Mostre que’ o momentum gene-

ralizado p==2% reduz ao momentum usual p=mg e gue as equagdes
dg )

de Lagrange %% - é% 8L _ g 3s eqguagoes de Newton

my 'c’;i = Fi’ i=1,2,...,n
5.11 - Um sistema € dito conservativo se o seu lagrangeanc nac de-

pende do tempo. Deduza, usando as equagbes de Hamilton, que

é% (H(q(t),p(t))) =0, ou seja, H ¢é constante sob as trajetdrias

do sistema.

5.12 - (i) Seja uw:RY 4R homogénea de grau k, isto &,

u{tx) =tku(x). Mostre a relagaoc de homogeneidade de Euler
ut{x).» =ku(x). o

kii) Use ¢ fato de que T & quadrética para mostrar que H=T +TU,

Assim, H representa a energia total do sistema.

5.13 - Este exerc{cio mostra gue as equagoes de Hamilton podem ser
obtidas a partir do Principio da Menor Agio (Princ{pic de Euler-

Maupertuis): U"Entre todas as trajétérias de energia total dada
T )
h = SO H(t,q,p)dt o movimento real é aquele que minimiza a agho

T
sobre a trajetoria A(p,q) = f pd dt."
0
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(i) Use o PrinC1pio da Menor Agaoc para mogtrar gue uma solu-

dH s OH
*op 0 P =g

¢ao do sistema verifica 'é =

(ii) se (q,p) naoc. for a solugio trivial constante, considere a re-
- *
parametrizagao no tempo p (t)-—p(r), q (t) =q(%) e mostre que

* X*
(q ,p ) satisfaz as equagoes de Hamilton.

6. CONCLUSKO

Vlmos que o problema de minimizacao sem ou com restrigoes
nos conduz as equagoes (*) Jr(u) —O J'(u) "l G'(u) . respectlva-
mente.

No entanto, nas aplicagdes estas equagoes (diferenciais, in
tegrais ou {ntegro-diferenciais) ngo .sao de féci; resolu§§o e mui-
tas vezes fazemos o movimento inverso ao que foil feito neste capi-
tulo uma das técnicas utilizadas na procura de solugéo de uma
equagac do tipo (*) é através do estudo da ‘existénecia” de m1n1mos

de J, sem ou com restrigoes,

Tal estudo, a chamada teoria dos pontos criticos, ndo é
de modo algum imediato, pricinpalmente guando estamos trabalhando
emn d1mensao infinita. Uma idéia das dificuldades gue podem apa-—

recaer é dada pelo exerc1c1o abalxo.

2 .
6.1 - EXERCfCcIO - Seja E=22 _{(xi)lelN’ igmxi <.+ w] ‘munido

da .norma usual. Consideremos B={x ¢E,lx[£1} e uma sequéncia
crescente de nﬁmeros positivos &, tais que ai'*l .com ai< 1.

Deflnamos J: E'*R da segu1nte forma se x==(x )} €B,

J(x) = - 121»:@1 xf. Se x¥B, | J(x) —J(-H-.T)+ lixll-l Mostre que J

4
é contfnuo, limitado inferiormente e coercivo (isto é, J(x)-++w
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se Jx[l #+»). Porém, J nao tem minimo.

% um fato conhecido que se E & um espago de dlmensao fi-

nita tal 51tuagao nio pode ocorrer {(ver II.3.1).

Se E €& da dimensfo infinita podemos ainda assim nos res-
guardar de desagraddveis surpresas se acrescentarmos a hipdtese de
J ser convexo. ZEsta € uma das razdes pelas quais os funciomais

convexos sao importantes.

Outras razoes existem. Na realzdade, ¢ lugar natural de
tratar algumas guestoes rela01onadas com o que vimos ao longo
desse capitulo € no contexto da Anélise Convexa. Como por exem-
plo:

- A existéncia da transformadsa de Legendre.’

A traﬁsfdrmada de Fenchel, uma generalizagido da transfor-
mada de Legendre para funcionais convexos, estd sempre bem defi-
nida e de forma global, nao apenas localmente, DPor isso a duali-
lizagao de problemas variacionais ocupa um lugar importante na
Andlise Convexa.(l)

- Permutagﬁo de min max por max min

Como dissemos, esta € uma questdo que surge em varias si-
tuagtes. Veremos como oS resultados-obtidos na Anélisé Convexa
nos permitem obter eritérios que garantam tal possibilidade.

- Desigualdades variacionais e inclusoes

P ~ ~
Dois ecasos que aparecem com freguencia nas aplicagoes nao

foram abordados até agui. Sao eles:

(1) Tem sentido falar na transformada de Fenchel para funcionais
Nac CONvexos, ass1m como de dualizagao de problemas nao con-
vexos. Estas nogdes sfo de utilidade na resolugao de certos
probklemas aplicados.
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(i) minimizagaoc com uma ou mais restricoes na forma de desigualda-

des do tipo Gi(u)5<>, i=1,2,...,0.
{i1i) minimizag¢io de funcionais nio derivaveis

No caso de fungoes convexas, podemos estender as eguagdes(™)
para (i),(ii), que aparecem entiao comoc desigualdades. Elas sao

ditas desigualdades variacionais.

Para (ii) existe uma outra possibilidade de extensio de
J*(u)=0 através da nogdo do subgradiente bJ de J, generalizacao
do gradiente J'. 3J(u) ¢é um conjunto e a equagao de Euler-Lagran

ge se escreve entao O0€dJ(u).

Caro leitor, pretendemos com esses comentarios chamar sua
atencio para o fato de que a Andlise Convexa é um instrumento po-
deroso .na resoluggo de. problemas variacionais. NG&s lhe assegura-
mos que as aplicagoes da teoria estio longe de se esgotar nos

poucos exemplos que apresentamos nesse livro.

Esperamos que isto jé seja uma motivagEo suficiente para
gue vocé vire esta pagina. Senfo, podemos lhe dizer ainda gque ou-

tras surpresas virao.

Se agora vocé se sente disposto a seguir em frente, boa

sorte.
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capfruio 2
ANALISE CONVEXA

1. FUNCOES CONVEXAS DE UMA VARIAVEL REAL

Se I & um intervalo de R, diz-se que ©:I-R & convexa se
¥a,b€X, t€[0,1] o(ta+(1-t)b)=ste(a)+(1-t)db), que &
a expressao analitica de "o grafico de @ fica abaixo do segmen-—

gue une dois quaisquer de seus pontosh,

Outro ponto de vista (que retomaremos mais a frente) € di-
zer que % €& convexa se o epigrafico de ® & um conjunto conve-
x0. O epigrafico de ® €& o conjunto definido por

epiw= {(x,t) €IxR |[t=wp(x)]
Se ©® & derivavel tem-se uma caracterizacao de convexida-

de em termos de ©'% ® & convexa se e s6 se ©' & crescente.
Os dois resultados a seguir sio menos difundidos:

1.1 - PROPOSICAO: Se ¢ ¢é convexa em [a,bl, entio & & conti-

nua em  Ja,b[,

1.2 - PROPOSICAO: Se ® ¢ convexa em Ja,bl, entic © possui
derivadas laterais em todos os pontos de Ja,bl, com
Pr(x-0}<o'(x+0) ¥ x €la,bl. Vale também a<x<y<b=0p'(x+0)<®'(y-o0).
Se x€la,bl e v'(x-0)Sex¢'(x+0), entio v(y)leo(x)+a(y-x) ¥ y €[a,b].
1.3 - RECOMENDAGCAQ: Demonstre os resultados acima {utilise, em

cada caso, 0 argumento geométrico pertinente). TIsto & fundamental

para tudo gque vem a seguir.

EXERCICIOS:
1.4 - Mostre que a média aritmétrica € menor que a média geometri

ca.
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1.5 - Demonstre a desigualdadg de Jensen:
Se ¢ uma medida positiva, p{) <e, £ EL1(Q),

£1(0)CJa,bl e ® & convexa em IJa,bl, entdo

1 1
vt Lf dp) € —s Ltpof dy -

1.6 - Mostre que se @ & convexa e tg£[0,1], entao
| p(tat(1-£)b) > tola) + (1-t) ©(b)

(sempre que isto faga sentido !).

2. FUNCOES CONVEXAS EM ESPACCS VETORIAIS

Se E & um EV e KCE é convexo, diz-se que ©:K-+R & CON-

VEXA se )
Va,b€K,t €[0,1] o(ta+(1-t)b) Stw(a)+(1-t)p(b) ),
Embora a definicao acima seja bastante boa, adotaremos a

seguinte postura, ja mundialmente consagrada: se o dominio de o

nao for o espago inteiro, poremos ®(x} =+= nos pontos em que ©

nio estf definida. & facil ver que a nova & sera convexa se e

(2)

sé se a antiga for (as operagbes envolvendo = $a0 as usuais
Indo um pouco mais.longe, poderiamos adimitir que @ tomasse o
valor =-=. Mas isto nao nos levaria tao longe assim. De fato,
se © -é convexa e w(xo)==—m, para cada reta R passande por

x, © conjunto -A={x €R|e(x)+%=] contem no midximo 2 pontos!

Uma fungEo convexa sera sempre, pois, definida no espago

inteiro e tomara valores em J-»,=]. (salvo mengao contraria).
(3)

Exclu1remos também o caso 9= :
1) ESTRITAMENTE CONVEXA, se valer a desigualdade estrlta para
t€]o,1(.
(2) 0,e= 0
{3) A nomenclatura_ usual para as fungbes convexas que nac tomam

o valor -= e nao valem identicamente +o & FUNGAO CONVEXAS
PROPRIAS.
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0 DOMINIO EFETIVO de uma funcao ®:E=]-w=,=] & o convexo

D(p) =[x €EE|p(x) € w} .

Gracas a adogao desse sistema, podemos operar com liberda-

de quase total com'funQSes cujos dominios efetivos sao distintos

{mas nao disjuntos!).

Se K € um convexo de E, a FUNCAO INDICATRIZ de XK &
1 definida por

) 0, x€K : ) .

1K(x). = o, % £K
_ iy € convexa e, se ©iE-]-=,] § convexa, a fungdo ®+ip
funciona exatamente como a restrigio de ¥ a K.‘

Uma. definigio alternativa de funclo convexa.é{ v é con-
vexa se "a parte de cima" de seu grafico for um conjunto conve -

x0. De maneira mais formal, se ®!E- J-=,»] & uma funcgd@o, o

EPIGRAFICO de ¢ € o subconjunto epi® de ExR definido por

epiv= {(x,t) €ExR|p(x)=t};

I . . . rd i . . -
e @ e convexa sSe € S0 s€ epiy é convexo.

No que se refere a continuidade, as funcoes convexas funcip
nam como as formas lineares (esta &, alids, uma das razGes da im-
portancia da nogao de convexidade). Suponhamos que E & um EVT

(ou EVN, se o leitor preferir)., Os resultados abaixe ilustram

essa similitude.

2.1 - LEMA: Seja 9:E=]-=,=] uma funcio convexa e seja u€E.
Se existe uma vizinhanca de u em que ® e majorada por uma

~ Ld
constante, entdc ¥ & continua em u.
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Demonstragao: DPodemos supor,. sem perda de generalidade, que u=0
e w(p)=0. Se a>0 e V vizinhanga de 0 sao tais gque ®(v)=a
YvE YV, seja Us-VYNV. U é uma vizinhanga simétrica de 0 tal
que ®(v)<a ¥ vE€U, Comoc @ ¢é convexa e %(0)=0, temos tam-
bém
wlv) 2-p(-v}= -a ¥ veu,

Segue |9o(v)|=a v vE€U. Aplicando mais uma vez a conve-

xidade de © e o fato de que ©(0) =b, temos w(el) S[-ea,ea]

ve€(0,1], e ® & continuaemo. ®

Como no caso das formas lineares, a continuidade em um
ponfo 8 suficiente para garantir a continuidade global (a menos de
uma pequena diferenga): I
2.2 - PROPOSICAQ: Seja ©:E - ]J-=,=] convexa. Sao equivalen-
tes:

(1) © & continua em um ponto,
(ii) Existe um aberto nio vazio de E sobre o qual @ é majorada
por uma constante.
(iii) ®» € contfinua no interior de seu dominio efetivo e este €&
nao vazio.
Demonstragio: Basta provar que (ii) = (iii). Suponhamos que A é
um aberto nho vazio de E e que w(v)<a ¥ vE€A, Entao ACD(®p)}, e
D(v) $¢. Seja u um ponto do interior de D(¥) e seja r>1 tal
que uo-+r(u-u0)=lh_ED(¢) (r existe porque u & pt. interior de

D(P)).
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Seja U=u, +%1(A—-u1). U é um aberto que contém

U=y, +I§l(uo-—u1). Por 2.1, basta mostrar que ¢ & majoradé por
uma constante sobre U. Ora, se Vv EU, podemos escrever

s r=1 _
v=u +-—;—(v0 ul) para algum v_ €a.

segue  ©(v) =o(uy+ Ty —u ) <ol u v (- vy s

1 1 1 1 .-
< = - = == -=)" '
= Cp(ul)—r-(l r)cp(vq)_r CP(ul)+(1 r) a, W
Uma fungao convexa -contfnua em um EVN nio precisa ser
lipschitziana. Mas localmente esta propriedade se mantém.

2.3 - PROPOSICAO: Se E €& um EVN e 9:E~]-»,=] & convexa, sao

equivalentes:

I

(i) © é continua no interior de D()

(it) © & localmente lipschitziana no interior de D(®).
Demonstragao: Basta mostrar (i) = (ii). BSeja u no interior

de D(p) e seja ri?0 tal que @(v)SM<w ¥ vE_Br(u). Se ja
1

m>-= tal que wlv)zm ¥ VGBr (uj. Seja r2€]0,r1[. Afirmamos

: 1 ‘ :
que  [@(v)-o(v )|s—‘:—-¥-2- [vi-vgl v vl,VQEBrz(u).

De fato, se vl,v263r2(u), cgm Vc;(vl)ch(VQ), V1+V2’

seja w==v2-+t(v1—v?), com t>1 e tal que |w—u|==r1. Temos
- ' o ' r,-r
’ I "2
= - - - - - = .
lw ul = [vgmu+tiv,=v)| 5 ry+t]v, vol, o que dd t Ty
Segue (ver 1.6).

O(w) = (tv; + (1-t)v,) = t0(v)) + (1-t)p(v,), donde
ry-T, '
M-m2 @(w)=0(v,) = £(P(vy)-0(vy)) 2 T‘_’W (w(vl)—wl(vz?),

e ©(v,-9(v,) = |o(v, )-o(v, )IS |vy=v ], como queriamos M
L ey
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Naturalmente vale também: . .
4 - PROPOSICAO Se dim E<w e @:E +]-=,»] & convexa, entao

o & cont{nua no interior de D(tp).

Demonstragao: Sejam LAYRREIS n+l pontos en 'D(FD) “tais que.

© ~
K+¢, onde K=conv(v_,...,v ). Temos entac (V)< i;omgx o '-‘P}(vi)
o : =0 iea,n

v vE€K., . L I . ; ‘ . _ ,
EXERCfCIOS‘

2.5 - Se q:l,cpz B —']-- °3 s20 convexas, D(cpl)ﬂD(w )+¢ e

A>o, entdo 0, ‘”‘sz € convexa.
2.6 - Se T:E-F & linear ¢ ®:F+l-s,s] ¢& convexa, entio

QoTE -+ ]-»,=] é convexa.

2.7 - Se ®;:E-R e (Dz:m"J-ﬁ,“‘] . S30-CcOonvexas, %, crescente,

entio ®,0%; & convexa.

2.8 -~ Seja. E um EVN erseja ®:E-R G-derivavel. Mostre que-
”~ L4 * r
® € convexa se e s6 se 9' €& mondtona (A:DSE-SE € dita

MONGTONA se (A(u)-A(v).u—V>20 Vu,VED._)-.

2.9 - Se (wk)her\ é uma fam1lla de fungoes convexas deflnldas em
E, entio a ENVOLTORIA SUPERIOR de (CPJ\ )AE,\, dada por

CP(x) —~fup ‘pA(X)' é convexa (eventualmente PRe),
. EN . ) .

3 - MINIMIZACEO E SEMICONTINUIDADE INFERIOR

0 resultado mais ﬁtil relativo a existénci_a de pontos de
minimo globa:l.s, em d1mensao finita, € o seguinte:

3.1 - PROPOSICAO: "Se f:R"5 R & contfnua e coerciva, isto &,
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lim f(x) == ,

X |t

entao f possui um ponto de minimo global, »

O argumento esseneial na demonstracgio de 3.1 é a compacida-
de das bolas fechadas de Bn, o que impede sua generalizagﬁo ime~.
diata para espagos de d1mensao 1nf1n1ta (para um contra—exemplo,

ver I. 6 1)

A alternativa, nesse caso, & passar pela convergéncia fra~
ca, lembrando gque as bolas fechadas de um espago reflexivo sao

fracamente compactas. Temos, entio:

3.2. PROPOSICAQ: Se E & um espago reflexiva e f:iE-R & fraca--
mente continua e coerciva, entao f possui um ponto de minimo
glpbal.

Demonstragao: Como f & coerciva, existe R>0 tal gue

|x| »R = £(x)>£(0). Sendo Bo(0) fracamente compacta e f fra-
camente cont{nua, f possul ponto de minimo x sobre ER(O). Co

o
mo f(xo)s £(0), X, é pt. de minimo global. &

3.3 - OBSERVACOES:

(i) A demonstragao n2o muda se autorizamos f a tomar o valor +e.
{ii) Para os mencs familiarizados com a nogao de topologla fraca,
- ’uma demonstragao alternat1va usando sequenc1as se ja
m=inf f(E)} =inf(ER(0)) (m=-=, eventualmente); seja (xn)nEm
tal que. f(xn)'+m--e ]xnlsli ¥ n.€ N; tome uma subsequéncia
convergindo fracamente_para xOE ERKO);Qsegue'-f(xo) =M.

O grande defeito de 3.2 & o seguinte:
3.4 - EXERCICIO: Seja E wum espaco normado de dimensio infinita
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e seja f:E-R fracamente continua e coerciva. Mostre que f nao

existe. (Sugestao: use A.5.4).

O ponto crucial na demonstfaqgo de 3.2 parece ser o fato de
que se C & compacto e £:C-R & conffnua, entio f tem ponto
de minime. Mas na realidade a continuidade de f nao & essencial.
Para‘isdlar c conceito de SEMICONTINUIDADE INFERIOR, daremos duas
demonstragoes, destacando em cada caso o ponto importante do argu-
mento.

3.5 - TECREMA: Se C ¢ um compacto e f£:C-R & contfnua, entio

existe xoec tal que f(x)af(xo) ¥Yx€C,

Demonstracgdes:

(i) Seja m=inf £{(C). Seja (xn) uma sequéncia em C tal que
Lim £(x ) =m. (x ) tem uma subsequéncia convergente (que também
sera notada (xn)) para xOEC. Temos entao f(xo')slim f(xn) =

Como m=inf £(C), segue f(xo) =M., -

Portanto, ndo é necessdrio que f seja contfnua. Basta
que x “x e f(x'n)-bm (=-=, eventualmente) = £(x)=m, ou, equiva-
lentemente,

T(limx )= 1im f(x ) V(xn') convergente em C.

(ii) Seja m=inf £(C) e suponhamos que f(x) +m ¥ xE& C. . Entao

c=U £1(la,=[) .

a=m
Como f'l(]a,"f) . é aberto para todo a, existem ay,eee,a, tais

n
qgue ¢c= U

f_l(]ai,wl:), com m<a,<:::<a . Mas entdo
i=1 n

inf f(c)aal‘:ivm .
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O argumento essencial agui naoc & a continuidade de £ (que

daria f'l(]a,bf) aberto v a,b), mas o fato de que

f_l(Ja,‘[) é aberto ¥ a €R ,

ou, equivalentemente,

f-l(]a,m]) é aberto Ya€ R .,

3.6. DEFINICAO: Sejam X um espago topolégico e fiX - ]-m =)

uma funcao. Dizemos gue f & semicontinua inferiormente (sci)
se

f"l(]a,“]) € aberto ¥ a &R,

Dizemos que f & sequencialmente semicontinua inferiormente se

X, *x = f(x) = lim f(xn) .

3.7 - EXERCfCIO: Mostre que se f & semicont{nua inferiormente
entdo f . & sequencialmente semicont{nua inferiormente. Se sou-
ber bastante Topologia Geral, mostre que a rec{proca nao vale,

Mostre que se f & contfnua entio f & sci.

3.8 - TEOREMA: Se C € compacto e f:C-+]J-=,2] ¢ semicont{-
nua inferiormente, entao existe x,€C  tal que f(x)zf(xo) ¥ x €C.
Demonstragio: Veja 3.5(ii). Observe que basta supor f se-
quencialmente sci.: Neste caso a demonstragio se faz como em

3.5 (i) |

-

3.9 - COROLARIO: Se E € um espago reflexivo e £:E »]-=,e] é
coerciva e fracamente sci, entdo f possui um ponto de mi{nimo

global.

Felizmente, 3.4 n3o se generaliza para func¢oes sei. Va-
mos mostrar que, para fungSes convexas, semicontinuidade inferi-

or em norma e semicontinuidade inferior fraca sao equivalentes.
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Antes, porém, vejamos uma caracterizac¢ao elegante de se-

micontinuidade inferior.

3.10 - PROPOSICAO: £:X »1-=,2] & semicont{nua inferiormente se

e s& se epi f é fechado em XxR ;.

Demonstra¢do: Suponhamos que efi f é fechado.e seja a €R. Va-

mos mostrar que fﬂ;(]a,w:],)l é aberto.

Ora, se yEf_l(]a,*"]) temos f(y)>a, o que equivale a
(y,a) fepif. Como epif é fechado, existem V vizinhanga de y
e s>o0 tais que

(VxJla-s,a+s[) Nepi £ = ¢ .

Segue. f(z)>a ¥z €V, donde ‘ch_l(}a,“])a
Reciprocamente, se f & _sci e (y,a) £ epif, podemos to-

mar e>o0 tal que: f(y)>a+e., Temos entdo que -
f-1(3a+s,°°])x]-°°,a+s[
& uma vizinhancga de (y,a) que nao intercepta epi £ - @

3.11 - PROPOSICAO: Sejam E um EVN e ®:E-]-=,%] convexa.

Entio © & sci na norma de E se e sé se © & fracamente sci.

Demonstragé’o: Temos que eﬁiw ¢ um subconjunto convexo de ExIR..
Dizer que ¢ ¢ sci na norma de E equivale a dizer que epio é fe-
chado em ExIR, onde E xR é visto como EVN com alguma dasl normas
usuais. Por oﬁt-ro lado,‘di‘zer que @ & fracamente sci equivale a
dizer que epi® & fechado em ExR com a topologia produto da to
pologia fraca de E pela de R. Mas esta Ultima € a topologia

* _*
fraca de ExR (pois (ExR) =E xR). Como conjuntos convexos
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sao fechados em norma se e .sd se sho fracamente fechados (ver. ..

A4.6.1), a Proposigao estd demonstrada. N

3.12 - EXERCICIO: Dé uma demonstracfio de 3.11 usando. sequéncias

. bl B ~
(isto €, mostre que se 9. e sci na norma.de: E e x =+ x,.entao

n
CD(X)S;,-i_mCP(xn)). - L T
3.13 ~ ESCOLIO: Em virtude de 3.11, a receita para-obter funcoes
convexas fracamente sci é simples:
(i) Considera-se uma fungao %:K-+R convexa e cont{nua na norma
de E(K<E convexoc).
(11) Verifica-se se, dada uma sequéncia qualquer (xn) em K;

_ xn"xFK=’°P(xn) "“’
(iii) Redefine-se @:E -] ,»] por

{CP(x), x €K
o(x) = C
©, xfK

Note-se que (ii) equivale a verificar se o gra'fico de ¢

é fechado (o que vale sempre que K for fechado).

3.11 nos permite, para fungoes convexas ‘definidas em. um
EVN, falar em semicontinuidade inferior ."tout court", sem espe-
cificar se estamos considerando a convergé‘ncia‘em norma ou a

- .
convergencia fraca.

Em termos de aplicagoes, a generalizacao de 3.1 sersd en-
tao 'a seguinte:

s

3.14 - TEOREMA: Se E um espago reflexivo e :E=]-=,=] ¢
convexa, coerciva e sci,-entdo § possui um ponto de minimo’
global. Se © & egtritamente convexa, entio este ponto & -

,o,
unico.
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Demonstracao: Nao hd mais nada a demonstrar, a ndo ser a aiti-

ma afirmativa, que é um exercicio facil. M

Come no caso das formas lineares, a semicontinuidade
a . £ - - ~ . f
inferior é suficiente para gque uma fungao convexa seja continua
no interior de seu dominio efetivo (mas € preciso acrescentar

uma hipétese):,
3.15 - PROPOSICAO: Se E & um espago de Banach e ®:E-+]-=,=]
& convexa sci, entio % & continua no interior de D(®).

Demonstraggo: Seja u um ponto do interior de b(@). Sem perda
de genéralidade, podemos supor wu=0. Por 2.1, se .CD é majorada
por uma constante numa vizinhanga de 0, entado © é continua em O,
Seja a>%(0) e seja o

A={vEE tq p({v)=al.

L4 [ d °
Como % @& sci, A € fechado em FE. Vamos mostrar que A+¢. Cra,
se x&E, temos que a restrigao de & 2 reta R={tx,t €R} ¢
continua em 0 (0 estd no interior do dominio de PR apligue 1.1).

Logo, existe n €N -tal que -

CD(%X) € A,
Mas isso mostra que E= U nA.  Como E & um espago de
n€mN °
Baire e cada nA é fechado, devemos ter A + ¢ [ ]

Uma outra propriedade importante das fungdes convexas sci
* ~ = ] 3 - I}
€ consequencia imediata dos teoremas de separagac de conjuntos

cCoOnvexos:

3.16. PROPOSICRO: Se ¢:E-]-=,»] & convexa sci, entdo « ¢

minorada por uma transformacao afim.
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Demonstragio: Seja u€E tal qué ‘p(u)€® e seja a<w(u). En-
tao (u,a) £epi ®. Como epi'fp & convexo e fechado: podemos
(A.4.13) encontrar L:EXR R linear e continua tal que
L{u,a) <, L(v‘,t)ﬁ'u v (v,t:) G“epi v,
onde & . é um nimero real. L pode ser posta na forma-
L(v,t) =4(v) + *t ,

Z?*
onde 4 €E e A€R. Mais ainda, como

L(u,p(u)) >a = L{u,a) ,

temos
Ag(u) >ia ,
o que nos da » >0 |
Podemos agora mostrar que ¢ >T, ‘onde T '€ a transforma-
¢ao afim cujo grafico & L_l(ﬁ-_). De fato, seja T:E * R dada por
. L
T(v) = g =F4¥) .
Temos entio, como
5 <L(v,8(v)) =2(v) +Ap(v) ¥ ve Do),

¢(v)>%-%—‘l(v)=T(vji ¥veE R N )

Apresentamos algumas aplicagoes do teorema 3.14. No gue se-
gue, { & um aberto limitado de Bn, de fronteira T regular,.

3.17 - PROBLEMA DE DIRICHLET - Consideremos o problema
‘-bu=f em Q
u=g em 1"
com fEHN(R), g€n'/AT). Entdo, existe u € HM(R) com
Yo(uo) =g (ver 0.4.9). Seja 4(v)={f,v} - Invuo.vv uma forma

linear continua sobre _H(];(Q) e J(v) =% f [ev|2 -~ (v)
0
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De acordo com 0.4.6, 0.4,7, J & coercivo sobre _H](;(Q).

- - .
Como é‘fécil observar que J é estritamente convexo, s.c.i.,

segue que J possui um unico minimo ﬁw_eﬂi(ﬂ) satisfazendo

$Vw.VV'=(f,v) - I vu,.vv para todo V'EHi(Q). Assim (ver 0.5. 1)
! 0 ' D

tomando u=w + u_, temos que u é.a- (dnica) -solugdo procurada.

3.18 - PROBLEMA DE NEUMANN - Dados .a>0, f er?() e g EH'Uz(T),

0 problema de Neumann se escreve
au - Au=7Ff em

3u

an=g em T

Consideremos E=iH1(QJ munidoc da norma

, 9 _ 2,1/2 : P Lo
full = Ca g tul® + j |vul®) , equivalente a usual. Entao,
0 ol o
! ’
J{v) = é lu HZ J fv - (g,v)r e um funcional esxr;tamente con-
n R

vexo, 8.¢.i. e coercivo, definido em E,.espago, reflexivo. Lo-

go, o minimo u de J em E satlsfaz o problema de Neumann no

sentido das dlstribu1goes (ver 0.5.2).

3.19 - OBSERVACRO - Se a=0. o argumento acima nao é .valido pois
( %[vu[z)l/2 ndoc € uma norma em HL(Q), Para tratarmos desse ca-

so, precisamos considerar o espago guociente H;(ﬂ)/ni.

3.20 - LEMA -.Seja [lvl- a norma usual em" H;(Q), |v|1 = lovl
— . : L2
llvlly=" inf |v+e] a norma usuat em HY(D)/R. Entao ], -6 uma
2% &R _ ‘ 1

nokma em HY¢Q)/R ‘equivalente a ‘H“Hﬁf
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Demonstragho - £ imediato verificar que [[1 . é uma norma em

Hl(Q)/JR tal que [v|;= llv[lz_. Escolhemos em. HY(Q)/R o elementd

v de média nula, . I v=0. Basta mostrar que lv!l-2 ¢ [lvl. . supo-
0 . .
nhamos por absurdo que existe (‘v'n) cql (), f v, =0 tal que
0
- v i
]vn[:L =1 e “vn” 4o, Seja uy =H;i-hr Entao vu -0 em

L2(O), u-~~C fraco em Hl(ﬂ). Portanto u,» C forte em LZ(Q) e

u *C forte em B (D). Como g u =0, C=0. Mas isto contradiz
0

.'unﬂ =1,
3.21 - PROPOSIGAD - Seja £ €L2(0), g €m/2(T). Uma condigio ne-
cessaria e suficiente para gue’o problema de Newmann -

-Au=% em 0

du
sR =8 em r
tenha uma solugao uEHl(O) é que ’ f + (g,l’p=0. A solugao,

- 1]
se existir, & lnica a menos de uma constante aditiva.

Demonstragdo - Se u 6 solugdo do problema, da identidade de Green
. D : .
resulta f f = (-8u,1) =- <ﬁ’1>r=" {g,10 .
Q

Reciprocamente, se 1 f+ (g,l)r. =0,. se ja
Q ' :
J(v) =12-Uv]|f— S fv - {g,v), v GH]‘(Q)/B. J. ests bem definido e &
0 )
estritamente convexo, sci e coercivo com 'Hl(n)/R. espago de Hil-

‘Vert. Logo existe u solugio ¢nica em HY(Q)/R .-



- 79 -

3.22 - PROBLEMA BIHARMONICO - De acordo com 0.4.7, |ul,=lau]
L

é uma norma eéquivalente 3 norma usual de Hg(ﬁ). Se 'g,.E, € ul/2(r)
- . . 2 du,

sao tais que existe u, QHO(D) com u =gy em Iy = =g, en r
e f EH"Q_(Q) entio existe uma dnica solugao Uy EHg(Q) de

[ Auy av = (£,v) - I bu_ by v v egg(g)
De fato, basta considerar J(v) =-é—HAv]' 22 - {f,v) - jAquv
; L

i

e proceder como nos exemplos anteriores: Se u; é minimo de J em

HQ(Q), fazendo usu;fu, vemos que u verifica.

ﬁ2u=f em 2

u=g, em r
du
—ﬁ = g2 em r . . ..;

Para os resultados de regularidade dos ﬁrobleinas de

Dirichlet, Neumann e biharménico, veja [35].

3.93 - EQUACKQ DE STOKES - A equagio de Stokes & um modelo linea-

rizado do equilibrio em uma regifo ocmY (N=2 ou'3) de um tipo
de flufdo. (dito mewtoniano)incompressivel e de densidade uniforme.
Ela se escreve, em unidades apropriadas,
—Au+vp=f. em O
(s) v.u=0ﬂ . em 0

u=0 em T

. u=.(ru1_,u2-,'... ,un) representa a velocidade em cada ponto, p
a pressio e f uma densidade de forgas. A condigao v.u=0 tra-
duz a incomp.ressib'ilidade‘do‘flu{do. Para maiores detalhes, ver

[a4].
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seja 12 =(q €%, { a-0) o Br(rg@NN » L2y,
Q
duy ,
% ° B ¢ um operador contfnuo e portanto
i

B

Bu=yg.u =

i=1

N(B) = [u G(Hc]; (Q))N, Bu=0} ¢é um espago de Banach.
) . ; -1 N 1 2
Vamos considerar £ €(H ~(Q))" e J(v) =3 lovi® = {£,v).
0 .

Da mesma forma gue nos exemplos anteriores, o problema

min J(v)
vEN(B)

tem solugdo Unica u que satisfaz (-Au-f,y) =0 ¥ y€ N(B).

Podemos mostrar que B tem imagem fechada {na realidade
Im B=L§(Q),- ver [441). Admitindo-se tal fato, o teorema I.4.6
se aplica e existe um Gnico p€ (Lg(ﬂ))* tal que '
J'(u)=-Au-f=B*p - )
A exiSténcia de umé sblugé'o de (S) estE garantida se utilizarmos o
3.24 - EXERCICIO - (i) Mostre que (Lg(ﬂ))* pode ‘ser identifica-~
doa LP@Q)/R.

(ii) Mostre que B*:L?(Q)/]R- (H"l(n))N, B” p=- vp.

EXERCfc10S:
3.25 - Sejam ®:E »]-=,®] ¢ mER. Seja A, ={xE€E, o(x)=m].
Mostre que se © & convexa, entao Am € convexo. Mostre que se

® é sci, entao A é fechado.

3.26 ~ Mostre que se ®:[a,b] » R é convexa sci, entao © é con-

tinua,

3.27 - Seja K={0,00U{(x,y)¢R%, y>0}. Seja ®:K +R dada por

2 .
®(x,y) =%, se y>0, ©(0,0)=0



- 74 -

Mostre que - ¢ & convexa sci, mas nac € continua em (0,0).

3.28 - Se (f;)y3gn € uma familia de fungdes sci definidas em um

espago X, a envoltdria superior de (fk)i definida por “

1

AN

£(x) =sup £, (x) é sci. ‘
reA T . ' .o

3.?9_- A semicoqtipuidadg infgripr‘aparece.no.Célculo das Variagoes
com cs-trabaihos d; Tonelli, Goursat, Lebesgue, entre outros
(Fréchet atribui a'Bairé a paterni&ade db-conceits). ﬁistéricamen—
te, o exemplo abaixo pode ser considerado o primeifo a intéressar

os matematicos.

.Seja ‘VW:Ba e sejam -a,b dois pontos de V. Procura-se
uma curva em V, de extremidades a e b, cujo comprimento seja

minimo. Mais formalmente, seja

x={¢:l0,1] = v, C biunivoca e continua, e(0)=a,c {1)=b]
Seja L:X = [0,%] dada da seguinte forma:

para cada particio P de [0,1], P={t_,t;,...,t ], 0=t0<t1<..l
...<tn=1 e cada c €X, define-se '
n

LP,e) = Z le(t)-e(ty _pI s

L{c) ¢é definida por

L{c) = sup L{P,e) ,
c &P

onde P €& o conjunto de todas as partigoes de [0,1].

(i) Mostre qﬁe' L podé ass\um:ir o valor +=,

(ii) Mostre que se c¢;,c,€X, cl(EO,l}) =c2([0,1]), entao
L(cl) = L(c2) '

(iii) Mostre que se ¢€X é ¢ ¢é de classe Cl, entio
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L{e) = 5 Jet(t)|at
o

(iv) Defina em X a métrieca

wdleq,e,) = tg?g,ﬂ |c1(t)—c2(t)| .

Mbstre que) L. nao & cont{ﬁﬁéi

(v) Mostre que L & semicont{rua inferiormente.

3.30. - Sej:a E ﬁm: EVN e sejé KEE um cimjunto feéhérid..'ll'!ostre
que 'iK:E 4]#@,“] ¢ sci na norma de E. Observe que se K &
con;exo entio 1y ¢ convexd sei. ' ' '

4. -SUBDIFERENCIABILIDADE

Comecemos gom uma propriedade bastante conhecida da deriva-

da de Géteaux de uma funqﬁq convexa:
4.1 - PROPOSICEO: Se E € um EVN e ®9:E-]-%,®] & convexa e
G-derivavel em u, entao -

e(v)=ze(u) -{'.('{P'(_u:),v-u)E ¥ v EE

Demonstracaoc: Evidentemente, para falar em % '(u), .estamos su-
pondo ®{(u)<® (na realidade_é preciso que u seja um ponto in-
terno de D{¥))}. Seja <ent§o vEE. 8e ¢(v) =", nao hd nada a

provar.  Suponhamos bois w{v) €=. Temos entao

Lt

(o {u),v=u) = im w(u+tfv—u));w(u) o
' t40+ t o

Mas se - 0<t<1, wvale

t{o(v)-g(u)) = CD(_u + t{v-u))-@(u) ,

e o resultado segue imediatamente. B

4.2 - DEFINICAD: Se E € um EVN, diz-se que uma funcao
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f:E-+]-=,=] & subdiferenciavel em u se f{u) <= e existe
u*E E* tal que

£{v)2 £(u) +{u*,v-u) ¥ v EE,

u* é dito um subgradiente de f em u e o conjunto dos subgra-

dientes de f en u €& chamado subdiferenciél de f em u, sendo
notado por 8f(u). o

£ claro que as fﬁngSgs cqn?exés.sﬁo o nossd iﬁteresse cen—
tral, em termos de subdiferenciabilidade. Mas a definigso geral
nio custa matis caro € vai ser Util em alguns (poucos) casos, Na
realidade, estamos preparando o caminho para a def1n1gao da TRANS
FORMADA DE FENCHEL de uma fungao (II.7), que é uma generalizagao"
da transférmada de Legendre (I.5), e para uma formulagac mais ge-

ral do prine{pio variacional enunciado no cap.I (I.3.2)."
4.3 - EXEMPLO: Se ®%:R R & convexa, temos para cada a em
R, te(a) =fe'(a~0), ©'(a+o)]. -

0 DOMNIO EFETIVO de 3f & definido por

Do) ={u|df(u) $¢)

Lembramos que o domfnio efetivo de f ¢ dado por
D(f) ={ulf(u) <=}, E claro que éembre se tem D(df)<SD(f), mas a
igualdade nao vale em geral, mesmo para fungoes convexas (dé um

exemple em R).

4.4 - EXEMPLO: Seja H um espago de Hilbert e KSH um conve-

%o fechado. Seja iy:H 4}-= =] dada por
{O,XEK
i (x) =
K = x£K .

Neste caso temos, para u £k,
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biK(u) = [u*GH tg PK(ufru*) =uj (ver.‘A.2.4_).

Temos entao D{d, Y=K=D(i,). .
iK K

Em termos de caracterizagao de pontos de mfnimo absoluto

a subdiferenciabilidade é até melhor que a diferencigbilidade:
4.4 - PROPOSIQK T u é ponto de minimo (absoluto) de.‘f:E'_’J-“‘,”‘]
se e s§ se 0Eaf(u).

Demonstragio: Obvia (estamos excluindo f£=©) M

A relacido entre éﬁbdiferenciabilidade e G-diferenciabili-
dade, para fungbes convexas, é dada pela Prgposigao 4,5, Emhora
a derivada de Gﬁteaux.possa também ser definida para pontos que

nao sao interiores a D(¥), nio consideraremos esse caso.

4.5 - PROPOSIGAO: Sejam E um EVN, ¢:E # J-=,=] convexa, u no interior
de D(9) e u*eE*. sdo equivalentes:

(i) ®'(u) =u™ (©'=G-derivada)

(i1) dw(u) ={u”} .

Demonstracao:

(1) = (ii): De 4.1 segue u € d%(u). Por outro lado,. se
u{febm (u), temos

# :
o(u +tv) ~p(u) 2 t(ul,v) ¥ vEE, t>o .

Dividinde por t e passando ao limite, vem
* * .
{u",v} = (uy,v? v vE€E

* *
o que mostra gue 1.11 =u

(ii) = (1): Da definigdo de dp(u) tiramos, para t>o e vEE,

fp(u—tvzt-—co(u) < (uWfv) s v:p(u+tvt!—tp(u) _
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Portanto, se para cada v E€E existir
1im w(U+tvz-w(u) ’
t-o

, ¥ ‘ T
este sera  {(u ,v) e teremos ®'(u)=u .

Suponhamos emtao que o limite acima nao exista para um cer
to V. Como os limites laterais exlstem sempre (ver 1.2), podemos
encontrar a €R tal que at{u*,v) e

lim @(u,ﬁv%—w(u) > a2z lim B(utty)-(u)

T S tao- .

Temos entdo, da convexidade de "o,

w{u+tv) 2 o(u) +ta’ ¥ tE€R .

Trata-se :;golra de ‘niés:trar 'que existe u:.E‘E*. tai que‘
(u:,v>=a e Plw)zo(u) +(u.f‘,w—u) ¥ w€E, .

Ora, a reta {(u,o(u)) +t{v,a), t €R}] ndo corta o interior
de epi® (que ¢é ndo vazio, pois u & interior a D(®)J).
Podemos entio inglu{—la em um hiperplano fechado dé E xR c:;ue taim
bém ndo corta €1 (ver A.4.10). £ ficil mostrar (ver 4 demonstra

¢io de 3.18) que este hiperplano & grafico dé uma transformagao

+*
w b o{u) +(u1,w—u) , wEE,
gque minora ®. Temos entEo Vl €v 0 (u) Mas (ul,v) =a + (u VY,
o que da 1 i u” . contra a h1potese. o= ' '

P

As regras de subdiferenciagao $30 as Segu1n‘tes.

4.6 - PROPOSICAO: Seja E um EVN e seJam cpl,tpz,w E"] @ o]

convexas,” u€E. ‘Entdo:

L . oo -~ o
(i) bdw(u) e convexo e fechado em E .-
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(ii)- d(x@)(u) =Adplu) * A=0
(iii) :b(co1=+:p2)(u) = dw,(u) +°fp2(u)

(iv) Se .F é um EVN e T:F4E é linear continua, entdo

3(PoTH(v) O T* 3¢(Tv) ¥ ve€F,

(v) Se existe vED(®;) P D(w,) tal que @, ou ?, é cont{nua

em v, entao vale a igualdade em (iii). Se existe wé&€E tal que ©

- ~
é cont{nua em w, entio vale a igualdade em (iv).

Demonstragic: (i), (ii), (iii) e (iv) ndo apresentam problema.
(v) Para demonstrar a primeira 'assertiva, observemos que o que se

, * *
quer é, dado u Eb(cpl +C02)(u), encontrar u, tal que

®y(v) -Cpl‘(u) b (u:,v-u) v yER

*
¢D2(v) -9,(u) 2 (u*—u1 yV=uy) ¥ v €E
Isto equivale a
2 {ul, > = (u* } wuveE
©p(v)-9,(u) 2 {uy,v-u Coz(u)-tp2(V)+ u ,v-u v EE

Sejam entao

K; = {(v,t) €ExR tq  t29,(v) -9, (uw)]

1

K, {[(v,t) SExR tq -t= tpz(v) :-sz(u) - (u*,v—u”

K, e K, sao convexos (K1=epi Vi ¥ (V)=  (v)-v, (u), K, =Tepiy,,
1«112(v) =¢'2(v)-w2(u) +{u¥,v-u); T{v,t) = (y,_—t). Além disso, pode-
mos supor que %, é continua em algum ponto, o gue nos da

-] Id
K, +¢. Temos também
. N . *
(v,t) E?{l = t>w1(v)-ﬁo1(u)2 “2,(v) +9,(u) +{u ,v-ud ,

-] .
o que mostra que K1 nK2=¢. i Segue(ver A.4.12) que existem

% +*
(ul,a) €EE xR, o €R tais que

% —% .
(ul,v>-!-.a1t2 ez { ul-,w>+as ¥ (v,t) %Kl,(w,s)el{z
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Observemos que, fixado v €D(%;) Np(v,), podemos, tomando t>0
suficientemente grande, afirmar que (v,t) € K, e (v,-t) €K2 .
Conclui-se dai que' az 0. Na realidade, como © ‘hiperplano

-* . . h B ~
(ul,v) +at =6 separa K; e K,, temos a$0. Fazendo entao

¥ ] =%
w, = =1 vem
a 1’

. R *
\'ul,v)jl-t2~:-2 (ul,w)-l-s ¥ (v,t) El(l,(w,s)i‘-l(2 .

*
. Fazen-. At=°pl(v)—tp1(u), w=v, s=t92(u) -tpz(v) +¢{u ,v-uy,
temos, ¥ v€E
(ul,v> +CD1(V)—601(U) 2% = (ul,v) +m2(u)—w2(v)_+ (u*,v-u> .

Fa (53 * R
ve=u nos da 7 = (ul,u), e o resultado segue.

Ve jamos agora a segunda assertiva de (v). Queremos, dados

* *
vEF e v €¥we T)(v), encontrar u €d®{Tv}) tal que
* *
{u",Tw} = {v ,w}, ¥ wE€F .
) _* c
Ora, seja u € (TF) dado por

_ *

(T ,Tw) = (v ,w), we€F .

' JA& temos

. - s . .
o(Tw)-w(Tv) 2 {0 ,Tw-Tv) ¥ we€F

.
pertenga a

Rlesta‘ estender U a u éE*, de modo que u
9 (Tv). Mais uma vez, hid que aplicar um teorema de separacao.
Se jam
M=[(x,ﬁ*x+ w(Tv) - Tv), x€TF} ,

K =epiv.

Q
M é um subespago afim de E, K é um convexo com K+¢ e
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MNk = ¢. Existe entio um hiperplano M; que contém M e tal gue
o : . : ‘ o , *
P&ﬂK=f¢. Mostra-se como de costume, que Ml éo grafico do u

que procuramos. - »

Em alguns casos, & conveniente trabalhar com subderivadas

parciais.

4.7 - DEFINICRO: Sejam E,V EVNs, £1ExV =+ ]-= ] (v ,p, ) €ExV,

As subderivadas parciais g% ,%% sao definidas por

df - 3f =
ﬁ(uod)o)—bfpo(uo) ’ bp(uo’po)_bfuo(po) ’

onde fpé(u) = f(u,po), fuo(p) =f(u°,P) .

4.8 ~ EXERCcicCIO: Mostre que as subderivadas parciais podem exis-
tir sem que o subdiferencial exista. Mostre que se ® € convexa

e continua em (u,,p, ), entado
* =
v pe -g% (uy,p,) @ u'€ 22 (u_,p ) tal que
* W
(u,p) € 2% (u_,p ).

4.9 - OBSERVAQEO: Ja provamos de passagem, algumas vezes, qﬁe Se
® €& convexa e cont{nua em u, enthio © & subdiferencisvel em ﬁ.
Por outro lado, sabemos que se E & um espago de Banach e o &
convexa sci, entaoc 9 & cont{nua no interior de D{®)(3.17). Te-

mos entao, para ©:E-+]-=,] © convexa sci, E espago de Banach,
o

D@ S D(dw) S Dw).

Na realidade, porém, isto ndo assegura que D(d%®) g, pois

D(®) pode ter interior vazio. Para tranquilidade do leitor, in-
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L .
formamos que, com as hipoteses acima, é possivel provar que

Do) D.D(Cp)‘ (ver [19]’ e exercicio 4.22)

4,10 - OBSERVACAO: J4 vimos (I.3.2); que para fungoes G-diferen-

cidveis, todo ponto de minime de J:E-R satisfaz a equagao

g -0

A definigao de subdiferenciabilidade possibilita uma:férmu—
lagao mais geral, para fungoes guaisquer: - todo ponto. de‘\minimo de
J:E R satisfaz a

0 €oJ(u)

Em alguns-éésos, porém, pode ser"preférfvel dar outro tra-
tamento ao problema. Suponhamos que J é G_—diferenciével sobre o
convexo KCE e que queremos‘minimizar J sobre K. Nosso trata-
mento usual seria redefinir J sobre E\K por J(x)== ¥x¢K, e
dizér que u & pt. de minimo de J se e s6 se 0 €dJ(u).

No entanto, & mais natural usar. o seguinte resultado (inte;

prete-o geometricamente, em espacos de Hilbert):

4.11 - PROPOSICAO: Se KCSE €& convexo e .J:K-E € G-diferen-
cidvel sobre K, ent@io todo ponto de minimo de J sobre K satis-
faz a inequagao -

{(J'(u), v=u) 20 v vE€K

”

Demonstragao: Se u & pt. de minimo e v €K, seja h=v-u. Te-
mos entfo u+th &K ¥ t€ [0,1] e l

J{u+th) - J({u)
¥ L) vt €lo,1] .

Segue {(J*(u),v-udz 0. ]

No caso de funcionais convexos,temcs a reciproca:
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4.12 - PROPOSICRO: Se’ ®:K-+R é-convéxa e : G-diferencidvel,’
u€K ¢ ponto de minimo de © se e 38 se
(pr(u), v-u)=20 ¥ vE€K.
Demonstragao: Decorre imediatamente de 4.1 W
A inequagao
S {Iu), veudE 0 ¥ vEX

€ um exemplo de INEQUACAO VARTACIONAL. Mais geralmente, temos o

seguinte resultado:

4.13 - PROPOSICRO: Se 9,,9,:K-R sdo convexas e ¢, & G-dife-
renciavel sobre K, entic u & ponto de minimo de ®,+9, se e
I d

50 se ' R .

(1) (Cpl’(u), v-u) +0,(v)-0,(u)2 0 ¥ yEK .,
Demonstracao: Da convexidade de c‘°1 temos, para qualquer u
em K, ] .

Pp(v) -0, (u) = {o1(u), v-ud ¥ veEK
Logo, se u _satisfgz-?a inequag‘é‘o (I}, u é ponto de_mfni—

moe de tpl +¢p2.

) 'Rec1procamente, suponhamos que u SeJa ponto de m1n1mo

i
.y .

de tpl +cp2 Se;]a v um ponto qualquer de K. Valle en_tao
@, (utt(v-u)) —CD (u) +9 (u+1:('v -u’) —qoz(u) =0 ¥ t€l0,1].
Da convexidade de €p2, vem:
CPI(u+t(v-u))7_€01(U)_+1;(§02(v)_-.<‘02(u),)-2 0. ¥ telo0,1].

Dividindo por t e fazendo t tender a 0, temos (1) W
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4.14 - OBSERVACAO: A segunda parte.da demonstragio de 4.13 so
exigiu a convexidade de ¥,. Assim, se J:K-R é da forma
J=F+®, F G-diferencidvel e ® convexa, todo ponto de minimo

- hd . s >
de J deve satisfazer a inequacgac variacional

{Fr(u),v-u)+o(v)-op(u)20 - v vE€K

4.15 - EXERcfcIO: Mostre que 4.14 generaliza 4.11 (faga fv=iK),

assim como 4.13 generaliza 4.12 (w2=iK).

4.16 - OBSERVACKO: OQuando o convexo K é um cone de vértice g

(ver A.2.6) e u é solugao da ineguagao
AJ (), v-urz 0 v vEE -,

-

podemos, fazendo v, =g+% (u-g) e v2=g+2(u-g), concluir que

{(J'"(W,u-gr=0

EXERCfCIOS:
4,17 - Seja H um espag¢e de Hilbert. Suponha que KC<H é um con-
vexo fechado e quer ®,:H * R & G-diferenciivel. Calcule 3e, on-
de o =%yt iK‘
e n n Cl -
4.18 - Sejam L:Rx R" xR" * R convexa e contfnua, E=C (R,R),.

onde { & um aberto limitado de R'. Seja ®:E * R dada por

plu) = S L(u(x),VU(x);x)
9]

Mostre que ® & convexa e continua. Calcule 3.

4.19 - Seja E=‘Lz(o,1) e seja E_=EN{u 601([0,1‘])Iu(0)=u(1)=0}.

Seja ®%:E =+ ]-=,*] dada por
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1
( 87 (x)dx, u€E,
0

naj

o(u) =
- ,  ufEj
Mostre que se u €E, e 1 estd em L2(0,1), entao

U €39(u). Que acontece se 1u¢12(0,1) ?

4.20 - Mostre que a norma de L1 € subdiferenciavel em todos os

pontos,
* lru(x)>0
Sugestao: Tente u (x) = sgn u(x) = O,u(x) =0
1l,u(x) =<0

4.21 - Mostre gque se ® & convexa, entdo 39 ¢é mondtona. Isto &,
* * ¥ *
u€se(u), v €ao(v) = {u -v ,u-vyz20
4.22 - Seja H um espago de Hilbert e seja o:H-=+]-=,»] convexa
e sci. Mostre que D(ap)>D{(v). Esquema:

(i) Seja x€H. Mostre ¥ Ao existe um tnico %, € D(3p) tal
que

X—XA

—— f230i(x) ,
ou seja, x, =(I+A30) _l(x). Sugestio: X, é ponto de minimo
de y— grly-x|Z +o(y) .

(i1) Mostre que se x€D(v), entao x, “x. Sugestao: substi-
tua x em

X=X h
o{y) -9(x )2 (—— , Y"fx;>. ¥ y€H ,

Ld
observe que © é minorada por uma transformagac afim, e va em

frente.
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4,23 - Demonstre 4.5 supondo apenas que 4 “é,um ponto interno de

D(p) (ver A.3.4 e A.4.8),.

4.24 - Suponha que KCE & convexo e u & ponto de minimo de
F:K + R. Mostre que se' F & G-diferencidvel'em " u e se existem

EOCE e &>0 tais que

v V,EEOJ vl <8 = u+vex ,

entao
o (FY(wW),v>=0 ¥ vE€E_ .
Mostre que o mesmoe resultado vale se se supoce gue O é

ponto interno (em E,) de (K-u) NE, .

5 - DESIGUALDADES VARIACIONAIS - Vamos apresentar alguns problemas

r‘que nos conduzem 3 desigualdades variacionais.

5.1 ~ PROBLEMA DO OBSTACULO - Seja g EH Q), £ EH_}(_;_ ) e

—[u EH (), u2 g g.t.p. sobre N}. O problema do obstaculo de

enuncia como

(0.1)  min JCv) =% | wv]® e,
‘VGK Lo . . . - ot T

J & estritamente convexo, sci e coercivo; - K é .convexo. . A
existéncia de uma Unica solugao u de (0 1) estara assegurada se
mostrarmos qﬁé; K" & fechado e nac vazio. E claro que 0 €KI e‘ée
(vp) SK, v »v em HO(Q) ent%p, v,V em Lz e para'élgﬁma{ éug

sequéneia “ﬁh: + v gtpem 0.  Assim v20 ‘e K & fechado.
k

“Além Hisgo;-;K'wé um cone ‘de Vér%iéé‘Jg' e de 4.16 éégﬁélﬁ

que
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(0.2) { vu.v{v-g) +. {f,v-g) =2 0 ¥ v €K
Q

(0.3) I vu.v(-g) + {f,u-g) =0
0

Para uma interpretagac de (0.2), (0.3) . suponhamos u,f e
g regulares. Tomando v=0+u com O eC:(O), ©20, podemos es-
crever ‘ .
(0.4) -Au+f£20

De (0.3),(0.4) e u€K decorre que (~Au+f).{u-g)= Cem
Seja Ql={xeﬂl,—ﬂu(x)+f(x)>0}, 92=Q—01, ‘r{=anlnan2 e

ui==u]Qi, i=1,2. Entio,

u; =g em Ql
-~bu,+£=0 em 0, :
com as condigoes de céntinuidade u)-u, . - g%(ui-uz)fp =0.
_ 1 24
A fronteira T{, a ser determinaga, é dita a fronteira li-

vre do problema;

5.2 - EQUILfBRIO TERMICO EM MEIO SEMI-PERMEAVEL - Suponhamos um

corpo fomogénio e isotrdpico 2 em equilibrio térmico. Se em 0
atuam fontes de calor de densidade f, entaoc a teﬁperatura u
satisfaz a equagdo de Laplace -8u=f em (. Suponhamos ainda
que a parede I' de 1 seja semi-permedvel: sd ha fluxo de calor
do exterior para o interior. Assim, se a temperatura externa na
parede g(x) é menor que a interna, hd isolamento. Se g(x)2 u(x)
entdc pode haver troca de calor. Nesse caso, porém, o contato

dos dois meios obriga a que u{x)=g(x).
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Podemos entao formular o problema como sendo

. -1 2
(P) 222 I(v) = 3 5 [ov] Jf‘f
0 0

onde K={v€H(Q), vZg qtp em T} .

Interpretacao de (P)

Seja uo(x)tal que U | =g. Entido X € um cone convexo e,
r

denotando indistintamente j
(¢]

que u & solugho de (P) se e sd se

vu,vv = (vu,vv) e f fv={(f,v), temos
0

(0.5) (vu,v(v-u)) - (f,v-u) 2 0 ¥ v &K
(0.6) ('Vu,e(u—uo)) - (fyu-u ) =0

[--]
Tomando v =u, +®, 9 GC;(Q) ec (' respectivamente,em (0.5)
Ju

obtemos ~Au=f e n 20., por outro lado, de (0.6) vem
(g—,ru] ' u—g)r =0, o que implica 2—;]1 (u-g) =0 qtp enm p{1)

Portanto, existem duas regides TI,T’ZCT, T‘l u Tz =T, tais

que
-u= =Y E...l_l. = 0 em r‘
& an 1
u>g e 2u _g em I
g N

2 »

Vamos agora estudar a existéncia de solucbes de (P}, supon

do que f£€L%(Q) e ger!/Z(r).

Usando a continuidade da aplicagio trage e procedendo como
no-exemplo anterior, temos que K+g¢ € fechado. Além disso, J(v)
¢ convexo e sei. A coercividade de J é menos evidente, uma vesz

que v E€EY(R).
TI) Interpretagao formal e vdlida se u for suficientemente regu-

lar.
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Para estudarmos esta questdo, observamos que dado v EHI(Q)

podemos decompo-lo na soma de uma fungao de média nula em T e

uma constante, v=v, + v, onde v = --1— 5 v ds, J v1=0
T
r T
5.3 - LEMA - Se [lvll 2 += entdo f'vv]] +[¥] 2+

L

Demonstraggo - Suponhamos por absurdo que existe uma se-

v
- T 1 s o = _.'n
quencia Lan ++®  com ”vvn”Lz +|v |sC. Tomando u, —-“Tr;n-
temos [,'u I=1 e ]'vu " ot |ﬁn] * 0 . Assim,” u _=u fraco em
rt (), o que implica u =+ u forte em L2(Q),com vu, 30 for-

te em L2(Q). Entao, u, * C forte em HY(D). Mas Gn"O e

C=0. Isso contradiz |l =1. [ ]

Agora estamos prontos para estabelecer a coercividade de

J em K.
5.4 - PROPOSICAO - Se (f,1) <0 entac J & coercivo em K.

DEMONSTRAGCAQ - Pelo Lema 5.3, se [v]l ~»+* entdo

”vvlll 2+!E| ++®, 8 ve€K, ¥ =“—|%! (vé ————; ‘ Esta por
T r

tanto exclufda a possibilidade ¥ -+-=.

Assim, J(v)=~12-.-Ilw1I.'22—(f,vl) -V (f,1) = Cl(ﬂvv]} o 1% *C,. W
L L

A proposigﬁq 5.4 nos garante a existencia de uma solugao de

(P). A unicidade vem do

5.5 - EXERCICIO -Mostre que (P) tem solugao Unica. (Sugestio: Se

u,u' sao solugdes, entdoc u-u'=C, Se C + 0 as condigdes de

fronteira acarretam g—ﬂ«O sobre . Mas (%%,l)r= (£,1)<0.)
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" A condigho (£,1) & natural: Se s6 é permitida a entrada de
calor, o équilibrio térmico pressupoe que o fornecimento total de
calor devido as fontes externas (f,1) ‘seja ndo positive. Deé faté,
fazendo =1'+uo em (0.5), é fdcil ver que (f,1) <0 ¢ uma con-
di¢ho necessaria para a existéncia de solugdes. O caso critico &
estudado ‘abaixo.

5.6 - EXBERCCIO - Suponha que (f,1)=0.
(i) Mostre que se. u €& solugio de (P) entao u satisfaz o pro-

blema de Neumann

-tu=1"
(*)
du _
5 =0

Use a proposicaoc .3.22 para mostrar que (¥#) tem uma infinidade de
solugoes.
(ii) Mostre que (P) tem sclugdo se e s se (*) tem uma solugao Limi

tada infer1ormente. Nesse caso, (P) tem uma 1nfin1dade de solugoes.

5.7 - EQUILfBRIO DE PLACAS - Uma placa € um corpo cuja espessura,

sendo muito pegquena em relagao s outras dimensdes, sera despreza-
da. Vamos considerar, pois, £ uma regizo limitada de R2 eiva-
mes supor, em primeira aproximacgao, que ela sofra apenas desloca-
mentos normais U(xl,x2) quando déformada. A energia potencial

de deformagho linearizada & dada por 1'a(u,u) onde

2
atu,v) =D | 2%u 2% , 3%u 2% , , 2%u 2%y , 2%uav,
’ 2 2 ., 2 2 2 .2 2 2
0 Bxl Bxl sz X5 Bxl ax2 3X, XY
+ 2(1-v) 2% _ 4y dx
ax ax 3%, 0%, *1%%9
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D>o0 ‘é o mddulo de rigidez & flexio ‘e- vE€(0,1/2) & o coeficien-
te ‘de Poisson.” Em presenca de forgas externas em I ‘de densida~
de ¥, 4 posicio de eqﬁiifbfiofﬁorresﬁoﬁdé é'mfnimizégﬁo de
% a(v,v) - j fv, o que nos oonduz 3 equagao biharmonica
0 C .
A2u==f. Vamos considerar aqui o problema
-1 >0
(P) min J(v) = 3 a(v,v) + g v - i tv s B
; r 0
" Este é um modelo para o equilibrio de placas ci1jad frontei-

ra I' estd em contato com outras superficies que podem exercer

sobre ela fqrqas na forma de atrito.

INTERPRETACAD DE. (P) Vamos considerar u solugao de (P) suf1c1~

[ Lo ot

entemente regular de modo que todas as fungdes de u que aqu1'ap§
recem sejam continuas. ZEsta e, portanto, uma intg?pretang fprmal
de (P).
;- ,De 4,13 temos que ,
a(u,v-u) + g flvlr— g Ilu[ = (£.(v-u)
R T I , )n
Utilizando a identidade de Green podemos escrever

Y

2 B
a{u,v) = D g d°u.v + s Fv + j E%
Q T T e
d F = <2 4u + (1—\)) En n (_2.. - a_B.) ;F‘-(n2—n2) 2%u ]
onae T Bm oM 2 2 2 1 2’ 3x-8x%
axl 3x, 9%
2 : - B
M = du+ (1-v)(2nin, S0 - a2 W n2 2y
Dy ! -:2,, .Bxl . a_xz
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i L4
Aqui, n-= (nl,nz) e o vetor normal unitario exterior e
#(—nz,nl) vetor tangente unitario. F representa uma densidade
de forcas sobre I' e M uma densidade de momentos na diregao T.

(Para maiores detalhes, ver [171)
ao
Fazendo v=uzt®, ©E€C (D) vem

(0.7) DAu~t

Logo, gF(v-u) + M a_an' (v-u) +g S v]-g f Julz0
T r r r

Tomamos v=u*®p, com ¢ regular e CD!'T=0. Entao

g M g—ﬁ = 0, Admitimos o fato (perfeitamente razoavel) de gque

daf podemos concluir que M=0. Entao t Fv+ Bj |v] =
T T

jFu+ ES!UI
r r

[--]
Seja v=s% € ¢ (I'). Fazendo s~**" e s =0 concluimos

que
| {rolse [lel o frave flulso
r T - r
Segue que qu!Sg em I' e F.u+glu|=0. Podemos entdo
eserever
M=0
(0.8) Em T IFl=se

{Fl<g = u=0

|¥] =g = Faus 0

Temos assim a interpretagido do problema:
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(i) Nao hd rotagao na diregho "t':angen‘cial em T,

{1i) Se em (xl,xz) €' a densidade de forgas F(x,y) devido ao
af;rito nao atinge um certo nfvel, o ponto permanece em repousd.
Ao atingir o nivel g, © pontor pode ser deslocado. Evidentemente,

o deslocamento tem sentido sposto ao da forga de atrito.

..

Deixamos a cargo do leitor a verificacao de que reciprocamente,

se u satisfaz (0.7) e (0.8) entdo u minimiza J. W

RESOLUCAO DO PROBLEMA - Seja Wcﬂz(ﬂ) o subespacgo dos polindomios

de primeiro grau restritos a £ e u€E solugdo de (P). Entio,

a(u,v-u) + gf [v] - g‘s hu| f’—-(f,v-l-u) ¥ vEE.,
T T .
Tomando v=u+w com w€&€W, ven
S(Iu-*wf- gg jul 2 gfw. Mas '-g1]u+w]-‘ g5|u| = ‘g‘j lwl- e
i /
r Q. T r I

isso mostra que uma condigio necessdria para a existéncia de solu
gao & que {f,w) < g J [wl ¥ wE€W. Reciprocamente, temos
iy
~ ¥*
5.8 - Proposicao - Seja f € (H%(0))"  tal que <{f,w)= gg |w| ¥ wéw.
r

Entao (P) tem uma solugac.

Antes de demonstrarmos este resultado, precisamos de um Le-
ma preliminar,
5.9 - Lema - Dado v 6I-IZ(Q), ‘consideremos a decomposigao v=z4w,

g - .

onde wE€W, z€% . Entao |llvlll = (a(z,=z) +L'w]!2)1/2 ¢ uma norma

eégquivalente 3 norma usual Jiv].
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Demonstragio - Parte da veriflcagao de que i - IH é uma .norma é
deixada ao leitor. Vamos apenas mostrar que se |[|v]|| o entao
V= 0‘ - . - . PR
A ST o o
De fato, se lllv[[l =0 entao w=0 e a(z z) Assim

a2z

= ok 6 para todo 1,j=1,2,. o que implica z€W. Mas =z EW*;e

I
entdo  z=0.

Temos que |[[v][[.=(a(z,z) + !lwI!2)1/.2 < c(l=zl? + ITW[IZ)l/z =

=C|v[l. Resta mostrar que existe c=>o tal que ]HVHIZ c[vF

Procedendo come na demonstragao do Lema 5.3, suponhamos por ab-

i

surdo que‘ ;vn" =1 e |!|Vn”| -+0. Erzltao vn__:-.v fraco emH Q),

w, *0 forte em H2(9), 2B 50 em L2(Q) para

i,j=1,2. Assim

forte em Hl ().

3%
t]

Bxa
J

Z =7 fraco em H2 (), o que implica z, 2

' Portanto, z_'*z forte em H2(D) com

L
i,3=1,2, Isso mostra que z€WOW e =z=0. Logo,

ﬁﬁ¥zn+wn +0 forte em H2(R), o que contraria‘anH =1. ®

2

Demonstracao da Proposigao 5.8 -~ J{(v) =1 alv,v) + gg |v[-(£,v) é

r

. . lr . . . . - 1 .
um funsional convexo, proprio e s.c.i. A coercividade nao e evi-

dente, ja que vEW= a(v,v)=0., Para mostrar que J é coercivo,

seja k= igf gs |v] - {£,v)>. Por hipStese k>0 e temocs entio
vEW
lvll=1 r
que gf [vl-Ce, 2k Ivl v veu.
T
Observemos gque af(v,v)=a(z,z) e gue, em virtude do teorema
. . . SRV ‘ o B
do trago, gs [vi= ¢ ¢ J lv[%) Sczllvﬂ., Podenios entao escre-

T
ver

r
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J(v) =% a(z,z) +g S [z4w] - <f,2+w>2—§- alz,z) + gj:lWl- g?:j |z -2, z4w)
r . ..., r r

J(vyzL a(z,2) +x vl Nz} - ¢r,2)2 L acz,2) JE7 Lul? cllz]

5 . Wi - g - . 5 alz,z 5 5~ Clzl

oyl ee, - om o

5.9 - OBSERVAGKO - Ao que nos consta, estd em aberto o problema de

saber se existe solugdo no caso em que <{f,v)= 'gS[v|" ¥ v€W, bem

r
como a questao da unicidade ou naoc da solugio dada pela Proposigao

5.8,

6. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE E PROBLEHA DUAL

Vamos retomar agora, de um ponto de vista mais geométrico,

abora mais abstrato, a discussio colocada em 1.5,

Trata-se , para nés, de minimizar
J:U-+R ,
onde U € um espag¢o de Banach (U seré, em geral, um espago de fun-

¢oes). No caso do Calculo das variagbes, J costuma ser da forma

J(u) = gF(x,u(x)',Ducxn ,
n

onde Q‘ZR# e D é um operador de derivagﬁo {Du=%u, por exemplo).

Como ja vimos em I.5, minimizar J sobre U equivale,

nesse caso, a
min l F(x,u,p)
Pu-p=0
Q



.
ou, o que da no mesmo, a

min F(x,u,Du-p) .
p=90

ﬂ'
Adotaremos esta Ultima formulagac, que tem a vantagem de

transformar o vinculo Du-p=0 em p=¢Q e, principalmente, simpli

ficard as coisas no futuro.

”
Assim, podemos dizer que nosso problema é

min ¢(u,p),
p=0

onde ©:UxV ~+R & tal oue o(u,0)=J(u). Nio custa nada frisar
gue vai nos interessar é @(u?p)== J F(g,u,Du—p).
S 0 .

‘Para podermos usar a teoria dos multiplicadores de Lagrange
desenvolvida em I.4 (em particular o Teorema I1.4.6), basta obser-
var que, sendo U e V espagos de Banach, alaplicagéo B{u,p)=p
satisfaz plenamente a condig¢lo (C) de I1.4.6. Trata-se, entdo, pa-

rg nés, de encontrar pontos criticos de
S:UxVxV*u;—;—» g1}
(u,p,p*)F*—* _ ®(u,p)-{p",p) .
onde p* sera o multiplicador de Lagrange.
Assim, partimos do problema de minimizar J(u) sobre U (en-
contrar ponto critico U), passamos a-guest3o de encontrar um ponto

de minimo de ©{u,p) sobre Ux{0} e agora estamos & procura de

* .
pontos criticos de £(u,p,p ).
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] ¥ (5.0 ¥ (5,0,0) J

'y (©OFD
O procedimento classico para encontrar um ponto critico
(4,p,5%), de £ & simples: (G,p,p*) deve ser solugho do siste-
ma
2 @,5,5% =0
_a£
3

(*) o (4,p,p*) =0

L - - -
%’E*(usp:p*) =0 ’

ou seja, (u,p,p*) deve satisfazer as equagoes:

—r

D

f=1}

(1) (

£1%

-0

£

(2)

i
]
QAQrrov
° glg
o~
(=1}
f=1|
o

o
il

(3)

Imaginando que cada uma das equagoes aciifia determina uma
variedade, podemos dizer que procuramos (u,p,p") Eslnsz Ns,, onde
* @
Sy ={(u,p,p") t.q. §o(u,p) = 0]
* *
8,={u,p,p") t.q. p =2f,(u,p)1

S5 ={{u,p,p")t.q. p=0]
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Observando que ®(u,0) =J(u), temos que
. . R
8; N8g={(u,0,p")t.q. J (u)=0]. Ou seja, (u,p,p )€8s; N5, sig-
nifica que U & pt. eritico de J e p=0, o que nao traz ne-

. ~
nhuma informagao nova.

(5,05
va. o) SQJO.S._:,
2N0NSy .

W
Assim, se nao. era poss{vel.re501ver o problema em sua for-
mulagao inicial (o que implicitamente estamos supondo), torna-se
K ,
imprescind{vel calcular © multiplicador p . De um ponto de vis-

ta puramente algébrico, a questao seria apenas resolver o sistema

30 -
au(u,o) =0

3%, -
$2(3,00=p*

ou, de fcrma mais sucinta, resolver

®*(h,0)=(0,5%)
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O sistema acima se resolve,  como to&O'siétEmaiéﬁﬁﬁés in-
cognitas, calculando primeiro uma’ das duas. B razodvel esperar
gue qualquer método que caleule primeiro U nos leve 'de volta ao
problema de minimizar J. Se & isto que .queremos evitar, ha que
procurar um caminho gue primeiroc calcule E%. O problema de

*®

determinar p serd chamado PROBLEMA DUAL .do problema de mini-

mizar J(u) (PROBLEMA PRIMAL).

A abordagem que vamos desenvolver & bastante engenhosa,
mas vail exigir do leitor um pouco de paciénciq até que as coisas

fiqueﬁ claras.
Consideremos a equagio mais éeral
®'(u,p) = (u,p°) !,
ou, se o & convexa,

30(u,p) d(u*,p*) .

Se (u,p) §& dado, a questdc € apenas diferenciar (ou sub-
diferenciar) ®, coisa que j& tratamos. O que thoé fazer‘agofa é
estudar primeiro o caso¢ inverso, em'que o dado & (u*,p*) e a in-
cégnita (u,p), para em seguida tratar o caso misto gue nos inte-
ressa (isto.éﬁt metade da incégnita estd de um lado e metade do
outro). Resumindo: .

(i) Queremos encoptfar_(u,p*} tal que @'(u,0l =(0;£#)

(i1i) Ja sabemos, dado (u,p), encontrar ¢u™,p*) tal que
©'(u,p) = (u*,p*).

*
(iii) Precisamos estudar como, dade (u ,p*), encontrar (u,p) tal
que ©'(u,p) = (u*,p*). :

(iv) Esperamos que (ii) e (iii) nos ajudem a resoclver (i),
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7. FUNCOES CONVEXAS CONJUGADAS

Seja. Y:E-+R e consideremos, dado u*E EY a questao de
encontrar u €E  tal que
o' (u) =u*
Para ter uma idéia da coisa, pensemos no caso E=R. Tra-
ta-se, dada uma direcf@o u*, de encontrar u€E tal que a tangen-

te ao gréfico de % tenha exatamente diregEo u*.

.
S

>_1 a0
G\‘b&

U, oy Oy

Dependendo de ¢, pode haver uma, nenhuma, ocu varias solu-
¢bes (infinitas, inclusive). Se % for convexa, nao é diffeil

ver gue gualguer solqg'_a'.o u é‘tal que

(o™, u) -2 (u)z (v, v) —o(v) ¥ vEE

‘P(“)- %k{)(v)

;@‘:u-l" - \ﬂ'o"')

>

U, .
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Assim, pelo menos quando © é convexa, nossc problema se

reduz a encontrar pontos de maximo da aplicacgao
*
vi—— {u ,v) - g(v)
7.1 - PROPOSICAQ: Seja ©:E +R G-diferenciivel e seja u* € g*.
Se u€E ¢ ponto de maximo de
. o
v/ {u v} -~ o(v),
entao ©'(u) =yu”,
Demonstragio: Derive e iguale a zero [ ]
7.2 - PROPOSICAO: Seja ©:E =» J-=,=] convexa e seja u*eg*,
Se u€E, entio u*€ 3o (u) se e s se u & ponto de maximo de
v— (u¥,v) ~w(v)

Demonstragio: Se u*Eacp(u)_, entao P{u)<= ¢

o(v) ~plu) = (u*,v—u) . ¥ vE€E .
Segue
(u*,ud-p(u) = (u*,v) -p{v) ¥ vEE,
Reciprocamente, se
(u*,ru.)-w(u)_2 (u*, v} ~p(v) v v EE,
entao. _
P(v) 2 p(u) + (u*,v-u) . ¥ VEE

(note-se que, como © %=  estd exclufdo, temos tw(u) <=) »

De maneira pictérica‘, estamos tracando hiperplanos parale-
los ao grdafico de v = {u*,v) até encontrar o ponto de tangéncia

ao grafico de ©. O hiperplano que toca © & determinado por



- 102 -

w*(u'*) =sup { (u*,v)—fptv) R ve E}:,

k%
caso @ (u )<=,

IR

q)(d)

N o)
LUt
<UFN>

¥ L acy)

E eHM=co - E

7.3 - DEFINICAO: A aplicacao Cp*‘:E* + ]-#,=] :‘dada por
o*(u*) = sup [{u*,v)-0(v), v E€E)
é chamada POLAR ou TRANSFORMADA DE FENCHEL de ®.
Segue imediatamente da definig'éo que

£ . - . .
e*(u™) +o(u) 2 {u ,u} ¥ u€E, u'es”,

7.4 - EXEMPLO: Vamos mostrar gue a transformada de Fenchel nada

mais & que uma generalizagﬁo da transformada de I.'Jeg'endre definida
em I.5.

Sela e
E = Elez' , onde

o Elf%céra,b] , E,=c%la,pl ,

e seja FR?"—‘ R de classe C2‘.‘ Definimos .
- PET— R B S

| ‘ _‘»(:y’p\)"“‘-“—'f. J.a _F(xl,‘y_(x), le(x‘))dlx_
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Suponhamos que F é convexa (basta F(x,.,.) seja conve-

xa). Entdc © € convexa.
* *, % . .
Seja u =(o,A). .Calcular ® .(u ) equivale a maximizar:

r(u*,v>—w(v) y VEE

kS

ou seja, maximizar

b - . .
5 (oy +2p - F(x,y,p))dx , (y,p) €E, xE, .
a "
"Se (y,p) & ponto de miximo, temos

Fy(x,y(x).p(x)) =0(x)
Fp(x,Y(x),ﬁ(k)) =2 (x)
b
*
o*(0,0) = | (oy +3p-F(x,y,0))ax .
a
Definindo a transformada de Legendre de F por
F*ir3— m
(x,s,t) sa+tb-F{x,a,b),
onde a e b s3o as solugdes de

Fy(x,a,b) =g

Fp(x,a,b) =t .

temos, para cada x,s,t

F¥(x,s,t) =  max o({(s,t),(a,B)) - F(x,%,B)) ,
(Q';B)EB'

b
® (g,A) = g F(x,0(x) A (x))dx .
8
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: : *
Existe, é claro, pelo menos um valor de o gue costuma
* L : ‘
ser interessante: ¢ (0) =-infg. A proposigaoc abaixo, embora me-

nos evidente, é de cariter bastante geomftrico.

7.5 - PROPOSICAQ: - Seja %:E-]-*,*] uma funcao (E & um espago
vetorial normado), com ®(u) $*® para pelo menos um elemento u

~ * . *
de E, Entao o e convexa & sci (a menos que % &= ),

Demonstragio: Para uma demonstracho geométrica da convexidade de

o*, veja 7.6.

Fagamos a demonstragio analftica. Queremos provar gque,

dados u;,u; €E e t€[0,1], wvale

* * * * B
© (tuy + (1-t)u,) = t o (ul) « (1-t) (ul) .
1 2 1 2
Podemos, sem perda .de generalidade, excluiu o caso dbvio
w*(uf)-+¢*(u;)= = . Temos entao

- ‘ .
e (u) = Cuy,v) —o(v) ¥ yEE
‘P*(u;)2 (u;,v)-w(v) ¥ vy EE

e portanto

% (u)) + (1-8) 0% (ug) 2 (eul + (1-t)ul,v) - o(v) ¥ veE

Begue

t@*(u:)+(l-t)@*(u;)2 sup (tui-&(l-t)u;,v) -9(v) =
vEE

- ¥ * *
= p (tu1-+(1—t)u2) .

* ., . * ;
Para mostrar que e e sci (na norma de E”), seja

* = *
u *u €EE", Temos
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m*(un)2 (u:,v) ~-e{yv) ¥ veEER ,
Como (u:,v) -o(v) » {u¥,v) —o(v) ¥ vEE, vefn
1im tp*(u:)é (u*,v) —o(v) v vEE ,
Conclui—s;a que
lim cﬂ“f(u:) z o¥(u™).
Finalmente, observemos que, como CD* € convexa e sci

* & F »
norma de E , © e tambem fracamente sci n

7.6. EXERCICIO (ELEMENTOS PARA UMA COMPREENSXO GEOMETRICA DA
CONVEXIDADE DE QJ*): Considere ¢ como em 7.5 e fixe

® *
ul,u;EE s com tp*(u;) +‘:D*(u;) <=,

8

_‘-P?UI) \
~ §(ota)

_ (w*(uﬁq-(\-t)&{!’(‘a’)}———,p__

- LPY ur) /

Tt“-.'ﬂ- Wy

% - .
a) Mostre que se ® (u }<*®, entio epi ¢ Sepi T,*» onde

na

Tu*.v=(u*,v> -tp*(u*).' Mais ainda, mostre que se epi 9 Cepi T,

onde Tv=<{u*,v})-a, entho fp*(u*‘,)sa.“

b) Mostre que se Tv= (tuf + (l—t)u;,v) - (tp* (u‘l"') + (l-t)w*(u;)),

t €00,1], entho epi T, * Nepi T,* © epi T. A t{tuld de curiosida-
1 2 : . -

de, mostre que o griafico de T contém a intersedio dos grificos
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de T xe T x .

1 Y2 - S

*
¢) Conclua que & & convexa.

7.7 - EXErcfcI1o: Demonstre as seguintes propriedades:

(i)
(ii)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

¢ao de

*

@ (o)== inf ®

pEy = V< p*

Dada uma fam{lia de fungbes ¢, como em 7.5, temos
* * : * *

(inf cpi) =sup @, , (suptpi) s info;

® N
(o) (u*) = Ao (u*/A) ¥ Ao, urer”

(o +a) —o*-x vV a€R

Se a€E, seja ¢, dada por 'wa(v)==®(v-a). ‘Entao
*
(0 ) (™) =0*(u") + (a,u™) ¢ u*e g%,

Nosso préximo resultado geométrico diz respeito a identica-

3p*,

7.8 = PROPOSIQK : BSeja E um espago vetorial normado e seja

@:E-+]-=,*] uma fungdo. Entao

*
u* €ag(u) = u€an (u )

Demonstracio: Para uma demonstragao geométrica, veja 7.10. A

»~ N L4 s s
demonstragaoc analitica é trivial:

%
Se u €3g(u), temos

Segue

ENCAE <vfu> -®{(u) v v¥€g

(u*,u) -wm(u) 2 (u*,v)-w(v) ¥ v €E .,

e*(u¥) = {u*,ud-e(u) <*. Dai vem

w*(u*)==(u*,u)—m(u)
*

* %*
o* (v )-0*(u) 2 (v -u",u) v vreg* »
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7.9 - OBSERVAGCRO: Veremos mais & frente que a rec{proca vale

1

quando © & convexa sci. C e

7.10 - EXERCICIQ (ELEMENTOS PARA UMA COMPREENSAO GEOMETRICA DE
7.8):

i

Prop QR0 P

i (u*\-h*}u)-de* (U"'-f"lf)‘ .

/ "\ <U*';"'> :_\'P*(U*3

T _

i s .U 7 .
\‘#\

-9

~ o)

a) Compreenda a figura acima.
b) Seja w € E* tal ‘que cp*‘(w*) LI e seja u€E" tal :qﬁe '
S p(u)< an'(w*'joga'o papel de"u*+ﬁ* na'figuré). h
Mostre que o éréfico de

ve—T ®(u) + {w*, v-u)

esta acima'do grafico de

T =
w

v Y (WF, ) ¥ (w) .
c) Se u™€E® e Uu€E s8o tais que
®*(u®) = Cu™,u) - @(u) , ‘
mostre gue Tu*‘:.v'f‘—-' {u™,v) —o*(u*) 001nc;ide com
v o(u) +{u*,v-uy-. . .'

% ~ *
d) Se u e u sfo comoem c)e w €& como em b), observe que
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(W )" (0F) == (T,4(0) - T 2(0)) .
Usando b), conclua que
Q‘a“”(w*)--CP*(u_’k_.)2 - (T(0)-T, ,(0)) = (w*-u*,q) .
Mais LII;I resultado geométrico:
7.11 - PROPOSICRO: Sejam ©:E - 1-%,%], u €E" e u€E.  Entdo

u*ear(u) “p(u) +o (u*) = (u*,u)

Demonstracao: | ' © u€an(u) o @(v)-9(u) 2 (u*,v-u) ¥ VvEE
.\?(‘) & (u*,u) - ®(u)2 (u*,V) ~¢{v) ¥ vEE
\'\ ° o (u") = (¥, u) ~equ) =
$ - o @(u) +07(u*) = (u*,u) .
}‘P""? 2 2t
) }<u",u>
J

;"as:amos agora uma pequena pausa para compregnder melhor o
que estd acontecendo. Dada uma fungao % como em.7.5, os gréfi-
cos das funcgdes

T %V (u*,v) - (u™)
formam uma famflia de hiperplanos de ExR, todos eles abaixo do
grafico de % (supondo © (u*)<=),

R

! 9
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£ elaro gue duas func¢oes diferentes podem engenhar a mesma

familia de hiperplanos (ou melhor, de aplicagoes afins).

7.12 - EXERcfCI10: Medite um pouco sobre esta Ultima afirmacao.
Faga desenhos. Dada uma fungao @, qual a "melhor" fungho que ge.
ra os mesmos hiperplanos que $ ? Sugestao: "guem nic &€ o maior PO

de ser o melhor",

E possivel também fazer o caminho inverso: dada uma famf-
lia & de aplicagdes afins (continuas) de E, podemos definir uma

fungdo @:E - [~=,®]  o(u) =sup Tu.
: TEX

¢ € chamada ENVOLTORTA SUPERIOR da famflia %.
Dada uma fungao ®:E-]-=,2], seja

B = {TysiE 2R, T v {u¥,v) -o*(u*)]

(note que T, s0 estd definida se @*(u*)<=),

Como o= Tu*’ qualquer qgue seja u¥, ¢ & sempre maior ou
igual que a envoltdria superior de '#,. E razodvel que se espere,

diante de 7.12, que a igualdade ocorra quando ® & convexa seci.

7.13 ~ PROPOSICAQ: Se ¢ & envoltdria superior de uma familia &
de transformacoes afins de E entao, a menos que ©E-* ogup®®, @
€ convexa sci.

Demonstragao: Se a familia ¥ & vazia, entfo ®=-®. (Caso con-
tririo, temos epi¢ = 25 epl T, o que mostra que epi® & convexo e
fechado. Como @ magora uma transformac'éo afim, temos

p(u)>-=¥% e »



- 110 -~

7.14 - TEOREMA: Seja ®:E-]-=,] convexa sci. Entdo ¢ ¢ a
envoltdria 'superior_'de Ecp'

Demoastragao: Basta mostrar que se (uo,ao) € epiw, entao

qa(uo)>a0, onde 4% & a ehvoltéria superior de th.' Suponhamos

. : * *
que (uo,ao) £Lepi® e provemos que existe u, €E tal que

7

eP“'\P - KQO)Q.)

" %
I - *
.uo,u0> ] (uo)>a0.

Vamos considerar doris casos:
(i) o(u )<= |

Este € o caso mais simples. Como epi @ é convexo e fecha-
do, existem L E(EJ&R)* e @ €R tais que L(u,a)a ¥ {u,a)€ epicv e
L(uo,ao)<q; Podemos sex;npre escrever L{u,a) = (L,ﬁ) +%a, onde
LEE* e A€R . Como ¢{u )<=, temos ('f-,u°>+la->u v axp(u ).
Fazendo a tender a +%, obtemos A>0,

Seja entdo T:E-R,

ATu=%~(tx—(L,u>).

> .
Begue $©>T e ‘Tuo>ao

* .
Se wu, =- %'{, temos

% :
plu) >Tu= (uo,u> +%— v \ER



- 111 -

Como Q©*(u*) = sup (u;,u) ~wlu), segue
u€E

o
- Tz w*(ug)
Por outro lado, como Tu°>a°, temos
. Q .
* —pt{y*) = * es >
(uo,u0> @*(u¥*) (uo,uo) +% = Tu>a_,
como queriamos.
. — ’
(ii) CP(UO)
G mesmo raciocinio é vilido se pudermos encontrar L como
em (i) e tal gque x>0,
Suponhamos que A=0. Podemos entao perturbar ligeiramente
nosso L de modo a obter algo como em (i}). Para isso, sejam

*
Lle(Ex]R) e #&,€R tais que L]_(u,a)='{z1 ¥{(u,a) €epi®v . Supo-
nhamos, ainda, que Ll(u,a) =(¢1,u) +11a ¥{u,a) €EEXR e que
A,>0 (isto é sempre possivel porgue existe u 6B tal que
o(uy)s=).

Seja agora, dado ¢€R ,
L‘ =L +% Ll
Podemos supor que
L{u,a)> +§ ¥{(u,a) €epiy
e L(uo,ao)<c—b,
para um certo & >0, Temos entac, se g>0
Le(u,a)>‘ +6 +eG, ¥(u,a)€epie
< .
e Le(u ,a )€ -6 +3 L, (u,,a,).

Se v & suficientemente pequeno, teremos
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Ls(u,a)>u ¥(u,a) €epiw
<
e Le(uo,ao) 1
com Lg(u,a) = (L +é{l,u> +slla s gk ;>0.

Tudo, entao, se passa como em (i) ®

Assim, se deixamos de lado as fungbes +*° e -=, temos que
» . r » L] s
® e convexa scli sSe e so se % e envoltoria superior de .
De maneira geral, dada uma c\c:E-*]—w,“'J (convexa ou nﬁo), notamos

por
Cp**:E -— E_..cn’eu]

u— p**{u) = sup (u*,u) —QD*(U*) .
u*€E*

a envoltdria superior de ¥, Por motivos dbvios ©** & chamada

BIPOLAR de ©.
7.15 - EXERCICIO: Qual a diferencga entre %% g (p#*)* 9
Resposta: ©*%=(p*)*J, onde J & a injec¢lo candénica de E em

E**, Abusando da notagio: ¥* = (CD*)*|E

Assim, a polaridade estabelece uma bijegﬁo entre as fun-
¢oes convexas sci de E e de E*. ®em* sao, heste caso, ditas

DUAIS ou CONJUGADAS.

7.16 - COROLARIQ: Se ® & convexa sci, entao

u* €30 (u) = u€ap*(ut).
Demonstragho: Estamos, evidentemente, identificando u e J(u),
onde J € a injegAo candnica de E em E**. (=) jd foi mostrada
em 7.8, 7.9, Suponhamos agora que u €ap*(u*), Entao, por 7.8,

7.9, utega(p*)* (u)., Por 7.14 e 7.15, temos u*€agp(u) &
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7.17 - EXERCfCI0: Seja ¢:E-[-=,=]. Mostre que epio** & a en-
voltdria convexa fechada de epié.
7.18 - EXERCICIO: Seja ¢:E-[-»,»], Mostre que

inf @=inf %% |
Mostre que se U € tal que ®©(d) =inf®, entdo G**(U) = (i)
(interprete geometricamente). Mostre, com ©!R R, que @¥%*

pode ter mais pontos de minimo do que ©.

7.19 - EXERCICIO: Mostre que (@*¥)#* =p*, Compare com 7.12.

7.20 - EXERCfCIO: Observe que uma fung¢ao perfeitamente normal,

como ®(x)=<(a,x?, pode ter uma polar bastante patoldgica. D&

outros exemplos.

7.20 - EXEMPLO: Vamos dar uma estimativa para a- ordem de cresci-

mentc de ©*, em termos da ordem de crescimento de ®©.

Para termos uma idéia da coisa, vamos olhar para a funcgao
¥R “R
x = |x[? as1
Para x* R, 9*(x*)} é o valor maximo de
x x*x-—]x[a
que se obtém por derivacido:
x*=a|x[?%x |, @*(x*) = (a-1)[x]? ,

o gque nos 44, como
a A .
-1 -1 o e
Ix*[a = aa [Xla '
2

a_
PH(x*) =a1_a(a-1)fx*]a_l .
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Defininde b por

1-b

or(xe) =2 lxr|®

|

+
o=

]

1, temos

o gue mostra que o crescimento de p* & de ordem b.

Vamos agora examinar o comportamento de ®%, quando
w:E-+]-=,2] tem crescimento de ordem a. Antes de mais nada, fTixe
mos M>0 tal que-

M% - 2M = 0.
Seja x*€E%*, Vamos estimar ©*(x*). Comecemos observando

que podemos tomar xer tal que
= * alﬁfl
|x0| 1, {x ,xo) 5
Se ja entao

x Ea) oot x

M [+

Temos

TP a(b-1) a '
* * M- b
(k%) - [x|22 _|!2<_M|_ - .l;_al - 2Mai¥ [x*|?

o que mostra que existe Mi>0 tal que

(x*,x) -~ |x|® 2 Ml[x*[b ,

b-1
* |x*]
sempre que X =4 x , com |x [4, {x*,x 22 X .
M [s] [+] [+] 2

Além disso, vale, para todo x€E,

. 1-b .
Gt ) = Txl® s forl ] = D] = B x|y [xx]

Suponhamos agora que ¢ ¢é tal que, ¥ x€E,

A, +By|x[%z0(x)2 A +B [x[® , B,By>0.
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Ent3o (ver 7.7)

b

B - :
-A; +M;B, % |x¥] 2 9*(x*) 2 -4, +M B, Fak

‘Mais ainda. Suponhamos que ¢ & tal que

e(x)sA+B|x|® , B>0 ¥ x com |x|[>R.

b-1

~ , *

Entao, se x* e tal que Jlb—_l—l—
B

>R, podemds garantir que
. M
* %
o*(x*)2 B (X7 x) -9(x)2 -a +B(Z",x) -B|x|? ,-

b-1
*
onde x =-I5F_E_-1— X

* *
" o2 com |x°f=1 e (% ,xo)é-l—xi—l-. Segue
M .

B qx*|P .

B

: *
@*(x*) = -A +BM, |5 P = -a +My

Portanto, existem R1>0,, B1>“'0 tais que
tpH(x*) 2 —A+Bl[x*|b ¥ x* ‘eam  |x|>R
Supomhamos agora que ® & tal que ®(0)=0 e o(x) = B|x|?,
B>0 ¥x com [x|ss.
Vamos mostrar que, neste caso I ¢1> 0, B1>0 tais que
e*(x*} = Bllx*[b ¥ x* com [x*|< 6 -

Primeiramente, notemos que, como "©(0) =0, vale

pltx) =t (x) »t>1, x€E,

Seja entdao x*€E*., Temos, se |x|[z ,

(x*,x) -o(x) =J~:il- (x*,¢ T%ﬁ - J%L@(GT%)SJ-}L (¢ }x*| -Be &)
Se supusermos que |x*|<B ,ca-l, teremos

{x*,x? -®(x)<0 - ¥ x tal que |x|[=20 ,°
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Mas entao

p*(x*) = sup {x*,x)-o(x)< sup |x*||x]|-B|x[? .
x|se¢ x|=e

Calculando o maior valor de sk |[x*|s-Bs?, obtemos

pE(x*) = Bllx*lb , para um certo By >0 .

8. PROBLEMA DUAL {CONTINUAGAQ)

Voltemos a guestio do final do paragrafo 6, sd que com 39

no lugar de €', Queremos resolver a equacgao

ap({u,0) 2(0,p*)

Lembramos gue se (u,p*) ¢é solugao, entao

®(u,0)-0(4,0)2 (0,u-U) +(p*,0-0)=0 ¥ utE,
e U sera solugao do problema primal
(P) inf J(u) =inf ®(u,0) .
Procuraremcs agora caracterizar p*. A pista € a seguinte:
se ©® & convexa sci, entdo % =%¥**, Temos, entao, por 7.16,
(u,0) €30*(0,p*) .

Isto significa que, para todo p* em E*, vale

©*(0,p*)-9*(0,p*) = {0 -0,u) + {p*-p*,0? =0.

Assim, p* & solugio de
(P*) inf ©*(0,p*),
que,seré chamado, como no paragrafo 6, PROBLEMA DUAL. Na realida-
de trabalharemos com

(P*) sup-9*(0,p*)

Nossa motivagao inicial nos levou a pensar (P*) como um pro

blema cuja solugao é um multiplicador de Lagrange que aparece de
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maneira bem precisa. Ti{nhamos

J(u) = F(x,u(x),Du(x)) ,
e passamos a :
o{u,p} = Fi{x,u(x), (Du~-p)(x)) , '

com o vinculo p=0,

Mas nada nos impede de pensar de maneira mais geral. Dado
0 problema

(P) inf J(u) ,
com J:U »]-= =] podemos introduzir uma PERTURBACAO ®:UxV - J-= ®]

de J (onde V ¢é um EVN qualquer). A tnica exigénecia é que

®{u,0) =J(u) ¥ u€Uy
Por essa razio os problemas

(P_) inf o(u,p) ,
p u

com pEV, sac chamados PROBLEMAS PERTURBADOS.

8.1 - DEFINIGAO: Seja @UxV = ]-=,*] @ seja

(P) inf CP(u:O)
u€uy

o problema primal. O problema

(P*) sup —©*(0,p*)
p*EY*

é chamado problema dual de (P).

~ . ~ - ” . s s
A razao da inversao acima = tecnica: ©* foi definida de
maneira a ser convexa, mas as relagoes interessantes vao envolver

P e —p*,

8.2 - PROPOSICAO: Seja ®:UxV +l-=,2]. Entac.
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sup -p*{0,p*) £ inf ©(u,0)}.
u€y

p*Ev*
Demonstragao: : IR
\.P ‘?(‘)‘o\
o e ’oq}(ﬁj’)
Y
- o)
/Q 7
9 Vs

Raciocine em Bs, com uma figura. O grafico de ®(.,0} &
a intersegao do grafico de © com Rx[0} xR. Supondo @® diferen
ciavel, podemos obter ®©*{0,p*) como segue:

(i) Encontra-se um ponto (u,p) tal que v%(u,p)=(0,p*), isto

-’

e,

wlor.
2

- - B/, = =
(u,p) =0 e gl;(u,p) = p*
(ii} Considera-se o plano tangente ao grafico de % em (U,p).

{(iii) Este planoc corta B x{0} xR segundo a reta horizontal
{(u,p,r)|p=0 e r=-9*%0 ,p*)}. Esta reta esta, evidentemen-
te, abaixo do gra'fico de ®(.,0), o que nos da
~*(0,p*) =v(u,0).

Analiticamente:

Seja p* €V*. Da definigao de o%*, temos

-*(0,p*) = o(u,p) ~ {p*,p? * (u,p) €UxV,
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Em particular, se p=0,

~p*(0,p*) = 9{u,0) v utU [ ]
‘Voltando a raciocinar no caso ©:R2- R diferencidvel, &

de se esperar que valha a chamada relagiao de extremalidade
sup -0*(0,p) =inf »(u,0) .

De fato, se ®(u,0) =inf ®{u,0), teremos v¢ (u,0) =
= (0,p*), para um certo DP* &R, ja que g—tﬁ (u,0) =0 . Como
—p*(0,p*) é obtido interceptando o plante tangente ao grafico de
¢ em (4,0) com o eixo vertical, temos -9*(0,D*)=v(1,0), o que

Ydemonstra'" a igualdade (veja a figura).

Para ®:UxV 2]-=,=] gqualquer (isto €, ® convexa e sci)
a2 coisa complica um pouco. Suponhamos que o problema (P)tenha sa

lugao. Isto é&: existe UEU tal gue

®(u,0) £ ©(u,0) ¥ ufU .
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Isto significa que

33

0 E%u (u,0) (no sentido da subdiferenciagio).

0 que nos falta, neste caso, € alguma hipétese que garanta

a existéncia de p*E€V* tal que
(0,p*) € ap(u,0).

Geometricamente, a questSo é estender o espago afim

{(u,v,t) €UxVxR, v=0, t=p(u)] a um hiperplano nao vertical.

8.3 - PROPOSIGCAO: Seja &:UxV » j-=,2] convexa.

Se © & solugio do problema primal (P) e ® & contfnua em
(4,0), entao o problema dual (P*) tem solugio p* €V¥*., Neste caso
vale a relagido de extremalidade

9(4,0) = -9¥(0,p*) .

Demonstragao: Como © é continua em (ii,0), podemos tomar r €R e
¢>0 tais gque a bola de centrd (4,0,r) e raio & esta contida no
int. rior de epi . Como © espago afim E=[(u,0,9(u,0)), u€u] &
tal jue Eﬂe’p‘)h= ¢ ,existe ~am hiperplano H de UxVxR tal que
ECi e Hne—'};‘i)@=¢ (ver A.4.8).

a .
- ol , ,
Como (1,0,r) € epi¥, podemos garantir gque H é grafico de
uma transformagio afim T:UxV-R. Podemos entao tomar
p* €v*¥  tal que

T
(u,v) — (u,v)-(u,0),(0,p*)) + o(u,0)
Mas isto significa simplesmente que
(0,p*) € 3w(u,0).
De 7,16 segue

{u,0) € 30*(0,p*) ,
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e o resultado esta demonstrado. [ ]

Naoc € um mau resultado, segue estritamente o raciocinio in-
tuitivo feito para ©:R2-+ R de classe Cl, mas é um tanto ingé-
nuo. De fato, nao podemos nos contentar com a hipdtese de conti-

nuidade de ® em (4,0). Vamos enfraquecé-la.

8.4 - LEMA: Seja ©:UxV » ]-=,*] convexa e suponhamos que:
(i) inf @(u,0)=a>_»

(ii) ¥ u €U t.q. p » 9(u_,p) € contfnua em p=0.
o o
Entdo existe D*EV* tal que
¢(u,p)za+{p*,p) % (u,p) €UxV .

Demonstragio: A idéia & projetar epi¥ sobre VxR .
Seja T:UxVXR— VxR . e seja
(u,p,t) » (p,t)
K =T {epi®)
K €& convexo e %$¢, pois, sendo
pr— w(uo.p)
continua em 0 e tomando b>w(u6,0). temos (¢,b) Gf{. Além disso,
como
a = o{u,0) ¥ ueU ,

r =]
coneluimes que (0,a) €K.

Podemos entao encontrar um hiperplano H de VxR tal que
(0,a) €EH e HI“% =¢ (ver A.4.8}., Como (0,b) E%, H é grifico de
uma transformagio afim-
p = a+{p*,p

tal que ({p,t) €K = t=za+{p*,p’ .
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A conclusio segue imediatamente. W

8.5 - TEOREMA: Seja ®:UxV »]-=,®] convexa scl e suponhamos que
(i) inf ®(u,0) =a>="
(ii) ﬁuer t.g. 'p tp(uo.p) & continua em O,
Entao existe Iﬁ*EV* tal que
p*(0 ,p*) = inf ¥(u,0).
Demonstragip: Por 8.4, existe p*€&V* tal que

w(u,p) = a + {p*,p’ % (u,p) € UxV .

Temos, por definigao,

@*(0,5%) =  sup  <(p*,p) -®(u,p) ,
(u,p)€UxV
ou
—~p*(0,p*) = inf ®w(u,p) - {p*,p? .
(u;p) €UV
Basta entio mostrar que, dado s >0, existe (u,p) € UxV
tal que ]
olu,p) - {(P*,pi<a +8 .
Mas isto & facil: basta fazer p=0 e tomar u tal que
o(u,0)<ats . m

8.6 — COROLARIO: Se U,V sao reflexivos, ®:UxV é convexa sci
e
(1) p* * ©*(0,p*) é coerciva,
(ii) inf 9*(0,p*)>-",
(iii) % p €U t.q. u > (u,p,) & continua em 0, entao os pro-
blemas (P) e (P*) admitem solugdes u e p*, respectivamen

te, e
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o(u,0) =-»*(0,p*) .

Demonstragac: A condigao (i) garante a existéncia de p*. Basta

entdo aplicar 8.5 a 9%, observando que (P*)}* = g** =g, m

8.7 - OBSERVAGAO: Em verdade, as duas condigdes seguintes sfio
egquivalentes:

(1) 9(u,0) = -9*(0,p*)

(ii) (0,B*) € 3w(&,0) .

De fato, se ®©#(0,p*) =-9(u,0), temos

-p(u,0)2 {p*,p} -®(u,p) ¥ (u,p) €UxV, o que equivale a
(0,p*) € 3%(1,0), Em ambos os casos temos U solugdo de (P} e

p* solugao de (P%).

8.8 - COMENTARYOS
(i) Podemos perturbar o problema inicial inf J{u) de varias ma-
u

maneiras e obter assim mais de uma dualizagdo. (ver [10],[17]).

(ii) Como vimos, solugoes u do problema primal inf ©{u,p se
transformam em pontos criticos (u,0,p*) de p=0
L(u,p,p*) =¢(u,p) - {p*,p? onde p* & um multiplicador de
Lagrange. Neste caso é possfvel caracterizar estes pontos

criticos como pontos de sela.

De fato, sup ®(u,p) - {p*,p} =
p*

e portanto

{+= se pi0

p(uv,0) se p=0

inf ¢(u,0) = inf sup ©(u,p) - {p*,p’
u u,p p*

Por outro lado, sup ~9*(0,p*)} =sup {-sup {p,p*) -@(u,p)] =
p* p*  u,p
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= sup inf p(u,p) - {p*,p’
p* u,p

Assim, as hipétesesrdo teorema 8.5 nos dao uma con&igﬁo su-
ficiente para que possamos permutar inf sup L{u,p,p*) por
sup inf L(u,p,p*). Na Pesquisa Operacional classica (ver [10],
[32]) hipdtese que possibilitem realimar tal permutagiao sao ditas

hipdteses de gqualificagaoc.

(iii) Uma abordagem equivalente para a dualizagio de problemas con
vexos pode ser obtida através do teorema de Ky Fan-Sion. O

leitor interessado podera consultar [10],[19].

(iv) Pode ocorrer gue o problema dual tenha solugZo sem que o
mesmo ocorra para o problema primal. Isto nos permite gene-
ralizar a nogic de solugdo para certos problemas. (ver [19],

capitulo V).

(v) As vezes o problema dual é mais fiacil de se resolver que o
primal e esta é evidentemente uma das vantagens da dualiza-
¢do, No Capitulo I, Segzo 5, demos alguns exemplos onde is-

to acontece.

Formulacoes duais sempre acompanharam o desenvolvimento de
varias areas da fisica e de engenharia (mecanica, termodinimica,
eletromagnetisme, ete.). Em geral, as relagoes entre os problemas
primais e duais ajudam-nos a compreender a natureza dos fenomenos
em gquestao. Veja, por exemplo, [171,[19]1,024],026],[38], ¢ a bi-

bliografia destes trabalhos.

Também nos problemas de otimizagao muitas vezes a dualizagao
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de problemas nos conduzem a formulagoes mais ficeis de serem tra-

tadas numericamente (ver [10]).
9, EXEMPLOS

9.1 ~ Vamos inicialmente fornecer um quadro abstrato adequado ac

tratamento de varios problemas.

Sejam E,V dois espagos de Banach, A €L(e,V). Considere
mos o problema inf ¢(u), onde m(u)==$1(Au)-+®2(u) com

u€E

wl:v-+n e wz:EJ*R convexas, sSci. Seja ainda

®:ExV 2R a perturbagio de ¢(u) dada por

©(u,p) =o,(Au +p) +9,(u). Entio,

$#*(0,p*) = sup (p*,p>—co1(Au+p)—cp2(u) = sup —tpz(u)+sup(p*,p>-cp1(Au+p)
u,p u P

= sup (~A*p*,u) =®,(u) +sup {p*,q) - %, (q) =95(-A%p*) +wf(p*)
u 4

e o problema dual de escreve sup - w;(nA*p*) -w;(p*)
p*
Temos ainda a relagio de extremalidade

9y (Au) +@,(u) +05(-a%p*) +9](p*) = 0.

Mas, ©;(Au) +07(p*) 2 {Au,p*)
Pou) +@7(-A%p*) 2 (u,-a%p*)
e assim podemos concluir gue a relagao de extremalidade & equiva-

©y (A,) +9T(p*) = (Au,p*)
lente a
©g(u) + 05 (=a*p*) = (u,-A%p*)
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9.2 - PROBLEMA DO OBSTACULO - Consideremos o problema do obstdcu-

lo min % 5 |vul? + (£,u> dado em 5.1. Tomemos
u€kK
E=Hém),V=L%QL Aumvu,wﬂp)=% ghﬂg € mgu)=
Q
. . ¥* 1 2 _
= (f,u>-+1K(u). Temos que ml(p*)==§ j[p*l , A*p* =— y.p*. Pa-
9}

ra calcularmos wg(u*) vamos definir KO=={VE Hi(ﬂ),vzo g.t.p.
sobre Q)] e

E* = {z e i), (z,v)0 v €K}. Entdo K-{g} +K, e

. (u*-f,gd> se u¥-f € E¥
wg(u*)==iK(u*—f) = -
+@ se u*-f £ E_

1 2

O problema dual se escreve sup —(v.p*—f,g)-§ j]p*[ .

| 9.pE-EEX . A
Podemos determinar a existéncia de uma ({nica) solugdo tanto dire

tamente quanto aplicando o teorema 8.5.
As relagées de extremalidade nos dao, respectivamente,
p¥=wvu e Uu€k, y.p*-f € E¥*, (f,u) + {y.p*-1,g) ={u,v.p*) .
Portanto, %vu)v(v—g)-%(f,v—g)z o v Vé K |

&vu.v(u—g) +{f,u-g) =0 E

Também no problema de Dirichlet podemos usar 9.1 para ob-
ter a formulacho dual e as relagbes de extremalidade dadas no

exercicio I.5.9. Outros exemplos:de aplicagao de 9.1 sao:

9.3 - EXERCfCIO - PROBLEMA DE NEUMANN - Usando a notagao de 3.19,

considere E=-HL(R), Vv=(L2(®))"), au=(a'?u,vu) 9, (0)~% g!pl2
o

e ¢2(u)==(f,u)==- gfu-(g,u)r. Mostre diretamente ou usando o
Q
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teorema 8.5 gue’ o problema dual possui uma Gnica solugao

p* = (pi‘,pg,;. . ,p;;'ﬂ) "e que as relagoes de extremalidade implicam

pz’°==al/2

u,(p;_f,...,p"',f_l_l) =vu .

9.4 - EXERCfCIO - PROBLEMA DE STOKES

(i) Com a notagao dada por 3.23 seja
' : 2
E={u€ (E.(O)", v.u=0], v=(L2@n®,

Au=vu, 9, (p) =% nlpl2, ®,(u) = - {f,u). Admita o seguinte resulta-
do (que & equivalente ao fato de que Bu=v.u tem imagem fecha-
da): dado zG(H_I(Q:):)r_l‘tfal que {z,u) =0 ¥ u€E entdo existe um

tnico p ELg(D), satisfazendo =z =9p.
Mostre que o© problema dual admite uma lnica solugﬁ_c p* e
que p¥*=vu.

(i) Considere E=(H.(0))", v=12(0), au=-v.u,

0 se p=0

@()=i = ]
1\P {0} {_'_m se pho

op(w) =% |

[vu]z - (f,u). Mostre gue desta maneira obtemos uma
0O .

dualizaqﬁo distinta da anterior, mas que agui nac podemos usar
8.5. Tente mostrar diretamente gue o problema dual tem solugﬁo

(Gnica a menos de constante).

9.5 - DUALIZACAC NRO-CONVEXA - As técnicas desenvolvidas até aqui

podem ser Uteis no caso de funcionais J. nao convexos. Entao,
resclver a equagac O € 3J(u) nem sempre significa determinar

pontos de minimo de J.
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Vamos considerar J:E-R da forma J(u) =% {Au,u? +o(u),
onde © €& convexo, sci e A€E* & autoadjunto, A*=A, mas ndo

necessariamente positivo definido.

Temos o seguinte resultado [18],

9.6 - PROPOSICAO - Se 0 €3J(u) entfo 0€3I(u), onde
I(u) =% {au,u? +o¥(-au). Reciprocamente, se existe w&E tal
que ©* & continuo em w entio 0 €3I(u) implica O0€ 3J(u+v),

para algum v €N(A).

Demonstragdo - 0 €3J(u) se e s se -Au€39(u), o que equivale a
dizer u€ap*(-Au). Logo, -Au€-A39*(~-Au)Sa(o*,-A)(u). Assim,
0€ Au +3(0",-A) = 31(u). '

- * L.
Se 0 €3I(u) entao -Au€3(® ,-a){u) e 4.6(v) implica que
-Au € -4 BCP*(—-Au). Portanto, existe =z €39 (-Au) tal que

-A(u-z) =0, ou seja, u=z-v com vEN(A). Entao,
z €29 (-Az) © -AzZ €39(z) ® 0€aJ(z). W

A proposigao 9.6 foi utilizada pela primeira vez por
Clarke-Ekeland [11] na obteng¢io de solugdes periddicas de siste-
mas hamiltonianos nao lineares. Brézis-Nirenberg [9], Brézis-
Coron-Nirenberg [8] aplicaram-na no estudo dé solugbes periddicas

da equagac da onda nao-linear.

Vamos dar aqui uma idéia do trabalho desenvolvido em L1131,
considerando o problema {ver I1.5.2).

.
x = ﬁ(x,p)

3
D= a—ﬂ(x,p)
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x(0) = x(T)
com
p(0) =p(T)
onde T>0, x(t),p(t):R"+ R, H:R"x R® » R ;‘<=g-jc‘ , =2

Introduzimos o vetor z=(x,p) e B a matriz

/o -1
2n x2n( ) . B € uma matriz antisimétrica e podemos escre-
I o )
(Bz = H'(z2)

ver de forma simplificada “2(0) = z(T)

Se H ¢ convexa, uma generaliza¢io do problema é dada por

Bz € 3H(z)
{H)
z(0) = z(T)

Podemos entio demonstar o

9.7 - TEOREMA - Seja H convexo - tal que
(i) H(z)z0, H(0) =0 '
(ii) H(z)sclfz|a+c onde a<2

(iii) H(z)éczlz]a se |z]l=e .

Entao (H) tem uma solucfio nio-trivial (z+0).
Vamos inicialmente discutir as idéias envolvidas na demons

tragao de 9.7. Uma solugdo de (H) ¢ ponto critico de
. T‘ B

J(z) =% g Az.z + [ H(z), onde Az=Bz ¢ autoadjunto. O
0 o) . .

leitor deve meditar e convencer-se que J npao pode ser minimiza-
do, independe do crescimento que impusermos a H., Isto porque niao
podemos controlar 2z através de z. No entanto, podemos transfog

mar o problema na procura de pontos eriticos de
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T T
{ Az.z + f H*(~Az). Agora, trata-se de estimar z em
0 ] : :

tal—

I(z) =

funggo dee 2z e, se H* erescer mais rapidamente que a parte
quadrética deveremos poder minimizar I. Como o crescimento de

*

u* & dual ao crescimento de H (ver 7.20) & de se esperar que

. . | . =
com H .sub—quadrétlco o raciocinio acima funcione.

Para evitar os argumentos técnicos e ressaltar ‘as idéais
. a
envolvidas, vamos demonstrar 9.7 no caso em que H(z) = |z]|?.
T LR . 2

1 _
+ 5" 1,

-~

Entio E*(z*) = |z*|P onde
b

No que segue, “'“a’ ]l.[lb denotam as normas de La(o,T;) e
1P(0,T).
Primeiro mostremos o
9.8 - LEMA - (i) Seja {zn']cwi’b(O,T) com !in]lbsc. Entac

(] - ] .
existe uma subsequencia zZg +z uniformemente.
k .

(ii) Se = ewi'b(o,'r) entio =z €L%(0,T) e !zllasck féﬂb
Demonstragao - O lsma é uma consequeéncia direta do teorema de
imersio de Sobolev 0.4.15. No entanto, para a comodidade do lei-

©r, faremos sua demonstracio.
' t

Se =z €C%0,T], z(0) =0 entio =z(t)-= f t(s)d, e
: 0

]z(t)ISC].'i[Ib para todo t€[0,T]. Segue (ii) imediatamente. Da
mesma forma, |z{t)-z(t!)[s |t—t'[1/alléﬂb. Se zEW(l)’b(O,T) podemos
estender estes resultados por continuidade. Portanto, se

[IanbSC, {zn} é equicont{nua e equilimitada em c°[0,T] e (1)

resulta do teorema de Arzela-Ascoli. M
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9.9 - PROPOSICEO - O teorema 9.7 vale se H(z)=|z|® , a<2,
' : a

Demonstragio - Seia E=w!1)"b(o,'r) ={z€w'P0,T), 2(0) =%(T)]. ©

T
leitor deve verificar que, se o(z) = j |z|® dt entdo
o 0 a
T : .
%, % b N
ez ) = S [z|°dt. £ evidente que 9.7 se aplica nesse caso e
z .
0 T T
basta mostrar que I(z)==% S Az.z + j !ég[b possui um minimo n3o
0 0 b
trivial.

Em primeiro lugar,verifiquemos a coercividade de I. £ cla

ro que I ndo é coerciva sobre E, pois I(z) =0 ¥ ZEN(A) =R,
Somos levados entac a considerar E, =wﬁ’b(0,T). Nesse caso,

HAz“b==HéHb € uma norma'equivalente A usuval (ver 0.4.6). Entfo,
pelec Lema 9.8

Lionb P 1L popd N2
I(Z) = —»ZL - CIIZL "ZL 2 = l|Z[| - Cl|Z[| -3 +® .

b b b a b b - b L || > e
Para mostrarmos que 1(z) ¢é fracamente sci, basta que
T '
fAz.zn o seja, jd que .9*(-Az) & convexa e cont{nua. Vamos

0 T
mostrar- - gue I Az.z ¢ fracamente sequencialmente continua. Se

0 . : .
zZ,~~ Z fraco en EO entio én4= =z fraco em Lb(O,T) e de 0.2.6

N

(&1

temos que Hénﬂstj. Por 9.8 temos z ~—™ z forte em L?(0,T).
N : : k

- a
Podemos concluir que toda sequencia z ~*z forte em L7(Q,T) e,

T - .
logo, % j Azn.zrl -+ % jOAz.z. A existéncia de um minimo Zp de-
0 .

corre de 3.9

. , o ) .
z, serd um minimo nfo trivial se I(zo)<(L Se ja entao
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2nt ant . ;s -
= — e, + S . - veto no-
Z cos =5 1 sen- T en+1, onde e1 e o i-esimo r cano

b
nico de R2", Az.z=f-g,ll:r- e I(sz)=- s’n +l-%j- T7<0 pard s

suficientemente pequeno,
Assim zo+-0 satisfaz -az €-a aw*(—Azo) ou seja
z, +k € atp*(-Azo), onde k €RZT, Logo, ~AZ € aCD(zo +k) e

z =z +k & a solugao desejada. N

9.10 - OBSERVAQKO - Uma forma equivalente, proposta por Brézis

[7], de olharmos a dualizagio acima & a seguinte.

Seja H um espago de Hilbert, A:D(A)SH-+H operador
linear autoadjunto,' D(A) =H, R(A) fechado e ©:H3R ‘convexa,
sci. Queremos resolver |
(1) Au€3ap(u)

Temos entao a seguinte formulagBo variacional:

(2) Encontrar pontos criticos de J€u) =% {Au,u) +o(u)

Se A ni3o & cont{nua, em geral teremos dificuldades em
resolver (2). ]

No entanto, A=A* acarreta por 0.1.15 que A € fechado.
Além disso, se R(A) é fechado o teorema do grafico fechado
0.1.19 nos diz que H=R(A)®N(A) com A[R(A):R(A) “+R(A)
inversfvel. Portanto, 0.1.18 implica que A~Y1:R(A) *R(A)

L4
é continuo.

Assim, dado u €H, seja u=u, +u, com uZEN(A),u2ER(A).
Se v=Au €39 (u) entao u2=A'1v & u€ap®(v). Logo,
(3) a”l veap*(v) + N(A)

A formulagao variacional de (3) & dada por
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(@) 1 =%ty +e™v) |, veER(A)

De fato, N(A) neste caso aparece comec um multiplicador de

Lagrange associado & restricio v €R(A).

A vantagem de (4) & que 4! sendo cont{nua (nas aplicagdes
ele é em geral compacto) o problema fica mais facil de ser trata-
do. Além disso, N(A) & geralmente diffcil de ser controlado e

em (4) ele aparece apenas como um multiplicador de Lagrange.

E claro que no caso do teorema 9.7, H==L2(0,T) com

D(A) =W;’b(o,T) e N(a) =RZD






- 135 -

APENDICE

CONJUNTOS CONVEXOS E TEOREMAS DE SEPARACAOD

1. CONJUNTOS CONVEXOS

'

Um subconjunto K de um espago vetorial real E e dito
CONVEXQO se para qualsquer pontos ‘a e bde K o segmento ta,b],

estd contido em K. [a,bl é definido por
x€la,b] » Tt€[0,1]),x=ta +(21-t)Db

EXEMPLOS: -

n
1) K = { 3: tix;, com Elt e t;%0 'V‘i=1,...,n}, onde
i=1 i=

XyreeosX sao pontos de E

n
2) K =Bp(0) ={x€E]||x| <R}, se E é um espago normado.
‘3) Qualquer subespago de E

4) K=[f:X*B|f1(x)5f(x)Sf2(x) v x €X}, onde
E-RY e 1,5, efo0 fungOes dadas (& claro gque se nac exigirmos

fl(x).S fz(x) ¥ x €X teremos K=9¢); X ¢é um conjunto qualquer.

5) Se Kl,K'2CE sao convexos e a & um escalar, entdo

ak, +K, = {ax1 +Xo1 X €K, x, E‘KZ] é convexo.

6) Se chEl e convexo e A:El"E2 ¢ linear, entao K2=A(K1)

”, .
e convexo.

7) S (K,) e, & uma familia de convexos de E, entao K= (1 K

a€a a‘

Ld
e convexo.

#’ ~ - Q
8) Se X & convexo e E ¢ espago normado, entaoc K e K (o fecho
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e o interior de K) s&o convexos.

Um caso particular interessante do exemplo 7) & o seguin-
te: se XCE, a ENVOLTORIA CONVEXA DE X & definida por

conv(X) =N{ KSE[XSK e K ¢ convexo}

Se E & um espago normado, o fecho de conv(X) conv(X),
recebe o nome de FECHO CONVEXO DE X ou ENVOLTGRIA CONVEXA FECHA-
DA DE X.

OBSERVACBES:

n
1) conv(X)={x€E|En€ N, XprerorX €[0,1], com T £, =1 ¢
n i=1 1

n
= tyxy=x}
i=1

2) conv(X) = N{KeX & K & convexo e fechado)
3) Se XpseeesXy ¢E, conv({xl,...,xn}) é notado por

conv(xl,...,xn). Temos sempre conv(xl,...,xn) =conv(x1,...,xn).

2. CONJUNTOS CONVEXOS EM FSPACOS DE HILBERT. C TECREMA DE

PROJECEQ

Se a nogio de conjunto convexo ji & algo bastante geométri-

€0, a coisa fica ainda melhor quando o espago em que se trabalha &

um espago de Hilbert,

0 teorema de projegao que demonstraremos a seguir é a ba-

se de quase tudo que se faz de interessante nestes espacos.

Trata~se de uma generalizagac da bem conhecida "projegao or
togonal sobre um subespacgo¥, velha companheira dos estudantes de

flgebra Linear (ou mesmo de Geometria), A passagem a conjuntos
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convexos se faz de forma indolor.

4 R

2.1 - TEOREMA: Seja H um espago de Hilbert e seja KSH con-
vexo e fechado. Para todo x€H existe um dnico pK(x) €K tal
que

Ix—pK(x)[S [x-y| ¥ y€K .
Demonstragﬁo: E claro que podemos supor x=0 {casoc n3o seja

: r :
para o leitor, ¢é um bom exercicio).

O teorema se reduz portanto a mostrar que existe um ponto

pg(0) €K tal que lpK(O)]S [yl + y €X. Mostremos.

Seja d=4inf{]y!,y €K}. Seja (V) new

uma sequéncia de pontos de K tal gue lim |ynl =d .
n-e

Em duas partes, mostraremos:
1) Existéncia - basta provar que (yn)nE]N é de Cauchy. Teremos

entiao pK(O) = lim y .
n-<

2) Unicidade - segue do fato de que se lel - lxz[ =d, x +x2,
~ }_ <
entdo [5(x, +x5)f <d.

Tudo isto vai repousar sobre os ombros do seguinte lema,
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conhecide como "identidade do paralelogramo",
2,2 - LEMA: Se H & um espago de Hilbert e a,b €H, entao
la+p]? + [a-b]% = 2([a|® + [0]*)
Dem. do Lema: |a+b]2+ |a=b|Z=1a]2Z+[b]?+2¢a,b) +
+ lalZ+1p|2 - 2¢a,b) =2(]al? + |b]?) .
Voltemos ac Teorema. Restam por demonstrar duas afirmati-
vas!

-y pew & de. Cauchy - pelo lema, temos
2 - . 2= - 2 2 'V E
[y v 1%+ 1y -y 17 = 2Cy 17+ vy 1 m,n EN.

K
Ligmy g

Dividindo por 4, temos

kY

1 1 2 1 2
: Z!Yn—ym|?==§(iyn|2-+lym[ )~ 50ty 17
Mas l(y +y )€K, e portanto
2''n m

l%(yn +ym)]2 d.

Segue ’
Hy v 1%sd Cly 12+ 1y 1%) -a? ¥ m,n €N,
Como 1lim [yn[ - d, podemos, dado s*0, garantir a existén-
cia de n, tal que
nm>ng = 3y 12 1y [H-a” <5,

0 que mostra que (yn) é de.Cauchy,

n€N

1 . -
2) %y,%, €K,x; +x2, [xll = |x21 =d = [-§(x1 +x2)| <d segue do

lema, pois
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2_1 2 2, 1
l?lg(x1 +x){% = 5Cx 1=+ [%,[%) -zlxl-lez <d? w

2.3 - DEFINICAO: Se H & um espago de Hilbert e K<H & convexo
e fechado, a aplicagdo Pg:H*K definida por 2.1 § chamada PRO-
JECAO SOBRE K.

As principais propriedades da projecao sio tio ge»omé'tricas
gue cada uma tem sua figurinha. Daqui'até o final do para'grafo

fica entendido que H é um espago de Hilbert e K& O é.con_vexp

fechado. ) _
2.4 : PROPOSICAQ: Se x€H e x,€ K, entdo
x0=pK(x) se e so se’
Y., Y- =0 - ¥y €K .
(x X yxo)<0 yEK .
X
Dem.: Se x°=pK(x) e (x—xo, y-x9)>0 para 'um certo y €K,

ter{amos, considerando x(t) = xg + t(y—xc;):

(i) =x(t) €K +t€ [0,1]. . _ :
(ii) |x—x(t)f2=]x-xo!2-2t(x-xo, y—x'o>+t2|xo-y|2- * t€lo,1]. -

Basta agora tomar tOE[O,IJ sufi"cijentem'ente"pequeno ‘para
obter x(t ) €K tal que [x-’:&(to)[‘c lx’-—xof, contradizends a hi-

-~
potese.

Reciprocamente, se x €K e (x—xo,_ y—xo?so . ¥ YyEK ,

entaoc ¥ y €K vale ,

ly-x]? = ((y-x,) + (x -x),(y-x,) + (x,-x) ) = ly-xélz. - 2{x-x_,y-x )

+ ’xo_xl22 IXO—Xlz ]
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donde x, = pK(x) »

2.5 - PROPOSICAO: Se x;,X, ¢H, entao
& fpglxy) = pplxy) I= lxy - x5l
Dem.: De 2.4 segue:
[ 4
' S <px("2) -pK(xl), Xy ~Pg{x) )= 0

{pglx;) -px(xz), xz—px(xz) y= 0,
Da{ vem, somando,
(pg(xy)-pplxy), pK(xl)—pK(x2)>£ <pK(x1)'pK(x2)'x1'x2) .
Como  (pp(x;)-ppix,), xl-x2)5 ]pK(xl) = prlx,) | ]xl-x2| ,

segue IpK(xl) - pglxy) |=s ]xl-xgi n

2.6 ~ DEFINIQK + Um subeconjunto C de um espago vetorial & dito

se para todo x€C vale:

um CONE de vértice x,

"o+x(x'xo) €C Y A0

2.7 - PROPOSIGRO: Se x  ¢K, entio p;El(xo) é um cone convexo
fechado de vértice x.
PP |
Dem.: Seja "C =py (xo)

(i) C & convexo - Se y €K, x,,x,€C, t€[0,1], entaco
(y-xo, xo-(tx1+(1—t)x2))=t(y—xo,xo—xl) +
+ {1-t) ¢ ¥-Xg xo—xg) =0,

Segue de 2.4 que xo=pK(t'x1 +(1—t)x2), ou seja,

tx, + (l—t)x2 €C.

1
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(:1) € é fechado - Ainda usando 2.4, se (x) e é uma sequéncia

em C e x = x, entdo, como
(y-xo,xo-xn)so v yEK, YhREN,

segue 7
. (y—xo, xo-x)SO ¥ y€K ,
donde x €C.
(111) C é um cone de vértiee x,- Se x€C e A>0, temos
Pyix, +A(x-x )i =x_, pois

(xo+i(x-x°)—x°, xo-y) = A (x—xo, xo-y>50 ¥yyEx @

3. CONJUNTOS CONVEXOS EM_ESPACOS NORMADOS. PONTOS INTERIORES

E_PONTOS INTERNOS
C conceito. de E’onjunto convexo & independente das proprie-
dades topoldgicas do espaco. Porém, pelo seu cardter geométrico,
e natural que essa tndependé'nci'a\_seja‘ relativa. No caso-de di-
. - SL L, ‘
mensao finita, em que as -propriedade_s \glget_:r.icas determinam -as

topolégicas, a dependéncia € total (ver 3.1).

Em espac'ds\dg dimensdo infinita a situagio muda um pouce.
Aparecem exemplos esfranhos, como 3.2, e mesmo exemplos mais es-

tranhos ainda, cosic 3.3.

Em termos sumarios a explicacﬁ'"o“"é'_g soll.iinte:‘ _
(1) Em dimensfio finita todas as normas sio 5ﬁuivg;entes, mas nao

em dimensiio infinita.

(ii) Em dimensao finita os conceitos de ponto interior e ponte h
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interno (ver 3.4) coincidem, mas ndo =m dimensio infinita.

3.1 - PROPOSICAO: Seja E um EVN e seja K“E convexo e tal que
O EK. Seja Eo" ls] subespégo gerado por K. Se dim Eo"“’ , valem:
(1) K = &

(ii) O interior de KX ‘em E0 é nao vazio.

Demonstracio: Fica como exercicio M
Em dimensdo infinita a coisa muda de figura. % fdcil en-

contrar contra-exemplos para a parte (i) da Prqposigéo acima,

3.2 - EXEMPLO: Seja E =22(R) (sequéncias de gquadrado somivel,
« 1

= 2y 5 2
[a) el = (nil a’) 2). Seja K=1% (IR) (sequenclas (a)) em
. i Lo P . . RSt a s .

com én+0' apenas para um nimero flnito de ns). Entao K=E,

donde FK=E, mas K=9.
Quando examinamos a parte (ii) da Prop051ga0, porem, a

coisa flca mals 1nteressante.

3.3 - EXEMPLO: .Seja E-= 11 (]R) (sequencias absolutamente. somiveis)

com a norma I(ﬂ ) = E. ai)z +: -1y Para cada- i:€N, seja
n=1

e, = (eln)nﬂN dado por - ein=6in' o

Seja [e ,1E]N} U[—e , 1€N] e seja K = m_(X)‘._'_’

Afirmamos que o espacgo. gerade por K é‘_ E, mas ?( =¢,

(i) LX) £ E.- Seja’’ x=(x YV EB\[B}. " Seja A=l %
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Ixnl)a. Mas a €K, pois a=1im a,,

Entao x = ( %
= i-)w 1

n=1
i X

n . ‘ :
e_, e cada ay estd em conv{x).

onde a, =
n

nlm=
£ Ix |
n=1 "

o (=] R . .
(ii) K=¢. Mostremos priméiro que O €X. Seja >0 e seja

¢ o 2 < ¢2 5 - ‘ L
o, N tal que o €. BSeja a (an), com a no, se

+ =0 >n_+1.
nsn0 1 e a, se n npl

2 _ Bt _ 2 _ = Ceay
Temos [lal = —5— % = <% o que mostra que a €B.(0). Mas
n 0
o

[--]

a £X, pois El[xn|§1 ¥(x,) K.

n

Seja agora x um ponto qualquer dé K‘ e suponhémos gue
X €K. Como K & 'simdtrico em relacgio & origem, terfamos ~x €X.
Sendo K convexo, isso nos daria 0K

O Exemplo 3.3 motiva as seguintes definigdes:

3.4 - DEFINICOES: Sejam E um EV e KSE convexo. Um ponto
x4 8K € dito INTERNO se

¥ x €EX ¢>0Ix0+t(x-—-xo)e]{, se |t]'<e.

0 conjunto dos pontos internos de K & chamado NOCLEO de K. Se
o nficieo de K & nfio vazio, K & dito um CORPO CONVEXO.

Os concei.tos acima nao dependem da- topologia do espago,
caso exista, ¢ podem obviamente ser Iarplicaldos a subeonjuntos nao
convexos de um EV, Se E é um EVN, p'brém;.=é claro que ha ‘réla—
goes entre as nogoes de ponto interno e ponteo--interior. Algumas

destas relagoes sido listadas a seguir:
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(1) Todo ponto interior & interno.
(1i) Se dimE<®*, +todo ponto interno é interior.
(iii) Se o interior de K ¢ nao vazio, entdo todo ponto interno

é interior.

(1) é Sbvia. (ii) requer apenas um pouco de paciéncia, o que nao
" temos (fica como exercicio). Para mostrar (iii) usaremos o se-

guinte lema:
3.5 - LEMA: Sejam E um EV e KCE convexo de nicleo Ko.
Se x€K_ e y€K, entdo [x,y[cxo. Se E & um EVN,
[ - o
x€X e y€E, entao [x,yl cK.
Demonstracao: Veja a figura B

A demonstracgao de (iii) segue agora do fato de gque se

-]
x€K e y € interno, entio existe v, EK tal gue yeﬁx,yo[.

A reciproca de (i) nao vale, ji4 que 3.3 nos da um exemplo

de corpo convexo de interior vazio.

Vale também o seguinte resultado:

3.6 - PROPOSICAQ: Transformagses lineares sobrejetivas preservam -
pontos rinternos.‘ _ _

Demonstrag¢io: Seja T:E,9E, linear e sobre, K;SEy, x; Pt. interno
de K,, x,=Tx,K,=T(K;). Se =z, é um ponto qualque? de E,,
seja z,€ T"l(zz). Entao ¥e¢>0 tal que

1= Exl—c(zl—-xl), x1+i(z1—x1)]‘:1{1. Segue T(I)CKZ.

0w

Mas T(I) = [xz-c (Zymx5), X, + $(z,-x,
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3.7 - EXERCfCIO: Mostre que se E é espago de Banach ¢ K=RCSE

- ° -
é um corpo convexo, entao K#+¢. Sugestao: teorema de Baire.

4. TEOREMAS DE SEPARACAC
Os resultados deste parigrato ‘pode'm ser todos obti_dos a
partir do Teorema de Hahn-Banach (o Teorema 4.8 € &s vezes chama-

do "forma geométrica do.Teorema de Hahn=-Banach").

Queremos chegar a coisas do seguinte tipo:

L]

Ky

1

Interpretando a figura, queremos saber se, como sugere a
intuigao, dados dois convexos (Kl e K2), existe um hiperplano

(M) que os "separa".

4.1 - DEFINICAC: Se A ¢ B estao contidos em um espago) vetorial
. A
EeM ¢é um hiperplano de E, diz-se que M separa A e B se ~da-

dos x€A e y€B quaisquer, tem-se [xﬁ,y] M+ 0. Diz-se q\uq
" 1

M separa estritamente A e B se, dados x$A e y&B, o segmeg"“'

i
to aberto Jx,yl corta M em um dnico ponto,

e ‘ ~,
E interessante lembrar que MSE & um Mperplano se e s0

se existem uma forma linear 140 de E e um‘n\'?m\ero & tal que

M=¢"1(q.) (M é fechado se e s se 1 & contfinua). ‘% define 4 %
s “ ‘\ B

semiespagos: \ oo

: -1 - = _ =1 o
-L+=‘ta (JCL,‘[), L+_"{’ ([&’ E)

i

gt
s
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L =271(J-=,0l), IL_

é um EV

4,2 -~ DEFINICAG:  Se E

& uma forma linear de E), diz-se

M se A esta 1ntelramente contldo

Se A esti :Lntelramente contldo

1

1711 6]y

1

e M= P “L4) & um hiperplano (£
que ACE fica de um lado so de
em um dos 4 semlespagos ac1ma.

em' L+

ou em L_, d:Lz -se que A

esta es{:ritamente de um lado s6 de M.'

As relagoes entre as def1n1r;oes'4 1 e 4.2 sao ev1dentes

Ainda nesta linha, dlremos que o hiperplano M TANGENCIA o

convexo K (ou que M é um HIPERPLANO DE APOIO de K) se MNK$¢ e

M deixa K de um lado sé.

perplano de apoio & dito um PONTO DE APOIO,

Um ponto de

K pelo gqual passa um hi-

. Na verdade, porém,

é preferivel trabalhar com formas lineares, o que nos permite su-

primir a condigdo MNK f ¢,

4.3 - PROPOSICAO: Sejam X

M um hiperplanoc. Entio

M17K0 =¢.

Demonstragao: Se

lidade, que O €MNK . Seja ¢
M=2"1(0) e seja vEE tal que
t+0 tal que

de um lado s0.
Reciprocamente, se M
deriamos tomar

do M==£'1(a)).

€
X Ko e

Temos entao x&MN K,

um ¢orpo convexo, K,

tve€K e -tv€K para concluir que M

nic deixasse
xzeK tais que
Mas entdo existe

pois’ [xl,xz[c K, (ver 3.5).

o’
seu nucleo e

M deixa K de um lado sd se e sd se

MNK, $¢ podemos supor, sem perda de genera-

uma forma linear tal que
L(v)+o0.

Basta entdo tomar

nao deixa K

K de um lado s6, po-
'C(xl) <u<&(x2) { supon-

x€lx, xz[ tal que A(x)=no.
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4,4 - DEFI’NIQ‘KO‘ se E & um EV o KCE é convexo, diz-se que
M=4"1(§5 S um hlperplano de apo1o de K se <L(K) & um inter-

valo de extremidade a.

‘ Por ora chega de def1n1goes. 0 mais simpiés dos teoremas

de separar;ao e s} segu1nte'

4.5 - TEOREMA' .Se:_]a E um EV de dimensdo finita. Se KSE ¢
co_nvexo e ._Ixf-K_,‘:_ existe uri hiperplano de E que separa Xx e K
(estritamente, \s; x £R). »
Demonstragao: Como em dimensido finita todas as normas sao equiva
lentéé, faz sentido. lfalar Afsm_ ?{ e I_{: Po_demos também, a nosso bel
praze.r, cons:.derar E como um espago de Hilbert

Suponhamos prlmelro que x £K. Se;;a u unitario de x-p_ \x)
Seja 4 dada per L(y) = {y,u}. Temos {(x)>£(px(x)) e

Ly)s4(p (x)) ¥ y €K. !
Se x€E, seja (x )xE]N uma sequencua em E\K tal que

X,?x. Para cada n, seja u, o unltarlg de xn-pl_{(xn). (u )nelN
€ uma sequéncia limitada. Seja (un )kGJN uma sua subsequéncia,
convergente para u:€E (é.clarc. que, |u| =1). Temos,-

* n, (xn,un}_?(p_(xn);.un)k- (y,un,} ¥ y €K,
X

Mas- x_ = x, "u' =u, p (x.) "'“=x, "donde {x,u’2(y,u) ¥ y €K.
nk nk R- n

Basta tomar 'f-(y) = (y,u) »
E um exercmlo 1nteressante descobrlr _porque a demonstra-
¢30 acima nao se apllca a espagoq de Hilbert de dimensao inf1nita

(é um pouco mais sut11 do que parece)

¥
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[ d

4.6 - ESCOLIO: Se E é um EV de dimensao finita e KEE ¢
convexo, entao todo ponto da fronteira de K {(relativa a u’uia nor-

ma qualguer) é um ponto de apoio.

Nos resultados que virao a seguir utilisaremos com fre-
quéncia o conceito de ponto intermo. O leitor, caso isso o in~
comode, podera ler "interior" onde se escreve "interno! e enten-
der "corpo convexo! como um convexo de interior nio vazio (fican
do subentendido que o espago considerado ¢ normado). Devera tam

bém, neste caso, ler Y"interior" onde se esereve 'nicleo",

_ Comecemos, pois, a investigar a possibilidade de separar
um ponto x de um-convexo K. Podemos desde :ja' excluir a possibili
dade de ser x um ponto interno d-e K. Quanto a K, as restrigoes
sao mais delicadas.

[ ]
4.7 - EXEMPLO: E=%2(R) (ver 3.2). K= U K,, onde (x_) €K
EXEMPLO o o n) €Xy

se e sG se xi>0 e, xn-o V.n>1. Neste caso nao existe hiper-
plano M de E que separe 0 e K. De fato, se existisse um tal M
este seria um subespaco. Podemos tomar z €E\M., Seja n tal
que z‘_," =0 ¥i2 n, Certamente existe um y €M tal que y.‘>o
para algum m>n e y,=0 ¥ i>m. Entao y€K, K. Mais ainda,
yiz € Km CK. Mas y+z e y-z nac podem estar do meamo lado de
M!

Na realidade, uma pequena modificacao no raciocinio acima
demonstraria que n3o existe hiperplano de E qﬁé deixe XK de um la-
do s3. Nio sendo K~E, 1sto & bastante surpreendente.

- c;be entao perguntar sob que condi¢oes, dado um convexo K,
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podemos garantir que existe um hiperplano que deixa K de um lado
s6. A Proposig¢ho 4.3 indica um caminho. Se K & um corpo conve
X0 € Mo é urﬁ subespago afim que nao corta o ndeleo de K, podemos
tentar "ir aumeiﬂ:éndo" Mo até conseguir, via Lema de Zorn, um hi-

perplano M, gue nio corte o niicleo de K.

4.8 - TEOREMA: Sejam E um EV eKSE um convexe de nficleo

Ko+¢. Se M é um subespago afim de E tal que MoﬂKo=¢, en-

tao existe um hiperplano Ml de E tal gue MoCMl e Ml ﬂKO =¢.

Demonstracao: Seja M ={M, M subespago afim de E, MOCM e
MK, =¢}. M & ordenado por inclusio ¢ satisfaz as condigoes do
Lema de Zorn. Seja M] um elemento maximal de M. Resta mostraf

»

que Ml e um hiperplano.

Sem perda de generalidade, suporemos gue O.E Ko' Entzo
O,QM1 e Ml é um hiperplanoc se e sd se o subespago de E gerado
por Ml é o préprio E. Basta portanto mostrar que se o subespacgo
gerado por I"!1 nao é E, entdo existe um subespago afim M2 tal
que M1 EM2 e M2 ﬂKo = ¢, o que sera feito através de um Lerﬁa:

4.9 - LEMA: Sejam K um convexo de E de nicleo K tal que
061{0, Ml um subespago afim de E tal que M, DK0=¢ e v um
elementc de E que nzo pertence ao subespago EO gerado por Ml'
Entao existe WE E,®R v, w+0, tal que o subespacgo afim

M2 =M1 +Rw nac corta KO.
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Demonstracio do Lema: Seja u€M, gualquer. A idéia &€ encon-
2

trar um par (a,b) €R tal que

w=au +bv demonstre o Lema.

Eo Observemos que, se H=M,-u, entio

1
E'o= H&Ru. Seja entao W:EOGB]RV-'B

2

dada por T{(h®su®tv) =(s,t) (7 nada
mais é que a projecac de Eo®mv sobre o plano gerado por u e v).
m é linear e sobrejetiva. Temos pois K1=1T(K) convexo e

4] GTT(KO)C?{]_ (3.6). £ claro também que 7t (u) =ey, m{v) e, e
que el$ %1. Entgo, por 4.5, existe uma reta de Bz que separa
e; e Kl’ Como nada nos impede de supor que tal reta passa por ey
podemos dizer que existe (a,b} €]R2, (a,b) $(0,0), tal que a reta
{1,0) +i(a,b) n3o corta TT(KO). Dzf se conclui que, pondo

M9 =M1 +Rw (onde w=au+bv), Mz ﬂKo =¢, De fato,

se y=x + 4 (au +bv) €M, +Rw, entdo m(y)=(1,0)+X(a,b) gr(k,) ®
4.10 - CBSERVACAOC: Se em 4.8 supusermos que ;(+¢, entaoc o hi-

perplano M seri necessariamente fechado (pois, em um EVN, um

hiperplanc ou € fechado ou & denso).

4.11 - COMENTARIO: Uma vez entendido que, Lema de Zorn a parte,
a demonstraggo do Teorema esta toda no Lema 4.9, é importante en
tender a geometria da coisa. O problema se reduz a dimensao 2
prorgue, no fundo, trata-se de encontrar um "éngulo" (entre w e
EO). Este racioc{nio leva, inclusive, a uma demonstragao "alter-
nativa". Uma vez reduzido o problema a m2, a questao seria de-
terminar um Engulo o tal gque a reta passando por e, e fazendo

angulo & com o eixo horizontal ndoc corte K, .
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Nao custa nada observar, também, que nio & necessa-~io su-
por, para demonstrar 4.9, gue KO +¢ {tomando a precauggo de

acrescentar algo do género O §M;).

Os resultados a seguir (que sao os teoremas de separacio

propriamente ditos) seguem de 4.8.

4.12 - COROLARIO: Se E € um EV e K, Ko©E sdo dois convexos

tais que K1 tem nucleo nio vazio e disjunto de K2, entio existe

um hiperplano gue separa K1 e Kz'

Demonstraggo: Podemos, & claro, supor K?=F¢. Seja entao

= - = - [ 3 - -
K=K, -K ik koo ky €Ky, Kk K2], onde K é o nlecleo de

2 1 1o

K. Como X, +9, temos gue K $2 (X, é o nlcleoc de K). {0)

€ um subespago de E gue nao intercepta KO. Por 4.8, existe um

hiperplano M que nao corta Ko' Seja 4 uma forma linear de E

-1

tal que M=% "(0) e L(RK)clg,~Ll. Segue *(kl)a 4(k2)

¥ klel( ,kzel{ Se o= inf &(kl), temos gue My =L_1(g) se-

o 2 ¥1%K10

para K, e X, |
4.13 - COROLARIQ: Se E & EVN, Ky,KoSE sdo eonvexos, K, fe-
chado, K, compacto, K; NK, =32, entao existe hiperplano feﬁhado
de E gue separa estritamente Kl e K2.

Demonstrachao: Basta notar que nessze caso hid um aberto convexo
que contém K2 e nao corta Kl. O resultado segue de 4.12 (o M"es-—
tritamente"” fica por conta da compacidade de K2; o hiperplano &

fechado por 4.10) B

4.14 - COROLARIO: Se E & EVN e x€E\[0}, entfio existe uma for-

ma linear continua ¢ de E tal que &(x) # 0.
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Demonstragao: Aplica-se 4.13 a {0} o {x] @

Para terminar, e apenas a t{tulec de curiosidade, vamos de-

I ]
monstrar o Teorema de Hahn-Banach (em sua forma classica).

4.15 - TEOREMA DE HAHN-BANACH: Seja E um EV e seja

p:E~R tal que
(i) ¥ x,y€E . p(x+y) = p(x) +p(y)
(ii) ¥ >0, x€E p(ix)=34p(x)

Se MSE e f:M *R € linear e tal gue f(x)s p(x) ¥ =€M,

entdo existe F!E-R tal que flM =f e T(x)Sp(x)¥ x€E.

Demonstracic: Seja K o epigrifico de p. Isto &,

K = {(x,t) €ExR [p(x) =<t}

E fdcil mostrar que K & convexo e que o nficleo de K e
K0={(x,t)E ExR|p(x) <t}; Se M0=£(x,f(x)),x €E}, temos que
M,SE e MONK -=¢. Segue de 4.8 que existe M, " hiperplano de
E tal que M SM; e M, NK =¢, % fdcil entao mostrar gue My

€ grafico de F:E-R 1linear e tal que fl = f
M

5. TOPOLOGIA FRACA B CONVERGENCIA FRACA

Neste parégrafo fixamos um EVN E e estudamos o conceito
de convergéncia fraca em E.

1

5.1 - ]?EFINIQI&O: Um subconjunto S de E é dito um semiespacgo
aberto de E se existem uma forma linear continua 4 €E* e um ni-
mero real a tais que

s = ¢"H(1-=,al)

(Observe que, trocando 1 por -4 e a por -a, podemos sempre escre-
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ver s=(-2)"1 (3-a,[)).

5.2 - DEFINICAO: Um subconjunto V de E & dito uma vizinhanga
fraca de x se x€V e V & uma intersec¢ao Tinita de semiespa-
¢0s abertos. Um subconjunto A de E & dito fracamente aberto se
A contém uma vizinhanga fraca de cada um de seus poitos., Um sub
conjunto F de E € dito fracamente fechado se seu complementar &

fracamente aberto.

5.3 - EXERcfcrO: Compreenda que uma vizinhanga fraca ¢ tudo que

fica dentro de uma regiﬁo limitada por um nimero finito de hiper-
planos fechados. Mostre que:
{i) A intersec¢ao de duas vizinhangas fracas de x € uma vizi-

nhanga fraca de x.
(ii) A interseg¢aoc de dois abertos fracos € um aberto fraco.

(1ii) A unido de uma famflia qualquer de abertos fracos € um

~aberto fraco.

(iv) Se x=Fy entac existem vizinhancas fracas Vx e Vy de

x ey tais que VXFWVy =g,

{v) A intersecao de uma fam{lia quzazlquer de semiespacos fecha-

dos € um fechado fraco.
{(vi) Todo conjunto fracamente aberto & aberto na norma de E.

Y Ld s .
(vii) vV & uma vizinhanga fraca de 0 se e sG se x+V & uma vi-

zinhanca fraca de x¥x &E.

r ' .
(viii) V & uma vizinhanga fraca de x se e s6 se AV & uma vi-

zinhanca fraca de Ax w140,
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(ix) Se dim E<®, entio todo conjunto aberto na norma de E &

fracamente aberto.

Se dim E=*, porém, os abertos fracos sAo sempre muito
grandes: )
5.4 - PROPOSICAO: Se E € de dimensdo infinita, entdo toda vizi-
nhanga fraca de 0 contém um subespago fechado de E de dimensao in
finita.
Demonstragao: Seja V uma vizinhang¢a fraca de O, Pogemos entio
tomar Ll""’{n EE*, al,...,an:=0, tais que

n
v=_ﬂ

{_1(]nm,a.[) .
i=1 1

Definindo N, =L;1(0), temos que, para cada i, N; é um

subespago fechado de E (de codimensao 1) e, pondo

n
N = _ﬂl Nj, NEV. £ claro entdao que N €& fechado e dim N== W
1»?4

5.5 - PROPOSIQKO: Uma sequéncia (xn) em E converge fracamente

para x€E se e s0 se
w .
v viz. fraca de x & n, tq. n>n  ® xnev.
n
Demonstragao: Suponhamos que x —= x. Seja V= f14;1(]—”,ai[)

uma vizinhanga fraca de =x.
Como X, —= X,

¥ i=1,...,n & n, [ n>n, = (4i,xn) <a,

i i

Entao,. se no==max{ni,i=1,.,.,n}, temos

»n = 3
n>ng X, v .
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Reciprocamente, suponhamos que * V viz. fraca de
q
x &n_ tq n>n > X, €v,
Entio, se L €E* e ¢>0, temos que

Vet (e <2, x>060) 0 27 1(0<t, x>~ ¢, o[ )

é vizinhanga fraca de x. Tomando n, tg n> no=°xn€ v , temos

n>n_ = |<4,xn—x5'l<°, ¢ que mostra que x —~x W

5.6 - DEFINIQEO: Seja X um espaco topolégico (ou métrico, se
o leitor preferir). Diz-se que f:E » X & fracamente continua
em xOG'E se ¥ U viz, de f(xo) em X 2 V viz, fraca de x, em E

tal que x€V = f(x)EU .

5.7 - PROPOSICAO: Seja 1 uma forma linear de E. 4 & fracamen-

te continua se e sé se * & cont{nua na norma de E.

Demonstragio: Se 1 & fracamente cont{nua, entdo & claro gque 4
é cont{nua em norma, pois toda vizinhanca fraca de 0 ¢ um aberto
em norma.

Reciprocamente, se 4 & continua em norma, entso

¥ xoe E, >0 temos
x €47 (Ioe (e, x Y +el) N1 (ICk,x ) - 6, ) =
= [€4,%) - (t,x )| <,

o que mostra que + & fracamente cont{nua n

5.8 - EXERCICIO: Mostre que f:E-X & fracamente cont{nua se e

s6 se f—l(A) é fracamente aberto + A aberto em X.

Se E e F s3o dois EVNs. Gostariamos de poder afirmar
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que f:ExF -+ X & fracamente contfnua se e sé se

. E . -
¥ U vig. de f(xo,yo) em X Vl viz. fraca de X V2 viz.

fraca de y, tais que (x,y) € levz = f(x,y) €U.

Isto decorre do seguinte resultado:

5,9 - LEMA: Se E,F .sho EVNs e V & uma vizinhanca fraca de

(xo,yo) em ExF, entdo existem v, vizinhanga fraca de x, em E,

v

9 vizinhanga fraca de ¥, €m F tais que leV2C:V.

Demonstracio: Suponhamos que V & um semiespaco:

v=t"1=,al), t €@,

v /‘(a) -
ﬁ@a Podemos entao escrever
(e (Ll(x,y))=(£1, x ) +(£2,y>,
/ = onde 1 €E¥ e 4»2‘5 F*,
‘ Clean Em particular, temos

_aﬁ'£(xo,yo) = (Ll,xo> + (&2,y0> .
Sejam entao a™ (Ll,x0>, as> (42,y0) tais que

a, +a,<a, e sejam

1 2
v, = t751==,a.0), v, = ¢1(1-=,a,0)
1 1. U 2 s R
£ imediato que Vl x‘."z_‘-_— V.
Se V & uma intersecao de semiespagos V©,...,v", basta

. i i :
tomar, para cada i=1,...,n, semiespagos Vl e V2 como acima,
para obter

i
Vi

<5
It
I 1=
o
=X
U
I o3

xvi= (Avhx(A v
20 i VT iy 20



n _

de modo que V.= Nvl , v =
i A § 2 .
L i=1 i

é resolvem o problema B

|-
~

1
5.10 - PROPOSICEO: Se E,F sAo EVNs, entho ACExF & fracamen—

te aberto se e sd se

¥ (x,y) €A X vV, viz. fraca de x em E,V2 viz., fraca de

yemF tais que - Vv xV2‘=A.

1
Demonstragac: 5.9 nos demonstra que:se A é fracamente aberto en

t3o0 existem Vs ¥ como acima.

2

Reciﬁrocamehte, vamos mostrar'que se Vl é vizinhanga fra—
ca de x_ e V, ¢ vizinhanca fraca de yo; entdo VlrxVé é fraca-
mente aberto em ExF, Podemos escrever

A A ﬁ"l(]: b.[)
vV, = s -=,b, »
1 . =p+1 1 i

-1 -
; oy (]- ,aiE), v

1 2
."- -~
com oS ui em E e 0s Bi- em F¥, Se jam ‘'entao

(gi,x> , i=1,....,n
(L, (x,y) 2=
Uﬁi,y> , i=n+l,...,m )
‘ “m
s N -1
B 1med1§to que V, xV, = igl {i (]_m,ci[) ,
onde a, , i=1,...,n
c, = L
1 b, , i=n+l,...,m .

i
A Proposig¢ic acima costuma ser também enunciada assim:
"a topologia fraca de ExF & a topologia produto das topologias

fracas de E e de F".

5.11 ~ EXERC{CI0: Se E,F s3o EVNs, mostre que f:X-ExF &

continua na topologia fraca de ExF se e s6 se suas coordenadas
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sao continuas nas topologias fracas de E e de F.

6 - CONVEXOS FECHADOS SAO FRACAMENTE FECHADOS

0 objetivo deste parégrafo'é destacar o seguinte corold-

rio de 4.8:

-

6.1 - PROPOSICAC: Se E & um EVN e K€E € convexo e fechado,

entdio K & fracamente fechado.

Demonstragac: Se xF£K, entdo, por 4.13, existe uma forma linear
continua de E tal que sup 4(K)=a<i(x). Como < & fracamente
coﬁt{nua, segue que L—l(}a,”E) é uma vizinhan¢a de x (na topo-
logia fraca) contida no complementar de K. Segue que E\X é fra

camente aberto B

n€M
tal que X, —-—=~ x, entao * 4 €g” vale sup -(K)=z 4(x). Segue

- ’ 4 I}
Demonstragio alternativa: 3Se (xn) e uma sequén01a em K

de 4.13 que xSK R

6.2 - OBSERVACARO: £ claro que todo fracamente fechado é fechado.
Uma versio mais geométrica de 6.1 é a seguinte: um subconjunto K
de um EVN ¢ convexo e fechado se e s6 se K é intersegao de uma fa

milia de semiespagos fechados.
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