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YTRODUGCRO

O presente texto é dirigido aos professores e estudantes
> Matematica e Estat{stica. Seu objetivo é despertar o interesse
>s mesmos para a area de Teoria das Probabilidades. Para tal, enm
sme da Comissao Organizadora do Coléquio, convidamos os pesquisa-
Jres, trabalhando em Teoria das Probabilidades no Brasil, e pedi-
35 Que escrevessem em area de seu interesse imediato um artigo
ue embora elementar, acessivel aos estudantes, desse uma idéia, na
2dida do possivel, de pesquisa recente. Assim & que os artigos
30 bastante independentes entre si; Convém lembrar, contudo, gue

v ~ -, -
xistem algumas conexces obvias entre eles.

5 artigos dos Professores A.Galves e E.Andjel tratam do estudo dos
ampos markoviancs. O artigo do Professor A.Nogueira trata de uma
plicagic de probabilidade a Fisica, e nele utiliza algumas nogoes
smo campo markoviano também utilizadas em outros artipos do tex-
5. A Professdra C.Dorea, trata de convergéncia de campos aleatd-
ios para o movimento Browniano, tendo portanto ligagoes com os ar
igos acima mencionados bem como com ¢ do Professor A;Araujo por
ratar-se de convergéncia de processos estocasticos. Por fim o ar
igo da Professora M.E.Vares, estuda Propriedades de Processos Es-
scasticos, entre eles o movimento Browniano, que também & objeto

2 estudo, sob ingulo diferente da Professora C.Dorea e é o ponto

2 partida do trabalho do Professor A.Araujo.

ara terminar gostaria de agradecer, em nome da Comissao Organiza-

ora, aos autores deste texto, sua colaboragio ao 132 Coléquio.
Aloisio Araujo

Rio, Julho de 1981
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MODELO MARKOVIANO DE PROPAGACRQ DE UMA INFECCAD

Enriéue Daniel Andjel
{ IME-USP) '

0 .objetivo desta exp051gao e estudar um modelo de propa-

gacdo de uma infecgio. Pode-se descrever o processo da seguinte ma

‘neira: cada elemento de N {o conjunto dos inteiros mnao negativos)

representa um individuo. Esses individuos podem estar sdos ou afe-

tados por uma doenga contagiosa determinada.

No primeiro caso o individuo pode-se contaglar,_numa uni

dade de tempo, do seu vizinho da esquerda, se este estiver doente,

com probabllldade 8 No segundo caso, 0 individuo fica curado numa

unldade de tempo, com probabllldade 1-8. 0 espago dentro do qual o

processo se desenvolve e X= {0,1} . sendo p o parametro do processa

Dado um elemento neX & convenlente 1nterpreta lo do 'sé;
gulnte jeltO n(q)—1751gnlf;ca_que'o 1nd1v1duo-g : esta '1nfetad0;
n(a)=0 que gété 550.“' . ' .
| | Para consfruir o.processd fﬁrﬁalmente consideramos yarié
veis aleatériaé_inaependéntgs e idehticamenfé'diStriﬁgidas

o Cap a6y mex” '=N- (0}
A dlstrlbulgao de a- e dada por P(a =1}=8, P(a =0)= 1-8.

- 8e n,. ©

n ©° estado do processo no 1nstante n; - deflnlmos o} estado do



processo no instante n+l com a seguinte fﬁerIa:ﬁ

o se ) myae),

“_0.

nn+1(a};f 9 s€ ?n+1

1 “em caso contririo

Por convéﬁgaé“n-c+1j;d‘ VneN.

do inicial &

0 se a>0

nga) =
; 0 1 se a=0

E claro que P {B) decresce com 1 e deflnlmos P (6) ;dmb”

o lim P (e) R L o _T"“t';?'i’
nere : ' : ' R
"0 resultados segu1nte € muito 1ntu1t1vo, nns 0 demonstraA:
remos rlgorosamente p01s a técnica empregada € mu1t0 ut11 em sltua_ﬁ

goes mais complexas. . : : s

‘Lema 1: Se 0g¢0<8'¢l entdo Pn(e)sPn(e‘), Yn.

emonstraga : Dep01s de construlr 0 processd com parametro

seJa dep015 de dar o conjunto de varidveis aieatorlas an con51de—”

ramos um. novo con;unto ‘de variaveis aleatdrias b, neN*,' beN sen‘




e a

,_rdentes.

:_:;7; : Deflnlmos an como. 1nf({a +b HJ Se deduz rapidamente que

RS

-estas novas varlavels aleatorlas satlsfazem

n.

o tlcamente dlstrlbuldas.
*

'2) Plaz=1)-0" P(a 1=0)<1-6" | VAEN,  Vie
3) a'za- VaeN-,-'t-, ¥neN*-
As proprledades T e 2 mostram que as varidveis ay perml—

tem constru1r 0 processo com parametro B' da mesma manelra que 'as

permltem constru1r 0 processo com parametro 0.

_parametro 6 e 9', COHStTUldOS por melo das varlavels aleatorlas a

¥

n respectlvamente com 0 ‘mesmo’ estado 1n1c1al n€x e nomeamos n,

e-n as resPect1vas conflguragoes (aleatorlas) no 1nstante n, veri

_flca se P(n <n ) 1 onde n<g deve se 1nterpretar coordenada por coor
denada. . ' R

" €onsiderando como estado inicial

0 se a>0

{1 se a=0

nE€N* a,bEN sao indépeg

ja’ aEN neN* sdo varlavels aleatorlas independentes e 1den-

A proprledade 3 mostra que 5e comegamos os processos de .




" deduzimos o lema.
| Coroldrio 1: P_(8)<P,(8') se e<6’.

.Coro1arjor£: Existe_@te 3“.0<ec<1 tallqug P.(8)=0 se e<ec‘e Rwﬁn>p
se 8>8_. Nosso objetivo principal & demonstrar o seguinte:
Tebremé;-0<8é<l

Dividimos a_demonstragéoIem-duas-paftes

Parte I:  % §.8

Demdnsffagﬁo: Sejam

‘ 0‘-se.é>1
.no(a) = K
. ) 1 se a=0 "~
max{a:nﬁ(a)=i} se n, #0
Dyo=N T
R.olo se nnEU
. "{min{a:nn(a)=1} se nniﬁ
T = o
n _— :
. i 59 nn—O

E claro que P_(8) =‘P(Dn—In>0, Vn)

V = - =" 2
Toer = DpoI+l) =0

Ora, P(Dn+1-

. : _ _ ’ _ 2
P01, <0y " Tp=1) > (1-0)

Portanto, P(D _-T >0 Vn) ES P(znzo ,Yn).onde z, €& um pas-

seio aleatdrio simple que comega em 0 e di um passo a direita com
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probabilidade 8%, e um 3 esquerda com probabilidade (1-g)2
Este passeio aleatdrio chegari com probabilidade 1, ao pon
to -1 sempre que 8¢ (1-0)2, ou seja e<7 Portanto, se e<% P(D -1 >0

¥ ) 0. A prlmelra parte estd demonstrada.

o a ., 53
'Earte I‘:._&c € 57 (*)

Para demonstrar esta parte, a. mais d1f1¢11 calcularemos
. uma mlnoragao de P (e) que & 1ndependente de n e, portanto, vallda

' para P (6)
Considefémos 0 seguinte diagrama:

A : Nesté‘diagrama o ponto
(i,j) pode ser atravessa

do Se,e somente se aij=1.

' {n;n) ( . -
(2,0 .. Obviamente P_(8) &'a pro

babilidade de poder che-

Y gar de A a B.

Para estimar'Pn(G) gonétruimds um segundo diagrama trace

Jando pontes sobre o primeiro. Para fazer mais simples o desenho,
‘comnsideramos o caso .n=3.

Neste segundo diagrama

N ‘sempre pode-se ir na di-

N:.vel 2 ngp‘ Y e-s
»;“.Eﬁlvei 3 recaoc das frechas diago-
nais'e pela flecha hori-

zontal gue atravessa o




ponto (1 J} se a1J pi;

Lema 3: Nao se pode 1r pelo segundo dlagrama de Da EF se, e somen-.‘

Ate se, pode-se. 1r pelo prlmelro de A a B..

Demonstragio Por 1ndugao em relagao ao numero de n1ve15._05 deta—

'lhes ndo sdo dlflcels mas ‘um pouco cansatlvos ¢ flcam como ‘exerci-

'1-_c1o para ° leltor

Dembnstragio dé‘(*): Seja P! (e) a probabllldade de poder passar de

D.a EF no segundo dlagrama Obv1amente Py (e) < Z N (1- e) onde'Nk
=1 :

'ﬂe o nimero de camlnhos de D a EF com k passos a d1re1ta Esses ca

-mlnhOS tem, no miximo, 3k passos. A cada passo tém-se duas ol tresf
opgBes, 10g0 Ny €33K=27K .

PL(8) ¢ % [27(1-g)]F = 2TL1-0)

b : 1-27(1-3)

: 53
resta 1ndependente de n e menor que l se 1- 6<_I’ ou seJa se 8 > 5

. . 53
'Usando o lema 3 temos que 6. < 5

Nota E p0551vel melhorar tanto a estlmatlva 1n£er10r quanto a su-

perlor de’ e oA prlmelra tomando em. c0nta que- se’ - D -I»2 . entao

‘PFDn+1 In+1§D "Iﬁ

‘2)>0 Para ‘a segunda ver a referenc1a {1] que e

a base desta exp051gao.-'

0 Valor de’ s nao & con ec1do e tampouc'”'SQTE'sébe se

P, (8.)=0. Para um problema semelhante deu se, recentemente 0 valorﬂy



*f%rse propagar tanto &. esquerda quanto a d1re1t:”

'_exétp;dé'é (ver [2]) @ demonstrou—se que P (e J 0

Tambem tem se estudado modelos n05 quals a 1nfecgao pode

‘e. modelos nos quais

a varlavel tempo:e contlnua A referenc1a [3] contem 'virios teore-

‘mas demonstrados para estes ultlmos modelos

Referéncias =

07 " AL, Toom .(1068)
' . Sov:Let Mathematlcs 9 1338-1341,
ﬁ'[E]f;H Kesten (1980) - The crltlcal probabzllty of bond- percola-
' . tlon on the square lattlce equals 1/2 - Communications
' 1n Mathemat1ca1 Phy51cs 74 - 41 59,
if57[3]ffDav1d Grlffeath (1979) - Add1t1ve and CanCellatlve 1nteract1ng

partlcle systems - Lecture Notes in Mathematlcs 724 -

. Sprlnger Verlag.

.A famlly of unlform nets of formal Neuronsi'







O TEQREMA CENTRAL DO LIMITE EM ESPAGOS DE BANACH,
MEDIDAS DE LEVY E PROCESSOS ESTAVEIS

COM TRAJETORIAS CONTINUAS

A. Araujo

Instituto de Matematica Pura e Aplicada - IMPA







1. INTRODUGAO

0 ¢bjetivo destas notas & de apenas.intréduzir o leitor
aos temas acima mencionados. Com o objetivo de fazé-las acessivel
a um publico amplo, procurou-se manter a exposigao em umé lingua-
gem simples e por éste motivo os teoremaé nao sio apresentados em
Sua maior generalidade. Para um tratamento mais completo dos té—
mas aqui tratados recomendamos ac leitor o livro de Araujo—Guiné

(1980}, bem como as referéncias nele contidas,

P N . . . . L .
Na segao 2 introduzimos o principio da invariancia e

algumas de suas importantes aplicacgbes a probabllldade e a esta-
tistica.

Na segao 3 definimos alguns conceitos e enunciamos al-
gumas propriedades de geometria de espagos de Banach a serem utili

zados posteriormente. Na secaoc 4 caracterizamos as medidas de

Lévy ¢ resaltamos sua importancia no estudo do teorema central do
" limite. 7

Na seg¢ao 5 estudamos a gontinuidade das trajetérias de
processos estocésticos.estéveis; provamos um teorema que nos da
uma condigao suficiente para tal; utilizando um teorema de medidas
de Lévy provado na se¢do 4, TFinalmente damos como apllcagao 0 estu-

do de séries aleatdrias com termos estiveis.

2. O PRINCIPIC DA INVARIANCIA

O primeiro teorema central do limite em espag¢os de Banach,
importante, € o também chamado principio de invariAncia de Kolmogorov

e Donsker, que a seguir passamos a descrever: Sejam
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By §2;...,€n,... ‘uma sequéncia de variaveis aleatdrias reais
(funcoes mensuraveis de espago de probabilidade na reta) indepen-

dentes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) com E 51 =0- e,

o -
E gl = 1.
Formemos as somas parciais:

7 k
Sn,o = 0; Sn,k =‘;§ ii E., k=1,...,n

- _ k-1 k-1 _
Seja Y (t) =8, 4 tom (- P22 g, S S s

==y

isto & Y, € uma variavel aleatdria (v.a.) com valores em
C[O,l] (espag¢o de Banach das fungoes reais, cont{nuas, definidas

em L[0,1], munide com a norma do supremo).

o .
Yn nada mais e que a v.a. gque vale 2Ze€ro no ponto ze-

ro, Sn Do ponto e interpolacac linear no meio. Uma reali-
. s ‘

n
Zagao t{pica de Yn é a ‘seguinte:
A
~ s
[0
3.
Vi
33,
u'-n
0 ——
i/«\ 1/‘1 "s/... 4 <
RARDAN 3ore+ 3

Vo o
1
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‘Qualquer formulagao simples do teorema central do limite para v.a.'s

reais nos fornece que a lei de 8 = Yn(l) converge em distribui-

n,n
cao (i.e. a funglo de distribuigio de Y (1) converge pontualmente
para a distribuicdo normal de média zero e varidncia 1:N(0,1)).

. N. Kolmogorov, jé havia notado em 1933, que esta converééncia era
muito modesta, e que na realidade se poderia provar gue toda a li-
nha poligonal convergia para a solugio da equaggo do calor: Este
fato, que sd veio a ser forﬁalizado muito postériormgnte {e de for-
ma independente) por Donsker (19513, € o principio da invariﬁncig,

e a lei limite éiolchamadd mo&iménto'Brdwniano (M.B.). Mais formal
mente, o M.B,Vé uma‘v.a.tY(t) com ﬁalorés em C[O,l],'tal que:

Y(0) ='0, por quase toda parte (gq.t.p.),para todo o<s<t=1, dis-
tribuigdo de (Y(t)-Y(s) = £({Y(t) -Y(g)) = N(O,t-8); e péra

OF Tty = L, b S 1 Y(by)5 Y(t,) -~ YD, e, YO = V(E

1)
s3o v.a. independentes (isto €: Y tem incrementos independentes).

A nogdo correta gue queria Kelmogorov é a da convergéncia fraeca ou

em lei em c¢lLo,1].

Definigﬁo. Se jam Mok probabilidades em B, espago de Banach.

Dizemos que My converge fracamente, ou em lei, para p, se, para

toda fungao, f, real, continua, limitada, em B:

lim an duy, = jfdu .

nee

Escrevemos entao: My Pp b e

Observemos que seria mais consistente com a terminologia
. ~ ] ]
de analise funcional chamarmos convergencia fraca estrela, na defi-

nigdo. A nossa opgao foi por seguir a denominacio mais corrente
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entre probabilistas.

A formulagido precisa do principio de invariancia é:

Teorema 2.1, S(Yn) = £{¥), para alguma v.a. Y com

F
valores em clo0,1].
Como € fdeil verificar: Se £(Y) & o limite fraco de i(Yn) en-

tic Y tem as propriedades do M.B. Assim, o teorema acima prova,

em particular a existéncia do M.B.

0 principio da invariincia & uma generalizacaoe do
teorema central do 1limite. Com efeito, basta tomar o funcional
em cl0,1], f(x) = x(1), no teorema acima. O princ{pio da invariég
cia assim o é chamado porque o limite (M.R.) nio depende da parti

cular v.a. §, tomada. Este fate € de fundamental importidnecia como

veremos a seguir.
Aplicagdo 1. (Distribuigio do maximo)

Inicialmente, computamos o limite:

. < iy .
iiz P{max Sn,k a}, para Sn,k provinda de §, com:
P{gl =1} = p{gl = -1} = 1/2, o que facilita a computagio. Pelo
teorema acima, e utilizando-se o funcional £(x) = sup x(s), ob-
osssl
tem-se lim Pimax Spk S al = P[ sup Y(s) = al .
n-+e ! o=gx1

O que nos fornece a distribuigao de sup Y(s). Prova-
o=g=1

se, na verdade, que: P[ sup Y(s) = a} =
asss]l



a

_ 2 f -
= —= e
Jan

o

o
SRR

db. Finalmente, utilizando-se o teorema acima

de forma anéloga podemos obter a distribuic¢io assintdtica de

_ 2
mix-sn,k , para qualquer Sn,k (desde que E €;=0, E §] < =).

Aplicacdo 2. (Fung¢des de distribuicdes empfricas).

Sejam E,,..., B, como antes, a fungdo de distribuigdo

emp{rica de &, é definida por:
F. (a) = 1y {k=n, g,= a}
n n ST R T

a estatistica de Kolmogorov & definida por: K, =sup[Fn(a) - F(a)|
a

a "Brownian Bridge" e definida por Yo(t) Y(t) - t¥Y(1): ela nada
mais & que o M.B. condicionado a que seja zero no um. Com uma apli-
cagao do principio da invaridncia e argumentos combinatdrios nao tri
viais pode-se provar que:

w 2 2

P{supIYo(s)| <al =1+2 57 (-1)f o 2K a
5 k=1

3 ~ . £ . . N .
Com outra aplicagao do principio da invariancia e outros argumentos

nao triviais pode-se mostrar que:

$m!2 k) =p £ sup Y (£)])
o=t<1 :
reunidos estes fatos nos permitem fazer testes sobre ou estimar uma
funcio de distribuigio de uma v.a. arbitréria, a partir de sua fun

~ s cro s I
¢ao de distribuic¢io empfirica.

Para outras aplicagoes e prova dos fatos acima mencionad

o leitor ¢ referido a Billingsley (1968).
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3. ALGUMAS NOCOES E FATOS BASICOS

O objetivo desta segdo € o de-apenas introduzir algumas
nogaes e fatos a serem usados nas secoes seguintes. Para provas e
. . 0 s .
desenveolvimento mais completo das ideias apresentadas agqui ver

Araujo-Giné (1980).

Em todo este trabalho os espagos de Banach,B., sso sepa-
réveis, e as medidas cbnsideradas saoc borelianas. As v.a.'s, X,
sao fungaes mensuraveis de uﬁ espagco de probabilidade em B,
i.e. X :(Q,d,P) + B, tal que para todo boreliano 4, X_l(A) € G,
Quando alguma integral de alguma:fungﬁo com valores em B for men-
cionada estamos nos réferindo a integral no sentido de Bochner, i.e.

limites definindo 'a integral sioc no sentido da norma.

Definigao. Uma, i:B; = B, transformagio linear continua de um

Banach em um outro é chamada de tipo P, pe€ [1,2]. Se para toda se-
quéneia {xi]_C By, tal que & HxiHP*:m, entio, & ¢, i(x,;) conve:
gir g.t.p. onde [Gi} ¢ uma sequéncia de Rademacher, i.e., sao

v.a.'s i.i.d com P[e1 =1} = P{€1==—1} =1/2..

Observagao: No caso i:B + B, i=~identidade, dizemocs B de tipo I
Exemplos: _Lp, p=2 2; todo Hilbert é de tipo 2; todo Banach é de

tipo 1.

Defini¢io B & chamado de cotipo 2, se para toda [xi} © B e sequér

¢ia de Rademacher {ei], Zeixi convergir q.t.p., implicar

rlx, 2 < =
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Exeﬁnlos: Lp, l=p=<2; todo Hilbert.

Teorema 3.1. Seja i:Bl + Bz, transformagao linear continua. As
seguintes'proposigaes sao equivalentes:
(a) i & de tipo 2

n

(b) existe ec>o0,  tal que para toda sequéncia de v.a.'s {Xl 1=1

independentes com EX, = o e EHXin < w

"n’ n
El iC £ x) [P=se z El 3,07 .
. 4=1 Toi=1 *
(c)- Existe sequencia de v.a. independentes [¢i} com E ¢, =a, .
:o-<clf§ E|¢i~|p = Qé < ®, “tal que se {xi] < B, e Fﬂxi”p < =

entao Z;u(xi) ¢, convergir q.t.p.

Teorema 3.2 AS seguintes proposigbes sfo equivalentes:

‘(a) B & de cotipo 2
(b) existe c>o tal que para toda sequencia [Xi E=i
‘de v.a.'s independentes com E X4 =0 e EHXiﬂz <7°

n 2 n 2
Bl £ x,0%=2c E Elx0° .
i=1 i=]

4. MEDIDAS DE LEVY

Nesta secho e na préxima, M sempre denota uma medida de
Borel em B, positiva, simétrica (M(a) = M(-a), para'tédo Boreliano

"

A), com M{o} =0 e tal que:
Mix, x| > 1} <@ .

Defdnigﬁé. Chamamos M medida de Lévy se existir medida de proba-

bilidade p em B tal que:
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f (e:.L t(X)-l)d M(x)

gty = gei t(x) duix)= e /4 ,

B

para todo t em B' (dual topoldégico de B).

Exemplo. Suponha M(B) = |M] < =.

Entdo M ¢é medida de Lévy com j = Pois(M)}, .
o :‘rk

onde Pois(M) = e_"M“ z %;r
k=0 )

*

MK denota a convolugio de ordem k de M i.e., M*SEY???%?ﬁM;
Em um espag¢o de Hilbert temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. M é medida de Lévy ® 5 min {l,”xﬂz} d M{x) < =,

Em um espago de Banach arbitrario o teorema acima deixa

de ser verdadeiro na realidade ¢ teorema acima caracteriza os espa-

¢os de Hilbert entre os espagos de Banach. Mais precisamente.
Teorema 4.2. {B & tal que: M & medida de Lévy

- 5 min{1,[xl%} aM(x) < =} =

B ¢ isomorfo a um espago de Hilbert.

Este teorema decorre dos teoremas 4.3, 4.4 e 4.5 abaixo.

Teorema 4.3: B € um espago de tipo p

(Pe[1,2])= [ymin{l,”x”p} dM(x) € = = M & medida de Lévy).

Teorema 4.4: B ¢é um espago de cotipo 2  {M medida de Lévy

= J min{1,]x[|Z} daM(x) < =}

Teorema 4.5 B & isomorfo a um espago de Hilbert ® B & de tipo 2 e

de cotipo 2.



- 17 -

Para a prova do Teorema 4.5 ver Kwapien(1972). Para a prova do teo-
rema 4.4 ver Araujo-Giné{1980) notemos aqui apenas que para a parte
direta basta usar a propriedade de cotipoc 2 e a desigualdade conver-

sa de Kolmogorov:
P{[Ix,+. . X [l=al 2 27Pl1 - ((a + )P +ap_(1—21"p))/Elfx1+. +x 1IPT,

valida para v.a.'s independentes, com . EX; =0, e HXiHEEc aqui

a>o, p=1l.

Prova do Teorema 4.3. Suponha B de tipo p e seja M tal que

fmin (1,0xP} am(xy <= .

Se ja Xj’ J=0,1,... v.a. independentes com distribuicho Pois (Mj);

onde, para todo Boreliano 4, Mo (A) = M({x,{x[[>1} n A) e, para

1

- 1
j=1, mia) - M(_{x,Fi-< HxI!s-j} naj.

Sendec B de tipo 2 é faecil comprovar que para toda medida finita e

positiva v;

Sﬂxﬂp d Pois(v) = e"”“”/L% Hvﬂk ﬂﬁ#p d(ﬁéw)*k(x)

o ® % p. v oL
sc oVl 5 Iv)® x J JJE‘“‘ AP -

=0

| =-cJ 1<l av(x)
Entdo, -

: s
E] £

J

x,JPsec =P M(ax) ~» o
o J _ ' .

{x, ghp <bxl=l}

Quando r,s + = . g -
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Segue-se que I Xj converge em probabilidade e que M e de Levy.
=1 ,

Suponha agora a hipétese da rec{proca. Segue-se que,-

se ”xiﬂp < w, a medida Z(qxi + 6_xi) é dg Lévy, onde &, e

I r18
=

" a medida de massa um em x. BEntdo, Z(Si-ﬁi)xi- cpnveréé q:t.b.,.,
onde 51,5; 550 v.a.'s i,i.d. com 3(51) = Pois by Dai, segue-se¢
que I e,x, converge q.t.p., onde tﬁi} é sequéncia de Rademacher.
Temos portanto que B & de tip6 p. {(Ver tamﬁéﬁ Araujo-Giné(lQSO),

Capitulo III, Teoremas-g.lo e 7.2).

Para finalizar esta seggo gosfar{amos de frisar que tanto
para o caso de Banach quanto da reta o estudo de medldas de Levy &
1mportante para o estudo do teorema central do 11m1te. Isto ;e deve
" em primeiro‘lugar_pela férmula de Levy-Khintchine, que nos diz guais
os 1imite5,poss{veis N de éoma de variaveis aleatdrias siméfricas,
infinitesimais, em termos de sua transformada-de Fourrier. Se ‘p ‘é
tal 1imite entao: o |
(4.1) % ter @0 - el *X g -

“lexp (f 200 avtn + f @) ameo)

para alguma distribuigio gaussiané f é medida de Lévy M. Em segunm
“do lugar.porque, condigoes suficientes para compacidade féi;fiva".
‘(fréca).de medidas de Lévy (muito semélﬁantes a condigGes Suficien—'.
tes para medidas de Lévy) traduzém~5é-d¢ imediaté em éondigses ﬁara.
compacidadeﬂ(fraca) de soma -de v.a.'s -independentes; um dos'sbjéﬁi—
" vos mais importantes do eStqdo'do teoréma_central do limite.;_qua”

‘estes ponﬁds Qgr Araujo-Ginér(lQSO).




5.

O objetivo desta segao
cagao dos teoremas obtidos na. seg¢
do da ‘continuidade das traJetorla

Y L4 ] .
reta, uma v.a. simetrica X com v

.ra todo n existe

£(x) D

pode-se provar (ver Araujo-Giné(1

19 -

'PROCESSOS ESTAVEIS COM.TRAJETORIAS CONTENUAS

é o de apresentar uma outra ap11—

ao anterlor. Desta felta ac estu-

) F . B .
S dOS pl"oceSSOS estavels. - Como na

alores em B ¢é dita estavel, se pa

ané R tal que

i(anX)

980) capftulo III Secio 6) que u.

. . . 2 Y S .
‘6 simétrica estivel se e somente se: ~ ¥ t€B' pot - & simétrica
e estavel na reta.
. . S SR o
Ademais, o {ndice. @ de uot™-, independe de t.  Lembra-
mos ao leitor que se E € v.a. real, simétrica, estavel, entdo o {n

‘dice de & € o nﬁmero 2 e § ‘é gaussiana ou é o & € (0,2) tal que:
piig] > al ~ 22£§§§££E"pana a suficientemente grande.
) a o . ‘ N .

Cutro fato que'se_pode provar”é q
a¢ (o,2),
a medida ﬂé Lévy.de H

(5=1) ¢

Oade ¢ N é

{x, Ix[ =

é uma constante e

Como & sahido do caso
decorrem de serem elas as tnicas
_das de v.a.'s 1i.i.d. Este fato
‘atragao (i. e., a determ1nagao em

v.a.'s convergem para quais v.a.'!

entao a transformada de

L4
e da forma;

iy , 3 L :
ue se - u e estavel de indice %,

.Fourrier de é.dd-fo;ma‘(4-1) e

-t

dr x dN(u)

uma medida de Borel, .finita, em
real 'a importancia das v.a. estaveis
que sfo limites de somas normaliza-
bem conioc a teoria de dominios de
termos de pesb nas caudandé duais

s estave1s) de maneira geral se-

guem bastante de perto o caso real K=3 para asso referlmos o leitor
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novamente a Araujo-Giné (1980) Capftulo IIY Seglo 6.

Gostarfamos de apresentar aqui uma condicao suficientes
em N. para que a formula (5.1}, que vimos ser necessaria, nos dé um
processo estocéstico {que tem_gue ser estavel) com trajetérias con-
t{nuas. Para tal, necessitamos de uma versao um pouco distinta do

teorema 4.3.

. - A ~ . {
Seja T uma. metrica (ou pseudo-meétrica) continua em

[o,1].

Se ja
s

ey . ($)-x(H)] <« .
Lip(t) ={xeclo,1], sig.lz;ngﬁﬁ——l < =}

e, para t € [0,1] fixo, a norma em Lip(v)

Ixii, = lx(ty)] . stp X$s;:¥(t)

" - . - A X » [
seja’ NT(e), a entropia de raio € (em T), i.e., o numero minimo de

T-bolas de raio € necessario para cobrir [0,1].
Vamos, também necessitar da hipdtese:

1
(5.2) j (log N (N2 g e <o
o

Antes de darmos a prova do teorema que nos interessa va-

mos enunciar uma versiao um pouco generalizada do Teorema 4.3. O
] ) '. . 0] .- X .
lejtor podera dar facilmente uma prova do teorema abaixo, a partir da

prova do Teorema 4.3.

Teorema 5.1. Sejam B, e B2 dois espagos de Banach. Seja

1
i:By * B, um operador linear continuo de tipo 2.
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Se S min{l,”x”2] dM(x) < =
-1

Entao, Moi & uma medida de Lévy em B

o

Teorema 5.2. Seja M uma medida em clo,1], da forma (5.1). Su-

ponha que (5.2) é verdadeiro e,
5‘ lul? N(du) < =

Entao, M € a medida de Lévy de uma v.a., estavel, de indi-

ce %, com valores em c[0,1],

Prova (idéia geral, para detalhes ver Araujo~Giné(1980)).

Dado 7 satisfazendo (5.2) pode-se encontrar T' satisfa-

- 7{s,t)
. 1 H 14 =0,
zendo tambem (5.2) e tal que 54$ ;1T§%¥7 0
s+t

Segue-se que,'Lip(T’) é espag¢o de Banach separével. Em seguida mos-

tra-se, usando-se (5.2) que

i:Lip(t') = clo,1]

é de tipo 2. DPelo teorema acima resta mostrar que:

Mixlxl , > 1) <@

e’. .

5' Uxﬂf, d M(Xj < .o

{x,Hx}IT.Slj

Mas, com a transformagao de variaveis r=[x]_ e u = ng y X Fo0,
-]

é faecil ver que:




. - 22w

) i'T, aM(x) = e S g-r'?.llul-!f. 4L aN(u)

ix, Il <11

o

o B '
. S( hali_y 2l 112' .ilg_ﬁ, aN(u) =
. . y . 7,, P r ‘ .

2§ e, avew < o

‘A prova de que Mix, Ixl . > 1} <= & feita de forma -

anéloga e a deixamos para que o leitor a faga..

Vamos terminar esta segdo com uma aplicagdao do tecrema

que . acabamos de demonstrar ao estudo da contlnuldade de alguns pro~

Tcessqs est0cast1cos_estavels, def1n1dos por séries.

-]

Considere I ¢, xl' com @, l'v.a.'s‘-independentes, si-
. =11 ‘ ] .
metrlcas, estaveis de ordem &¢ (0,2} e, {xi} = CLO!1].' Entao,

B 4 ’ . .
com o uso de- transformadas de Fourr1er, por exemplo, ¢ facil ver

que a.esta .série corresponde uma medlda de Levy do tipo (5.1) onde

I .‘u‘*(a' e Oy
TR VA E N I V4 E Y

[

N = e,'portanto,

i
i

se Eﬂxiﬂﬁ <. com T satisfazendo a (4.2) temos a série defi-

Iy - - - l' N . . - I
- nindo um processo estocdstico estdvel de {ndice &, com trajetorias

continuas. .

. Devemos lembrar agui ao leitor gue se supusermes Que um
Id ) N . . . -~ ’ -~
processo &€ estavel e tem incrementos indépendentes, entdo, se ele

- * ' - ' ’ . .
~tem trajetorias continuas, ele e necessariamente gaussiano. E que
portanto os processos considerados acima. nao devem ter inerementos

independentes.
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" As mesmas téenicas acima também podem ser usadas para pro-

var (veja Araujo-Giné (1980) pagina 186) também, que se
itk

X(t) = Z a ¢, e t € [0,27]

{¢k3 i.i.d. estaveis com indice o, & €(0,2), simétricas, com

.B
ay 1/a (log k) , k=2 ,

=

Entao, a série & convergente {i.e. X & processo estocastico com
. [ ¢ 1 .
trajetorias continuas) se F£ > g+ 1/2 e divergente se f=<1.

(Tal fato melhora o resultado original de Paley-Zygmund).
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1. Introduggo

03 primeires estudos sobre campos aleatorios {c.a.), fei
tos na decada de 50, se desenvolveram em dois distintos contextos
um deles baseado no estudo das configuragaes de equilibrio em Esta
tistica Mec@nica, os chamados campos aleatorios de Gibbs (c.a. de
Gibbs); e outro iniciado por P, Levy ao mostrar a aplicabilidade do
movimento Browniano a mais de um parametro (c.a,).

Enquanto o5 campos aleatorios introduzides por Levy cong
tituem uma generalizagao natural de processos estociaticos
. > 0}, a

]
formulagao de c.z., de Gibbs era bem mais complexa e consistia na

{X(t), t » 0} para mais de um pardmetro {X(tl,...,tk), t

procura dos estados de Gibbs (configuragao de equilibrie) que satig

fazia determinadas especificagoes do problema. 0 conceito moderng

de ¢.a., de Gibbs foi dado em 68-69 por Dobrushin-Lanford-Ruelle 2

€%) Trabalhe apresentado no 139 Coldquio Brasileiro de Matematica!

1981, Pogos de Caldas, MG,
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fol em 71 que Spitzer mostrou a equivaléncia de c.a. de Gibbs e cam
Pos aleatdrios que possuiam certa propriedade de Markov, os chama
dos campos Markovianos.

0 objetive deste trabalhe & discufbir:

(a) como os conceitos classicos de pProcessos estocasticos foram ex

tendidos para c.a.
'(b) os principios de invarianga que podemos obter para os c¢,a.

(e) a conveni®ncia de se introduzir uma nova nogao para campos Mar

kovianos,.

2. Campos Aleatdrios

A fim de evitar a complexidade de notagae concentraremos

em c¢c.a. a dois parZmetros:

2, . .
X _{xn AR (nl,nz) £ 2°}, Z inteiros

172
Y = {Y(tl,tz): £ 20, tz > 0}
onde annz e Y(tl,tz) 840 variavels aleatorias (v,a.).

(2.1) Estacionaridade. Dizemos que X & estacionirio se dado m temos

Sflnlto (- 22} = {an n £ S}. Onde E+E=(n1+m‘, nzmz)

.{X rn g n

n —

%8

indica a mesma distribuigio.

(2.2)_Incrementos'Independentes (Wichura - 73). Dizemos que X pog

sui incrementos independentes se dado bldcos disjuntos BI’BZ""'Bk
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0§ incrementos X(Bl),...,X(Bk) 530 v,a.'s independentes. Opnde pot

. 2
bloco entendemes um subconjunto de %

do Lipe B = (n,m], myo<omy,
By <My, e ¢ incremento 8 definido por
X{(B) = x - X - X + X
mym, mn, am, a,n,
(2.3) Markov (Dobrushin - 83 - Seja ptonexo — 22 e seja
.2 : . .
60 = {n ¢ z°-p; Imen e In - mj = 1} a fronteiva de D, Seja
BD = U(Xn: A £ D), similarmente 322hD e BGD' Dizemes que X &8 . um
campo Markoviano se BD e 3, sdo condicionamentes independen
2°-p -
tes dado BGD'
(2.4) Martingales (Cairoli-Walsh - 75) - Seia {én} uma familia de
—~--nga.es z

G-algebras nao decrescentes ( 3, © I S¢ Ry Wy e n, < m,)  acs

quais.xn estac adaptadas. Seja B = (E'ﬂ]

um bloco entao:

(i) X ® uma martingale se E(XE | }2) = xg
ii) X & uma martingale fraca se E(X(R) i an) =0
(iii) X & uma martingale forte se E(X(B) | '3n1mv3wn2) = 0

{a existéncia das expectincias condicionazis & assumida e

3 =V > similarmentle 3 =V 3 )

@ ) ’ @n n,n

n " Tl 2 Bp OMpn,

Similarmente os conceitos acima sdo definidos para .o caso
1 . ; : " :

continuo Y(tl’tz)' Resta acresdentar que c.a. com propriedade "¢-mi

xing" foram formuladas por Deo - 75, Quante ao importante capitule

de campos Gaussianes,- foi iniciade por L, Levy ao estudar o movimen

to Browiane a mais de um parametro e seguiram-se inQmeros trabalhes
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na area (Mckean -~ 63, Wong - 69, Molcan ~ 71, Pitt -~ 71 e muitos ou
tras).

E curiosp notar que o conceito de campos Markovianos sur
giu antes de c.a. com incrementes indepeandentes. Este fato ée expli
ca por terem side intxoduzidas com intuito de resolver problemas re
lativos a c.a. de éibbs e associadas aos campos Gaussianos. Eﬁquag
to os demais conceitos surgiram com o objetivo de se obter os prin

cipais teoremas de convergéncia de processos estocasticos.

3. Principios de Invarianga para Campos Aleatdorios

0 primeire problema aqui & encontrar uﬁ espago adequado
para se estudar a convergencia fraca, O espaco de fungoes continuas
a dois parametros (C[O,T]z) ¢ o espago de Skorohod (D[O,T]Z) foram
desenvolvides por Straf - 70 e incrementadoé por Bickel-Wichura -71
e Deo ~ 75,

Podemosragora definlr o processo Wiener em D{O.TJZ. Dize

mos que W 8 o processo Wiener se:
2
(a) P(W e cCcl[0,T]%) =1

{(b) Se ByseersBy sa0 blocos disjuntos entao W(Bl),...,W(Bk) sd0
v.a.'s independentes com distribuigac normal e EW(Bj) =0 e
2 .
EW (Bj) = Ile (onde |.}|: medida Lebesgue).
0s principios de invarianga que passaremos a enunciar fo

ram originalmente provades num contexto mais geral.

. 2 -
Seja {En, neZ2” v.a.'s de media zero e segundo moments

finito. Seja



§ = 3 £, {j € B > Jo o<, e j, o< on,)
LR T 12 ¢ 23
X_ () =—_1——sLn ¢ imye, | & € f0,T]
I 0¥/ n, 1811 img%,
onde g > 0 e [.] indica o maier inteire contido.
(3.1) Teorema (Bickel-Wichura - 71) ~ Se {En}nazz 880 v.a.'s 1a.

dependentes e identicamente distribuidas com Egi = 02 entao

X, == W. ( > convergencia fraca em D[O,T]z).

(3.2) Teorema (Deo - 75) - Se {gn} e estaciondrio e "¢-mixing" sa
tisfazendo

T r6t /%) <@ e lim =2 £(s?) = o

r naw U172 n

entdo X s> W,
n

(pars definigzo de "$-mixing" ver Deo - 75, pg. 708},

(3.3) Teorema {(Basu-Dorea - 79) - Se {En} estacionario, ergétfga,

2 . . - . ~
EE = 02 e satisfazende a propriedade de martingale forte entao
n

X o= W,
n

Algumas versoes da Lei do logaritmo iterade do tipo Stras
sen foram obtidas por Wichura - 73. Porém ressaltamos que o prinel
pio geral de invarianga de Strassen ~ 64 nao tem similar para cam
pos aleatérios. Isto se deve ao fatoe de nac possuirmos uma versao
do teorema de representaggo de Skorohod para mais de um parﬁmetro

(byke ~ 72). A principal dificuldade & a falta duma definigao apro,
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pfiada para tempos de parada a mais de um parametro. Walsh - 79 e
Wong-Zakai - 79 introduziram ¢ conceito de deminios de parada que
foram utilizados com sucesso ndo s& na obtengac de importantes desi
gualdades para campos de martingales como tambem para o entendimen
to das integrais estocasticas no plano. Interessantées tambem sao os
resultados de Neadé¥house - 61 sobre principios de invarianca para

¢.a. de Gibbs.

4. Comentarios Finais

Quanto azos campos markovianos discutides na secgdo 2, ape
sar de terem gido introduzidas em 68, pouco entendemos deles aﬁé o
presente momente (excetc paré o caso Gaussiano). A éropriedade Mar
koviana para campos Gaussianos pode ser traduzida em termos de Sua
fungéo de correlagao, requerendo que a mesma seja soluggo' fundamen
.tal de certos coperadores diferenciais (Wong - 69). Sabe-se tambem
éﬁé o movimento Browiano com nimero par de parﬁmetro nao sao campoé
ﬁarkovianos (Mckean - 63). Isto nos leva a uma situagaec bastante dis

tinta do cdso de processos estocAasticos:
incrementos independentes ———> Markoviano

Num trabalho recente de Dorea - 81 introduziu¥sé um; nova
lnogEo de campo Markeviane para a qual a.implicagso acima & satisfei
ta. Mals ainda possibilifa’o estudo dos campos Markovianos atraves
de semigrupos associados e fungao transigio de probabilidade. Nesse

caso dado uma familia de c-algebras { }t c 1 n3o decrescente, di
2

zemos que {Y(tl,tz)} g um campo Markoviano se para k = 1,2,... e
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£: R® + R mensuravel temos para 0 < AR ves € t{k), h

ECECr (e P semy, v seny EYRE

wg

eer(e ) evmy, e ey e sy, v e oy

© mesme valendo guando os papeis das duas coordenadas saec

das.

pet‘m_u—l:i
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UM MODELO ESTOCASTICO PARA O FLUX0 DE CALOR

Antonis Galves
(IME-USP)}

0 objetivo inicial deste texto & a apresentacdo de um mo

delo estoc@stico para o fluxo decalor entre duas fontes térmicas
mantidas a temperaturas diferentes. Um segundo obgetlvo do texto &
servir de motlvagao e 1ntrodugao a um ramo recente da Teorla das
Prqbabllldades: os SlstemaS'Markov1anos com uma infinidade de com-

ponentes interagindo entre si.

Antes de mais nada, vamos descrever o fenémeno fisico pe

lo qual nos interessamos. Imaginemos uma haste metalica homogénea
cujas extremidades estejam em contacto com dois banhos térmicos man-

tidos a temperaturas diferentes T e T,

+— fluxo de calor

iEz::> <:EE:.
Como T_gT,, um fluxo de calor se estabelecerd entre as

duas extremidades da haste, levando calor da parte mais quente a



parte mais fria. A presenga dos banhos térmicos mantendo fixas as
temperaturas das duas extremidades, a haste se estabilizara, ao fi
nal de um tempo suficientemente longo, num estado estacionario que
ndo & de equilibrio térmico, no gqual a témperatura de cada ponto de
penderid da posicdo relativa do ponto em relagdo &s extremidades.
Essa dependéncia & uma fungdo momdtoma: um ponto terd temperatura
tanto mais proxima de T, ou de T_, quanto mais proximo estiver o

ponto da extremidade direita ou esquerda da haste.

Em 1811, Jean Joseph Fourier recebeu o prémio da Acade-
mia de Ciéncias da Franga pelo seu estudo da propagacao de calor
nos sdlidos. A lei que ele entdo enunciou diz que "o fluxo de ca-
lor entre dois corpos 2 proporcionaT a0 gradiente de temperatura en
tre esses dois t:oif'p'os'II ("gradiente de femperatpra" signifiéa o quo
ciente entre a diferenga de temperaturas e a distdncia dos dois

coTpos) .

A lei de Fourier € o primeiro passo em direcio ac estudo
tedrico de sistemas termodinamicos fora do equilibrio. Trata-se de
uma lei fenomenoldgica, descrevendo dentro de certos limites, si-
tuagoes nas quais determinédas condigOes externas impostas ao sis-
tema (como, por exemplo, os banhos térmicos nas extremidades da
haste) mantem-no num estado estacionirio que nao & de equilibrio e
ne qual, portanto, um fluxo (de calor, de energia ou de particula&

etc) se estabelece.



Ndo vamos discutir aqui os limites de validade da lei de
Fourier. Sublinhemos apenas o fato de que se trata de uma lei feno
menolégica, isto &, de um enunciado obtido a partir da observacio

direta do fenomeno fisico, sem demonstragio matemitica rigorosa.

0 objetivo da Mecanica Estatistica & demonstrar matemati
camente que as leis da Termodindmica efetivamente descrevem o com-
portamento de sistemas microscpicos, isto é,'de sistemas com um
nimero N muito grande (fisicamente N & da ordem de 1023, matemdti-
camente, isso significa fazer N++») de componentes (particulas,
spins, etc) que interagem entre si e que evoluem ao longo do tem-
po de maneira deterministica, segundo certas equagoes de movimento.
Nos fltimos cem anos, de Gibbs [1] a Ruelle [2], esse objetivo foi
atingido em grande parte, no que diz respeito & Termodindmica de

sistemas em equilibrio.

"Para sistemas que ndo estdo em equilibrio, a situacdo &

atualmente muito menos satisfatdoria. Nos ndc temos ainda nenhum mo

delo (dindmico) de sistema no qual mesmo as "leis” ciné;icas ‘mais
simples, por exemplo, a lei de Fourier para a-condugéo de calor,
possam ser demonstradas. De fato, os modelos nos quaié - proprieda-
des de nio equilibrio podem ser calculadas, por exempio, 0 gas sem
interagao e o cristal harménico perféito cOrréSpondendo a um fluxo
ideal ou a um s6lido ideal, ndo obedecem nenhuma lei cinética ma-

croscopica” (estou citando um trecho da introdugio de um artigo de




H. Spohn e J.L. Lebowitz (3)). Os modelos aos quais o texto acima-
.citado se refere sao essencialmente @eterministicos, com evolugoes
definidas por equagdes de movimento, aos quais se sobrepde uma com
ponente estocésticé apenas para expressar as condigoes de contorno.
Para tais modelos, até agora, a lei de Fourier ndo podé ser verifi
cada, ou pdrque o modelo nio a satisfazia, ja que a interacdo en-
tre 0s compomnentes era demasiado fraca [3], ou porque nio se conse
guiu obter expressoes eXplicitas para o estado de ndo equilibrio

obtido [4].

Isso sugériu a C.Kipnis, C.Marchioro, E.Presutti e a mim
mesmo a ideia de definir um modelo permanente estocastico, verifi-
cando algumas condigdes fisicamente razoaveis, com a esperancga de
caracterizar completamente o estado estaciondrio ¢ verificar que
ele satisfaz a lei de Fourier. Essa esperanca tendo se concretiza-
do, 0 que vou expor em seguidé tem como base o artigo [5] resultan

te dessa pesquisa.

Um Processo de Exclusdo com Condicoes na Fronteira

Nosso modelo pode ser descrito de maneira bastante sim-
ples. Vamos supor que particulas estdo dispostas no conjunto {-L,
-L+1,...,L-1,L}, onde L & um nimero  inteiro positivo, sendo que ca
da ponto do conjunto pode estar ocupado por no miximo uma particu-

la. Essas particulas evoluem no tempo, mudando de posicdo da seguin



te maneira: a particula situada no ponto x espera um certo tempo

aleatdrio antes de decidir-se a saltar sobre a posigdo x-1 ou x+1,

AR
se realizard se a posigdo escolhida estiver desocupada.Em caso con

que ela escolherd com probabilidades L 1 No entanto, o salto sé

trario, ela recomega a sua espera durante um novo tempo aleatdrio,

.antes de fazer nova escolha. Isto se x#L e x#-L.

Se a particula estiver situada num dos extremos, L ou -L,
ela ndo tem escolha e s6 poderd saltar para a posicdo vizinha den-
tro do conjunto, iste €, L-1 ou ~-L+1. As leis dos tempos aleatd-
rios de espera de cada particula nfo tém muita importdncia. A {ni-
ca coisa que realmente importa & due a probabilidade de duas
ou mais mudancas ocorrerem ao mesmo tempe deve ser zZero. Para evi-
tar problemas técnicos nds sO nos interessaremos pela sequéncia de
configuracdes aleatdrias descritas pelo conjunto das particulas.
As particulas representarao guanta dg energia, num modelo discreti
zado da haste metdlica. Para representar os banhos t€rmicos,nds in
troduziremos uma regra suplementar, possibilitando a criagao e a
destruicdo de p;rticulas nas extremidades. Isto serd
feito da seguinte maneira: na extremidade L, ac cabo de um certo
tempo aleatario; & criada uma nova particula com probabilidade p+
ou destruida uma particula ji existente com probabilidade 1-p,. No
entanto, a criagdo si se efetivari se naquele inStante, a posicdo

L ja nio estiver ocupada por uma.particula., Ao comtrario, a des-

truicdo s6 ocorrerd se houver naquele momento uma particula parada
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no ponto L a ser destruida. Idem em relacZo & extremidade -L, mas

com probabilidades p_ e 1l-p_.

Vamos supor que os tempos aleatdrios esperados em -1 e
em L tenham a mesma lei e que p,>p_. Isso significa que ha mais
criagio de particulas 3 direita do que 2 esquerda e que, inversa-
mente, hd mais destruicdo & esquerda do que & direita. Isso provo-
ca um fluxo de particulas da direita para a esquerda. £ esse fend-

meno que nds estudaremos.

Na verdade, o processo que acabamos de descrever infor-
malmente € a traducdo em linguagem de sistemas de particulas de um
processo cuja descrigio certamente seria mais do agrado de um fisi

co-matemdtico. Essa descricdo serd dada num ap@ndice.

Constirucao do Processo

A notagdo [-L,L], onde L & um nimero inteiro positivo,de

signard o conjunto {x6Z:|x|<L}.

Estamos interessados em configuracdes de particulas no
conjunto [~L,L]}. Supomds que em cada ponto de [-L,L] possa  haver
no maximo uma particula e que estas sdo indestinguiveis entre si.
Nessas condicoes, uma configuracdo & répresentada biunivocamente
por uma aplicacdo n:[-L,L] + {0,1} com a convengdo que, para todo

x€[-L,L], n(x)=1 se o ponto x estiver ocupado por uma particula e
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n(x)=0, em casc contririoc. Chamaremos de EL 0 conjunto de todas as

aplicacbes de [-L,L] em {0,1}.

Seja n um elemento qualquer fixado de E; . Ao cabo de um
certo tempo alguma das modificagSes descritas na sessio anterior
devera ocorrer: ou uma particula tentar: mudar de posigdo, ou uma
das fronteiras tentara criar ou destruir uma particula. Cada uma
dessas alteragags pode ser descrita por uma aplicagép de EL em EL.

Vamos defini-las.

Se x€[-L,L-1], seja m.:E;»E; a aplicagdio que a cada con-

. figuragdo  faz corresponder ‘uma configuragio m.n tal que:

T () = n(y), se yEX e y#x+l
T N (x) = n{x+1)
N (x+1) = n(x).

E facil ver que 7 (n) & a configuragido que se obtém a
partir de n, fazendo-se a particula'?m X saltar para a posigcio x+l,
se isso for possivel (isto &, se n{X)=1 e n(x+1)=0) ou saltar de

x+1 para x, se isso for possivel. Se nenhuma dessas alteragdes for

possivel (isto &, se n(x)=n(x+1))}, entdo 7 (n)=n.

As aplicacgtes Gps Ggs Bl, BO darao conta respectivamente,
da criagdo e da destruicdo de particulas nas fronteiras -L e L, is

to e:

ain(x} =n(x), se x#-L,
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Oii'l'](‘L) =xi‘ e

fBin(X) n(X), se x#L

Byn (L}

i, onde i=0,1.

Vamos definir um Processo Estocastico assumindo valores
em E;, descrevendo & sequéncia de configuracOes assumidas pelas pax
ticulas, supondo que no instante inicial o sistema esteja na confl
¢80 n . Para isso, seja 0,0,,... uma sequéncia de varilveis aleatdrias assumin

do valores no conjunto das aplicagoes acima definidas {ﬂx:X€|4ﬂIrﬁ}Uﬁﬁ£%;&,Bo}.

Essas varifveis aleatdrias est3o definidas num espago de
probabilidades (QL, L+PL) e nés vamos supor que elas sdo indepen-

dentes, identicamente distribuidas e que:

76:7, para todo x€[-L,L-1]

PL{wGQ:en(m)=wx}

PL{w99=9n€P)=“1}

Ir

PL{anzen(w)=a0} = s
PL{U.IER:Bn(UJ)=Bl} = m

P {wgR:0 (w)=B} = -z
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onde p, e p_ sdo dois nilmeros compreendidos entre 0 ¢ 1 e PP

Os leitores n3o familiarizados com as bases da Teoria das
Probabilidades encontrariao num apéndice a construgdo da  sequéncia

61,62,....

0 processo MgsNysNgs--- sera definido Sbbre 0 mesmo espa-
co de probabilidades (9, L’PL) da seguinte maneira:

Ny & um elemento fixado de Ep

e se n>1, nn=9n...61(n0).

Mostrar que essa construgdo do processo corresponde a des
crigio intuitiva da evolucSo dada anteriormente & deixado como eXer
cicio ao leitor. O essencial & notar que as aplicagdes definidas. no
espaco das configuragGes correspondem exatamente ds possibilidades
de mudanca antes descritas. Convém notar mals uma vez que a permuta
gdo T_ Tepresenta & mudanga de uma configuracio resultante do salto
de uma particulaade X para x+1, ou de x+1 para X. A proibigéde de
realizar o salto caso o lugar escolhido j& esteja ocupado € garan- -
tida automaticamente pelo fato que 7, (n)=n, para toda configuragdo

n tal que n(x)=n(x+1}.

Representagao Grafica da Construcdo

A construgido do processo pode ser representada graficamen
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te no espaco produto [-L, LJXN Paré'cadh WED fikado,~n55 ”indica}é;'
mos o valor de © (m) atraves de um segmento unlndo 0s pontos (n x)
_e.(n x+1l) se ® (m)=ﬂ . Se 0 (m) =a (ou al), faremos uma marca M ou
N, respectlvamente, ne ponto ( -L,n). Da mesma maneira a marca M ou'

-N no ponto (L,n) 1nd1cara que 7] (w) BO (ou 31, reSpectlvamente)

i

~3,3 S :
[- ] No desenho L=3 e o
-3 -2 -1 0 1 2 3 o ‘
0r ! - 1 meﬂ.escolhido e tal que:
1 — — T _ _7,' -“jf"5”3 ei[m} = noﬁ
.2 :-92'@) =y
’ 83(w) =75
BN 3
' : L 84(w) =M
5 p .;"e'( N
; 5 .w = 1T0 E
6 M e
‘ _ 96(g3.= T
i S . S . ' é'-m S

Para este desenho uma partlcula .que 7o 1nstante_ ,iﬁiciéﬁu
?esta na orlgem, no 1nstante 7, estara no ponto 3 Uma partlcula' gue'
no 1nstante 1n1c1al esta no ponto l no 1nstante seguinte ‘estara no
ponto 0, voltando ao ponto 1 no 1nstante 5 Se nos nos ;1nteressar-

mos pela conflguragao 1n1C1a1 tendo partlculas apenas nos pontos ;0

e l no 1nstante 1 a conflguragao nao se tera modlf ad : dshﬁnitos_

pontos: ocupados contlnuarao sendo o”
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No‘instante 4, por causa da marca N, o pohto‘S estara ocu-
pado, seja qual for a conflguragao 1n1c1a1 Essa’ particula permane

cerda ali 4té o 1nstante 7 pulando en segU1da para a p051gao 2.

‘No outro extremo -3, a marca‘M_destroi‘qualquer particu-
la que ali esteja. Isso faz com que no instante 6 o ponto -3 este-

ja desocupado, qualquéer que.seja a configuragdo inicial.

CARACTERIZAQFU PROBABILISTICA DO ESTADO ESTACIONARIO

.0 sistema fisico descrito na introducio converge para um

-estado estacionario que satisfaz a lei de Fourier. Como isso se tra

duz em nosso modelo? 0 processo estocéstiéo que acabamos de defi-
nir ndao deixa nenhuma configﬁragib inalterada indefinidamente. As-
sim sendo, nao se pode esperar que ‘a ida:do'sisfémélffSico para um
‘estado estacionirio se traduza pela fixacdo do Processo estocisti-
co em élguma configuragﬁot Ha, no'entanto, um outTo ‘sentido no qual
se pode falar de convergéncia em ﬁOSSd modelo: a-probabilidade de
encontrar o processo numa determlnada conflguragao converge  para
cum limite com o decorrer do. tempo Mals prec1samente‘

Proposigéao: Qualquer que'séjéuEGE;, ) limiteliim]PL{m:nn(w)ﬁﬁ} e-

. n>es
. xiste. e naoc demende da configuragide inicial Nge

. ChamemdsidE'pL(E) esse limite. Observemos que



'UﬁuL(E)jl e I uL(g)=1, ou'seja, ﬂL define uma medida de probabilidade
EEE,
no espago (finito) E;. O estado estacionirio do sistema fisico se

ra representado pelo limite de U quande L+,

(0s leitores familiarizados Eomla teoria basica de Ca-
deias de Markov ja perceberam que o ﬁrocesso que estamos estudan-
do & uma Cadeia de Markov irredutivel, recorrente positiva, néo
periddica. Isso garante a sua convergéncia em distribuigdo para u
ma medida de probabilidade bem determinada, a saber, a lUnica me-
dida de probabilidade invariante com respeito ao processo. No en-
tanfo, os demais leitores ndo serdo prejudicados pela ignoridncia
desses fatos bdsicos, de vez que os métodos elementares serao de
pouca serventia no estudo de Wy, MO limite, quando L. A téenica
nova que utilizaremos nesse estudoldaré tambem uma demonstragio

ad hoc da proposigdo acima enunciada).

Antes de enunciar nosso teorema, vamos tentar esclare-
cer o significado da passagem ao limite em L. Estamos interessa-
dos no estudo-de fluxo.de energia atraves de uma haste continua
que serd representada pelo intervalo [-1, 1]. Inicialmente consi-
deramos uma aproximagao discreta da haste, dividindo-a em 2L+l seg
mentos iguais e estudando o fluxo de um segmento a outro. E isso
que noslleva a considerar o processb em EL' Nesta aproximagao ca-
-da ponto ug[-1, 1] & representado pelos subconjuntos finites de

[-L, L] da forma {x1+[UL],...,xn+[uL]} onde Xy,....Xy sdo numeros
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inteiros e |uL] & o maior nimero inteiro menor ou igual a uL.

f f 1 1 i f i | 1 f T 1
0 [uL]\

Assim o estado estacionfrio da haste no ponto y serd obtide con-
siderando-se a medida u; aplicada ac conjunto {n=n(xi+[uL])=1, i=

=1,...,n} e passando-se¢ ao limite em L.

Nosso objetivo & mostrar que cada ponto u da haste [-1,1]
estara numa Situagéo de equilibrio térmico que dependerda de u.Por
situacdo de equilibrio entendemos aqui um estado estaciondric ho-
mogéneo no espaco. £ o que obteriamos, por exemplo, em mnosso mo-
delo discreto, se p ,=p_. Neste caso, 10 seria a medida produto de
Bernoulli tendo como pardmetro p,(=p_) . Quando p_#p,. a medida uL
nido & homogénea no espago (por exemplo, a probabilidade w;{n€E,:
n(x)=1} séré uma fungéq de x nio constante). No entanto, no limi-
te, quando L+», obtém-se uma situacgdo de equilibrio térmico em tor

no de cada ponto u da haste [1-, 1]. Mais precisamente:
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Teorema: Quaisquer que sejam‘us[-l,_I],;n inteireo positivo, - Xy s

XysweesX elementos de Z, temos que

lim~ uL{nGEL n(x +[uL]) 1, i=1,....,n = p(u)™, onde

© Lo

‘p(u)‘=(%‘-1)p_*£1;“)p+-

. p,.-p_
Observemos, a guisa de corolario, que gRé%l = +2 o que seria o
. equivalente da lei de Fourier para o "perfil de energia" p(u),

-1<u<l. A lei de Fourier para o "perfil de temperatura” & obtida
fazendo-se a tradugdao de mnosso modelo em termos do modelo de Ising.

Isso serda feito num dos apendices.

RESUMO DA DEMONSTRAGAC DO TEOREMA

Indicaremos apenas as etapas centrais da demonstragio,
deixando de lado os detalhes técnicos que o leitor enceontrari es-

miucados nos artigos (5} e (6}.

Vamos inicialmente demonstrar a existéncia de limites do

tipo 11m P {m n (m)(x ) =1, i= 1,...,k}, onde XpaXgaen Xy séb'ele~_"

mentos quaisquer fixados de [-L, L]+ Para 1550, lembremos que ~ a
con£1gura§aqnn & obtida pela aplicacgio de O a conflguragao “nl‘-
Assim sendo ¢ valor de nﬁ(x) para cada ponto x flxado, depﬂﬁe de
en e de n,.p+ Mais precisamente, se x#L e x#-L entgo—nn&0=nn4ﬁ#+D,
se en=1r}c e nn(x]=nn_1(x-1]. s€0 =T .. Se x=L e se Hn=eL-1‘ entao
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1(L—l_); jé se e'iﬁi,'entéo n‘(L)=i, onde i=0,1. Finalmente, se

=-L e se 0 _=m_;, entdo um ( L) =n_ l( L+1) ; ji se ® =u.;' © entdo

i
n (-L)=i, ‘onde i= U 1. Em todos 0s demais casos 1 (x) =, 1(x) Em

outras palavras, se x#L e x#= L, para saber o valor de n, Mo ponto

x devemos olhar para o valor de n,_q num dos poéntos x, x-1 ou x+1,

dependendo deiquemrseja en.rPor sua vez, a,deterﬁinagio de valor
dg ”n-i no pphté que nos inferessaf,-leva4nos a4 examinar o rﬁalor
de ﬁﬁlé num cerfq'pontb e assim por diante. Este retrocesso. pelas
configurégaes segﬁindo‘qs‘ "ancestrais" do ponto e vai até_ _Ehe-
garﬁos i configuragﬁo.ihicial n, ou, ate chegafmoé pela primeira
vez numa das’ extremldades € nela ocorrer uma apllcagao crlando ou
destru1ndo partlculas. A ocorrenc1a de um caso .ou outro determi-
.nara o valor-de_n (x) Talves uma .pequena formallzagao ajude a. en

tender este passelo em marcha a 8.

Para cada n=0,1,2,L.. e x€[-L, L] definimos o processo

estocast1co Y . 3=0,1,2,....1n da seguinte maneira: nYO=x. Em se-

nj’ .
- yX & definido a partir de YT da’ i -
gulda, ‘se 1<3<n,_n¥j+1 e deflgl§o_a partit ‘de an @a seguinte ma

'nelra

se 'J~y, onde —L<y<L
+1, se 8 .=
sty
=~ - X _ - : =
‘g?t?o Y T_ y- 1, se_en j‘“y'l’

ol
B 1 y + 5@ em. Caso contrarlo
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se Y =L,
nj
0 .=
L+l, se © 4 8y
3 = - 6 =
entao an+1. L-1, se n-3 71-1
L ., em caso contrario;

se yX=-L

nj
-L-1, se ©__.=q,
n-j i
- x
- g =
entao ﬁYj+1 _4 ~L+1, se n-j 1
~-L , em caso contrario;
Xy - b4 - X
se [an]~L+1, entdo an+1 an.

O processos que acabamos de definir & um passeio alea-
tério simples simétrico no conjunto [-L-1, L+1] com barreiras ab-

sorventes nas extremidades -L-1 e L+l.

E ficil ver que, trajetdoria por trajetdoria, valem as i-
gualdades:

. x x
n(x)=n (Y), se by (2L
- X
n (x)=I, se |nYn|-L+1.

sendo I definido da seguinte maneira:

I =3 (i=0,1) se On-k=ui ou_Bi e
K+1=min{j=1,2,...n: !nY§[=L+1}

(em outras palavras, I=1, se a aplicagdo que leva o passeio a ser
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absorvido pela fronteira, for o

1 ou By T=0, em caso contridrio)

Poertanto

=11= X - X1 PN
P {n_(x)=1} PL{lnYn] L+l ¢ I=1}+ EL{[nYnliL e n ((Y)=1 .

I . x _
Ora € fac11 ver que iizlPL{!nYn];L}fO.

(de fato, esta & a probabilidade dé que um passeio‘aleat6rib simé
trico simples no intervalo [-1-1, L+1] n3c toque nunca nenhum dos
extremos) . '

E também fidcil ver que

Xy _ .. B _ X|o1a Xyl
PL{inYn]-L+1 e 1=1} = p;@L{TnYn!-L41}+pJPLg|nYn|-L 1}

Finalmente & um resultado cléssico_que'lim]PL{ yX-1+1} =
- - . s . JRLED )

- 1-1% X__ 111 = Legeo X
- l-lin Py lp=-i-1) = 50

(este calculo @ feito, por exemplo, nha secgﬁo XIV.2 do livro do
Feller [7])..

Mostramos assim a existéncia do limite
. iy L 1 __ X! 1 x‘. _
ilmZPL{nn(x)—l} = (1 ITT)p—+2(1+L+1)p+°
Demos um primeiro passo na demonstragdo da existencia da

‘medida u. anunciada e obtivemos mesmo uma expressfo explicita pa-
- "L

ra u; {n:n(x)=1}.
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Se x=fuL]+y, entio

uL{nG‘EL:n([uL]+Y)=l}=— I‘If—];%ﬂ)p 5 (1+Iu—ﬂ—zx)p+

1+u

e esta ultlma expressao converge para p(u)= { )p +{ )p » quan-

do L+w

Para completar-afdemonstragéo, teremos que estudar o 1i

mite lim‘PL{n (x¢)=1, 2=1,...,k}. Isso nos leva a considerar a e-
n+® X .
volugdo conjunta dos passelos aleatdrios Y.l, Y. 2,..., Y. k, in—_

nj i
troduzidos na prlmelra parte da demonstragic e re;etlndo o que 13 foi
feito. Fazendo 1sso, temos que:

i U Xy I3 '
iﬂ IPL{pn(xR)=1 RS R ¥ =r11_1,_£IPL{I.nYn' |=L+1 e I7=1, #=1,....k},
onde 1* & definido.em.rglagﬁo ao passeio nY§R como foi definido T
com respeito'éo passeio HY?. '
X

. x
Se os passeios nY.l,..., k fossem independentes entre

. ) J nj
si, a demonstragao estaria terminada. Com efelto, neste caso, a
probabllldade conJunta aparecendo no 1ado direito da expressao se
Cria 1gual a ‘% r {[ Y I L+l e I —1} Bastaria entdo calcular .o
11m1te, quando n>s, de cada um dos fatores do produto, o que ja

f01 feito na prlmelra parte da demonstracdo.

A dificuldade toda esta no fato que esses passeios ndo
sao 1ndependentes entre si. Com efelto, sempre que dois desses pas

seios ocupam posigoes vizinhas, existe a possibilidade de ambos
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se moverem simultaneamente em direcdes opostas por efeito de uma mes

ma permutagdo. Mais precisamente

X3 X X2
{n J+1 =a, an+1=a+1]an =a+1, an =a} =
=P{o__=n Jezl 2
n-j 21+2
X.l
# IP{nYJ+1 alan =?+1}-'P{an =a+1] Y Bea —(2L+2) .

Esta depend&ncia, no entanto, s5 se manifesta quando dois dos pas -

seios s3o vizinhos. Quando estao separades, eles sé comportam co-
mo passeios independentes. Por,outro léda, k passeios aleatdrios
independentes entre si, evoluindo em Z,passam a major parte do
tempo muito longe um dos outros. D01s qualsquer desses-' passeios
sempre voltam a se encontrar, no entanto ¢ tempo meédio neceséério
_a cada um desses encontros e 1nf1n1to (ver, por exemplo, segao XIV

4 do livro do Feller [7].

Usando este tipo de id€ia & p0551vel mostrar que k pas-

seios, aleatorlos em Z que 1nteragem entre si como acabamos de- des

crever, tém o mesmo comportamento a551ntotlco que k paSSGIOS in—

dependentes. Este fato foi demonstrado pela primeira vez em  [8]
para um sistema com 2 passelos 51mp1es. Em (6] o resultada g ge-
nerallzado para um nimero f1n1to qualquer de passelos semples si-

métrico em Z. Finalmente em [9] o resultado & generallzado para




passeios aleatdrios simétricos com saltos nido necessariamente uni
tarios mas com uma certa restricdc sobre seus valores médios. To-
dos esses resultados foram demonstrados em 2. Por ora, mnao se sa-
be demoﬁstfar nenhum desses resultados para passeios em ZZ)A quég
tio torna-se trivial em dimensdc maior ou igual a 3, ja que neste
caso os passeios acabam por se afastar definitivamente wms dos ou-

tros.

Voltemos a nossa demonstracao. Restritos a um. interva-
lo [-L, L] fixado,os passeios interagem fortemente entre si, cho-
cando-se uns cbm os outros até que cada seja abéorvido nas fron-
teiras. Com isso consegue-se demonstrar a existéncia de Uy € dar-
lhe uma representacio explicita (e complicada), levando em conta
os diversos casos possiveis de absorcdo de cada um dos passeiosmna
fronteira -L-1 ou L+1. Note que isso significa, em particular.que
'uL nao & uma medida produto. No entanto, gquando fazemos o limite
para Lo, nds’ abrimos 0 €5pago para os passeios se afasiarem uns
dos outros e se comportarem assintoticamente como passeios inde-

.pendentes. O leitor interessado encontrara demonstragoes cabais

deste fato nos artiges [5] e [6]. -



QUTROS MODELGS ESTOCASTICOS

A partir do modelo que acabamos de descrever, ocutros fo

ram estudados. Vames descrevé-los sumariamente.

Na segunda parte do artigo [S]HCOnsidefémos um sistema
com uma infinidade de particulas evoluindo eﬁ Z;-Nelé cada parti-
cula espéra um tempo aleatdrio, antes de'de¢idif'sa1tar para uma
pdsigﬁo vizinha 2 sua, eécolhida aoiacaso'com‘probabilidades %,%.
No entanto, o salto sO se realizarid efetivamente se a posigéo es-
colhida estiver vazia. Em caso contxériq, a particula recomega a
§ﬁa esperé ﬁor wr nove tempo aleatdrio. Este é.ﬁm caso particular
do chamado Processo de Exclusio Simples Simétrico introduzido por
Spitzer [10] e estudado exaustivemente por ele e por Liggett[11].
Eles demonstraram, em particular, o seguinte resultado de conver-
géncia em lei do Processo: se inicialmente todos os pontos de z

3 direita do 0 estiverem ocupados por particulas e.todos os de~
mais pontos estiverem vazios, entao a evolugao do sistema faz com
qﬁe'no iimite cada ponto de Z esteja ocupado com probabilidade
%.e i;so independentemente da ocupagio ou ndo dos pontos a sua vol
ta. Formalmente isso se escreve da seguinte maneira: seja nt(x) g
.ma variﬁvel aleatdéria que vale 1, se no instahte't a posigao x es
tiver ocupada por uma particula, e vale 0 em caso contradrio.Entio:

lim P{n_(x )Ql, 2=1,...,k}= (l)k, qhaiéquer ue sejam os pontos
RR S Z -SqueT que sej

oo
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KyseonaXy tonsidgrados e qualquer que seja o nimero k de pontos.

Este resultado descreve o comportamento assintdtice lo-
cal do sistema. Em outras palavras, ele m05tra:o que acontece as-
sinfoticamente com & ocupagdo de um conjunto finito de pontos fi-
xado. Se quisermos descrever o fiuxo de particulas da direita pa-
ré a esquerda no decorrer do tempo, precisaremos descrever global
mente o sistema. E o que fazemos na segunda parte do artigo [5],
demonstrando que para todo ue -1, 1] '

lim]P{nt([qu]+y2)=-1, 2=1,2,....k} = (E%E)k.

tox

Isso mostra que, visto globalmente, o sistema converge para um es
- tado formado pér um continuo.de subsistemas em estados de equili-

brio entre si.

Um resultado andloge foi obtido por Roﬁt [10], no caso
em que as particulas apenés se deslocaﬁ para a esguerda. Note-se
qﬁe este caso eXige umé técnica totalmente diferente da utilizada
no artigo [5]. Com efeito, a demonstfagéo que fizemos  baseia-se
essencialmente em igualdades do tipo nn(x)=no(hyi) (estamos:usan-
do a mesma notagao que no resumo de demonstragdo falta na “segdo
anterior) ., Ora, este tipo de relagdo de dualidade nac ocorre se or
passeio dés‘particuias nio for simétrico. Isso obriga-Rost a.uti?.

lizar um caminho extremamente tortuoso.

_Outros modelos foram criados em seguida,com a seguinte



receita: sao sistemas formados DOT Ccomponentes determlnlstlcas que
1nteragem entre 51 de maneira estocistica e com condicges estocas
ticas na fronteira’ representando os banhos térmicos que mantém o

sistema num estado de nao equ111br10.

No artigo [11] con51dera se que em cada ponto do conjun
to de numer05 inteiros - [-1, L] ha um OSC1lador harmonlco. Suces-
51vamen;e_yai-se_escolhendo a0 acaso um desses osciladores, com
probabilidade 7f%T' 0 oscilador escolhido troca energia com  seu
vizinho da direita, de tal maneira que a soma da sua energia e da
energia do seu vizinho permaneca constante. Os osciladores 5i-
tuados nas extremidades tem energia distribuidas segun-
do medidas de gibbis a temperaturas diferentes. Por um
caminho analogo ao que descrevemos mna secio anterior estuda-se o

fluxo de energia no sistema.

Finalmente, em [12] considera-se um sistema enumeravel

de bolas situadas sobre a reta veal (o raio de cada.bola é despre
zivel) . Cada bola pode ser branca ou preta. Cada bola tem veloc1-
dade inicial igual a +1 ou a -1 com probabllldades :zl, %

duas bolas se encontram elas se cruzam com probabllldade 4, ou g

Quando

las se refletem com probabilidade 1-q, Vamos supor que inicialmen
.te as bolas estejam distribuidas de maneira homogénea na reta real
{mais precisamente distribuidas segundo um Processo Pontual de Pois

son homogéneo) . Suponhamos também que todas as bolas situadas 3




direita da origem sejam pretas e todas as demais sejam bfancas.
Trata-se aqui de descrever globalmenté como este sistema conver-
ge, do ponto de vista das cores, PAaTd um estado estaciondrio. Uma
de suas caracteristicas & a correlagio entre‘as cores de duas bo-
las vizinhas, mesmo quando o sistema jd estd em equilibrio local.
Isso destoa, do que acontecia ﬁés demais'exemplos mencionados nos
quais duas componentes vizinhas eram sempre assintoticamente in-

dependentes.
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APENDICES

1- ESTADOS ESTACIONARIOS PARA SISTEMAS Q NAO ESTAO EM QUILI—

BRIO TERMICO

Habiiualmente, em Mecénica‘Estatisticq,-esta&oé de e-
-qdlibrio # temperatura T sao caracterizados pela condigdo que ca-
da subsistema finito estd ein equilibrio‘local définido‘pelé medi~
da de Gibbs a tempefatura%I; Aérmedidas de probabili&ade assim ob
tidas sdo- as chamadas Medidag'de'bébrushiﬁ, Lanford e Ruelle. As-
sim, se quisermos descrever sistemas em contacto térmico com’ re-

servatdrios .a temperaturas diferentes, nos devemos supor que o e-

‘quilibrio nas fronteiras & descrito por distribuigdes de Gibbs pa

rametrizadas pelés temperaturas dos reservatdrios.-O problema que
se ¢oloca aqui & o da definigdo do equilibrio local dos subsiste-
mas internos. A presenga dos‘réservatafios faz com que cada umdqg
ses subsistemas tenha uma'temperatura‘diferente, e o objetivo - do
estudo & exatamenfg,:caléﬁlar essas temperaturas.. Assim sendo nds
ndo podemos simplesménte dizer queno eqﬁilibrio local de cada sub

sistema. & dado por um estado de Gibbs a uma certa temperatura,coe

rente com um "perfil de temperatura" dada a priori, de vez que nos

so objetivo & .exatamente calcular-este‘"perfil de féhperatura"; A
questao £ como, def1n1r o equ111br10 local de um sistema que nao

estd em equ111br10 termlco.-,



Tentemos usar a seguinte definigdo: diremos que um sub

sistemé, partindo de uma configuragdo inicial dada, atingiu o e-
qulibrio local quando todas as configuracdes tendo a mesma ener-
gia forem equiprGQQVEis.,O incoveniente desta definicio & que uma
medida de probabilidades ndo pode manter simultaneamente todos os
subsistemas finitos em eduilibrio local,se as temperaturas nas frm
teiras nao forem todos iguais entre si. Somos entdo levados a en-
fraquecer nossas exigéncias, pedindo apénas que cada subsistema '
tente ao longo do tempo alcangar a situacgdo de equilfbrio descri-
ta na definicdo inicial. Isso & feito pela introducio de um Pro-
cesso de Markov da seguinte mancira: em cada instante, um subsis-
tema (com um tamanho fixado) @ escolhido aleatoriamente € posto:
na situagao de equilibrioc local definida anteriormente. Isto sig-
nifica que nds lhe damos uma configuracdo escolhida ao acaso, u-
niformemente, no conjunto de todas as configuracdc tendo a mesma
energia que sua configuracgio inicial. Se o subsistema  escolhido
estiver na fronteira, a sua nova configuragao sera escolhida se-
gundo uma distribuiééo de Gibbs & temperatﬁra da fronteira. Uma

medida de probabilidade invariante com respeito a este processo

de Markov sera dita um estado estaciondrio do .sistema.

No artigo [5] estudamos as consequéncias desta defi-

nigao no Modelo de Ising unidimensional com interacdo com os vizi

-nhos mais proximos. Vamos agora definir a. cadeia de Markov 1a .
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considerada.
Sejam [-L, L+1] = {z€Z: -L<z<L+1)

ec, - {—‘i,'lj{—l” L+1]

Dados S€C; e x€[-L, L+1] definimos uma nova configura-

cio S,€C; da seguinte maneira:

'Sx(y) = 8(y), se y#x, .y€[-L, L+;]_

Sx(x) -S(x).“:

‘Para casa x€[-1+1, L] definimos uma aplicagio U CR

da seguinte maneira:

ux(S) = S(x)S(x-1)+5({x)S(x+1) .

Podemos agora definir uma probabilidade de transicao

em C. da seguinte maneira:
L g

0, se 8'#S e 8'#5_, qualquer que seja x€[-L, L+1] ,

1 ' eB+S(L]S(L"l] S' =g
. ,5e §'=
2L+2 ePr +o-By L+1 -
055" 1 oB_S(-1)S(-L+1) §res
W3] =4 N ,5¢ §'=
2L¥ 2 - eB_ +e-ﬁ— —L )
1 . 1 ) [ . — . ] +1 <L
T3 - 70 S€ S —Sx e Ux(S)—Ux(S ), onde -L+1<x<L,
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0, se S =Sx e Ux(S)#Ux(S ?, onde -L+¥l<x<L

1 - £Q(8,5)), se §'=S.
-L<x<L+1

Notemos que as formulas aparecendo na segunda e tercel
ra linas da definicdo de @ correspondem as probabilidades de mu-
danca de spin dadas pelas distribuigoes de Gibbs com parametros

B, e B_ respectivamente.

+

Vamos chamar de Xn, n=0,1,2... uma cadeia de Markov clu
ja probabilidade de transigao 6 Q. Terﬁinaremos este apéndice, Te
lacionando (Xn: ﬁ=0,1,2,...)7com o sistema de particulas ' (nn:n=

=0,1,2,...).

Seja h:CL+EL a aplicacic que a cada configuragao  de
spins S faz corresponder uma configuragao particulas de h(S) defini-
da da seguinte maneira:

{1, se S(x)#S(x+1)

h(S) (x)=:

0, em caso contrario,
mﬁexGPL,ﬁ.

Deixamos a cargo do leitor a verificagdo de que (h(ﬁg,
n=0,1,2,,,) é_uma cadeia de Markov em EL tendo a mesma 1ei‘(ﬁn:n=

=0,1,2...), desde que . -B -B



- 863 -

II - CONSTRUCAO DE UMA SEQUENCIA DE VARTAVEIS ALEATGRIAS INDEPEN-

DENTES CUJAS LETS SAO DADAS.

Vamos supor que {R,A,P) seja um espago de probabilida-

des ¢ (E,E) -um espago mensuradvel.

Definigdes :
1) Chamaremos de varidvel aleatdria definida em @ as-

sumindo valores em E, qualquer aplicagfo mensurdvel de Q em E.

2) Seja X uma varidvel aleatdria de @ em E., Chamaremos
de lei de X a imagem de P por X. Em outras palavras, trata-se de
uma medida de probabilidade v definida em (E, E) tal que u{B)=

={we : X{w) EB} qualquer que seja BEE .

3) As variaveis aleatorias Xl,XZ,...,Xn de © em E siao
ditas independentes se a lei da n-upla (Xl,...,Xn) definida no es

pago produto it for o produto das leis de Xl""’xn'

4) Uma sequéncia de variiveis aleatdrias LON S SRR
de em E & dita independente se para qualguer subconjunte finito
de indices i;,...,i_ as varidveis aleatorias X; ,....X; forem in

1 n
dependentes.

Problema: Dada uma sequéncia de medidas de probabilidade Mg My »

Uy.... definidas no espago mensuravel (E,g) € possivel construir .
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um espaco de probabilidades (R,A,P) e nele definir uma sequéncia
de varidveis aleatdrias XD,XI X5, independentes e tendo . como

leis respectivamente HlsMgs o .2

A resposta € quase imediata a partir da propria defi-
nicao de independéncia. Basta tomarmos: g=g N '

A=g N

P=P ¢é a medida produte
My X Uye s

Xn=n—ésima projegio de
em E.
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§1. Introdugio
Existe atualmente um grande interesse em conhecer o com
"portamento a longo prazo de certos s1stemas com estrutura aleato-
rla.. Por 1sto vem sendo desenvolv1da uma teorla matematlca para
anallsar o comportamento a551ntotlco de evolugoes aleatorlas. Cha
-mamos de evolugao-aleatorla-um gperador M(t,s), 8 =< t, que sa-

tisfaz uma equagdo diferencial aleatdria.

-E nossa infehgﬁo neste artigo-estabelecer o teorema cen

tral do limite para certas evolugoes aleator1as que satlsfazem
equagoes da forma .
Mg oy o oy
"M—.(Eﬁ_l: rvee) mPéesy .
Tat : B
O'operador V(t) ¢ uma abreviagio para N(t;w);-onde"w & um
ponto noé espaco amostral Q. A .e um. parémetfé gue toma valores

- reais e atraves do qual cond1c10namos a varlagao (ou dlsturblo)

aleatdria a ser pequena

Estamos 1nteressados no 11m1te do valor médio da evolu—
cao aleatorla dada pela equacgao (1 1), preclsamente queremos ava-
.11ar o segu1nte 11m1te para T 2 o

Ciim . )(T/Az,o)) Lo . (1.2)

Asg - Lo k
({-? representa a esperanga éom”respeitp’i brobabilidade em ques-—
t3o). Resultados sobre este tipo'de limite podem ‘ser encontrados

nos seguintes artigos: ngburn e HersH 1973, Papanidélaou e
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Varadhan 1973?'Hersh 1974, Spchn 1980, Davieé 1974 e Kurtz 1272 e
1973. Para garantir a existéncia do limite (1.2) impoem-se cer;
tas restrigoes 3 estrutura aleatdria do problema. Uma délas é
que numrfufurq remoto - os valores de V sejam_quase independentes
de-seus valores no passado. -Tal condicao é chamada "condigEO de

mistura" e € uma imposigdo natural para a obtengio do limite.

Para se ter uma. idéia das dificuldades envolvendo o pro
blema proposto em (1.2) apresentaremos-heuristicamente certos esté

gios de sua solugdo..

Suponhamos que certa equacgiao da forma (1:1) tenha solu-

t )
A Sl V(r)dr

s

gao, que por sua vez seria dada por

M V(ts) = e (1.3)

(isto em geral é falso). Além disso, digamos que os operadores
v(t), t € R, formen uma familia Gaussiana e satisfagam as seguin-
tes condigses paré s,f E:R:z:
AVt = o .
_ (1.4)
(e v(s)) = UClt-s|) .

Pelo que mencionamos sobre a tal "condigao de mistura", Uty €

praticamente nule para t suficientemente grande.

Expandimos heuristicamente a exponencial dada em (1.3)
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t k

(1) N ‘
M (t,s) = T = (A V(g)dr)
k=0 * L
t t
o ?\k
= kioﬁ J dry... j dry Viry)...viry) (1.5)
s S

Tomando o valor médio de ambos os lados de (1.5) e omitindo as
consideragobes usuais de uma situagdao como esta, obtemos que
t t
s k

<M$K)(t’s)> = T dry... J’ drk (V(rl)...V(rk)> (1.6)

I8

k=0

0]

s

De (1.4) conclui-se que

0 , se k & impar
V(ry)...V(r)) = , (1.7)
ZﬂlJ(lri—rjl), se k é par,

onde omitimos como variam os {ndices ie j. Usando (1.7) em

(1.6)

ot t ,
WM (g, 83y = = '(—-rrk% g dr, ... [dr SomUClr, -1ty ]) (1.8)
’ {,=° 2 ' 1 2{' '1 j

s s

"{1.8)

Logo para resolvermos ¢ problema propoSto em (1.2}, im-
~ ’ . ~ . - o,
pomos condigbes aos operadores U(t), tZ o, nao s0 para a série

(1.8) convergir, como também para o limite existir.

A nossa motivagdo para estabelecer um teorema abstrato
tratando do problema esbogado em (1.2) pode ser descrita suscinta-

mente da énguiutﬁ maneira: o potencial de interagao é definido
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por operadores agindg num certo espago de Hilbert

v(t) =._pe_zz;3 :'vn'(t) Pn '

‘onde os P, n € ZZ% forhém}nma-familia'dé projecdes ortogonais

3.

do, pela sua variancia

ot e RY é um processo estocastico Gaussiano da

(v (t) = o :
Ya o (1.9)

(v, (t) v (s)) - p(lt4s|)_ € rm
Nééte caso - p(t) - o quando‘ t-+w.'.ESt£.és?rutdfa matehétiéa ig
presenta um modelo em mecﬁﬁica qugntica inspirade num trabalho de
Martin e Emch 1975. O chamado modelo de Maftin é.Emch coﬁsiste
de um eletron mqvendo-se'ﬁum cristal onde impurezas eétgo espélhg
dés de um tal méneira‘qug'o efeito da inferagﬁo.elétrondiﬁpufeza
correspoﬂde ao ﬁrocesso estocdstico dado por (1.9). O Valé; vn(i)'
para um'certo'pontﬁ no eépago amostral pode ser reléciohado com o
impulso dado ac elétron no instante t apbs se chocar com & impu
reza situada no ponto ﬁ.‘ A brojegﬁo Pn‘ é‘o‘opérador-que repre-
senta o ponto n do cristal representado p0r'fZﬁ. " Na presente 317
tuagdo podemos dizer por_aito gue_o limite (1.2) prevé o que acon

-’ . ' . R -~ I
tecera a longo prazo ao sistema quandc as interag¢oes entre eletron

e impurezas sao enfraquecidas com o decorrer do tempo.

§2. A Condigho de Mistura
Definimos aqui a condicgio de mistura que usaremos no

teorema enunciado na Secio 3. Além disto 'a relaciona-
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remos com a' condigho ‘imposta por Cogburn e ‘Hearsh 1873, Papanico-

1aou e-Varadhan 1973 e Papanicolacu e kohlef 1974.i'N09sd'priméi—

ﬂrhro passo- € obter uma des1gua1dade vallda para varlavels aleatdrias

com valores num espago de Hilbert atraves do uso de um coeficien—
te dézmiﬁtﬁrd."
SeJa (Q G P) um espago de probabilidade. Denotamos

por E(-1, 'ou somente E. a.esperaﬁéa_cor?espondenté"a P e

5 rfo +cly & G-mensuravel
Le(0,0,p) = {

Ef |£]%) <a

Definigdo 2.1: TUma medlda da mls%ura de duas sub—c—algebras,

Gy, e G de a ,e 'dada pelo chamado coeflclente de

2!
correlagao maximal

[E{(fl-Efl)(fz—Efz):H fJEL (n GJ p)

173 )
g/ |2,-E£, | %E /2|f2—Ef2| para j=1,2

Sup |,
denotado por o{G;,05).

Seja ¥ um espago de Hilbert separavel e {ep ke 7z}
‘uma base ortonormal de H. Sejam E e 7 'duaé variaveis.aleatdrias
'comlvalores em ¥H, respectivamente, a, e G, ‘mensuraveis fraca-
mentel As nocoes de mensurabilidades fraca e forte que emprega-
mos neste artigo sao definidas por Hille e Ph1111ps 1957. Além
disso supomos que §,n € L2(Q G P ;H), di.e.

: f:ﬁ + B |f & fortemente G-mensuravel
E{[£]%} < = ’

- onde 'H-I .representa a norma em M. As nogbes de mensurabilida
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des fraca e forte sao egUivalentes num espago separavel (ver

Hille ¢ Phillips 1957). BEscrevemos entac que

B
a

= ¥ b,_e, ,  (2.2)
k=1

wn
il
E ™

a, e e n
K1 k "k

onde ak==(5,ek) e b = (n,ek) sho variaveis aleatdrias com
valores complexos, respectivamente, Gl e 62 mensuraveis para
todo k € Z, e (.,.) denota o produto interno em ¥. Consequen

temente E]akl2 e Elbkl2 s3o finitas para todo k € Z .
Chamaremos abreviadamente de & o coeficiente de corre-
lagio maximal a(Gl,G?). Entio segue-se que para cada k € Z_

—_ 2 1 2
]E{(ak-Eak)(bk—Ebk)]|$af/2|qk~—Eak‘ E /2|bk-Ebk| . (2.3)

Esta desigualdade nos permite provar o seguinte resultado.

Lema 2.1: Para E e n definidos acima, a seguinte desigualdade

vale:
le(g-g5,m) | <o £1/2Je]? 8V/2n|2 .

Demonstragao:

Observamos que

E(§-E§, n-En) = E(§-Ef,n) .

Entao, usando (2.2), obtemos que

_ . . _
|E(§-E5,m)| = |E( T (a,-Ea ) e, , Z (b,~E b,) e,)]
R et T S T

[--]
| ©
n=

| Bl oyEay) (B BB |
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=

8

lE[(ak—Eak)(Ek—EBk)]| .

k=1

Por (2.3) segue se gue

|E(6~EE, )| = - E1/2|a |2 1/2|b Ebk|
. P k=1
S 2,1/2 ' 2.1/2
= kEI(E[ak-Eak} y (Elbk-Ebk[ >
< af 2 Ela ~Ea_ |2 1/2( 5 E|v,~Eb, |%)1/2
1=1 .

L 1/2; % g2y /20 T2
w E*“['Z |a, -Ea, }“} E*/%{ Z.|p,;-Eb,|“]
o1 BTk i iLl. ;'

. . o L -
= a E1/2H;E (ak—EaLk)e-k]_l2 El/gﬂgx'(b{—Eb{)eLuz
C k=1 T, : =1 . T

's_Elfzus-Esnz BY/2]n-n, 7
Notéﬁog que
nlg-8g]2 - E(3-ES, g—ﬁg)
‘= E(§ - E§,6)
- 2s)? - lE%ll2 N
< zllel? .
Conciuimos que”:'

|E<5-Ee,n>|' 1/2nsn2 1/2unu2'

A ﬁréxima,definigig envolve 0 espaco deqprdbabilidade
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(2,0,P). Introduziremes uma condig¢ao de mistura forte para fami-
lias de ©-algebras. Definiremos [ver (2.4)] o nosso coeficiente
forte de mistura através do chamado coeficiente de correlagao maxi

mal dado pela Definigao 2.1.

t,

Se ja [GS : oSg=t<«} uma familia de sub-0-Algebras de G

que satisfaz as seguintes condigdes:

.t

k31
(1a) Gs cag

para todo oSssslst1$1Sm s
1

{1b) o coeficiente definido para todo T2 o0 por

a(r) = Sup &(G7, G

Sup rir) | (2.4)

» s .
é uma medida da mistura entre as o-algebras G;, e

i a(T) d7 <o, (2.5)

Veremos logo adiante que, em geral, para as g-algebras

t . . .o~ . : o
GS satisfazerem a condigao forte.de mistura, & suficiente que
a(t) + o, guando T *=.  Escrevemos a condicio {2.5) por ela ser
3 by ’ r . Y ] I .
uma hipotese necessaria do nosso resultado sobre limite a531nt6ti

CC.

Sejam € e 1 varidveis aleatdrias, respectivamente,

t . . ‘
Go e Gt-+T mensuraveis fracamente, onde tZo e T=o. Do Le-

ma 2.1 e da definicao do coeficiente o (2.1) segue-se que

|EC§-EE,) |5 a(r) EY/ 252 E1/2q)2 .

Por Ibragimov e Linnik 1971, as o-algebras G: defini

-18 acimas satisfazem a condicac forte de mistura se, para T2o,
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B(T) ='sup Sup |P(ANB) - P(A)P(B)]| - o, (2.8)
t
tz0 Afgo
BEGt+T

quando T -+=, Este coeficiente foi introduzido por Rosenblatt

19586,

A condigao imposta por Cogburn e Hersh 1973, Papanicolaon

€ Varadhan '1973 e Papanicolagu e Kohler 1974, para garantir a exis
téncia do limite ¢ chamada por Ibragimov e Linnik 1971, condicao
uniforme de mistura. As o-algebras G: satisfazem tél condigao

S5e para T2 0

p(r) =sup Sup, |P(B|A) - P(B)| + o , (2.7)
t20 acGt
o)
BEG ¢ 4o

guandoe T-+w. FEsta condigaoc é mais restrita que a chamada condigao

forte de mistura (2.86).

Ibragimov e Linnik 1971, provaram que um sistema Gaussia
no satisfaz a condigao uniforme de mistura se, e somente se as

c-algebras Gg , G: s@o independentes para todos os n's sufi-

+n
cientemente grandes. Logo um resultado gue éxija a condigio for-
te de ﬁistura (2.6) em vez da'condigﬁoruniforme de mistura (2.7)
~tem aplicagdo a uma claése maidr'de sistemés“aieatérios. 0 exem-
plo que constru{ﬁos‘na Seg¢do 4 tem uma estrutura aleatdria que
ﬂgo satisfaz a condigﬁd'uhifofme de mistura (2.7) mas satisfaz a
coﬁdigso forte de mistura. Né Seqﬁb 5 damos um resultado gue re

laciona os coeficientes & e B definidos por (2.4) e (2.8), res-

pectivamente, para certos sistemas Gaussianos.
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§3.  Teorema Principal

Apresentamos agora um teorema abstrato que estuda o com
portamento a551ntot1co de evolugoes aleatdrias. A sua demonstra
cao sera, entretanto, omltlda. Para permltlr uma leltura mais
amena de -seu enunc1ado, optamos por uma versao, do resultado com hi
‘poteses;mais fortes que as necessarias. Isto, contudo,sem descg'
racterizar o seu conteldo, tendo.em vista a sua aplicaggé a0 e—‘

,ﬁémplolabfesentado na Seg¢ao.4. Nos reéultados proﬁados por
'&COgburn e Hersh 1973 e Papanlcolaou e Varadhan 1973 o Ieitor en-
£ contra hlpoteses mais completas para um resultado como © nOSSO . .
'lEsta segao esta organizada da segulnte manelra prlmelro, 51mu1

taneamente, deflnlmos todos os termos.usados no. teorema, apresen—

T ;tamos todas ‘as suas hlpoteses e estabelecemos o problema em gque

[ estamos 1nteressad0$

'ngaﬁ‘ v{t), t = o, operadores aleatérids definidos no
-wESpago de Hilbert éeparével.ﬂ. 0 nosso probiema consiste em estu
'ﬂ'qaf o comportamento assintdtico da esperanga da solugdo do proble

.'.ma de valor-inicial

at V(t) 7 (t) Ya(") = ¢, t >0, (3:1)
ondéi¢6n e

A é um parametro que toma valores reais p051t1vos
Usamos aqui o espago de pfobébilidade (Q,G,P) & supomos
que és;coﬂdigSes (1z2) e.(1b) estabelecidas na seg¢lio anterior sao"

. F .
~ validas.



(2a)

(2b)

(2¢)

(2d)

) (iii) E

(2e)

- 77 =

" Impomos aos operadores v(t) as éeguin’tes condigOes:
Existe Q. €G, com P(Qo) = 1, 'ta'l que
vgt13m)¢ y V(ty,w) V(ty,) 6 e Vitg,w) V(tz’w) v(t;,w)e

pertencem.a ¥, para todo qSEJri, OStlstéSt3 e UJGOO.

y a . ¢ 3 N Land . I -, 4 »
Os operadores V(tl, .) sho mersuraveis fracamente com respei

3 -o-dlgebra gerada por B xG, onde B representa a alge-

.br"é. dos conjuntos de Borel em Lo,=).

Para todo. ¢ ¥ e o<tke V(t)p & GE-‘-m.ensuréve‘l fraca-

mente.

Existe uma constante ¢>o tal que para todo ¢ €3 e

oStfstgstg',
@ EY e et s e ol
(i1) EY 2ty vitel? = ¢ ol
1/25g0k ). ' Yo 12 <
IV(tg) V() V(e e[ s el
(iv) El/f?H-'S as v(s) ol? = cZ(ty-tylel?
. ‘ tl = -
Para todo ¢ €l e t=2o

E{V(t)s] =o.

Todas as integrais de fungaes_ com valores em # que

aparecem nesta segao, sao no sentido de Bochner (ver Hille e

. Phillips 1957).

" Com respeito a solu@é’o do ‘prqblem_a- de valor-inicial

(3.1) s‘upomps.o seguinte para todo ¢E¥ e oS r< s t:
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(3a) O problema tem uma unica solugdo e existem operadores propa

gadores M(l)(t,s) tais que

B (8) = ¥ e,8) ¥, (s)

” A.
Alem disso, os operadores M( )(t,s) satisfazem as se-—

guintes condigoes:

(3b) M(A)(t,s) ¢ & G;-mehsurévei fracamente.
(3c) Existe uma constante C>o tal que
iy )
(1) [P, 80l s clol

(11) EY2IP e, 0 - D% 12=c 22N (¢, 8)-1)0)2

(3d) A propriedade finifa do propagador
M e,e) =1
M(A)(t,s) M(l)(s,r) = M(A)(t,r) .

(3e) A propriedade regressiva do propagador
t
M(l)(t,s) p = ¢ + A J’ du M(l)(t,u) vi{u) ¢.
s

Ha uma vasta literatura sobre equagoes diferenciais
(ndo aleatdrias) da forma f3.1) em contexto gque abrange a presen-
te/situaggo. Citamos entre outros: Kato 1970, apresenta condi-
QSes para a existénecia de propagadores. M(K)(t,s) e Lions e
Magenes 1968, provaﬁ um teorema de existéncia e unicidade de so-
lugdo. ‘ '

Damos agora a definigdo do gerador do semi-grupo nao
aleatdério limite da esperanga da soiugﬁo do problema de Qaior-ini

cial (3.1).
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A aplicagio

t s
j ds f dr E{V(s) V(r) ¢} € ¥

o o]

¢ € H =+ s5-1im
tw

ot

define um operador gque chamamos V e possui as seguintes broprie

dades:

(4a) ¥V gera um semi-grupo contrativo

{8(r)=exp (T¥): t20 ] .

(4b} Para todo 9€H e T=2o

t0+t
lim  Sup ”% j ds ‘fdr E{V(s) V(r) $(0)¢} -Vs(o) ¢l =o0.
B tOE Q t t
o [s]

OSO0%XT

Enunciamos agora o teorema principal.

Teorema 3.1: Se as condigdes {1)-(4) sao satisfeitas, temos, en

tac, que para todo Tz o

w-Lim E[M(k)(T/12,0)3= StT) .
Aro?

§4. Um Modelo Quantico

Nesta seg¢io construimos um modelo abstrato em matematica-
f{sica ao qual aplicaremos o teorema central do limite enunciado na
Segdo 3. A justificativa para a construcio de tal modelo encon—
tra-se em mecdnica quintica e falaremos brevemente sobre sua moti

vagao.




Vaﬁlevé 1955 e 1957 observou emlvérios sistemas quénti
cos com mu1tos corpos, certos fénamenos reéponséveis pela conver
géncia destes 51stemas a um, estado de equ111br1o. Sistemas com
Hamiltpnianas*da forma Ho-+R'V s80 © ;eu_objeto_de,ihteresse_e‘
ele propds evitar a hipétGSe'de uma fase aleatéria éd hoc repe-—
tida para garantir a-convergéncia désses'sistemaé. Para tanto
ele considerou dbislliﬁites: _pfimeiro o limite do volume infiﬁi
to quande o© espectro:da Hamilténiana livre Ho se torna cont{nuo
e segundo, o 11m1te do acoplamento fraco quando o parametro A-+o
e o tempo é escalado novamente_de ?al maneira que T =2 t per-
manece consténte éo longo dbslimite. Adiante comentaremos esta

condigdo.

Marfin—e‘@mch 1975'cbnstruiram o primeire exemplo nao
triviai onde si6 observados todos os prdcédiméntos propostos por
van_ﬁoye e foram capazes de contfolar os deis limites sugeridos
por este. 'O chémado modelo de Martin-Emch éonsiste de um elétron
movendo se num crlstal representado pelo ‘reticulado ‘

{(nl,nz,né) n; ...,-1,0,1,..._ para 1=1,2,3 } onde
impurezas estao espalhadas'dé tal maneira que a interagao & des-
crita por um campo aleatdrio eétético(an z3. Devido.ao metodo
empregado para se controlar o limite de acoplamento fraco, uma
expansao em func¢io da pertuﬁagao AV, a existéncia do limiée £i-
cou inesperadamehfe‘restrita a um raic de convérgéﬁcia finiﬁq.
Apresentamos aqui uma solugﬁo do problemarque evita esta restri-

¢ao e torna desnecessarla ‘certas h1poteses 1mpostas a estrutura

do modelo original. Entretanto omltlremos uma anallse dos aper-



feigoamentos obtidos por nossa solucgio.

Ha um aspecto da nossa anélise, apontado por Davies
1976, para o qual gostar{amos de chamar a atenglo. Martin e
Emch 1975 estudaram um semi-grupo dinamico, num certo espago de
Hilbert, associado a uma evolugdo Hamiltoniana num espaco de
Ailbert maior. Pretendemos agui, abordar o problema de outra
maneira: primeiro definimos modelos quénticos para o sistema
(livre) e o reservatério, depois damos a Hamiltoniana que repre
senta a interacgao entre os déis e, finalmente, estudamos a evolu
gao do sistema determinado péla Hamiltoniana. Ou seja, defini-
mos uma Hamiltoniana global pafa o nosso modelo. Davies 18976
apresenta o mesmo tratamento para sistemas quénticos abertos

’ -
com estrutura algebrica.

Adiantamos que a origem aleatdria do nosso sistema &
formalmente dada pela déscrigﬁo Hamiltoniana do reservatério.
Evitaremos, desta maneira supor gque a interacgao glétron—impureza
& aleatdria per se. Na representagac de SchrBdinger do siste-
ma em gquestao obtemos que a Hamilteoniana projetada depende do
tempo o que & de certo modo uma sitacfo fisicamenfe mais reélig

ta.

Nosso sistema cohsiste, em termos de mecanica quéntica,
de um elétron movendo-se num cristal écoplado fraCamente a um re
servatdrio que tem o efeito dé-espélhar dinimica e aleatoriamen-
te imﬁurezasnno eristal., Em termos de mecanica Hémiltoniana o

sisfema 4 repfeséntado pelo espago de Hilbert
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¥= 1@ ~{le:m® s 0 I,

<=}, o reservatério dado pe
n&/z - )

2
lo espago de Hilbert B . ' .
) espagy . : £:0 » € : f é G-mensuravel| ,
¥ = LQ(Q,G,P)':- \ -{JQ|f(”’)'|2'P(d"“) < o
onqé ‘(D,G,P) & um espacgo de prebabilidade, e o sistema mais rg
sérvatério é descrito por H & ¥, A'Hahiltoniana do merld‘g'.

H, =Hy ® I + I®Hy +*H (4.1)

L 1.

onde Hy ¢ a Hamiltoniana livre. ¥y & a Hamiltohiana do reser-
‘ vatdrio, Hi é.0 ﬁotenciéi‘de}interaQSd e * é_o parametro de
‘acoplamento gue nio:possui. dimensdo.

.0 ‘espaco de Hilbert

128 = {£:8 2 C ; i-‘f.‘-]:f(-é_)f-z @b <=1

 onde.. B = [, n3 {(el, ITINTIEE & B;%m, para .j=1,2,3}, é ¢

fespago dual de L (zz ) 0. operador auto~ad3unto HH 'é definidq

‘:atraves de sua representagao do momentum para todo ¢ E SZ(B),

=p§r . S e

(my $)(8) = 02 (o),

. ohdé. ¢ é a transformada de Fourier de ¢$¢H .e .0

para todé .9 = (91,82,83) € B.

Escrevemos. que . o

§(a) = - 1 3/2 Ly 5 ¢n_e1na
(2ﬂ) nezZ" L

A transformada inversa'e;dada pof '

- 1.. AP in® . a L
6 =iy, (a8 eI F(o) .
nT e L
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A evolugido do sistema livre é descrita pelo grupo unité

rio fortemente cont{nuo de operadores gerado por. By ,

.Ux(t) = exp(it Hy), para tode t ¢ R.

O operador auto—adjunto Hé ¢ obtido através da dindmica
que impomos ao espago de probabilidade. - Seja T(t), t€R, um gru
po de transformagoes em (£2,0,P) que preservam a medida

[ver Dblob 1953]), i.e.
P(T(t)['.A])‘= P(a),:
para focdo A€ UG e t é R. A éﬁblugao do reservatdrio é ﬁefini
da por Ug(t), t € R, o grupo unitériﬁ fortemente continuo de
operadores definido em & por
Uz ()E)lw]l = £(r(e)wl),

para todo f € F e w € (1. UL (t) é claramente um operador uni-
taria e o Teorema de Stone [ver Hille e Phillips 1557] gafante
a existéncia de um gerador, no caso o opgradof-aﬁtq—éﬁ&ugté-';'
Hy, Ug(t) = exp(it HE)' t€mR. Notamos que‘d opefadof;“HE_‘ngé
¢ necessariamente limitado. ' ' '
Na auséncia de interacdo a dinémipa.do-siStema no espa-

co de Hilbert ¥ & dada por

uledt)y =exp(it(Hy ®I +I18Hg)) = Uy(t) @ Uglt). -
Observamos que o operadof Hy ®I + I ®Hy é eséénciglmente'auto—
%djunfo;porque By ¢ limitado.

Para cada n E;ZS, se ja Pn a projegao ortbgpnal defi
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nida em ¥ por-

(pn ®)m - én,m ﬁm ’

I,n=m

para todo ¢€ ¥ e m€ ZZB, onde ¢ =
' 0,n +n1

- £aq . . 7 . L
Seja {vn€33 :n € ZZQ} uma familia de variaveis aleato
rias com valores reais. Definimos em &, para cada n ¢ Zﬁ o ope

rador multiplicativo
(V E)() = v () £05)

para todo fFfd e w & {2,

A interacio € dada pelo potencial

H. = = P &Y (4.2)
I n&ZZs n n

Obviamente estamos omitindo certas condigdes impostas aos vn's

de modo que a expressao (4.2) seja bem definida.

r ’ .
] possivel mostrar que o operador Hh(4'1) e essencial
i -~ . N oo I
mente auto-adjunto. A evolugao do sistema mais reservatorio e

entao descrita pelo grupo unitdrio de operadores

U, (t) = exp(i t B) .

1N

Seja 1z o elemento de ¥ definido por
13(W) =1,

para todo we<Q, e E a projecao definida por

B:r o) g (K ¢ upx 4 E(f(k),l;}) PRSI
K k

O chamado limite de van Hove analisa o comportamento

assintdtice da evolugao no sistema #. Para o atual modelo ele S
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colocado com o estudo da convergéncia do seguinte limite para to-

do estade iniecial ¢ < H:

E:.;_:I'.r E UO(—t) U, (t) (pely) (4.3)
A2y
para cada 7= o fixo. Consideramos Uo(—t) Uk(t) porgue estamos

interessados no efeito de espalhamento do sistema acoplado.

Pela nossa escolha particular do espago & :LQ(Q,G,P), o

espaco H83F & isomorfo a

L20,6,259) = ¥:0 > % | ) [¥@)]2 Plaw) < =)
19} ) .

- ] - a
Logo a cada ¢ ¢ ¥ esta associado um processo estocéstlco com va
lores em ¥ dado por

By (t,0) = U (-t) U () (20 ly) ,

1

para todo tFR e wéQ. DPela definicio do grupo Uo(t), tem, i
segue-se que este processo estocdstico satisfaz o problemé de va-
lor-inicial.

dg, (t,.)

3 =i h Vy(t,.) 8, (t,.),  9,(o,.) =g € ¥, (4.9)

t

onde Vy(t,.) =Uy(-t) nE§Z3 vn(T(t)['])'Pn U,(t), que na repre-

sentacao reduzida da intera§50 corresponde a equagao de Schrddinger

r -~ - ) , >
relativa a Hamiltoniana aleatoria

B (t,.) = 8, +% I . v (T()[-1) B .
A R gl on i on

Devido a redugac do espago em Que o sistema atua o ope-

rador E se transforma na esperanga definida pelo espaco de pro-
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babilidade {(01,G,P), i.e.

Eff) = I £(w) Plaw) .
A :

Observamos agora a similaridade existente entre o pro-

blema prbposto agqui (4.3) e o resultado provado na Segao 3.

Conciuimos a construcao do nosso exemplo definido ex-

plicitamente sua descrigao estatistica. O campo aleatério

[vn in € 2'3} & Gaussiano e invariante a translacoes e tem as se-

guintes propriedades:

(1) Efv ) = o,

(4.5)
('jfi,):". E{v, vn} ~ Bpem
p'ai'a_ tode n,m & z%, 0 conjunto {gn:_n(: 7z 3}' satisfaz as seguin
“tes coﬁdigaes_:

(G1) 'gn=g_n,' para todo n=(n;,n ,nB) € ZB, onde -n-=

2
(—nls"ngi"ng)

(g2) Tlgl, = = _lg | <=,
S 1 opem3 %
(G3) g(e) = ( 1)3/2 z 3 gy elns, para todo &€ B.
21 nc ZZ
3

Para éimplificar definimos para todo neZ” e t€ER
a variével-aieatéria |

v (t) 1weQ = v (T(t)lul) € R.
- 0 gurpo de transfdrmag-Ses T(t), t¢R, & definidé através das.

seguintes condigoes:
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(1) E {v (t)]-= o

(11) E {vnm ()] = g,y oCt-s]),

para todo n m E ZS

t, sEIR "2 é uma funcio positiva e de-
- - v

,cfeécénté e p(r)dr & Finita.

:"o

Propomos a segulr uma 1nterpretagao da condlgao ”hzt- permg

nece 1na1terado ao longo do llmlte t-*w e A-o”. Seja T >0
-um determinado tempo. S& nos 1nteressam pequencs valores de A
e por.isso podemos con51derar 0<A<1. Supomos que A seja a pro

babllldade de ocorrer. uma collsao eletron 1mpureza durante qual—

Z'quer perlodo de tempo 'f Dev1do a estrutura Gauss1ana do nossoe

-'modelo, mals prec1samente de seu poten01a1 de 1ntera9ao, podemos
”~;supor que a probabllldade de ocorrerem duas collsoes eletron im--

"pureza qurante qualguer periodo,de tempq T seJa Az.

Se=recordarmés a estrutura'de nosSo modelo, vemos gque ©

h."potenc1al da 1nteragao é dado através de um campo aleator1o

':Gau531ano {v _:n EJES}' definido pelas Begulntes propr1edadgs:

',(vn) |

_ ':gvn vm>.% g

para t@do~~n,m;éﬂz3;' Isfg nos diz que a meméria do sistema. nio &

afetada por ﬁmﬁ“cbliséo.isdlada ou quando.ocorrem'gh ntmero {mpar

_dé'colisgeé._ Pér%én%o, nada mais natural Qﬁé:considerar a proba-
, b111dade de. duas collsoes eletron 1mpureza ocorrerem durante um

_per1odo de tempo“r.

‘-' Par&7chc1uirmo5 falta apenas dar o sigﬂificadé do tem- -
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po-t. Definimos t c¢omo sendo o tempo esperado para que occorram
‘ . ome ’ . L, ~ ‘_ s

duas colisoes eletron-impureza, ja que a ocorrencia de um numero
o . L. o I s, . 5 L

par destas colisoes e o unico efeito que colabora para a memoria

do sistema. Logo temos gque A2t =T.

. ’~ . | S
No presente contexto o tempo t e chamadeo em fisica o
tempo de relaxamento. O tempo gue o sistema demora para retornar

) ) . : .
ao seu estado de equ11{br10 estatistico.

Estamos considerande o limite do acoplamento fraco

Ao, mas_levando—se em conta a relacgao A?t =T.

Antes de continuarmos a nossa tarefa de estudar o com-
portamento assintdtico do valor. esperado da 591u§50 do problema

de valor inicial.(4.4), faremos algumas observagdes.

Na SegEb 5 nos dedicamos-a descrever a estrutura aleaté
ria do modelo. Nela apresentareﬁos uma realizac¢io do campo alea-
tdrio qu satisfaé as condigoes Gl-G3 (4.6) e definiremos trans-
formagdes T(t), t€éR, correspondente A condicio (4.7). Como ve-
remos adiante os operadores Vy(t), t¢R, sdo ilimitados, isto re
quer uma certé cautela nardéfinigﬁo da equagfo diferenciallaieaté
ria (4.4). Por ora, isto sera omitido. A maneira encontrada por
Martin e Emech 1975 e Spohn 1977 péra nio trabalharem com éperado—
res ilimifados foi conside:ar um corte no réticuiado 523 e, con-
sequentemente, resfringif a interaggo a um volume.;inito. 'Toman—

do a seguir o limite do volume infinito da esperanca da evolugao,

Mostraremos agora gue o mcdelo definido aqui satisfa=z
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) r - ~
as hipoteses do teorema enunciado na Segao 3.

Lema 4.1: Existe uma consante A > o .tal gue para todo ¢ € H e

oXr=s=t:

(1) EYZ[vy(e) 012 < 4 ol ,

(11) B2V () vy(s) el2 < a lloll

(111) BV 2|lv(e) V() v ¢ (2 < a ol

t
(iv) E | j da V(@) 2% = a%(t-s)[lef? .
5

Por serem as demonstragdes dos itens extensas, provaremos

apenés as partes (i} e (iv).

Demonstragao:

Obviamente, para provar (i) & suficiente considerar

t=o0. Neste caso

Elvg(o) 0l® =E ( Z v P 6, I . v P ¢)

‘por (4.5)

Elvy(o) 8]% - ¢

i
m

)

=y
s
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para 't_odo ¢ € K,

O que prova parte (i).

Sejam oxs<t e ¢€¥, temos que

t t t

I aq vyta) #? - dq [ dp (Vy(a) 6, Vyu(p) @)

H
S =) 5

il

t t
da dp (Uy(-q) & , v _(q) P U, (q) 2,
fs_ {3 " nezzs n n#

_UB(-p)mGEZ53 v,(p) P Y Uy(p) ¢)

It jt _
dq dp I .,v _(g)v (pX(Uy(-q)P_U,(ade,
s 8 n,m’EZZ3 n m H n #

Uy{-p) P Uy(p) ¢ ) .

Logo tomando a esperanga obtemos gue

t £t

E f da Vy(a)s[? - I dq f dp I 4 g, eUla-p|)(Uy(-a)P Uylade,
n,mEz; .
s s s
UH(P) Pm U"H(P) ¢ 3
t t
s faa [apetlanh = ol Ll Uy ol
n,mEzZ . S
s s ) .
‘ “Pm'UH(p)¢lI
t t : '
= qu dp p(la-o]) T Jg, = lp_Uy(q) e [Illp_, ,Uy(olell .
J &EZZS L nGZ&B n # n+i H .
s s
Usando a desigualdade de Holder e a propriedade G2

(5.8), temos que
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t t t

Bl §aa v 002 = [ aa [ ap eClanl) ol o}
s s s
< o [ an oo lely Il
0
Isto conclui a demonstragio do item (iv). O

Definimos agora o gerador do semi-grupo limite da evolu

¢ao dada pela equagao diferencial aleatéria (4.4).

A Y . .
Definigao 4.1: Seja V:% -+ ¥ o operador definido por

(V.p)(e)

- 0 2 2
= [} I ds p(s) Id g o718(87-8y )g(e-eli}¢(s),
o B :

‘para todo ¢ € ¥ e g € B.

Antes de apresentar o resultado que relacicna certas

propriedades do operador V, mostraremos como o operador V & ob-

.. tido.

Lema 4.2: Para cada ¢ € H, o limite no sentido forte

s-1im
TP

|-

t s
[ as [“ar Blvyg(e) V(o o]
S 0 '

existe e € igual a ¥V g.

Demonstragao

Sejam 0<r<s e -9 € ¥, Temos que
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E{Vy(s) Vy(r)l=~- E g

n.mc7z3 n-m pls-r) Uyl-s) P Ugy(s-1) P Uylr) 9.
H] K

Logo para todo 9§ € B

E{Vy(s) Vy(r) 8](p) =

s 02
. tien?  sfa_ 2 ird@
-~ I 3gn-m D(s~r)——l§E Jdel Jd92 o~1s8” _i(s-r)ey e” "2
n,mc7Z {am) B B i
in(6-08,) im(8,-8,.)
L B(8,) e 12

Notamos que

1

r e - s
(22 nems3 ’
consequentemeAn‘te
1 N g ein(ﬂ—gl) e(m(91—92) -
(373 n,mez3d oM = g(e-87) 8(8-0,)

Concluimos que

. 2 a2 -
E{Vy(s) Vu(r)8}(8) =-p(s-1) fdel e~ 1(s-r)(87-87) g(a-8,) #(8) .
' . B

Entao para todo t > o

t s
% [ ds J dr E{VH(S) Vul(r) p} (&)
o o
N (e (02D
=| -z g ds j dr p(s-r) [dal e g(e-g,)jo(8) ,
0 o B

e, tomando o limite +-o ,
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t s
%EE % J ds J’ dr E[VH(S) Vu(rj ¢}‘(9)
o o ‘
-  -is(e?-ed)
= | - j ds p(s) ‘jdﬁl e g(Q-Sl) o (8)
o) B

Usando a condigzo (5.6), obtemos que
t s
I % 5 ds 5 dr E{vy(s) Vy(r) sl(e)]| =
o o

= (20)%/2 Jg|, J dr o(r) |g(8)]
o
Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
Lver Bartle 1966] e a Definigho 4.1, para todo 4 € ¥,
t s
S ds { dr E[Vy(s) Vy(r) 9] =V ¢. >D

o Q

-

5=1im
t+w

Com o préximo teorema concluimos gque para resolver o bro
blema colocado no infcio desta se¢io podemos empregar o Teorema

2.1.

Lema 4.3: O operador Vv possui as seguintes propriedades

(i) ¥ ¢ limitado,

il

(ii) o semi-grupo [S(7) = exp (T¥):7 = o} é_contrati

vo, i.e. [s(r)el = [¢]]l, para tode ¢ € ¥,

A
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(iii) existe uma constante A>o tal que para todo
t>0 e ¢ € H

t s

I S as [ ar Elvy(s) vy(x) 8} -~ T ol = ¢ llo]
0

o]

~
Demonstracgao:

Provaremos somente o item (iii).

Tomamos B8E€B e t>o0, entao

t s
(Vg)e) - % g ds f dr E{Vy(s) Vy(r) 9} (8)
[o) s
® -iq(sz-ef)
=4 = f dq o(q) fdél e - g(@—al) . (4.7)
o] B
t s
1 —i(s—r)(ez—ﬁi)
+ T g ds dr p(s-r) de, e g(9-91) G(8).
Q [o} ' B

Observamos que

o

—iq(Bz—BE)
f dq p{qg) J ae, e g(e-9,)

o} B
t s '
X ~i(s-r)(§2-82)
-3 ds dr p(s-r) a8, e 3(9—91)
o o : B
t = o 9 .2
1 —-c(s-r) -ir(@ —Bl)
+ ds dr e : dé; e g(B—Bl) .
o] s B

Substituindo a expressdac acima em (4.7}, e usando (4.5),
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obtemos que

-t s
RENOEE J as J ar E{Vy(s) Vy(x) $1(0)]
‘o [¢]

. t s 72 2
1 j ~i{s-r)(® -83)
=| £ ds dr p(s-r) de; e 7 g(ﬂ-Bl) [6(8) |
o - o} B
. ) t @

< (2n)3/2 Hg{.’l % f ds f dr p(r) [#(a)]|

' o s : )
<

2 e m
onde A & uma constante gue depende apenas de Ifg”l e J dr p(r).
. o
Mais claramente, a Ultima desigualdade segue do seguin-

te fato: seja
t L '
£f:t€ (o,=) { ds f dr p(r)

o]

(1]

Como para todo t>o

@x .
£r(t) = f dr g{r) =>o ,
t
" f & estritamente crescente, e lim £'(t) =0, ou seja, f & .

1t
limitada.

Logo

w @ 2
J ds f dr e °T
o s

& finita.

|

Isto conclui a demonstragao do Lema 4.3 .
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O semi-~grupo dissipativo S(r), 72 0, € o limite propos

to pela expressac (4.3).

§5. O Campo Aleatdrio Gaussiano {vn(t)]:

Nesta segfo usamos a teoria estabelecida por Minlos
1962, para construir um campo aleatdrio [vn(t):nEﬁZB,tEJR] sa-

tisfazendo as condig¢bes dadas por (4.7).

Definicdo 5.1: Seja k € Z_. S(IRk) & o espac¢o nuclear formado

por todas as fungtes com valores reais definidas
no R que sio infinitamente diferencidveis e

rapidamente decrescentes e S'(mk) o seu dual.

[ver Gelfand e Vilenkin 1964 ; Horvath 1966] .
Por Tréves 1967, S'(H) & também um espago nuclear.

Definicio 5.2: Uma aplicacgao

c:gc s@E) » c(E)ec
é uma fun¢ao caracteristica em SGRk) se, ela sé
tisfaz as seguintes condigdes: —
(i) C & contfnua em S(@®"),
(i1) € & definida positiva,

(iii) C(o) =1.

Teorema 5.1: Seja G a og-algebra gerada belos conjuntes Bo-
relianos de S'(mk), i.e. as imagens inversas

das aplicagbes w € S'(mk) o (w,E), B¢ SﬂRk).'
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Sejé C uma fungfo caracteristica em S(BR), En-
t3o existé uma Unica medida de probabilidade = P

agindo no par (S'Gﬁk),ﬁ)‘ que satisfaz a equagio

c(g) = 5 ef{cp(i"w',;;.;.) b(dw), (5.1
g!(]R ) .

para todo § € SGBk) .

{(Para a demonstragac deste resultado ver Hida 1970 ou

Simon 1979).
O teorema acima & chamado o Teorema de Bochner-Minlos.

No caso acima a variéﬁel aleatdria
Cw s (w,E)
tem a seguinte fungao caracteristica:
tERP C{tE) = exp (tm(E) - = t% V(E,6)) ;
onde_ m{E) e V(E,E) ‘355, respectivamente, a médié e a varifdncia

de u Kw;s) (ver Doob 53, p.37).

N . ~ £ - )
Para definir a funcao caracteristica C, recordamos que

as varigveis aleatdrias Vn(t) e_vn(t) vm(t) tém espérangas,respecti

vamente, zero e g

n-m"
Seja ' % o espago de Hilbert 7L2(]R3)., [ene s(m_3):he'zz3]
uma base ortonormal de & e H‘HQ‘ e (.,.52, .reSpectivamente,
a norma e © produto interno de . Pretendemos

construir um espago de Hilbert, digamos bG’ contende o conjunto

% e tal que para todo n,m € ZS
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(Ehr Sple = Bpom ¢
onde (.,.)G denota o produto interno em @G. Assim definimos
um operader G agindo em % satisfazendo a seguinte equagan:
(G 511’ 5m)2 = gn_m ’
para todo ua,m € ZS. Neste caso

(.,.)G = (G .,.)2 (5.2)

Definicho 5.3: Seja G o operador auto-adjunto positivo limitg
do em % dado por

g,z

g _ ’
nEZa n-m ‘'m

para todo n 623.

0 fato de G ser limitado segue da condigao (4.6), ou

se ja T e | < ®,
nez3 ¢

Observe que se f€ % = L2(R4) ,

3

f:(s,x) € BRx R+ f(s,x) ,

as fungoes
foiox w3 — f(s,x)

pertencem a % para gquase todo s € R.

DefinicAo 5.4: Chamamos de (.,.)T o produto interno dado por

fp ds (fél), féZ))G . (5.3)
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para todo £(17 (2} ¢ o onde (.,.); ¢ definido

por (5.2).
rs

Seja 2p 0 espago de Hilbert -definido pelo completamento

do espago linear § com respeito ao produto interno ("‘)P e

“”1‘ a norma neste espacgo.
Seja C a fungiao caracteristica
v € s@®Y » exn(-lv|Z/2) .

Seja P a medida de probabilidade em (S'(]R4),G) obtida através
do Teorema de Bochner-Minlos usando esta fung¢do caracteristica ¢

na equacao (5.1 ).

Logo, ‘com Q = S'(B4),(Q,G,P) € um espaco de probabi-

lidade.

0] préxirﬁo resultado é uma consequéncia direta da manei-

ra gue definimos o espago de probabilidade.

Lema 5.1: (i) E{{.,y)} = o,
(i1) E{<.,v){.,82} = (¥,8)p,
para todo vy,E € .S(]R4) .

Chamamos de S(t), para todo t € R, a transformagido em

S(R ) definida por

S(t) 1yCe,ey,.) € S@Y = y(o-t,.,.,.) € S@Y .

Seja T(t), para todo t € R, a transformagio em

!
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' (0,G,P) que preserva a medida dada pela seguinte relagdo vdlida

para todo w € 0 e v € S(]R4}:

~

LT(e)lwl,yy = (w,5¢8)y) .
. Observamos que as.transi’ormagﬁes T(t), t¢R, formam um grupo.

Definimos agora as varla’ve_ls aleatorias vn,nE z .

_ Para isto, escolhemos h € S(R) com valores reais positivos e

definimos para toedo n¢€ 23

vy i(s,x) € R xR% » h(s) B,(x) €'R.
Por Tréves 1967, . S(R) © s@®%) = s@mYH e ja que &, € g(Il:ls) ,

v, € 8(BY.

Chamamos v, e v, (t), para todo nezd e t €R, as

. ‘ .’ - - -, 4 :
variaveis aleatorias, respectivamente,

w e (w,y )

we Qr (T(t)w], 'Yn> .

Com respeito a estas variaveis aleatdrias obtemos o seguinte coro
14rio do Lema 5.1. ‘

Teorema 5.2: (i) E[vn(t)} =0

D) Elv (0 v ()] = g p(|t-s]),

n-m
para tode n,m€7Z e t,s ¢ R.

Este Ultimo teorema conclui a construgac de um campo

aleatério satisfazendo as condigdes dadas em (4.7),
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Devido a hipétese (1b) do.Teorema 3.1 é necessario que
a fungao ‘ o .
p:sclo,®) = p(s)

Seja decrgscente, (o) =1 ‘e
. . -w‘. | _
J p(s)ds € » -
o )
De. modo gque a fﬁngﬁo h precisa ser convenientemente éscolnida.
A fungao 9

h:S€ R » a e PS

onde a e b s3o constantes estritamente positivas, satisfaz esses

requisitos.

Para terminar, mostraremos que o modelo construfdo na
_Segﬁo 4 satisfaz a condigiac de mensurabilidade .imposta pelo Teo-

rema 3.1.

Definimos primeiro'as sub—0~51gebras Gg, oS sEts =,
de G.

Definigdo 5.5: Sejam o< s t<= .Para todo s$=S0=t,n ¢ 72 e

B ¢ {conjuntos de Borel em R}, defina
"Z(n,0,B) ={w € D :vn(o) € ﬁj. (5.3)
7 Chamamos G: a o-4lgebra géfada por todos os con
juntos pertencentes as o-algebras Gg, onde
-§S11<w - .
As o-algebras G;, 0 sSt=Sw, satisfazem a hipdtese (1a)

do Teorema 3.1.
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Para definir o coeficiente de mistura imposto pelo Teo- ~
rema 3.1, precisamos enunciar um teorema que pode ser encontrado

em. Kolmogorov e Rozanov 1960.

Seja (A,M,u) um espaco de probabilidade e

I

% = 12(4,m,P)

ff:h *®R: £ €& M-mensuravel }
[ £)? pean)
A
‘Sejam [(£'} e {£"] duas familias de alementos de %. Sejam =¥
e M" as c—élgebras geradas, respectivamente, pelos conjuntos
{t%€ B} e {(f” ¢ B}, para todo conjunto de Borel B em R. Para o
caso Gaussiano o ealeulo do coeficiente de correlacado maximal en-
I

tre M e M, definido na Segac 2 por (2.1), pode ser simplifi-

cado da seguinte maneira:

Teorema 5.3: Suponhamos que as familias de variaveis aleatdrias
{£f7]elf"} sejém conjuntamente Gaussianas. Sejam
2 e 8 os subespagos: formados por todas as combi
nagoes linedres dos elementos de [£°) e {£"), res-
pectivamente. Seja e(R™,M") o coeficiente dado
por (2.1). Obtemos, entio, que

[E{(£,-E %, ME,~E £,)1} FRTY ) (5.4

a(@; M) = Sup{
’ 1/2|f ~Ef §2E1/2|f -E 1,12 160"

Seja @ o coeficiente definido na hipdtese (1.b) do
Teorema 3.1 com G: dado pela Definigio 5.5. Como consecuéncia
do resultado acima podemos provar que

a(r) = o(1) ,
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para tode T = o.
No atual contexto o coeficiente forte de mistura B da
do por (2.6) e o cosficiente de correlagho maximal & definido

“por (2.1), ouv (6.4), estdo relacionados da seguinte maneira:

B ,IM") = a(m”, ') = 2np(m” @) .

Estas desigualdades provém de um teorema provado por Kolmogorov

e Roganov 1960.

§6. ConclusSes:

0 teorema abstrato que provémos na Segao 3 segue a feo-
ria desenvolvidﬁ principalmente por Cogburn e Hersh 1973 e Papani
colaou e Vafadhan 1973. ©Nossa meta & aperfeigoar certos aspectos
dos resultados jd obtides, assim como e&tendé-los a uma classe

mais ampla de eguagoes.

Spohn 1977, seguindo o método desenvolvido por Martin e
Emch, generalizou o exemplo criado por estes, .introduzinde inelu-
sive um campo elétrico externo constante no modelo. Isto lhe per
mitiu a derivagiao de uma equacao de transporte para a distribui-
¢ao da velocidade do elétron. No citado artigo ha uma grande
preccupacao em Justificar em termos da fisica o aparecimentd de
qualquer hipotese abstrata. Mencionamos também o artigo de Spohn
1980, onde hi uma analise de resultados que lidam com o que ele de
nemina "Limites Markovianos". Nesse artigo ele descreve uma va-
riedade de situagoes em fisica que exigem o estudo do comportamento

~ - ..
assintdotico de sistemas sob a acao de pertubagoes aleatorias (ou
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gue iﬁifam um comportamento aleatério): Obgservamos gue D?vies
1974(ou em éeu texto Sobre sis£emas abertos, Davies 1976) nota a
similaridade entre o método desenvolvido por Cogburn e ‘Hersh 1973
e Paﬁanigolaou e Varadhan 1973, o que se encontra neéte artigo, e
- a analise feita por Davies 1974. Spohn 1877 propoe qué sé estude
a possibilidade de se modificar ¢ método de Davies dé modo a apli
ca-10 a0 sistema gonstru{do em seu artigo. Logo a atual conexao
que formulamos com uma teoria abstrata de_aﬁélise assintétiéa ja
havia sido notada por outrés autores, Papénicolaou 1975 reva re
sultados sobre limite assintdtico de solugées de problemas de va
lor;inicial. Hé; um pouco fora da nossa drea de.interesse{ um
trabalho de wvan Kampeh 1976 que consiste de uma co}etéﬁea-de exem
ples em f{sica onde sio usadas equagOes diferenciais estocésticas.
0 texto se fixa na utilidade f{sica das aplica§8es, deixéndo de‘
lade o rigor matematico. Van Kampen nio faz distingfo entre equa
¢oes diferenciais aleatdria e estocdstica, ém geral a ﬁltima é a ‘
que corresponde ao calculo de Ito [ver Gihman é-Skorohod.1972,
Friedman 1975 e 1976] .Schuss 1980 também faz uma revisio de situa |
¢oes onde ocorrem equagoes diferenciais esfocésticas em.mateméti-
ca~-f{sica. Mas o principal valor do seu traba}ho estd na'apresegl
tagao de métodos desenvolvidos recentemente para resolver proble-
mas de priﬁeira passagem. Vale lembrar que Papanicolaou e Kohier
1974 aperfeigoando a analise desenfolvida por Cogburn e Hersh
1973'@ Papanicolaon e Varadhan 1973f mostraram que certos proces-
s0s definidos. por equagdes diferenciais aleatérias convergem as-—

sintoticamente para processos de difusao e Markov.
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Devido a analise assintdtica desenvolvida por Martin e

Emch para provar a convergéncia de seu modelo pioneiro a um esta
. ] b . P ' -
do de equ11{br1o, e tambem empregada por Spohn, o resultado obti-
do tem certas restrigSes inesperadas. Para melhorar suas conclu-
~ . 4 . % TR 3 i
soes, foil que construimos um novo modelo, cuja dinamica e descri-

ta por uma equagdo diferencial aleatdria.

Uma hipétese que conseguimos evitar na construgao de
nossc exemplo é a do potencial de interagio ser aleatdrio per se.
ComQ mencionamoé acima, no chamado modelo de Martin e Emech esta.
condicgio parece ter sido colocada, ébesaf da motivag§o para fazeé-
lo. Nosso modelo & completamento defiﬁido éomo: sistema livre
mais reéervatério. E a sua interagdo aleatdria seguerdiretamente

da interagdo do sistema com o assim chamado "mundo exterior".

Isto nos leva a obter um modelo de estrutura aleatdria
com dlnamlca prépria, o gue’ apr9x1ma 0 nosso exemplo ainda mais
de um modelo mais realiéta, como & 9'casﬁ;do modelo de Fr8lich

/1954, analisado por Kohn e Lut,ti-nr"gér.{‘ 19557 e 1058. Suscintamente

o modelo conS1ste de um sol1do 1dea1 que 1nterage com o elétron

condutor por uin processo fonon eletron Nesse caso a medla sobre

a medida Gaussiana S substltuida-pela media sohre o estado de e-
. qu111br1o termlco do crlstal (harmonlco) que se comporta como uma

"estrutura Gau551ana.
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INTRODUGAO

O objetivo destas notas & bem singelo: apresentar a
participantes do Coldquio alguns dos resultados (mais ou menos )
recentes relativos a Teoria dos Tempos Locais. Nao tem a minima
pretensac de ser um "survey" completo do assunto, mas espera-se
que possa dar uma idéia dos poss{veis enfoques da Teoria e que .

possa facilitar ao leitor o acesso a literatura_especializada.

. Sem dﬁvida, ¢ estudo de "tempos locais" para pProcessos
estocasticos a parametro contfnuoc teve inicio com Paul Lévy(1940's)
cujas brilhantes idéias estho ainda a "iluminar" muitos desenvol-
vimentos. Sua motivagio inicial foi a de "medir" o conjunto dos
tempos de visitas a {0} por um Movimentb Browniano (Xt)tZO' Dois

importantes aspectos se depreendem de seu trabalho:
(i) "medir" o conjunto {t :Xt-—x], para um dade x;

(ii) achar uma densidade para a "medida ocupacional®
w{B,t) = J:tIB(XS)ds, B conjunto de Borel em R;

o .

Comegamos, na Segac 1, expondo os principais rqsultaddé
sobre o caso Browniaﬁp — hoje ja bem conhecidos ~  que foram
a "pedra fundamental", bem como.élguns dos desenvolvimentqs que
se seguiram (para processos de Markov, "martingales", ete.). Al~
gumas das "aplica98§§"'importantes s3o0 ao esfudoﬂdé brbcessos dg :
difusio em R e,rbem mais recentemente, a"Teoria das Excursoes!.

Infelizmente, o tempo e o espago sao curtos para que possamos en
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trar nestes topicos.

Na Segao 3 apresentamos alguns resultados para pProcessos
com "incrementos independentes e_estacionérios" e indekados por
(o,+=) ? . que chamamos de "processos de Lévy a dois pardmetros®.
A apresehtagﬁo é sucinta e as provas sao omitidas (elas devem apa
recer na literatura [26]). Citaremos entio algumas das aplicacdes
ac estudo das trajetérias do processo (cujas provas também devem

estar em [26]),

A Segao 2 serve apenas para introduzir os processos con
siderados na se¢do seguinte, embora sem detalhes (gue serviriam

. , .
para ter uma melhor ideia dos processos considerados).

Finalmente, referente ac assunto da Se¢Bo 3 ha ainda
miito por ser feito; alguns dos problemas em aberto serio expli-

citamente mencionados.

§1. A idéia basica associada a "tempos locais" - Caso Browniano

Antes de mais nada precisamos recordar ao leitor a defi

~ . . . £ .
nig¢ac de Movimento Brownianoc (ou Processc de Wiener) em R.

DefinigAo 1.1. Por MB(0) (i.e. Movimento Browniano iniciando

. nt y . _—
na posigao 0) entende-se qualquer processo estocastico — em al-

gum espago de probabilidade (Q,F,P) — tal que:
(a) P(XO,==O) =1

(b) BSe t6=0<t1< ee. = t S+ -, (nz 1), os incrementos
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X Xy =X,

£ s30 independentes; sendo
n n-1 .

-X ‘e
tl ty’

§>0,t20, X, ~-X, tem distribuigio normal com média 0 e vari

t+s
ancia s.

(c) Com probabilidade 1, as trajetdrias ¢t~ Xt(w). sa0
continuas.
Observagoes:

(1) £ evidente que (a) e (b) acima definefi uma familia

consistente de distribuigoes finito-dimensionais.

(2) (a) e (b) podem ser descritos de modo mais sucinto

como: os vetores (X, yeeeaXy ) tém distribui¢io Gaussiana
1 n

(v n=1, 05t1<...< tn¢-+m) e EXt=0, EXtXé==t As, ¥ s,t20

-(3) Heuristicamente, se Xt,tEO, descreve o movimento

de uma "particula” em R, e sendo

b

2
. - 1 (x-y)
_D(t,ﬁ,Y) = exp (- f—ﬁ%-h)

entdo, dado gue no instante t a posigdo é x, i.e. dado que
Xt=:x, o movimento posterior é completamente independente do
passado (anterior ao instante t) e &2 probabilidade de gue no ins
tante t+h (h>0) a part{cula esteja em um intervalo I e dada por
5 p(h;x,y)dy . Em particular vale. a propriedade de Markov:
I ‘ : ' _
"independéncia entre o futuro e o passado, dado o presente®.

(4) N3o é trivial gue exista um MB(0}. O que esta en-
volvido aqui é a construgao de uma medida de probabilidade no es-

paco CQEfC([0,4-m), R) das fungdes contfnuas de [0,+=) em R.



- 114 -

Algumas datas s30 sugestivas: entre as observagoes do botanista
R. Brown (1828) sobre o movimento de grios de pdlen em suspensao
na agua, e a pr1me1ra construgao matematicamente formal do Movi-
mento Brownlano decorreram 95 anos. Tal construcao foi obtida

por Wiener,-apés o apérecimento das iddias de Borel {1909), bem

como dos trabalhos de Lebesgue e Daniell, sobre integragao.

Seja C = Cc([o,+%), R) e para tz20 se jam
X, (w)=w(t), we¢C. Seja ainda C%=0(X,:t=0). O resultado de

Wiener pode ser assim enunciado:
Teorema (1923)

Existe uma Unica probabilidade P° no espago (C,C?),
tal que para todo nel, todo BeB® (Bn==c—élgebra de Borel em

R") e v o0<t.<,..< t <o

1

PO {0 : (%, @),...,x, @) € B]
1 n ’

5 P(tl;O,xl)p(tE-tl;xl,xz)... p(t —t _13 % 1,xn) dx; ... dx
B , .

e tem-se PO(X0==O) = 1.

Observagao. Atualmente varias sao as maneiras em que.se sabe pro
var tal teorema; uma referéncia para o leitor seria o livro de
Breiman [8], entre outras tantas, que pode consultar, se precisar.

Uma outra construgiec do MB(0) pode tambem ser encontrada em‘

Breiman.

De modo completamente analogo, definimos MB(x) — Movi
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mento Browniano comegando em x, no instante 0, substituinde (a)
na Definigdo 1.1 por P(X0=x) =1. Obviamente, a partir do Teore-
ma de Wiener podemos definir,em (C,C%), fam{lia de probabilida-
des (P*, xcR) tal que sob P%, (Xt:téo) € um MB(x) onde
Xt(w) =uw{t), wéC. Tal sistema (C,Co,(xt), {p*1) &, em gerai,
chamado de Movimento Browniano "candnico" ou ainda de "representa

¢80 canonica. - Nao nos Preocupamos em discutir tal terminalogia.

Obviamente, se (Xg:t=0) € MB(0O) em algum espaco de
probabilidade (2,%,P), entdo vale a bropriedade de Markov com re-
lagﬁo as o-dlgebras Eg =0(XS: 8% t); na verdade é imediato que
(Xt+h--Xt thz2g) ¢ MB{0) completamente independente de 32.
Vale mesmo bem mais do que isto {ngo-trivial) : em cada "tempo de
parada" finitc T - coﬁ rélagﬁo a (30) [ou pode mesmo tomar certas
c-algebras (3 } um pouco maiores] tudo recomega como no infcio e
completamente 1ndependente do_"passado até T". Para a definiggao
precisa dos termos‘envolvidos agui, o_leitof pode consultar o g-
'péndice, se quiser. Mas, por hora,basta pensar heuristicamente,

: éupondo o tempo (aleatério) T seja "honeéto" no sentido de que o

o(*)

evento {w:T(w)<t}e¢ Fp- 'Ver o apéndice, ou ainda, para mais in-

formagdes, consultar D. Williams (1979).

Consideremosrnovamente (C,CO,(Xt),'{PX}) ¢ Movimento
Browniano “capSnico"; convéﬁ ressaitar que neste caso o espacgo
de probabilidade € estsd dotado de operadores de translacac
Bt;té 0 definidos por '(Btw)(s) =@(s+t)

,(Bt:C-*C;_Gto 8,0 ). Temos pois: Xt+s(w)==Xt(BSw), s, 120

t+s
(*} Se, ademais T<+=.q. c., entao {XT+h—XT:h2 0} € MB(0), indepen-

dente do "passado até T"
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e a propriedade de Markov (simples) pode ser expressa por:

se BecY, t=o0

EeIm) [39) - B ) ®*
t £ = q‘.c.(P )

(&*g =o(X s t))

Até afirmagio em contraric, sejé (Xt:t2 0) um MB(O)
definide em certo (Q,¥,P), espago de probabilidade completo (sem
perda de generalidade). Como parte de seu ﬁrofundo trabalho sobre
Movimento Browhiano, P. Lévy (1948) considerdu o problema de "me-
dir" o tempo gue o processo tem gasto na posigaoc zero. Sendo
Vviw) = {s20: XS(W\ =ﬁ} {(w£0), o conjunto de visitagao a {0}, e

v, =vnlo,t] (t>0), & bem sabido gue, com P-probabilidade 1:

t
para todo t=0
i) ‘Vt ¢ fechado, sem pontos isolados, e portanto nao=

contével;

ii) Vt tem medida de Lebesgue nula.

Assim sendo, #Vi e A(V)) naoc servem como medida do

¥ I
tempo gasto em 0.( ) Levy mostrou ser poss{vel construir outra

escala temporal. (Lg(u}):t2 0) — o tempo local em 0 — que desempe
nha a fun¢io de "medir" Vy. Para um tal (Lg), as seguintes pro
priedades seriam desejadas:

0 0

(1) Ly =0, t ~ Ly é crescente, conti{nua e Lg<+w q.c.(P):

(2) Com probabilidade 1, o suporte da medida determina-

{*) » denota medida de Lebesgue em R,



- 117 -

0 T . .
da por L e ldentico a V (i.e. os "pontos de crescimento es-—

trito correspondem as visitas a {[0}).

Ademais, se (como na representagao candnica) o espago 0
estiver munido de dma familia de operadbres (Bt)’ de modo que

Xt+s(w)‘= Xt(Bsw), seria também razodvel requerer:

o 0 0 0
(3) com probabilidade 1, Lt+5(w)==Lt(w)-+Ls(Btw), s, t2g

("hmogeneidade" de Lo) .

(1) e (3) definem o gque se chama "Funcional Aditivo

continuo (Perfeito)". (Notagio: F.A.C.)

Observacao: Na verdade (1),(2) e (3) determinam (Lg) univocamen .

te, a menos de constante multiplicativa. (Por enguanto o leitor

nao precisa se preocupar com isto).

Lévy deu varias definigaes para o tempc local Browniano.

Uma observagio crucial para suas construcoes fol a de que, sob D,

0S processos
(|Xt|:ta 0) e (X.:t=0)

. . o
induzem a mesma lei em (C,C°), onde

g, 98T pax x - Xy, tzo

T ose<t S

B a. isto -que se costuma chamar "apresentacgaoc de Lévy

do Movimentc Browniano refletido em Lg,+=)n,

Consequentemente, os conjuntos aleatdrios {fechados)

Vin) ={t=EXt|'=0} e V(w) ={t:§t = 0]




- 118 -

tém a mesma lei (sob P). Por outro lado, o processo M, definide
por M, = 2§§ X, 120 tem as propriédades que quereﬁos, com ¥
no lﬁga: de V. O que permite, a partir da{, a obtencao de (Lg)
como desejado, & um importantissimo resultado de Lévy mostrando

que (Mt)t pode ser reconstruide a partir de X, i.e. & mensuré

vel em o(X,:t20). E o que estd contido em {1.1) abaixo — resul

I . r .,
tado, ja classico, de Levy, onde ele mostra que M e intrinseco
a V. Pode-se dizer que foi isto que deu o impulso inicial ao =s-

tudo de tempos locais.

O resultado baseia-se na seguinte observagao relativa

‘acs tempos de passagem

E_“=" inf {t>0 : Xy = al , az0d |
que constituem (como fungido de "a") a inversa continua 3 esqﬁer~
da de t~ M,. Se (D,) denota a inversa continua i. direita,

i . = inf . = = = =

i.e. D, = inf{t>0 : M _>a}, a=0 entdo E,=D_ _, a0 e

(Da:aEO) define, sob P, um subordinador estritamente estdvel,

com indice 1/2.

Aqui,estamos usando a seguinte defini¢ho usual:

- . ~ . i - : -
Definigcao 1.2. TUm subordinador & um brocesso com incrementos in

) : ] g . 2 - -
dependentes e estacionarios e com trajetdrias crescentes e conti-

~ .
nuas a direita.

O caso estritamente estivel com {ndice 1/2 corresponde
a0 caso em que a medida de Lévy do processo &€

< 372

vidx) = ¢ dx em (0,+ )

=0em (- =,0] , . algum c>0
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e que nao ha "drift" i.e.

A T
E e P2 exp [-a S (1- e™%) v(ax)] , a20

0
A>0. No caso, o leitor pode verificar que ¢ =—14/2m. (Isto pode

H

- . . fay . .
ser verificado facilmente com o auxilio das "martingales"

% ;\2
- =
exp( Xt 3 t, t=0).

Voltemos pois, ao argumento de Lévy : se 51,62,63,...
sdac os intervalos abertos e disjuntos (dependem de w€ Q) tais

que

Lo,+=)\¥V = U En , observe que
nz1l

"os saltos de (T_,) (ou (D)) correspondem a estes intervalos con
tiguos a ¥,i.e. aos intervalos onde My nio cresce", Pode~se en
tio obter: (|§n| = comprimento de én)

< (0,t], ]én]:>s} 4 M
& lo

(1.1) J% #{n: e v t=0,

n tr'
q.c.(P).
Para verificar (1.1) note o seguinte: sendo (Ea)aEO

como acima

a

E, = 5 vy ¥([0,a) x ay) (E,=D_ )

0
onde WN(daxdy) € processo pontual de Poisson em R, x (R~ 0)
com intensidade A x v (A=Lebesque). Deste modo, as variaveis

aleatorias
N(LO,b) x(e,+=)) =% {a: O<a<b, - D -D. >¢]

tem a distribuigido de Poisson com média b.v(s,+« ). Usando a

lei forte dos - grandes nﬁmeros: com probabilidade 1,



N([o b) x.(s +‘°))
V(g ,+=) -

Rt Ret s JRNOPES :.'f"?‘?.'-:bb,wf!c‘."}d.‘l HEZE S LR S S
slo

33 abray vl {7

U gt DIT L EY e (A T b
Toméndo "My no "1lgar de‘ b e note‘mdo gué
Popugn

INTo,b) x (s, +w)-#{ é £ .£0,t],

HESEIERNE SN T Lr AR S R SRR SR

R E AT AR S e R E RIS X H

el izedl = iy

3
o resultado se segue, uma vez que V(g,+=).=v/2/m¢ .
.Segue—se entio que (Lg) pode ser deflnldo atraves de

(1.2) Pl:n—-;- # {n:en‘_g-(o;t];iie |- >s} = L‘,E vi.todo. . t20] =1y

sJ,O

onde €L n=l sio os iptervalqs,abertos_ e disjuntos tais que

Lo,+#)\Vv = U “en .
n .

IR R MR T e e :
Nomenclatura: \/Tgr- Lt e o que Le'vy. chamou "mesure de voisinage".

_DefinigSgs equivalentes sdo . Obtidas. através,.,de_:___. L

((1 4) e (1 5) sao as mais d1f1cels de se provar)

CE

(1.3) P[“W £ Uyl 50,01 '%'f‘?“?‘é.’. }

(1.4) - P | 1im }A [sé_:t:_ix |=ed = L?C , t20o | =1
slo =38 . . 5 .

L .. _ou ainda (Ito e Mc Kean) :

(1.5) P | 1in ed (t) =10 , t= o:|'¥1'
[N-o ¢ LR

onde ds_(f) = ¥ {"downcrossings" de (0,8], por (lxsl, s=t)}.

i.e. o n® de vezes que [X_|, sSt - desce de ¢>0 a 0.
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ObservagSes. (1) Outras caracterizagoes semelhantes sao ;ioss{ve_is.

H.M. Taylor colocou-as sob um "aparato geral".

(2) Em cada item acima [(1.1) — (1.5)], tem-se, na
verdade, convergéncia uniforme nos compactos devido a argumento

tipo Glivenko - Cantelli, que é bem conhecido.

Se;a xGIL Cons1derando que sob P (]Xt~x| £20) & um
Movimento Browniano refletido em [0;+=) (iniciando em !xl) po

demos definir '(Li_f) em fungio’ deste processo do mesmo modo-que

-(Lg) foi definido em furnigio de (lxs! ts<t), t*0.  Por exemplo,
vig: A ' . _
(1.6) P,:lim ed;c = L’_é ) 'tao:l =1 , onde. -

Sy 0O . i

d§ =# ["downcr0551ngs" de (0 g] pelo processo (|X —xl,s<‘t) -

[o fato de comegar em |x| nio & problema]
Deste modo, obterfamos um processo. (L:)i: tal que

(1) Léc=0, 't-'L?t( é crescente, contlnua e Lzé_

(2) Os pontos de "crescimento estritof correspondem ao
conjunto {t:Xt=x} ,

{3) Se (Xt) for Movimento‘Browniaho "canaﬁiéol', i*¥ & 7

O problema com tal definigdd estd em que o conjunto P —

nulo envolvido em (1.6) depende de x — a definigdo é feita separa

damente para cada x. Trotter reéolveuro probiéma mOSfrando'que l]
procelsso_resi‘:océstico a Vdois parémetrogsr (L?t(:;sqn, tz 0) admite uma
modificaggo-i;que deﬁotarembs §0r (L(x’t)x,t
tinuas em (x,t) e tal que: .

<42 g.c.(P),

- com trajetorias con
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. C A{sst:as--.}(s;‘qb}. S S
(i} 1lim = L{a,t), t=20, af' R

b#a - b—.a A B A PR 1:‘;:;"‘»"’
'Tii)""'Ita”b)(X;)'dS 53.S'L(x.fj‘dxi t>0, a<b reais,
T
SR IP R B o @ : Coanla b
T = RTINS el
e (iii) ge (Xt) for o Movimento Browniano "canonico",( )
L(X,t+S,UJ)=L(X-,S,LU) + L(x,t,‘GSUJ')-, s,t= 0, V‘X(‘m,

‘paraltodo w "fora de certeo conjunto N com PP(N) =0

Observagdo: 0 resultado -acima & nao-trivial.
O tempo local acima ¢ o dobro do usado por muitos auto-

res (e.g. Ito e Mc Kean [13]), que em (1.6) tomariam- -

i ;ig s.dx(t)' alias, aceitando-se (por convengao) M, como a

normalizac¢ac "correta" para o tempe local em zero do M B. refleti
do (Xt), a normalizagao de Ito e McKean seria a mais "adequada"
para o tempo local do Movimento Browniano usual (nﬁb-refletidd).

Isto nac tem importancia.

-Seria conveniente ressaltar que, de fato, o conjunto

= {tz20 :Xt =0}  pode ser recuperado através de L Isto porque,

Ok O

- . 4 . . e
se (RS:s2 0) e a inversa continua 3 direita de L , entao

(RS)S ¢ um subordinador (cuja distribui¢ido ja conhecemos) e, com

probabilidade 1,

{Rs:s2 0} =v - {a_n=z1},
onde an==extremo esquerdo de e, n=1

0
Como isto se aplica a qualquer (L } verificando (1),

(*) O que importa e a existénecia de operadores (B ) como na re-
presentagao "canonica" ([6],[7]).
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(2) e (?) daspaglnaS(Se 7 o] argumento mostra que de fato um tal

IR

(L ) flcarla determlnado a menos de uma constante multlpllcat1va

ER ¥

(com probabllldade 1)

Note -ge’ que o resultado de Trotter mostra um outro papel desempe~

nhado pelc tempo local Browniano: o de’ den51dade ocupa01ona1

(cf.(ii) acima). EIstofjéhfbré enunciado por'Lévy 11940'5);'mas

a ﬁrova}rigdrosa'sézépareceu com Trotter (1958)].

No estudo do comportamento local das trajetérigs de um
processo, a existéneia de densidade ocupacional continua tem im-
portantes e imediatas aplicagﬁes“—- um fato notado por Berman.
(1969). Na segac 3, onde trataremos de processos de Lévy a 2 pa-

-
rametros voltaremos ao assunto.

0O resultado de Trotter tem-se monstrado uma ferraﬁenta
vltilf{ssima no estudo de difusdes em R. ' Para exemplos de tais a-

plicacdes uma referéncia basica € o livro de Ito e McKean (1965).

. Mas, obviamente,o esfudo do tempoc local Browniano nao
parou por ai. -Profundas_propriedadés acerca do comportamento de
L(x,t) como fungio do parametro x tém sido investigadas por
varios pesquisadores, destacando-se principalmente Ray (1963),
Enight(1963), D.Williams (1969) e Silverstein (1968). Uma pro-
priedade admirdvel e (talvez) surpreeﬁdente & a de que para cer-

tos tempos de parada terminais T(ex.: os tempos de passagem) o

{*) Em dimensao 22 o instrumento mais poderoso para ¢ estudo de
difusGes é integracio estocastica. :
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processe (L({x,T), 0=x=1). & Markoviano. Para estes resultados re-
ferimos também a Mec.Kean (1975), onde ele expoe os métodos de D,

Williams; ou ainda a Walsh (1976).

As idéias iniciais de P. Lévy sobre tempos locais foram
(e continuam a ser) vastamente exploradas e desenvolvidas. A paxr
tir do casc Browniano, a teoria dos tempes locais para prdcessos

(Xt)tEO desenvolveu-se em pelo menos dois aspectos diferentes:’

(1). Para _x fixo, L* como medida do tempo gasto em x:

L%==0 , t ~ L: $, .continua, Lz <+w= e com
{t:X, =x} = suporte da medida determinada por L*

(11). {L(x,t) :x€R, t= 0] como densidade da medida ocupacional,

i.e., com'probabilidade 1:

AMs<t: X € A] = JL(x,t)dx, para todo ‘A¢B{IR ), todo t=0.
A

O ponto de vista adotado em (I) desenvolveu-se princi-

X ¢ definido

palmente no contexto de processos de Markov, onde L
como um "Funcional Aditivo Contfnuo Perfeito™ de X, (F.A.C.) cujo
suporte seja ﬁ; L= it P Xy = x}) A terminologia aqui usada

segue Blumenthal e Getoor (1964).

Sendo X = §Q,3,(3t),(Qt),(xt),{Px}) um processo de

Markov "standard" com valores em (E,a)(h), Blumenthal e Getoor

(*) Para simplificar tomamos E = algum intervalo de R,E=B(E)
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K

-y -’f-".lz" N TR S A S T [T ,r'”.. S v
X
usaram metodos de Teorla do Potenc1a1 para constru1r L .
“r . TR S I \» . . T
.o L A b AR R T L0 S A B S SR PO RPEE !;... . ooh R L e

Defini¢do. Se xt E & tal que.. P (T ﬁO) 1, onde ..

(1.7) T, = 1nf{t>0 ix,=x] , .

grepotospmanl B E

R T B I s PR R 1Y O

. idigqmg§wggg e@regglaryg§racﬁﬂxidgquh apeqas,ﬂrggp}ayl.A

B

X . . . . , ‘
-.-pode-"ser definido comoio

(i.S)w-Se” x -8 régular parail{x},:.L
ﬁnicerEuncional“Aditivo:Cbnpiguo Perfeito" de Xi.tal que .

te, o L o
s "= EY o , para todo y€R. [8]

Lx_ sera por nés chamado "o tempo local em x, a Blumenthal e
Getoor". Que 1sto tem a ver com (I) e que portanto o nome flca
justificado, segue-se do seguinte fato (Blumenthal e Getoor, [7])

se x & regular e

- . 1.X - 1LX =
V-J¥x"‘£t-'Pt+a-‘ Ly 70, ¥ >0}
- . X - X = :
T Tty m 1y 70, ¥ e>0]

entao ‘para todo ® - fora de um certo conjunto nulo em ¥ ,
c (@) €
L) S M (8) I (w)
(em particular, segue-~se gue a medida determinada por ‘Lx estd

concentrada em M ).

' Obs. Se o leitor nfo tiver qﬁalquer familiaridade com a Teoria
dos processos. de Markbv, aconselho a que apenas dé "uma olhada™
nos resultados referentes ao tempb local a Blumenthal e Getoor.
E mais importante que figue com idéia mais precisa sobre o

caso browniano e outros casos mais simples do que iniciar logo
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com coisas mais gerais.

Caracteriéagses infrfnsecas, analogas a (1.2) e (1.3),
‘para (Lf) foram dadas por Kingman (1973} Maisconeuve (1976).
Pitman (1978) d& construgio mais direta; usande a generalizagio
de (1.2) para construir o tempo local em 0, ao invés de usar o

resultado de Blumenthal e Getoor i.e., sem assumir a existéncia

do tempo local. Usa aqui a teoria dos conjuntos aleatorios rege-
nerativos (na verdade equivalentes aos "zeros" de um processo de

Markov}.

. ~ - . P - -

Agqui a construgao e extremamente simples e intuitiva —
o que & uma vantagem enorme sobre os resultados cléssicos_de Blu
menthal e Getoor. Espero que no Coléquio possa dizer algumas pa

lavras a mais sobre esta construcao devida a Pitman.

Na Secao 3 éstaremos considérando apenas o aspecto II;
daremos, entﬁo, alguns resultados reécentes sébre a existéncia de
densidade ocupacional com trajetérias conjuntamente cont{nuas, no
caso de certos processos de Levy a dois parametros, (X St SEO tEO)
Por isso, deferimos para 14 maiores comentiarios acereca de (II)
limitando—nos a mencionar a importante conexao entre o comporta-
mento das trajetdrias t -~ X, (w) e o das (x,t) ~ L(x,t). E es-
te um fato geral, notado por Bermah, envolvendo fungbes reais:
quanto mais suavés forem as trajetérias (x,t) » L(x,t), mais irre

gulares serdo as de X, a grosso modo.

O rapproachtde Berman (1970) para construgao de densida;

de ocupacional baseia-se em Analise de Fourier e sera utilizado
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na Segido 3. Geman e Horowitz usam um método mais direto com base
. . ~ . 4 . - .

em diferenciagao de medidas; ha ainda metodos baseados em''martin-

gales", Referencias sobre os varios trabalhos sio encontradas no

"survey"de Geman e Horowitz (1980).

No ambito de processos de Markov, é interessante saber
se — coﬁo ocorre no caéo Browniano — os tempos locais (Li) de
Blumenthal e Getoor podem ser escolhidos mensuravelmente em
(x,t,m) e se dao origem a densidades ocupacionais. Nesta direcio
ha um importante resultado de Getoor e Kesten (1972). Seja
X=(0,3,(3.),(8,),(X.), {P*}) um "processo de Markov standarg"
(i.e., mas "condigOes usuais"), com valores em (E,E) como antes.

Se ja _T

| vhix,y) —EXe Y ,
com T, definido por (1.7), x,¥€E
Assumindo que
(x,y) - wl(x,y)seja & ®&-mensurdvel, eles provam;
Teorema 1.2 (Getoor e Kesten). Se para cada x€E, x é regu-
lar para {x] (i.e. PX(TX=0),—V x) e se E(dg) ¢ uma medida de
referéneia ém (IR, ®), ent3o para cada x, seja L* definido por

{1.8)., Pode<se tomar vers3o de (Lf) tal que

-

(i) (t,x,w) -~ Lz(w) e B(le,s])ye e @3S—mensuréve1,

quando considerada em [0,5] xExOQ .
(ii) t ~ L:(w) é crescente, continua a esquerda;

' (iii) 1L¥ é F.A.C., para cada x;
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(iv) Existe g:E (0,+=) mensuravel em &, tal que
g(x)Li serve como densidade ocupacional com relacgdo a &, i.e.,

para certo NE€ F, com P*(N) -0 para todo x, tem-se

S g(X)Lz(w) E€(dx) = L(a,t,®) , se w ¢gN,
A ' L
t
onde LA, t) = g IA(XS)dS
0

Observagoes.
(1) No caso de processos de Lévy em R o teorema se simplifica
(g ¢ constante). ¥ o ecaso gue nos interessa particularmente, na

seg¢ao sepguinte.

(2) O teorema acima tem uma recente extensido (por Geman e
Horowitz (1980)), que fornece a decomposicio de Lebesque de

p(.,t) com relagio a §.

Em E, consideremos .

=T
E, - {yeE:E%e Y =0, todo x€E} , o conjunto
. dos pontos polares.
E_={x¢E: x é regular vara {x])

E

il

i complemento de Er U Ep em E. (irregulares, mas

nao polares).
Sabe-se que se x¢€ Ei ,entao fora de um certo conjunto nulo em &,
tem-se que

O n¢ de visitas a {x} em (0,t] & finito, para todo
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" Desta forma, seja L(x,t)=#{s<t :Xs=x], se x€E,.

Para x¢ Er’ seja L(x,.) o F.A.C. de X definido
em (1.8).

Para x¢€ Ep, seja L(x,.) = 0.
Geman e Horowitz observam que podemos supor:

(s,x,u) + L{x,s,w} em [0,t] x ExQ € mensuravel com
relacio ao completamento universal de #®[0,t] ® 3@>3t . Ademais,

eles provam:
Teorema 1.3 (Geman e Horowitz) _ 5
A decomposigao de Lebesgue de L(.,t) com relagao a §
(& = medida de referéncia finita) é&:
(., ty = p(.NE, &) + p(.ﬂEp,t)

onde ¥ =E_UE. ; ademais
r- i

p(.ﬂEp,t) L g

w(ANE, t) = Sg(y)L(Y,’c) §(dy)
A

para certa g:E - (0,+x), &-mensurdvel.

(Obs. Esta implicito: fora de um conjunto nulo de w's, a decom
posig¢ao vale para todo t>0, onde dizemos que NE ¥ & "nulo" se
PX(N) = 0,% x.
Observagao

Sob condigoes bem gerais, se p{(.,t) <€ § para todo

t>0- entﬁo 3 & uma medida de referéncia. Portanto ndo ha gran-
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- .
de perda em supo-la como tal no teorema acima.

Continuagdo do Teorema 1.2 de Getoor ¢ Kesten:

No caso de (E,&) ser um intervalo de R, e € sua
~usual O-algebra de Borel, Getoor e Kesten completaram o Teorema

1.1, mostrando que:

se u p(u) du <+»  onde
0

(1.9) p(w) = Sup [1-¥1(x,9)¥ (y, %12, entdo
X,yEE
| x=y|=u

Lf(w) pode ser escolhido de modo que ({x,t) - Li é continua ¢

crescente em t, com Py-probabilidade 1, ¥y.
[Obs. Tal resultado é uma aplicagao importante da conhecida
"tgenica de Garsial para estudar continuidade das trajetérias de

I ) . L ~
processos estocasticos a varios parametros.)

No caso de processos de Lévy com valores em (R ,8), os
resultados sao ainda mais completos, fornecendo também uma condi-
¢ao necessaria para a continuidade dq tempo lqcal —qgue Millar
e Tran mostraram ser também necesséria para que Lf se ja }imita~
do. Agora, ha ainda ﬁm diffcil problema a resolver: preencher a
lacuna entre as condigOes necesséria, e suficiente dadas por
Getoor e Kesten. Note-se ainda gue no caso de processos de Lévy,
?1(X,Y) = ?I(O,Y—x) Dt Yl(y—x) e gue podemos tomar g(y)==u1(0),¥'y,

onde u1 € a densidade do l-potencial de X. (Getoor, Kesten(1972))

0 resultado de Getoor e Kesten para proc. de Lévy (su-

i . -’ ~ . -~
ficiencia) sera usado na secao 3; alids nao basta "usar seus re-
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-’ 0y N
sultades", mas ¢ preciso reconsiderar o argumento usado.

Comentarios. (1) O tempo 1ccal Browniano admite ainda uma impor

tante representacio via integrais estocasticas de Tto: & a "fér-

mula de Tanaka" que, alias pefmite uma prova simplés do resulta-
do de Trotter. A representacgao &

t
e, ) = [Rpmx] - [xpx] - 50 Iix_ +x) s

‘com (Xt:tEO) Movimento Browriiano

i.e., L(x,.) € o "compensador" da "submartingale"

(IXt—xl,t2 0) - ice. processo crescente, continuo, igual a zero

emt=0 e tal gque (|Xt—xl - L(x,t},t=0) € ™martingale". [Tomar

como a def. de "compensador". Ver Meyer (1975)]

Tal idéia tem sido muito generalizada a "semimartinga-
les", constituindo-se em um outrc enfogue para "tempos locaisV. A
grosso modo, se (X} € "martingale" de quadrado integravel, tal
nos leva a obtencio de densidades ocupacionais relativas a medida
dt(Xc,Xc)(t,w), onde X° €& a parte contfnua de X e {x°,x°) ¢ o
processo crescente continuo associade (Ycompensador" de (Xc)2 i.e.,

(XC,XC>O - 0, & crescente, contfnuo e (x°)2 - (x¢,x%y & "martin

gale").

§2. Processos de Lévy a dois parametros.

Dagui em diante a expressao "tempo local" sera usada
-~ - .
no sentido de densidade ocupacional, apenas (com relagaoc a medi-

dida de Lebesgue).
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Passemos a considerar processos aleatérios, indexados por
E{E = [{s,t) :s20, t20} e com incrementos {sobre retangulos) in-
dependentes e estacionarios — chamados processos de Lévy a dois
parémetros. Na préxima seggo.focalizaremos o interesse no prodle

N » . . . L e
ma de existencia de tempos locais com trajetorias continuas.

Mais precisamente, trabalharemos com processos estocds—
ticos (XZ:zéiEz) em algum E.P. ((,%,P), com valores em
RY (d21) e tais que:
(a) Xs,O = XO,t =0, para todo s20,t20 (i.e., tomamos X =0

nos "eixos").

(b) Se A=(s,s']x(t,t'] = BE, colocamos
DE _
XCA) 7% Kgvpr = X g~ Xge oy T Xg g

Entao, para todo reténgulo A desta forma, ¢ para

2

zo€1R+,

X(a) e X(A+zo)' tém a mesma distribuigio

(A+z0=={u+;o tuc A))
(e) Se nzl e AyreeerAp sfo retangulos do tipo acima e disjun-
tos (2 a 2), entiao

X(Al),...,X(An) sao variaveis aleatdrias {estocasticamente)

independentes. (Com valores em rYy.

O problema de construgadc (em espago funcional adeguado)
e caracterizacio de tais processos foi resolvido por Straf(1972),

pela utilizacldo de D[0,1)2, analogo bi-dimensional ac espago de
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I g * °] :
Skorohod. Aqui, recordamos apenas os resultados basicos e indis
- . 0 . i .
pensavels para o0 posterior desenvolvimento. Para maiores detalhes

(e provas) o leitor pode consultar a referéncia acima.

Preliminares
(1) Por conveniéncia, usaremos as seguintes relacdes de ordem
(parciais) em IRE tpara z=(s,t), z’=(s',t‘)€]Ri (coordenadas

retangulares) definimos

Tt ot

zslz' se s < g' e
z%, 2" se 5% s' e t >t
zu.;z' se s > s8' e t X t*

z$4z‘ se s~ s8' e t = t*

~ PR .o o ' H< it j -
Notagao: Se na definig¢ao de =47 todos os forem substi

tuidos por <", dizemos z<5z' (i=1,...,4).

Seja ainda Q,(z) ={z' mff:z.siz'} ,i=1,...,4, 2R,

2

€2) ¢ +E < R;. f:E-R & chamada de fungdo "lamp" em E

{("limits along monotone paths'") se para qualquer seguéhicia

(zn)n S E tal que z, * = € E monotonicamente com relagao a al-

‘guma <, tem-se que o lim f(z ) existe em R. Se E=Rf dize
n—’w

‘ -, . - ¢ .
mos apenas que f e Mlamp". Dizemos que { e continua por ci-

ma se para todo z, z, 2z com para tode n=l, implica

Zy+151%n
f(zn) - f(z).

E entdo facil ver que se f & "lamp" e continua por

. 2 ~
cima e se z ¢ R , Qi(zo)+¢ entao
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Le(z, ) == 1im f(z) existe em R i=1,...,4
z"'zo

ngi(zo)

e L}(zo) = £(z)

{(3). Usaremos a seguinte notagio:

2

- 24 2 .
D =D(R;) = {f:R]

+ R[f & Mlamp" e continua por cimal

D0 = {feD|f=0 nos eixos]

Usando uma topologia anéloga a de Skorohod para © espa-

2 Dt

<O D[C,l) {£: f lamp em'[0,1]2, continua por cima restrita

a [0,1)2]; Straf mostrou :

Teorema 2.1 (Straf) Se F ¢é distribui¢lo infinitamente divisi-
vel em R eim denota sua funcio caracter{stica, podemos definir
(Xz:szRE) verificando (a),{(b) e (c) acima, e continuo em proba
bilidade, tal que ‘
(2.1) E elu st _ [op(u)st s,t20, ucR

Ademais, X pode ser.gonstruido com tfajetérias em D { podemos

0
tomar {0 =D. e Xz(w)ffw(z));

0
A reciproca € imediata: se (Xz:zfimfj é continuo em

probabilidade e verifica {(a),(b) e (¢) acima, entdo Xs,t e

Xst,l tem a mesma distribuicdo. 'Porﬁanto a fungio caracter{éti-

ca de X ¢ da forma acima. Em:pérticular,. ¥ pode ser cons-

“trufdo com trajeférias em Dg. .

(4) X unicidade em diétriﬁuigﬁb (sobre (D,¥)) & imediata, para

‘cada F .distribuicfo infinitamente divisivel. (¥ aqui € a
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U-élgebra em D gerada pelas quQSéS coordenadas).

(5) Definicac 2.1. O que.chamamos de processo de Lévy a dois pa-

>~ . ”» . ”, N
rametros (com valores em R) e exatamente um processo estocasti-

co como deserito pelo Teorema em (3} acima.

A extensio para processos com valores em Bd é comple

2

tamente Obvia. NotagGes: D(R ,

r?), DO(EE,BQ), com Gbvios |

significados.

. e ) - : -,
Uma discussac mais extensa sobre tais processos devera

aparecer em [25],[26].

Uma descrigao de Lévy-Ito -em termos de medidas aleato-
rias de Poisson em 'Rd X Rz € valida. Isto d4a uma maneira conve

niente de "wisualizar" tais processos.

(6) Notagoes.

(i) Se =z <., z' em BE s

g =
lirh

[Tig <, 7=, =]

(z,2'] 17 F1

[z,z']

=
B 10

oy < < t
{1:2 TS,z ]
L0,z] sera denotado por R, ©=(0,0) aqui)

(ii) Usaremos I para denotar o quadrado unitario, [0,1]2.

(iii) Para 8 =R_ , Ri,' ou 'md, B3(S) denotaré a oO-algebra
. o

de. Borel usual. Quando njo for causar confusio 8(RY) serd de-

notado bor , apenas.

(iv) A, denota a medida ‘de Lebesque em (IRk,ﬁ) .
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N -
As vezes, escrevemos apenas A, estando clara a dimensao

a que nos referimos.

Medidas de Ocupagao

Definigac 2.2.

d

Seja f£:T * R uma”fungao horeliana. Para X3 con-

sideremos a medida de ocupagaoc de f em R,, dada por

1(B,z) =5 Ig(£(7)) ar .

R
Z .

Se n(.,{1,1)) << Ad’ dizemos que f tem tempo local

em I. Ademais, se $:1Rdx1 + R por tal gue para todo z£ I

B

(.,z) seja versap de dn{.,)/dr, entic ® & chamado tempo lo-

cal para £ em I.

Definicao 2.3. Seja (X(z,w):z€ I, w&DN) um processo estocésti

co (a valores em Ed) em (0,%,P), espago de probabilidade com-

pleto, e tal que

(z,w) * X(z,wn) seja ﬁ(I)Qﬁfmensurével.
Se, com probabilidade 1, X(.,w) tem tempo local em I, dizemos que

X tem tempo local (T.L.) em I. Se, além disso (p(x,z,w)) for

tal que para quase todo WEQ, ®(.,w) & tempo local para X(.,w),

dizemss que ©®© & um tembo local para X em I. [Equivalentemente:

fora de um conjunto de probabilidade zero,

S v(x,z,w)dx = f IB(X(T,w))dT

B R
. z
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para todo =z¢ I, todo £ ® (simultaneamente).)} Da mesma maneira, |
se tivermos Rz em vez de I. Valendo para todo zoémi, diremos

o
gue © e tempo local para X (em Ri).

Observagdes

(1) Um argumento bastante "standard" (Berman (1970) p. ex:)} permi
te-nos dizer que se { (na Definigao 2.2) tiver tempo local em I,

entac pode-se encontrar (®{x,z))t.q.
1

(i} (x,z) » @(x,z) & mensuravel
(ii} Vv x, ©(x,.) pode ser extendida (unicamente) a uma
medida = O0Oem B{(I), de modoc que
. 9(x,R) = 0 para todo R=(z;,z,}, com

Zy S1 %o © Q2 NI. Tal ® é dito tempo local regular e mensura-

vel.
Tem-se, entio,
f g(f(T),T)dr = f j g(x,r) vix,dr) dx ,
I rY /1

para toda g20, funcac de Borel em rx1.

(2) A observacao acima e outros resultados "padrao" sobre deriva-
das de RadonAQ.Nikodym para uma.familia_de medidas nos permitem
dizer que, nas condic¢des da Definigho 2.3, se X tem T.L., entio
existe (o(x,z,w)) conjuntamenté mensuravel (em (x,z,0)) e tal

que para quase todow, ®(.,w) €& tempo local regular de X(.,w).

Deixaremos de lado tais generalidades, concentrando-nos,
ao invés, no problema de encontrar densidade ocupacional com tra-

jetorias cont{nuas (em (x,2)) para processos de Lévy a dois para
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metros. Inicjialmente usaremos o métode de Berman, descrito a se-

guir.

'$3. Tempos Locais para processos de Lévy a dois parametros

0 Método de Berman

Seja X 'como na Definigdo 2.3, e seja mn(.,z,¥} a me-

dida de‘ocupaggo de X{(.,w) em R_; z € I.V_Conéiderando que sua

ZJ

transformada de Fourier—Stieltjes é

'fZ(u-,UJ) = S{ et u'X(T’t_U)'d'r , ueRrY ,

z
‘segue-se imediatamente que

j d ( ,{.IE eiu'(xz_xz')|dz dz' du S+e
R I I

implica a existéncia dé tempo local © (e qde

§ 49%(x,(1,1), wdx <+ a.s.).
R

A idéia de Berman (obviamente estendida a situagdo mul

L] i s . : - ~t -
tiparametrica) consiste em obter uma versao do T.L. via

lim m.q. l-d' 5 et MX ¢ (u) dqu
N o . .(2ﬂ) d z
‘ : : [-N,N]

o gue funciona sob certas cdhdigaes. Estaremos pois, usando o

seguinte resultade de Berman (estendido de modo Sbvio):

(*) "lim m.q." significa "limite em média quadratica"
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Teorema 3.1. BSe

( |E exp (i v.X +i v.X_ )|du dv dz, d=z for. finita,
jI 51 %Rd ?[Rd' zq Zy 1 2 _

existe (L (x,z)) tal gue

sup E|LN(x,z)-—L(x,z)l2 + 0 se N4 ,
xR 9 )
zt I

Ademais, L pode ser .tomado de modo gue, para cada =Z€ 1,

L(.,z,u) ¢é densidade de n(.,z,u) g.c.,

Por simples edlculo pode-se verificar gque o teorema
. . .- ' 2
acima e aplicavel a X = (XZ:Z e_m+) processc de Lévy, com va-
lores em R, se o indice inferior de .X for maior do gue 1, onde

usamos a

DefinicAo 3.1. Se a funcdo cardaterfstica de‘_X1 1 é @, com

®(u) eY(u)

e

(3.1) Y¥(u) = iuy- % o2 W2 4 5. (eT9X _ 1 _jux Iixlsl) v{dx)
onde Y¢R, 0220 e v & medida de Lévy em R\O

( j’(|x|2 A1) v(dx) < + =) , diz-se que vy 4 d'expoente de X.
0 {ndice inferior de X & deéfinido como: [Blumenthél, Getoor
(1961)) | '

-a

sup La20: |u|™ Re Y(u) » - = gquando |ul -+ +«}

Acontece que nosso problema Eég fica resolvido péla
simples aplicagdo deste_resuitado. Note-se que, no-teorema aci-~
ﬁa;_ L Egg é necessariamente um tempo local para X. Para tal
precisamos provar a_existéncia de conjunto N'E_S, P(N) = 0

tal que- para w £ N, L(.,z,w) seja densidade de n(.,=z,n) para
. para
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I

todo » simultaneamente. Porém, & facil ver que s€ provarmos
- 'd ~ -
que (x,z) - L(x,z) e continua {(g.c.) entao L e na verdade um

tempo local {e portanto um tempo local conjuntamente continuo e

regular).
- . N
No caso de um processo de Levy (a dois parametros) em
IR, com indice inferior maior do gue 1, podemos provar a conti-

- s ’ ] ] L *
nuidade conjunta utilizando um lema classico de Kolmogorov {para
varios parémetras). Tajis resultados estaoc resumidos no teorema

abaixo.

Teorema 3.2. L26] Sedja X‘:(XZ:Z 3 RE) um processo de Lévy a
dois parﬁmetros, com valores em 1R e {ndice inferior maior do
que 1. Para cada € >0, © processo Xe, definido por

Xe(s,t) = X(s,t+¢), s,t 2 0 tem um tempo local conjuntamente
continuo (g.c.?.. Tal pode ser cobtido por qualquer versao separé—
vel e mensuravel de

..)(‘.‘:?

lim m.q. L; (x,=z, onde
N+ 400 ’
c 1 N -iux 5 iu XQ(T;m)
@1 e -F [ e (e ar) du
S -N R

AR

para x € R, =z & mf , w e

X tem um tempo local (£(x,z,m)), que é conjuntamente

’ . . . - .
mensuravel e, com probabilidade um, (x,z) » £(x,z) ¢ continua

2

em (RNO) x R

(*} lim m.q. significa limite em média quadratica
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Prova: Nesta curta apresentacioc emitiremos a prova, gue pode ser
encontrada em [26]. Aplica-se, como ja foi dito, a classica
condigdo de Kolmogorov. Para tanto oﬁtém—se majoragoes para

{m = i)' ‘

(1) E|Ly(x,s+h,t) - Li(x,s,t)]|?™

(11) ElLg(x,s,t+h) - Li(x,s,t)|?",
(1i1) E|Lg(x+h,s,t) - L;(x,s,t.)lzm .

Observagdo. -

Para (i) e (ii) acima obtemos majoragGes convenientes
que valem para dqualquer ¢ % 0 (uniformes em € = Q). Unm "pon-
to negativo" da prova esta na majoraggo.para (iii), onde tivemos

gue recorrer as desigualdes analogas que teriamos para o proces-

s0
- . &
-iux iv X
wN(x,s,t) = g% S e (f e ™ dr) dqu ,
-N 0
correspondente a X £+ € integrando em {e,t+¢]. O motivo pa-
A |

ra'tomarmoé.isto como um "ponto negativo" nio € a necessidade de
considerarmos Xe, ao invés de X, mas'sim a limitaglio que isto
nos impoe quando estamos intereésados.em~casos tais que o proces-
50 a um parametro nao tem tempo local. (Bom, também em (i) e
(ii) as majofagaes obtidas ss servem'para o caso-de indice infe-
rior * 1.] No entanto, se o {ndice inferior o & maior que
1/2, o processo de Lévy (Xz:z € Bf) em B tem tempo local. 1Isto
pode ser visto do seguinte mode: se ¢ > O,e v* é definido por

Y¥(s,t) - X(s+e, t+s), e £° denota a transformada de Fourier




f
b
|
1
i
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£

da medida ocupacional correspondente a(Yé 2z € 1) entdo

E 5 lu|P£%¢u)|? du <+ para pf]:< 2 o

Outro caso gque estd a reguerer nossos esforgos é o caso
de (xe:ze;mf), processo de Wiener.a valores em_ZB2 ou RS. Para
este caso, ja tem aparecido, na literatura, tentativa de verifi-
car a continuidade conjunta das trajetérias do tempo local, mas

o problema continua em aberto.

o Uma aplicacio ao estudo das trajetdrias de X

- . ~
Ha uma importante conexao entre tempc local e ¢ compor-

tamento das trajetdrias de X.

A seguir, exploramos tal conexdao, para processos de
Lévy a 2 parémetros. Seja, entEo,X um processo coma no Teorema
3.2 e denotemos ﬁor & o seu indice inferior; estamos supondo
a > 1. Dos resultados sobre os tempos locais Le, énteriormen—

te considerados, Seguir—se-é a seguinte proposicgio.

Proposigao 3.1. Seja X nas condicdes acima. Se

p > 1/u, entio para quase todo wWeN:

(3.2) : ,
lim ap [%(zow) - Xzi)! _ para todo
T . '
Z' Zz HZ"Z'le
Z'CR

z € B2 \ {(0,0)]

ou, em outras palavras, [tome isto como def. de "lim ap{...) =+
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wzre IRE s lztoz] < 5, X(z,w) - X(z",w)| = Q|IZ'-Z||p}

-+ 0

A{z’ € E ter-zl = &}

‘quando 5 - 0, para todo -Q:'O e toda = € mf'\{(o,o)] .

(X = medida de Lebesgue, ||'| = norma euclideana).
.-Noménclatura.. "lim a'p." denota "limite aproximado® (Ver o apég

dice,de'Geman, Horowitz (19305, por exemplo — mas nio precisa dis

'fto para entender o enunciado do Teorema 3.2).

Obsérvagoes.
(1) Obviameﬁte (3.2) implica que, com probabilidade 1:

| X(z,0) ~X(z* ,w) |

Tin. B ¥z ¢ REN {(0,00] .

o lZ"".’.Z ' ”Z'.—Z !

[1 T

(2) Em geral (3.2) n3c vale em (0,0). " Por exemplo: se X
‘estavel com‘{ndiée o (&25 1)
- x|

z*(O 0) zllp
] ZGIR

-0 ou tw q.c.,'éonfbrme 0% ou = 2 /8

(3) Para a pr@va'da Pfoposigﬁo 3.1 utilizamds majoragoes para
jqﬁéntidédes tais como E[Lé(x,s7+h,t) - Le(x,s,f)[zm, ete. ...

. Aigumaé delés jé foram.diretamente cbtidas (e,utiliéadas) ﬁﬁ pro-
va do Teorema 3 2 ("Th 2 1" en [26]), as outras sao .verificadas

‘de modo semelhante.
-Estas coisas possivelmente serfo encontradas em [26].

‘A conexdo entie "erescimento local aproximado" e tempos

locais foi notado"por Berman. 0 assunto tem sido estudado por vé

™
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rios outros autores, entre os guais Geman ¢ Horowitz. Estes dois
autores, no recente artigo (1980) apresentam um excelente "survey!

sobre densidades de ocupagio.

Obtencao de tempos locais no plano através de tempos locais

em retas.
Seja (Xz:z € I) um campo aleatdrio mensuravel (em(z,w)),

definide em (02,%,P) {um espagoc de probabilidade completo) e com

valores em Bd. " elaro" (?) que se para Rl—quase todo
1
t € [0,1], a medida ny(B,w) = j 150X (6))ds, B € B(RY)
t
0 Sy

for absolutamente continua em relacao a com probabilidade

Ad'
1, entio (usando Fubini vdrias vezes) podemos integrar (em t) ver

sOoes convenientes de tempos locais para X e obter um tempo

st
local para X...

Porém, a questio que nos interessa é 4 da continuidade
conjunta das trajetérias do tempo local: ai, o problema é muito

mais delicado.

No caso de processos de Lévy a2 parametros; é poss{vel
mostrar — resultado enunciado abaixo — que, sob as condigdes de
Getoor e Kestem para existencia de tempos loecais continuos (ver
continuagﬁo do Teo.l.2) podemos usar o procedimento acima, & ob-
ter um tempo loecal conjuntamente continuo bara (XZ 1z € RE) .

(Xe como no Teorema 3.2).

Esta idéia de obter tempos locais no plano via tempos
locais nas retas também j4 foi usada em um artigo de Walsh

(1978(a)) onde ele prova a existéncia de densidade ocupacional
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com trajetérias continuas (em{x,z)) para o caso de processo de
Wiener (com dois parémetros e valores em R). Neste caso, a repre
sentagio do tempoe local Browniano dada pela férmula de Tanaka &
particularmente ﬁtil, simplificando as coisas. Cairoli e Walsh
(1975) tem também outra prova para o caso de (XZ:z € EE) Wiener

% L a4 - - )
com valores em R, atraves de integrais estocasticas.

Por convenéncia, usamos a representacaoc candnica de um
processo de Lévy a 2 pardmetros em (=D ( EE , R). Seja ¥ o

"expoente" de X,
. .
¥(A) = iak - :,21- o222 4§ (ot Y_1-iay I fy e 19V(A9)

2

A € R, onde Vv = medida de Lévy em R\0, 0“2 0 e a ¢ R

Para X.t podemos usar as construcoes de tempos locais
(baseadas em Teoria do Potencial) de Blumenthal, Getoor e Kesten.
Para obtermos o teorema abaixo, nao basta usar o resultado de
Getoor e Kesten para X.t; torna-se necessario "olhar mais de per-
to" o comportamento em t. Entdo integramos entre (e,t + ¢l o=
tempos locais nas linhas. A idéia & super-simples, mas os deta-
lhes sao bastante técnicos. Por isso0, apenas enunciaremos o re-

sultado, referindo a [26] para a prova.

Teorema 3.3.
Seja X, como descrito nos Ultimos pardgrafos. Se
o2 >0 ou V(IR\DO) = + =@ e 0 ¢& regular para {0}, para o pro-

cesso X 1 ademais, assumimos
bl ]

1
j u ! pl(u) du <+o , onde pl(.) é definida como
0
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ém-(l.é); mas édﬁ'rélaégo‘ab'ﬁroceSSQ- 1,. “entdo: :pafa tbdq-
e>0, o pfocessb--(ﬁz;z € EE) em (0,3 P ) adﬁite tempo local’
(Lz(s,t) ' x G-B,S,t =0} t;q;- com;probabllldaderl,

(x,s,t) 1'L§(s,t) & continua. | '

“ObserVaggo.;

‘Uma apllcagao muito simples da’ exlstenc1a de den81dade ocupacio-
nal é sobre "recorrenc1a" de certos processos de Lévy a 2 parame

" tros [26]. Neste tépico ha no entanto mu1t1551mo para ser feito
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" Apéndice

" Algumas definigsés e propriedédes gque nos foram nécessé
rias na Secao 1. (Ref D.Williams (1979) Blumenthal e Getoor

(1964) -~ sendo este Ultimo mais pesado para ler).

Seja (Xt:_t2 0) um MB(O) em algum Espago de Probabili
dade (ﬂ,ﬁo,P). b trivia; gque tal processo tem a pfopriedade de
ﬁarkov com relagdo as c—glgebras 33 = G(X;: s t) . No entanto
é interessénfe —ére necessario — tef algo bem mais forte. Para
iste a seguinte definicio: .

Def.A.1l. Se - (G,) ¢ familia de’ o-algebras de (2,5°,P) taq.
Gg © Q; se s < t, entdo uma fungao T :0 + [0, +=] sera dita

"tempo de parada'" (t.p.) se

v tzgp, [T=t] ¢ Gy

def

Sendo Giy ﬂt Gy o é facil ver que
s>

T t.p. com rel-a [G.l se

v t o= [T < t] € {(condic¢ao mais fraca)
t .

Voltando ao MB(0): Em geral, precisamos trabalhar com tempos"
aleatdrios gue nioc sao t.p. com relagao a {32], mas sim com Te-
lagao a {3$+ . Um exemplo sao os tempos de passagen Ea’ utili-

zados na Segho 1. (Para obter (E como um subordinador é‘

a+)a20
preciso que usemos a "Prop. forte de Markov" nestes tempos).

No entanto, uma bela aplicaglo da Teoria de "martinga-
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, ) -
les" da o seguintes resultados cruciais:

(A) Seja (Xt:t 2z 0) MB(0) em representac¢io candnica, digamos

(P==P°); se 32 U(XS ts<t) e T & +t.p. relative a
{32+ e P(T < + =) =1 entao

[{X(T+t) - X(T), t= 0} & MB(O) e indep da o-algebra

o Def o, o
Frp = fae B ranliTr<t] e sy ]
De (A) segue-se um important{ssime coroldrio:

Se Aes%+ , P(a) =0 oul

(Lei 0-~1 de Blumenthal-Getoor);

Segue-se dai que, sendo

F = completamento de 32 com felagﬁo aP e Et = com

pletamento de 53 em ¥, com relagio a
P (i.e. 3t=o(3$ UfN€EF : P(N)=01))

Entao:

I

(B) Se T ¢ t.p. com relacio a {Et} e P(T<+ ®)=1, entao

[X(T+t) - X{T), t =0} €& MB(0) independente de &

T

A

Gr=(ae?:an[T=t]ed])

Obs. O mesmo vale para gualguer MB{0O) nao necessariamente em

"representagac candnica."
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