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PREFACIO

Enumenacde e ¢ ramo da Matematica Finifa, ou Combinatd-
hia, que se peupa da contagem de estruituras (ouw configuragoes)
diseretas. Quesioes enumerativas aparzcem com freqiizneia em Esta-
tistica, Filsica, Quimica, Biofogia, etec, e tambewm sob varios dis-
farces, {nfternamente, nas enirelinhas da maioria das areas de Ma-
tematica.

. Neste texto visamos aphesentar algumas das feenicas Am-
pontantes usadas em Enumenagdo. Procuramos sen o madls Ltutorial
possivel sacrhificando, onde uma escolha & cabivel, concisdo ¢
brevidade poi um Lhatfamento suave do assunfo visanrdo ZLornan @
exposicac psicologicamenie mais "digestivel".

Quenemos agradecer a Comissae Onganizadora do 139 Colo-
quio Brasifeino de Matematica pela oportunidade que nos dew de
ministrar o curnso baseade neste Texte, a Neide Maria pelo pacien-
te e esmenado trabalho de datiloghafia e a Beanardeie pelas re-
visoes gue ez e em heconhecimento pelo ambiente fLrangitilo que
nos preporeionou a despeito das inumeras horas de Lazen sacrifica
das.

Reeife, 23 de malo de 198!

Sostenes Lins
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cAPITULO I
TECNICAS CONTINUAS PARA CONTAR
I.1 - NUMEROS DE FIBONACCI

Com fregqiiencia, em questoes de contagem & passivel en-
contrarmos uma expressgo para o nimero de configuragaes de uma cer
ta ordem em termos do niimero de configuragoes de ordem inferior.
Isto &, podemos encontrar uma "formula de recorrencia™. Nesta segao
mostramos como podemos usar as fungaes geradoras (ordinarias) pa-
ra obter uma formula fechada para o termo geral de uma recorréncia
linear homogeénea. Tratamos extensivamente um exemple comcreto: A
sequeéncia de Fibonacci e a2 seguir, com os termos bem motivados e
bem definidos tratamos o caso geral.

0 problema seguinte aparece em "liber Abaci" (0 Livro do
Abaco) escrito por Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci
em 1202. (Fibonacci & considerado um dos maiores matematicos da
pré-renascenga.)

"Quantos casais de coelhos, gerados a partir de um tni-
co casal, nascem ao fim de n meses se as seguintes comﬁ@ﬁesséo
verificadas:

{a) cada casal de coelhos produz um casal nove a cada

mes; .

(b} cada coelho fica f8rtil a partir de um més de idade;

(¢) nao ha mortes".

A figura seguinte da uma idéia do que acontece.
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Observe que as condigoes do problema conduzem 3 seqign-

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...

onde os termos de ordem zero e um g30 0 e 1 e a partir do segundo
cada termo e obtido somando-se seus dois predecessores imediatos.
Esta seqiiéncia e a importante seqiiZneda de Fibopacedi. O nosso pro
blema e calcular com uma formula "fechada" o termo de ordem mn, Fn’
da seqiiéncia acima. Escolhemos este problema como o prototipo pa-
ra o estudo das recorréncias lineares homogeneas porque, historica-
mente, sua solugao foi uma das primeiras aparigoes da idéia de fun
goes geradoras, num trabalho de A, de Moivre em 1730. Nas notas ac
final desta segao tentames justificar o uso do adjetivo "impor-—
tante" qualificando a seqiiencia de Fibonacci.

Antes de resolver o problema vamos dar a resposta: ao
fim de n meses nascem precisamente (n>0)

n _ n
Y5

Tl

casais de coelhes! _

Esta &, sem sombra de duvidas, uma resposta bem estranha
i primeira vista. Em particular, nze & nem claro que a expressao
para Fn seja um inteiro, Uma vez "adivinhada” contudo, ela pode
ser provada por indugao, o que deixamos a cargo do leitor dili-
gente como um exercicio. 0 dificil, dirfamos quase impossivel, &
adivinhar tal resposta. E & aqui que entram em cena as fungoes ge
radoras.

A funcdo geradora ondinania da seqiiéncia

(ao, ays 8greeradp, o)

g a funcao

a(z)=Za z |,



onde =z pode ser pensadc como uma variavel complexa de norma bem
pequena, para gue a convergencia se verifique. A rigor, nunca es-
tamos interessados em somar tais series e sim em extrair coefi-
cientes da expansaoc em serie de poteéncias de a(z), que em grande
parte dos casos ¢ uma fungao simples. Como vemos a seguir com nes

sos exemplos, a representagZD da seguencia completa (an)n>0 co-

mo uma (Gnica) fungao abre o ecaminho para a utilizacio de tecnicas,
continuas do caleculo para a efetiva determinagao da fungao alz) e
subsequente extragao do coeficientes de sua série de Taylor.

Seja

F(z) = F_ =z

a fungdo geradora {ordinaria) da sequéncia de Fibonacci. (De agora

por diante omitimos o adjetivo "ordinaria".) Sabemos que

e que

» 022,
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Subtraindo de F(z) a soma das duas fungoes acima obtemos:

2 _ _ _ _ n
(1-z-z7) Fegy = F o+ (7, Fo) z + E (F -F 4 F o) 2z .
n>2

s n -
observe que cada coeficiente de =z para n>2 & nulo, pela xe-

correncia que define a sequencia (Fn) Como F0 =0 e F1 =1

n>0"

o lado direito da equagido acima vale simplesmente 2 e obtemos



Flz) = —0nZ _,
z +z=-1

A solugao do nosso problema para n meses & expressivel

a2 . n - - .
como o coeficiente de 2z na expansac de F(z) em serie de po-—
téncias na vizinhanga da origem (S&rie de Taylor). Isto & tao fre

qiiente em enumeragdo que & conveniente usar um operador apropriado:

1.

Se

a(z) =Z a_ 2" ,

n>0
definimos para cada n>0 o operador extfratox, [;ﬁ], como

(% (a} = a_ .

A nossa resposta e

(7 4o

22+z-1
e para dar uma formula mais explicita 3 mesma expressamos F(z)
como fragoes parciais. Seja qlz) = 1-z-zz. E conveniente encon-
trar as raizes de z2 q(i)' ou seja zz-z—l. Estas raizes sao
¢ = % (1L + V/5) e &' = % (1 - /5), Vemos que F(z) pode ser ex-
presso como
_1 .11
F(z) = ;g Fl—z¢. 1—z¢’) ‘
- 2 1 . ~

(Tomamos as raizes de z q(;) porque isto acarreta expressoes

adequadas nos denominadores; expressoes que, em geral como mostra
‘ .

mos na proxima segao, permitem encontrar rapidamente as séries de

Taylor que precisamos.) Note que as duas fragoes na equagao acima

t8m expansao de Taylor simples numa vizinhanga da oxigem. Especi-



ficamente

F(z) = f& [31 + ¢z + ¢2zz +o.0) = {1+ $'z + ¢'222 +...§} .
5

Assim obtemos

fI.1.a) PROPOSIGAC: O n=-8simo numero de Fibonaceci &

@™

&

Mn 1
If J {F(z)} ;%

- % [(1;\/-5-)11 _ (lgﬁ)ﬂ .
5

Observe que esta & a resposta anunciada a priori.
CONTANDO SUBCONJUNTOS SEM ADJACENCIAS

Vamos agora encontrar uma outra interpretaggo .enumera-
tiva para os numeros de Fibonacei. Em seguida tratamos uma versao
"oircular" do mesmo problema que & usada posteriormente no capi-
tulo IV. Considere a seguinte questac: quantos subconjuntos de
8 ={1,2,...,0} com k elementos existem nos quais nae ha dois
nimercs consecutivos? Seja gin,k) este nUmero -

Representemos cada subconjunte S de N por seu vetor
caracteristico, isto &, por uma n-upla onde a i-&sima coordenada
vale 1 se ie¢8 e vale 0 se 1 ¢S. Assim g(n,k) & o niumero de
n-uplas de 0 e 1's onde existem k 1's nac adjacentes. GConsi-
dere n-k 0's ordenados. Para precisarmos a insergac de k 1's
& guficiente dizer quantos zeros precedem cada l. Dessa forma, e
fiecil concluir que o conjunto das n-uplas sem adjacéncias de 1's
estd em bijegaoc com os conjuntos de k elementos do conjunto
{0,1,2,...,n-k}. Logo g(m,k} pode ser expresso como O coeficiente

binominal



n—k+1
g(n,k) = - (n-k+1)!
k]
X ki{n-2k+1)! )

onde o fatorial de um nimero negativo & definido como zero.

0 nimero total de subconjuntes de N sem elementos con

E n-k+1
G = .
n

n>0 k

secutives & portanto

T . .
Note que (S) = 0 se s>r. Existe uma conexao estreita
entre os Gn's e os numeros de Fibonacei. A seqiiencia (Go’Gl’GZ’ |

-

e
(1, 2, 3, 5, 8, ...)

e a seqiiéncia de Fibonaceci (a do problema dos coelhos) &

Aparentemente temos, para =n>0, Fn+2 = Gn' Vamog provar por indu-
gao que isto @ um fato. Suponhamos que F, = Gj’ para j<m. Pe-
la definigdo dos F 's temos
= + .
Fasz = Foea * P
0 que temos de provar, uma vez que a base da indugde ji
esta verificada, & gue

Gprr = Gy * Gy -

T

Pela expressao para os Gn s obtemos

n-l+l n-k



il
=]
1
b
+
\\xq,J:/
4
o
1
&
+
o

n-k+1 | n-k+1
= - +
0 k>l k k-

n—k+2 n=-k+2

n-k+2
b ZE: T %ner
k>0 k
Logo, para todo @, Fn+2 = Gn. Na realidade nzo & muito impor-

tante de onde a seqiéncia de Fibonaceci comega. Assim & muito comum
chamar Gn do n—-&simo numerc de Fibomacei. Adotando-se esta con-
vengdio, podemos definir o n-@simo nimero de Fibomacci como o na-

mero de subconjuntos de

N=1{1,2,0..,1}
em que nao aparecem nimeros consecutivos.
A QUESTAO CIRCULAR

Consideramos agora a mesma questao, acerca do numero de
subconjuntos de N gsem elementos consecutivos, com a diferenga
de que agora n e 1 sao considerados consecutivos. A solugao
deste problema & usada no "problema do Jantar", considerado no ca
pitulo IV.

gseja £(a,k) o nimero de k-subconjuntes de N semn ele
mentos consecutivos mod n. 0s subconjuntos deste tipo que con-
tom n n3o contém 1 nem n-1. Assim o seu numero, fl(n,k), 3

igual ao niumero de {k-1)-subconjuntos de {2,3,...,0-2} sem adja
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cencias linear tratado anteriormente

fl(n,k) = g(n-3,k-1) .

0 niimero, f,(n,k), de k-subconjuntos permitidos gque nzo contEm 1

2 claramente
fz(n,k) = g{n-1,k) .

Adsim temos

]

fin,k) fl(n,k) + f,(n,k)

g(n-3,k-1) + g(n-1,k)

(n-3) - (k-1) + 1 n - (k-1) + 1

]
4

k-1 k
Ve
n-k-1 ) n~k
+
k~1 k
n-k
.
n-k ‘
k .

Somande para k obtemos

1]

(I.1.b) PROPOSIGAO: O nimero FC de subconjuntos de N ={1,2,...,n}

sem elementos consecutivos mod n e

o - —‘L./n—> .
n Z{: n-k \\ .

k>0



NOTAS

Os. niimeros de Fibonacci aparecem em grande numero de si
tuagses. Na analise de casos extremos em varios algoritmos, por
exemplo. No algoritmo de Euclides para se encofitrar o mde {(m,n)
onde m,n £ Fk’ k-8simo niumero de Fibomacci, sao necessarias no
mAximo k+1 divisees. Isto foi provado em 1B44 por G. Lame e fol
a primeira aplicagao desses numeros ao estudo de Algoritmos. Du-
rante a segunda metade do século passado E. Lucas obteve resulta-
dos, generalizagoes e aplicagbes interessantes envolvendo estes
nimeros usando—os por exemplo, para provar que o nimero 2127 -1
(que tem 39 digitos) & primo.

Desenvolvimentos recentes em Ciencia da Computagao Mos-
traram que 0S8 alimeros de Fibomacci tém aplicagaes uteis em orde-
nagzo de dados, recuperagac de informagoes, geragao de numeros alea
torios, etc. Para dar vazao a estas descobertas recentes foi’ ate
criado em 1963 um Jormal que publica gene:alizagaes teoricas e
aplicagoes do conceito: "The Fibonacci Quaterly".

£ no entanto em Biologia que os numerocs de Fibonaceci apa—
recem de maneira mais inesperada. Citamos dois exemplos: As semen
tes do girassol sao dispostas na flor de tal maneira que formam 2
conjuntos de espirais, um conjunto horidrioc e o outro antihorario.
Invariavelmente os numexos de egpirais nestes dois comjuntos sao
nimeros de Fibonacci consecutivos: F9=34 e 10—55 para giras-
s8is de tamanho medio F11=89 e F,,=l44 para girassois pgigantes
e had mengao na literatura de girassois super— gigantes tendo Fl2=144
e F13=233 espirais!

Qutro exemplo sao as faixas de losangos no abacaxi. A4
parte.externa do abacaxi g formada per pequenocs losangos verticais
dispostos lado a lado. O numero de faixas destes losangos sao pa-
ra todes os abacaxis em que as contamos 6=8 num sentido e 7—13
no outro. HE tamb@m mengac de abacaxis gigantes que tem F,=13 e
F8=21 faixas de losangos. Cada uma destas faixas forma uma es-—
pécie de helice, Podemos definiy, entao abacaxi Y"horario" como

aquele em que as hélices em maior niimero sao em sentido horarie;
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de maneira analoga abacaxi "anti-horairio". Perguntas (nac matema-
ticas) que gostariamos de saber 4 resposta sao:

Qual o tipo mais conum de abacaxi?

Existe uma explicagao bioldgica simples para a aparigao
dos nimeros de Fibonacei no girassol e no abacaxi?

Algumas propriedades aritmEticas interessantes dos ni-

meros de Fibonacci sao encontradas nos exercicios deste capitulo.
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I.2 - RECORRENCIAS LINEARES

Seja f uma fungao dos naturais em si mesmo. Dizemos que
f satisfaz uma hecorrénedia Linear homoginea com coeficientes cons
fantes se existem constantes complexas 8185500052y tal que pa-

ra tode mn>k
£f{n) + a; fF(n-1) + a, f(n-2)+...+ak f{n~-k) = 0.

0 natural k & chamado a oxdem da recorréncia. A recorréncia & 1
near porque f e as cénstantes aparecem apenas com ¢ exXpoente 1.
E homogénea porque nao ha termo independente de f.

Note que a recorreéncia para os nimeros de Fibonmacci &
uma recorrencia linear homogénea com coeficientes constantes de

ordem 2. Ja a recorreéncia

n

£(n) = Z £(n-1) £(i)

i=1

que tratamos na proxima segao nao & linear e sim quadritica em f.

Nesta segdo assumimos que o leitor esteja familiarizade
com a técnica de decomposigao em fragdes parciais e com o teorema
binomial, estudados nos primeiros cursos de c2lculeo. Usando estas
ferramentas vamos praticamente repetir o que fizemos para encon=
trar o termo geral da seqiincia de Fibonacci e "resolver" a recor
réncia linear homogénea com coeficientes constantes de ordem k,
isto &, encontrar a formula para f{(n). Isto mostra que a tecnica
utilizada, a2 primeira vista bastante particular, se generaliza con-

sideravelmente.

k
RESOLUGAO DE f£(n) = - 2{: a; f(n-i),
i=1
Denotemos £(m) por £ e seja f(z) a fungao gera-
dora para (fn) « Temos

n>0
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£(z) = £ 2"
n>0
_ n
a;s f(z) = al fn—l z
n>1
2 _ n
a,z £(z) = a, fn__2 z
a>2
n _ z n
a,z f(z) = ak fn-k z5,

Somando estas igualdades obtemos, fazendo a0=1,

2 k, .
(ao + a;z + a,z +...+akz ) £(z) = aofo + (aofl + alfo) z +
k-1
2 k-1
+ (aof2 + alfl + azfo) 274 o+ E aifk—l—i z
1=0

- n
uma vez que os coeficientes de =z se anulam para n>k.

Assin
£(z) = p(z)/q(=),

onde

i
i
z) = :E:. a, f, .} =z
p{ 5Ei-;

k-1
i=0 \j=0
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@®y

Como a recorréncia & de ordem Kk, ak%O e q(z) um
polindmio de grau ki p(z) tem grau no m3ximo k-l.

0 que nos interessa & uma formula para

L :f{ p(2) |
q(Z)I
e portanto temos de desenvolver a fragao entre chaves em serie de
Taylor. Para isto & conveniente encontrarmos a expressao da mesma,
‘como soma de fragoes parciais. )
Seja T o polinomio de grau k definido a partir de q
como )

r(z) = zk q(%).

Pelo teorema fundamental da Elgebra r{z) se decompge em fatores

lineares sobre o corpo dos numeros complexos C. Sejam T sTgseeesTy
as ralzes distintes de r(z). Come r(2) & um polinmomio monico

(coeficiente do termo de maior grau £ 1) obtemos

onde m, & a multiplicidade da raiz r;. O polinomio g se de-

compoce coOmo

q(z)

d

m,

cdy = [ aarp E,
i=1

uma vez que © numero total de fatores g k.

Usamos agora o teorema basico sobre dec0mp051gao em fra
gges parciais, que 2 muito usado em calculeo para integrar formas
racionais. Para uma prova veja [EO 1 - seg30_32.€]. Como o grau
de p & menor gque grau de ¢, podemos encentrar um conjunto dnico

de k numeros complexos {cij } onde Kki<d, }Ejiimi tal que
i
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d mi Cij
plz) _ p(z) _ Z . i .
q(z) h] Z ;

m, S| i,
Ta-epy = G (1-r,2) 3
i=1

Na realidade os numeros cij 's sao determinados a partir de um

i
sistema linear com solugac unica definido pela equagio acima. De-
pois de concluir esta anzlise damos um exemplo onde isto & escla-
recido.

Para terminar, precisames apenas desenvolver cada par-

cela do tipo

c, ., L
(1-r;2)
em sua expansac de Taylor. Isto pede ser feito com o auxilioc do

teorema binomial de Newton, que enunciames sem prova.

TEOREMA BINOMIAL: Seja o um numero complexo qualquer. 3e ]zkl,

entao
(1+2)% = Z SORELN
n>0
onde
(:) = 2fa-1)(a~-2)... (a-n+l) o

n!

Para uma prova deste teorema veja, por exemplo, [yo 1 -
segao 10.8].

Usando este teorema parva d= -j; & &= riz obtemos pa
1 - -

Iril

ra J|z| <
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(1+r, 2) = \ {-r, 2)
: n>0
Note que
-iy . 3i+n—1
= (-1)
n n
e assim
- j+n-1
(ler.z) L = E o 2",
i i
n>0 n

Somando os coeficientes de mesmo grau obtemos
s

(I.2.a) TEOREMA (Solugac de Recorrencia):

m, j.+n-1
] tecerr = [+ 252;} Z{ ciji<l )
‘]i= n

£ a solugao geral da recorréncia linear homog€nea com coeficientes
constantes de ordem k apresentada no inicio desta segao. 0

_ Para recoxrdar os conceitos envolvidos ma equagaoc acima
repetimos: o Indice superior da primeira soma, d, & o nimero de

raizes distintas que o polinbomio de grau k

r(z) = 2 q(2)

tem. 0 segundo Indice superior, w,y @ 8 multiplicidade da i-&sima

raiz, T de r. Finalmente, as constantes complexas

.-

{cij }gigd, Kjdm

. i
i

sao obtidas como solugzo unica para a equagEo
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d m, c. .
p(z) _ ___ p(2) - SRt S
q{z) b o.
|| (t-r,) *

i=1

]
i=1 j =1 (1-r;2)

Vamos agora dar dois exemplos para ilustrar o usc do teo
rema acima. No primeiro deles ha ralzes milltiplas, porém a expres

sao de ralzes e constantes e bastante simples

(I.2.b) EXEMPLO: Considere a recorrencia

0s polindmios p{z) e q(z) sao

2

plz) = aofo + (aofl + alfo)z + (aof2 + alf1 + aZfo)z
= 1.2 4 [T1.-1) + (=4.2Y]z + [Q1.7) + (=4.1) + (5.27]2
=2 - 95+ 21 z°

(z) = + z + z2 + 23

q(z a, a; a, a,

=1 - 4z + 5z - 22°
e 1(z) wvale
r(z) = 2° q(2) = 2% - 42® + 52-2.

As raizes de r sac 1,1 e 2. Para encontrar as constantes cij's

i
fazemos portanto

2-924212% “11 €12 €21

= e 4 5+ .
l-4z+5z -2z 7 (1-z) 1-2=z
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Ou eguivalentemente para todo z,

2 - 9z + 722 + (1-—z)2 c

(1-z) (1-2z) e,. + (1-22) ¢

11 12 21

(1—32+222) c + (1=-2z) ¢

+ (l—22+z2) e

11 12 21

(egp * eqg * epp) + (F3eyy = 2ey, - 2¢54)2

+ (2c¢ + z .

11 * €21)

Igualando os coeficientes obtemos o seguinte sistema linear

ey + Cya + Cop = 2
3eqp * 28y ¥ 20y =9
2':‘11 *oey = 2L
cuja solugao Unica & e = 5, €19 = ~14, ey = 11. (Na realidade

o teorema basico sobre decomposicac em fragoes parciais afirma que
o sistema linear obtido como acima tem sempre uma iinica solugzo.)
A formula que deduzimos nos da

%] (e} = £

n n n+l n n n
S(n) 1 - 14(¢( n Yy 1 0+ ll(n) 2

5 - 14(n+1) + 11.2"

1]

para solugao do exemplo.

0s 13 primeiros f_'s dados por esta formula szo

n
n fn n fn

0 2

1 -1 7 1301
2 7 8 2695
3 37 9 5497
4 111 10 11115
5 273 11 22365
6 611 12 44879
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Estes valores podem ser comprovados comparande~os com os obtidos
diretamente da recorréncia. _

No segunde exemplo vamos ilustrar o ponto de que, mesmo
num problema simples, a solugao pode envolver expressces complexas
sem forma racional concisa. Ilustra também de como podemos, ba-

seando~nos em aproximacoes reais, obter uma formula exata.

(I.2.¢c) EXEMPLO: Suponha que palavfas de comprimeﬁto o mnos sim-
boles {x,y,z} sejam transmitidas por um canal de comunicagoes.
A restrigaoc imposta nas palavras & a de gue 3 simbolos x n3o apa
regam juntos. Determine o nimero p, de palavras permitidas de
comprimento n.

Por enumerag¢ao direta encontramos

Pl = !{xly)z}[ =3
P2 = I{stsz]' x{x!YSZ}I =9

. 3 .
Py = [Ux,y,23" N{x,x,x¥ = 27 - 1 ="26.

Agsuma que n>4. Abaixo listamos o comego de uma palavra e o na-

mero de palavras que assim comegam

Zhoean P palavras
VAREEE PL_1 palavras
4 Po_> palavras
XZesaw | palavras
XXY oo Po_3 palavras
KXZs o s P4 palavras.

Assim a expressao procurada satisfaz 3 seguinte recor-—

réncia para n>4
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Para coincidir com a notagso usada na prova do tecrema (I.2.a) se

ja fn = p,,; Para n>0., Temos para n>3
£, 26 - 26 5, - 26 4 =0
f0 =3, f1 = 9 , f2 = 26.

Encontramcs para p(z), q{(z), r{z)’ (veja prova do teorema (I.2.a),

_ 2
plz) = aofo + (aof1 + alfo)z-+ (aof2 + alf1 + azfl)z-

3 & (9-6)z + (26-18-6)z>

]

3 + 3z + 2z2.

1 - 2z - 222 - 223

q(z)

23 - 22% - 22 - 2.

1]

r(z)

Esta ultima equagac tem uma ralz real e duas raizes complexas con
jugadas que vamos chamar de t e de axb.. Podemos, usando por
exemplo o método descrito na introdugac de Bm ﬂ explicitar es-

tas ralzes obtendo para r, a,b:

1 2
Tr §S_ (93 +65+10) .
1 2
a = 352 (-9s"+125-10)
Sl e210y /5 s
b = 1‘5-5' (95 10) 3 1

onde s vale (estranhamente para quem nao esta acostumado com cg

. 3{
_ 06 + V7236
s = Y\

bicas irredutiveis)

A equagao
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p(z) _ ©11 €21 €31

q(z) ~ T-rz * IT=(a+biyz | I-(a-bidz’

conduz a0 sistema line lexo e c :
0 stem ar complexo em ¢y, 21* a1

+ ¢ =3

[ + c 31

11 21
Zacll + [Ia+r) - bi] Chy * L§a+r) + bE] €3y = -3
(a2+b%) + (ar-bri) + (ar+bri) =2
a Cll ar ri C21 ar L C31 =

cuja solugao unrica, obtida com a regra de Cramer, vale

S o SRR
11 AT 21 AP T3] A
onde
1 1 1
. . 2 2 .
A= |24 atr-bi atr+bil| = [}r-a) + h:]Zbl
azb2 ar-bri ar+bri
3 1 1 .
Al = |-3 at+r-bi a+r+bi| = (3r2+3r+2)2bi

2 ar-bri ar+bi
13 1

A2 = |2a -3 atr+bi

: 2 2 .

a +b 2 ar+bri

1 1 3

A3 =|2a a+r-bi ~3].
2 .2
a“+b ar-bri 2
Note que a matriz assqciada a A3 se consegue trocando
a 22 o 32 colunas de 'Az e em seguida tomando os conjugados dos

a . .
elementos da 3= coluna. Assim concluimos que
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e como A & um imaginario puro, obtemos

€31 T 21"

Utilizando esta igualdade bem como o fato de e=e,; ser

um numero real podemos derivar do sistema acima um sistema real.

Seja Chy =¥V * zi. Obtemos das primeiras 2 equagoes do sistema
original
c + 2y =3
2ac + Z2(a+r)y + 2bz = -3.

Comec ja sabemos gue

_ 3r2+3r+2

e S— 1]
(rfa)2+b2

estas duas equagoes sao suficientes para obter y e z:

y - § (3-e)

L

7 (=3-2(a+r)y - 2ac).

z =
Pelo teorema {(I.2.a) a soluggo e

Py1 = er™ + (y+zi)(a+bi)™ + (y-zi)(a-bi)".

Como a fungao conjugado comuta com soma e produte, as duas Alei-

mas parcelas sao conjugadas e assim podemos escrever

n . Y
Po+1 cr + 2Re [}y+21)(a+b1)—],

onde Ref{w) & a parte real do nimero complexo w.

Sejam (pl,Bl) e (pZ’BZ) as coordenadas polares de

atbi e de y+zi respectivamente, isto &,



1/2
(aZsb?) 6

il
1]

b
oy arCtg(;)

1/2
2 2
Py = {v"+z7) 82 arctg(s)

onde a fung3o arctg assume valores em [-m,7|N\{-7/2, w/p}.
Usando a forma. polar para as multiplicacoes complexas

na formula para acima obtemos

Po+l

P = crn + 2p

o+l cos(n91+82).

To
172
Vamos agora estimar os parametros envolvidos e com isto mostrar

que para todo n>0 a segunda parcela & mencr que 1/2 em valor

absoluto. Observe que isto implica, uma vez que p e um intei

= ep? 4 1L
P+l T ST 21’

onde Lgl significa o maior inteiro menor ou igual a x.

n+1
ro, gue

VALORES APROXIMADOS

3
- Ygﬂﬁhgziliéé = 1,52380321,.,

= 1 - 2 = -
& = 183 (~9s"+12s5+10) 0,45981578...
1 2
b = 18s (9s"-10) v¥3 = 0,68817282..,

E daqui obtenos,

y 5 172 .
Py = (a +b") = 0,82765697...

6, = arctg (2) = 2,15984234. ..

Temos também

r= & (9s2+6s+10) = 2,91963956...
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2
~ 3T *3r¥2_ 3,05454888. ..
(r=-a) +b
1
y = 3 (3-¢) = -0,02727444 ...
-1
z = 3¢ [B+2(a+x)y + 2aE = -0,04122187...
g o M2
o, = (y +z7)} = 0,04942811... .

1]

0, = arctg(?) -2,15531761...
Com estes valores podemos concluir
n L
2p1Pp L 20y < 3
e assim
|2p"6, cos(nb.+6,)} < L
172 1 72 2°
Desse modo podemos escrevey

= |er™ + L
Pa+l %_'

Assim, a resposta exata para 0 nesso problema pode ser

\J106 + /7236
s = 54 M

Substituinde e e r por seus valores em termos de s obtemos

expressa em termos de

gue existem

- Bls%+18953+3245°+4210s+100 [ 9s’+6s+10|™ |

815 +9052+100 \\ 9s :j

palavras de comprimento n+l em trés simbolos com a restrigac de

pn-l-l

gue um dos simbolos nac aparece tres vezZes juntos.

A tabela abaixo d2 os 13 primeiros valores cbtidos com

a formula acima:
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1 3,054, .. 3
2 8,918... 9
3 26,037... 26
4 76,021... 76
5 221,954, .. 222
6 648,027... 648
7 1892,006... 1892
8 5523,975... 5524
9 16128,018... 16128
10 47087,999... 47088
11 137479,987... 137480
12 401392,009... 401392
13 1171919,981... 1171920.

Podemos comprovar estes valores observando que qualquer um deles,

a partir do quarte, & o duplo de seus 3 predecessores imediatos.
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1.3 - MULTIPLICANDO N FATORES: RECORRENCIA QUADRATICA

Vamos nesta segao tratar um tipo especial de recorrencia
quadratica e 1lustrar o uso do teorema binomial com expoente fra
ecionario (o que torna a soma infinita). 0 nosso tratamento & fei=
to atraves de um cxemplo simples que agora enunciamos. '

Supenhamos que x seja uma operagﬁo binaria definida em
algum conjunto. Podemos avaliar o produto a % b x ¢ de duas ma-

neiras distintas, a saber,
(a = b) & ¢
ax (b = c).
Se temos quatro fatores, a # b # ¢ & d pode ser calculado de cin
co maneiras
(a % b) = (e s d)
{{(a * b)Y = ¢) & d
(a # (b % c)) *xd
a % ((b « ¢) % 4)
a % (b % (c % 4)).
A nossa pergunta &: de gquantas maneiras distintas pode-
mos multiplicar n fatores mantendo a ordem dos me smos ?
Se a operagac * & associativa o produto final sera o
mesmo em gqualquer das sequ@ncias em que se efetuem as operagoes.

Mesmo assim mostramos, nas notas desta segEo. que no caso de ma-

trizes a ordem em que os fatores parciais sao efetuados pode ser

extremamente importante do ponto de vista computacional.

UMA RECORRENCIA QUADRATICA ESPECIAL

Quando estamos efetuando o prodite de n fatores na ﬁl
tima multiplicagao calculamos o produto de um fator, que corres-
ponde originalmente ao produto dos k>l primeiros fatores por um

fator que corresponde ao produto dos iltimos n-k fatores., Deno~
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temos por ¢ o nimero de maneiras distintas de se multiplicar n

fatores. A observagao acima implica a seguinte relagao de recor-

réncia:

e = c.,c e, e +...4C e

n 1™ n-1 2 n-2 n-1717
onde ¢y ¢ definido como 1. Observe que nio faz sentido multipli
carmos 1 fator, porém note que a definicao de ¢, como 1 & con-

1
sistente com a situagao combinaterial e facilita a notagao, evi-

tando excegdes.

Seja f a fungao geradora dos c¢_'s, isto e,

_ n
f(x) = e x

n>1l

A recorréncia quadratica acima nos sugere computarmos o quadrado

de £, que &

n>2

Observe, mo entanto, que o termo entre parénteses & precisamente

o valor de &, pela recorréncia acima. Desse modo obtemos
2 n
£ (x) = c X .
(x) A
n>2 .
0 que conduz & seguinte equag¢ac funcional

fz(x) - f(x) + x = 0.

Desta equagac quadratica em f obtemos

4x)yL/2

1 (1~
. 2 »

£({x)

onde apenas um dos sinais deve ser considerado. Qual? Vamos deter-

minar combinatorialmente.
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Pelo Teorema binomial (para complexos x com |x]| < %)
temos
1/2
1
(a-4x)? - :E: (-4x)".
n>0 o
Note que
1/2
1/2(r/2-1)¢1/2-2)...(1/2-n+1)
n n!
+1 1.3.5...2n~
= (—]_)n _3_..?..._._.‘3_;_
2 n!
- 1yl (2n-2)!
2.4.6,..(2n=-2) 2" n!
L _qyn+l (2n-2)!
=D r a2n-1_,
(n-1)! 2 n!
1/2
UGtilizando este valor de na soma acima obtemos
n
—_ 1
(=432 = 102x + zg: (-1)"*1 ozl -t 2?7 "
- T '
n2 (n-1)! 2 !
- 1-2x - 2(2n-2)! o
1-2x 2{: (a-1yie? ° °
nZZ

Egtamos agora em condigoes de desprezar um des sinais na
expressao de f(x)} acima. Como os coeficientes de £f(x) devem ser
positives, pois corresponden 3 solugac de um problema de conta-—
gem, o sinal pesitivo nao deve ser levado em conta pois conduz a

coeficientes negativos. Obtemos assim

1/2
PP e UL e
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= % 1 - fl-2x - 2{: 2(2n-2): x"
{(n-1)!n'

n>2

(2n-2) o

- 1 1
| (n-1)!n!

A equagao acima nos dZ a resposta da nossa questaoc.

(I.32) PROPOSIGAO: Existen

_ _(2n-2)! _ 1

% -1yt n! Pd -l

maneiras distintas de se avaliar um produto de n fatores.[]

0s numeros c, o n>l sao cenhecidos como numekos de CE
faldo e aparecem como resposta para varios problemas de contagem.
Isto e um reflexo do fato de que a decomposigao basica da qual
construimos a recorréncia se aplica a varios problemas. Damos ape
nas mais dois exemplos, o primeiro deles tirado de uma situagao

geométrica.
TRIANGULAGOES DE UM POLIGONO

Existem duas maneiras de se triangular um quadrilatero
convexo tragando-se uma diagonal e cinco de se trianmgular um pen-—
tagono convexo tragando-se 3 diagonais que nao se cruzam Estas

sao mostradas abaixo.

SR
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Uma vez que a forma do poligorne nao & necessariamente re
gular, equival@ncia sob rotagoes e reflexoes nao sao consideradas.
£ como se tivassemos "rotulos" para os lados do poligoeno.

Seja t o nimerc de maneiras de se triangular um poli-

gono com n lados-.

(I.3.b) PROPOSIGAO: O valor de £ 2 0o (n-1)-&simo nlmero de Ca-

talao. Isto e

1 2n-2
t =g = - , n>l,
n+l n n
a-1
PROVA: Embora nao fazendo sentido a priori, definimes t,=4e¢ = 1.

E suficiente mostrar que a recorrencia para n>2

t + L.t

+.,..FL €
2 ' n 3 n

n-1 2?

's.

com valor iniecial t2=1 2 satisfeita pelos £

Vamos distinguir um lado do poligono e chamia-lo de base.
Numa triangulagdo arbitraria de um (n+l)-poligone removendo-se o
tridngule que contém a base, 'quebramos' o poligono em dois poli-
gonos, um a esquerda com k+l lados e o outro & direita com n-k+l,

para k>1.

=
n
-

base
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Para k=1 e k=n-1 temos os casocs em que um poligono
e degenerado com 2 lados, ou seja, um segmento de reta. Um destes
casos & ilustrado a direita da figura acima. Paras englobar estes
casos na analise seguinte 2 que definimos t, como sendo 1.

Vamos chamar uma triangulagao de #ipo k, se o tridngulo
da base subdivide o poligono original em poligonos com k+1 e
n-k+L lados., Evidentemente o nimerc de triangulagoes de tipo 4
de um (n-1)-poligono &

Epel” Pnokel

como k wvaria de 1 a n-1 obtemos para o numerp total de trian-

gulagoes

'tn+1 = Eral tn—k+1'

- . - . . . -~
Esta e precisamente a recorréncia, inclusive com a mesma condigao

inicial, que define os nimeros de Catalzo, desde gue fagamos a
translagac de uma unidade nos Indices: t =c_.
n+l n
Assim
. 1 2n-2
+1 ?

n n n-l

provandoe a proposigao. [

ERVORES BINARIAS

As Arvores binarias sao as'estruturas nao lineares mais

usadas em computagao. Uma arvore biniria & uma 3-upla ordenada
(B , esq , dir)

onde B, o confunto base, & um conjunto finite com um elemento b

distinguido chamado taiz e esq, dir saoc duas fungoes
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esq, dir : B —> B\.{bo}\j{C)},

em que () @ um simbolo especial (chamado simbolo teaminaf) que nao
estd em B. As duas fungoes esq e dir sao injetivas a menos de
O . Isto &, se £ £ {esq, dirl e £(x) = £(y) entao r=y ou
£(x) = £(y) =0 .

Uma maneira picterial conveniente de se apresentar wuma

arvore binaria & mostrada abaixo.

Esta figura & uma maneira auto~explicativa de representar a se-—

guinte arvere binaria:

B = {boszay;U-,VsrsssV:tsn}

X esq(x) dir(x)

o

@ g < N

OOOOEOOHI‘-‘- N
Q002 «a 0O Qu < w
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A representagao pictorial acima @ a maneira mais natural de se pen
sar numa arvore bimaria.

Duas arvores binarias sao consideradas equivalentes se
existe uma bijegaoc & entre os conjuntos bases que comute com as

fungoes dir e esq, ou seja,

Blesq(x))
B(dir(x))

esq{B(x))
dir(B(x))

para todo elemento x de uma das arvores. O nosso problema e cal
cular o nimero bn de arvores binarias nao eguivalentes com n
elementos em seu conjunto base.

-

£ facil verificarmos por exemplo que

b1 =1, b2 =2, b3 =5
Estes primeiros valores sugerem que os nlmeros bn's satisfazem
b = ¢ . E isto, na realidade, & verdade.
n—-1 o

(1:3.¢) PROPOSIGAO: O numero de arvores binarias com n elementos,

b, g o {(n+l)-esimo numeroc de Catalao, isto e

2n~2
» n>l.

o
I
o
1]
=

n-1

PROVA: Uma vez mais a definigao bo=cl=1 e conveniente. Quando de
letamos a raiz de uma n~arvore binaria, obtemos duas sub-arvores,
uma & esquerda com k, K k¢n=-1, elementos e outra a direita com

n-k-1 elementos. Veja figura abaivo.
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=
]

Observe que para k=0 e k=n~l temes o casoc degenera-
do de sub-arvores sem elementos, e simplifica a nossa analise con
vencionarmos bo=l.

Dizemos que uma n-drvore binaria & de Lipec k se k e o

aimero de elementos da sub-arvore a esquerda quando a sua raiz @&
deletada. Evidentemente o numero de n-arvores binarias de tipo
e
b, - b
k n-k-1
e como k pode variar entre 0 e n-1 obtemos,
b= b, b .
n k' n-k-1
Seja c; = bn—l para n>l. Reescrevendo a equagac acima obtemos
T L | T T
c = C c' + Cc.C +L,0atC s Co .
n+l 1" n 2 qn-2 "' n 1
- ~ o o~ e
Como ci=c1 e 0s numeros de Catalao verificam a mesma recorrencla,,
obtemos c¢'=c, para todo n.
n n
Assim,
2n-2
R |
n-1 n n ?
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concluindo a prova da pruposicgao. i3
Note o fato curioso que a tramslagao de uma unidade nos

* . - s -
indic e negativa (e el o aos L's): b =c =
es ga {em relagao ao MY n-1 n n+l

NOTAS
Equagoes funcionais do Lipo encontrado nesta segao,
2
£7(x) - E(x) + x = 0,

5320 muito comuns em enumeragac. A técmica mais empregada para se
extrair coeficientes destas equacgces & baseada no teorema de
Lagrange para fungoes implicitas. Uma forma conveniente deste teo
rema, onde as condigoes de derivabilidade e analiticidade sho im-

plicitamente assumidas &
(I.3.d) TEOREMA: Sejam X e y variavels relacionadas por

x g(y) + a,

H

¥

onde g & uma fungac dada e a & uma constante. Seja f(y) uma

outra fungao. Entac temos

n n=-1
£(y) = f£(a) +~Z X i—nq{f'(z) gn(z)} . O
1 n, |dz z=a

Note que em

y = x.g(y} + a

Y @& uma fungao implicita de X, e em particular, tomando f=iden
tidade, o teorema acima nos permite explicitar ¥y em série de Po
téncias de x.

Neste texto quase nao- fazemos uso deste teorema, porenm
queremos frisar o fato de que ocupa posigao de destaque como téc-

nica enumerativa. Damos apenas um exemplo de aplicag¢ao do mesmo.

(I.3.e) EXEMPLO: Seja vy = x e¥. Encontre ¥y como serie de potEn



- 35- |

cias de x. Isto e uma aplicagazo rotineira do teorema acima. Fa- !
zendo
a =0
y =
x =
g(y) = ¢’
f(x) = x

obtemos

n>l
xn n=1
= E — n .
1
n>1 n-

Na realidade, a2 equagao y= x e’

aparece do preblema
de epumerar um tipo especial de estrutura, chamada de arvore en-
raizada com rotulos, de que tratamos na subsegao de (II.4) sobre
Zrvores rotuladas. Para uma prova inteiramente combinatorial da for
mula de Lagrange referimos ¢ leitor a [TU 2].

Um aspecto tangencial que queremos mencionar agora rela-
ciona-se com a2 escolha da ordem em que os produtos parcials devem
ser efetuados num produto de n fatores. Vamos mostrar que no cas
so de matrizes, por exemplo,uma escolha conveniente dessa ordem po
de poupar uma tremenda quantidade de trabalho.

Para se multiplicar uma matriz de ordem pXq por uma ma
triz de ordem ¢xr sao requeridos, pelo algoritmo usual, da ordem
de pqr operagoes basicas (somas e multiplicagdes de niumeros). O
exemplo seguinte aparece em DH{]J. Considere o produto de quatro
matrizes

M= M % M2 X M3 C X M4 .

1
(10x20) (20%50) (50x1) {1x100)
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Calcular M na ordem M1XCM2 X (M3 XMQ)) requer cerca de
125000.k operagoes basicas, para alguma constante k, No entanto,

avaliando M na ordem (MIX(MZXM3)) X M apenas cerca de 2200 k

4
operagses basicas sao requeridas, para a mesma constante k.

Com &4 matrizes existem apenas 5 possibilidades para o
calculo do produto e podemos facilmente escolher a melhor. 0 que
fazer no caso de, por exemplo, 12 matrizes gquando existem

ey, = 58786

possibilidades? Felizmente uma técnica que evita de maneira inte-
ligente a resoclugao do mesmo subproblema mais de uma vez, conhe~
cida como programagao dinamica, permite uma avaliagdo "ripida" (da
ordem de 0(n)) da maneira otima de se efetuar o produto . Veja
(aH 1, pgs 67-69].
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I.4 - SEQUENCIAS "SOBE-DESCE": FUNGAO GERADORA EXPONENCIAL
A fungdo geradora exponencial da seqiencia
(ao,al,az,...)
e a fungao

a(z) = a

=

n>

onde 2z & uma variavel complexa, ou uma varidvel formal de algum
. . . n s
anel comutative com elemento l. A primcipio a z "eodifica"
n>0
Zn -
a(z) taoc bem qguanto a ~—— com a vantagem de ser mais sim-
v
n!
n>0
ples. Porém, a introdugaoc de fatoriais no denominador interage

subconjuntos" Isto fica cla-

muito bem com a,pperagio de "tomar
ro no exemplo gue tratamos em seguida. Em consegiiéncia, para pro-
blemas “"rotulados" a fungaoc geradora exponencial & a adequada. Ve
jamos agera como estas fungoes geradoras podem ser utilizadas na
solugao de um problema.

Dentre as 24 sequéncias com simbolos distintes de (1,2,3,4)

existem 5 em que 05 numeros se alternam crescendo e decrescendo:?

(1,3,2,4) (1.,4,2,3) (2,3,1,4) (2,4,1,3) e (3,4,i.2)-

n=5 existem 16 sequéncias deste tipo, que chamamos sequen

sobe-desce:

Para

cias

(1!3’2’5’4)
(1,5,3,4,2)
(2,5,1,4,3)

(3,5,1,4,2)

0 problema que resolvemos nesta segao, para ilustrar o

(1,4,2,5,3)
(2,3,1,5,4)
(2,5,3,4,1)

(3,5,2,4,1)

(1,4,3,5,2)
(2,4,1,5,3)
(3,4,1,5,2)

(4,5,1,3,2)

(1,5,2,4,3)
(2,4,3,5,1)
£3,4,2,5,1)

(4,5,2,3,1)
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uso das fungoes geradoras exponenciais, & o de determinar o na-~

mero a. de seqiencias sobe-desce com base no conjuntao
N =‘[l,2,-.-,n}-

Este problema foi resolvido por um frances no saculo passado:
D. André [Jour. de Math. (3) 7 (1881), 167-184]. A forma de  sua
resposta exemplifica uma destas conexoes supreendentes que consti
tuem marca registrada de beleza em matematica.

E conveniente separar o problema em 2 casos, conforme n
seja par ou Impar. Chamemos de f£(x) a fungao geradora exponencial
para o nimero de seqigncias sobe-desce com n Impar, e g(x) o

mesme ¢om n par. Assim,

x2n+1
f(x) = a .
:E: o+l i)t

n>0

)
a * .
n o onyt

n>0

Cglx)

- - I3 . - i
Para encaixar as expressoes acima na definigao que demos de fun-—
goes geradoras, assumimos implicitamente que os coeficientes de

poténcias pares de f e de potencias impares de g valem zero.
CASO IMPAR

Vamoa primeiro encontrar f(x). Comecamos definindo ay
como sendo 1, pois isto simplifica a notagao na analise que se se
gue. (Alem disso & razoavel dizermos gque a Onica permutacao de
{1} & do tipo sobe-desce.) Considere uma sequencia sobe-desce com
base em
N. =11,2,..040,4..,2n41
lmp { ’ 1] ¥ 1 H }’

onde n>1 e suponha que 2n+l ocorre na (2r)-eésima posigao. Note

que 2n+l tem de aparecer numa posigao de indice par. Se consi-
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. s - - .
derarmos os 2r-1 primeiros numeros e os 2n-2r+1 wultimes nota-~
mos que ambas as subseguencias consecutivas sao permutagaes do

tipo sobe-desce de dois subconjuntos complementares de
N, N { Zn+1},
imp

A figura abaixo ilustra a situagao
2n+l

ﬂ\
LN
7 \
4 A . . +
. . . , N
’ \
* \
s 8 J
"

el
2r-1 nimeros 2n-2r+l numeros

Observe que- 08 numeros a s que buscamos sao inde

T
2r-1
pendentes do fato de usarmos os "rétules™ {1,2,...,2r+1} para de

notar os elementos. Assim, se RE Nimp\‘ {2n+1} e IR| = ?2r-1,
podemos formar a, _; sequencias sobe-desce com base em R. Logo
para cada bipartigao de Nimp\ { 2n+1} onde as classes tem 2r-1 e

2n-2r+]l elementos podemos formar

33r-1 ° #2q-2r-1

sequéncias sobe—desce de Nimp com 2n+l ocorrendo na {2r)-esima
posiggo. Claro que todas estas permutagaes sao distintas, porque
se a bipartigao muda, os rotulos s3de diferentes para se formar as
subseqiidncias componentes. Observe aqui que a definigao a1=1 2
necessaria para o produto acima englobar os casos r=1 e r=n.
0 niimero total de sequencias sobe-desce com base em

Nimp nas gquais 2n+l ocorre na (2r)-&sima posigao &€ portanto

n

83y-1 ' %2p-2r+1’
2r-1
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onde o coeficiente binomial da conta do nimero de bipartigoes de
Nimp\ {2n+1} onde as classes tem 2r~1 e 2n-2r+l elementos.
Somando as diversas possibilidades para r obtenos a

recorrencia

2n

B2a+1- " 2r-1 ° #2p-2p+1°

r= Zr=1
Note agora a importancia de usarmos a fungEo geradora de
tipo exponencial para este problema: ao computarmos o quadrade de
f re-obtemos a recorréncia acima. Isto gracas & interagao entre
os fatoriais "impostos" e o coeficiente binemial que conta sub—

conjuntos.

. 2r-1 2n-2r+1
fz(X) = a = a =
2r-l o1yt Zn=2r+l o a1y

n>l [r=1
o ,
" 2n
- Spec1 Bpooppey| —
i 2r-1 "2n-2r+ .
n>l [r=1 \2r-1 (2n):

E como a soma interna e precisamente o valor de 25 41 pela re-

corréncia obtida, podemos escrever
2n
2 X
£ = } f2ne1 T
oyl nj:
Esta expressao lembra em tudo a derivada de f que @&

f'(x) =Z a i-zi__
2041 oy

n>0

Como al=1, obtemos a seguinte equagEo diferencial:
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2
E'(x) = 1 + £ (x).
Yodemos integrar esta equagzo diferencial e obter
arctg(£(x) = x + C,

onde a constante vale um multiplo de T, uma vez que da nossa

C
definiggo £(0) = 0, do que segue arctg(0) = C, isto g, C = k7

para algum %k & Z. Invertendo as fungges obtemos
£(x) = tgl{x+tkw) = tglx).
E assim podemos enunciar

(I.4.a) PROPOSIGCAO: O numero 3y 4l
base em N, ={1,2y,4..,2n+1l} &
imp

de sequencias sobe-desce com

Bon+l T |:x2n+1] { (za+1)! tg(x)}. [}

Este resultado &, para dizer pouce, inesperado. Vamos
agora rumo 4 uma segunda surpresa com a determinagao de g(x), fun

¢ao geradora exponencial para os nimeros de sequéncias sobe-desce

em Npar ={1,2,...,2n}. Nas notas desta segao explicamos rapida-
mente como se pode extrair coeficientes de f(x) = tg(x).
CASC PAR

Recorde que g(x) fol definida como

) o 2
g{x) = a, ——,
20 o)1

n>0

onde os coeficientes de poté@ncias impares de x valem zero. Des~
ta vez & conveniente, para simplificar as motagoes, definirmos a,
como sendo 1, embora seja desprovido de sentido falarmos no nome-
ro de seqiiéncias sobe-desce com base num conjunte com O elementos.

0 procedimento de anilise & analogo ao do caso Iimpar. Ve

ja figura abaixo
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Zn
. ’N
r \\
L
. . . ’ 1 - . *
‘ A
/ \
“ J LS }
¥ L

2r-1 numeros Zn-2r numeros

Assuma que 2n ocorre ma (2r)-2sima posigac de uma seqi®ncia sobe-
desce com base em Npar' Entao os primeiros 2r—-1 elementos for-
mam uma sequencia sobe-desce com base em algum subconjunto de car
dinalidade 2r-1 de Npaf\ {2n} e os 4ltimes 2n-2r elementos
formam uma sequencia sobe-desce com base no complemento em relagao
a Npar\ { 2nl do primeire subconjunto. '

Pelo mesmo argumento do caso anterior quande determi-

namos £{x), temos que ¢ nimero de seqliencias sobe-desce com base

em N ar onde 2n aparece na posigao de indice 2r @
2n~1
#20-1 * Fp-2r°
2r-1
Note aqui que a definigize a, =1 2 necessaria para a 2xpressao

acima englobar ¢ caso r=n.
Notando que 2n pode aparecer nas posigoes: 2,4,...,2n,
encontramos a recorreéncia
2n-1

890 " 8gp-1 . %op-2r°
r= 2r-1

Consideremos agora ¢ produto de f e g.

x2n—1 x2n
E(x) . g(x) = Ay, —— R
131 '
1 (2n-1)! 730 {(2n) 1



..43...

r_ 2r-1 2n=-21
X

20-1 . oo,V F2a-2r T U
1 (4= TN (2r-1) BT (2m)! |

]
[

20 .
n-1 -] x2n—1

a a et
2r-1 "2Zn-2r )
wsl |7=1 V2r-1 _I(z“'l)‘

Note, uma vez mais, gque a terceira igualdade so fol pos
sivel pela interagio entre os fatoriais impostos nas fungoes gera
doras exponenciais e © coeficiente binomial. Pela recorrencia obti

da acima podemos escrever
x2n—1
f{x} . g(x) = a, —————
b 1
pre] (2n-1)1

A expressgo 5% direita lembra a derivada de g e, ma realidade; &

exatamente igual a esta. Assim,
g'(x) = £(x) . g(x).

Como ja sabemos que £({(x) = tg(x),

g;—g% = tg(x),

o que integrando nos da
£n(g(x)) = tg (x)dx = Ln(sec(x)) + C.

Para determinar o valor da constante C considere x=0. Temos

g(0) = a0=1; portanto,

£n(l) fn(sec(0)) + C

]

0 £Ln(l) + C

implicando C=0.
Desse modo {In(g(x)) = In{sec(x}), e exponenciando obtemos
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g{x) sec(x).

Podemos assim enunciar

(I.4.b) PROPOSICAO: O numero a,. de seqiiencias sobe-desce com

base em Npar ={1,2,...,2n} &

- .
a,_ = szn} { (2n)! sec(x)}. t

A propésiggo acima & tambaem, sem dividas, bem inespera-
da. Relembre que, por definigao, os coeficientes de poténcias pa-
res de x na expansao de £(x) se anulam. Assim temos que a ex-
pansaoc de tg(x) nac tem poténcias pares. Considerando g(x) te
mos tamb&m que a expansao de sec{x) n3c tem poténcias impares.
Esses fatos sao bem conhecidos. Dessa forma, hZ uma disjungio com
pleta entre os casos impar e par e podemos unifica-los simples-

mente somando as suas fungoes geradoras exponenciais.

(I.4¢) PROPOSICAQ: O nimero a  de seqiencias sobe-desce com ba-

se em N =1{1,2,...,n} &
a_ = |:x“:| {n! (eg(x) + sec(x))}. O

Para concluir esta segao vamos falar rapidamente Sobre

a. extragao dos coeficientes acima.
NOTAS

A expansao explicita da fungao tangente em série de
Taylor & uma expressao bastante complicada envolvendo os chamados

numeros de Bernoulli, B,
iel

tg(x) =

Z [(1yn-1 ,2n 2271y By | L 20-1

'_ Zn (Zn-1)1

n>1
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A expansao similar da secante & um pouco mais simples, ¢ & expres

sa em termos dos nimeres de Euler, Eont

™ 2n
sec x = Z L(—l)n EZIJ . S
(2n)!

n>0

Os numeros de Bernoulli e de Euler podem ser calculados
a partir de certos polindomios com o5 mesmos nomes. Para cada naté
ral n>¢ existem polindmies de grau n'_Bn(x) e En(x) chamados
respectivamente de n-8simo polindomio de Bermoulli e n-&simo poli-

ndmio de Euler. O n-8sime nilmero de Bernoulli e definido como
Bn = Bn(O).
0 n-&simo niumero de EBuler e definido como
E = 20 E (1/2).
n n

Finalmente, os polinomios Bn(x) e En(x) sao definidos pelas

seguintes fungoes geradoras (exponenciais em t):

xt : n
t: B (x) £_
e -1 n !

nl
n>0
xt n
2 _ E_(x) — .
- S, - “n o
e -1 n>0- '

Pode-se observar portanto gque, apesar da formula ele~
gante obtida, & uma tarefa laboriosa se explicitar os nimeros
a 's de seqisncias sobe-desce com base em N. Nos exercicios 153
e 16 deste capitulo recorréncias diretas para os nimeros de
Bernoulli e de Euler, sem necessidade de computar os polinomios

respectivos, sao consideradas.

O0s primeiros termos da expansao de tg(x) + sec(x) 580
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2 3 4 5 6 7
1 +x + 2 +2 2, 5 X 4 16x 4+ 6ix + 272x L
2! 3! 4! 51 6! 71

EXERCICIOS
1. Qual e a fungao geradera para a seqiiéncia dos quadrados
(0,1,4,9,16 +v- ) 2

2. Qual fungdo geradora para a seqiencia (2,9,53,351,...) onde

e a

n n
a =2 + 777
n

3. 0s numeros de Lueas, Ln's, sao definidos a partir da recorréncia

onde L1=1 e L2=3. Prove que

n n
w - () - )

4, Mostre gue os nimeros de Lucas & Fibonacci satisfazem:

n-
F =L . F
e tente encoantrar um significado combinatorial para estas iden

tidades.

5. Mostre que o n~&simo nimero de Fibonacci satisfaz
a k-1
2" F =2 52

k Impar
6. Prove que a equagac diofantina

5x7 % 4 = y
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tem

Fibo

¢ S&

tivo

onde

Con's
com

reti
pai
dobr
ante

dor.

(a)

(b)

Prov

—h7-

solugoes em inteiros apemas gquande X & um numero de

nacei e y @& o numerc de Lucas de indice correspondente.

stema Nimerdico de Fibgnacei: Mostre que todo inteiro posi-

- . -~
m tem uma unlca representagac

m=F + F. +...+F
k ) ’
1 k2 kr
> = caa - >Z.
ki-ki+1+2 para r=1,2, ,r=1 e kr_2
idere o seguinte jogo de fichas para 2 pessoas. Comega-se
n fichas. 0 primeiro jogador em sua primeira jogada pode
rar qualquer nimero de fichas exceto o nimero total n.

por diante cada jogador deve retirar um nimero entre 1 e o
o do nomero de fichas retiradas pelo adversario na Jjogada

rior. O jogador que nac deixa fichas ao oponente & o vence

Prove que o primeiro jogader tem sempre uma estrategia vi-
toriosa, exceto no ¢aso em qGue 1 @ um numero de Fibonacei,
caso em que o segundo jogador tem a vitdria assegurada, se

jogar certo.

Qual 8 o UGnico lance ganhador para n=8007
(Sugestao: Considere o sistema numerico de Fibonacci, men-

cionado no problema acima.

e que o nimero de palavras em tres letras {a,b,c} de com

primento n e sem a's consecutivos e

(Sug

p = 2+/3 (1+/3)" + -2+/3 (1-¥H™, n>l.
n 2v/3 2/3
estao: mostre que Py satisfaz a recorréncia
Py 7 2pn—l *2p,2
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(Sugestao: A solugao geral destas recerréncias @ a soma da so
lugae da homogzZnea associada com uma soluggo particular encon

. ~ n
trada por tentativa. Tente uma solugao da forma k.27,

Coasidere a seguencia (ao,a Y que comega com (1,0,...)

EEE
e satisfaz a partir do termo de ordem 2,

a = a = a .
n n-1 n
Verifique que
: nT 1 nm
a_ = ¢c0s —/— + — sen .
n S 3

Como . podemos chegar a esta expressao do Teorema (I.2.a)?

(Sugestzo: Use coordenadas polares.}

Encontre o nimerc de seqifncias bindrias com n digitos que
contem precisamente um par de 1's consecutivos.

{(Sugestdao: considere primeiro o niwmero de seqiéncias sem pares
de 1's consecutivos; a seguir encontre uma recorrencia e re-

solva—a dande a formula para o n-ésimo termo.)

- . 2n ..
Uma moeda & jogada 2n vezes. Em gquantas das 2 sequencilas
de possibilidades o nimero de caras e de coroas sera igual pela

primeira vez depois das 2n jogadas?
(Resposta: 2cn)
Obtenha os numeros de Catalao com a aplicagao da Formula de

Lagrange dada em (I.3.d) 2 equagao funciaonal

fz - f + x = 0.

(Sugestgo: faga f=x§.)
0s numeros de Bernoulli Bo’Bl’BZ"" podem ser diretamente de

finidos pela relagao de recorréncia

n n
Bn = 2 Bn—k , n>l
k=0 ‘k
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onde B _=1.
o

~(a) Calcule BO’BI’BZ""’BIO

(b) Mostre que a fungio geradora exponencial para esta sequnén-—

. - t
cia e tf e -1.

Encontre uma recorrsncia para os numeros de Euler definidos
nas notas da sec(Il.&4).

(Sugestao: observe que a fungao geradora do exercicio anterior
e obtida fazendo x=0 na expressgo para a fungao geradora ex-
ponencial dos polintmios de Bernoulli Bn(x). Encontre de ma-
neira aniloga a fungao geradora exponencial para os nimeros de

Euler e extraia uma recorréncia desta fungao geradora.)

De quantas maneiras distintas . podemos emparelhar vertices adja

centes no grafo "escada" abaixo de maneira que n3o sobrem vér-—

tices desemparelhados?

Qual & o nimero de permutagoes 7 de {1,2,...,n} tendo a

propriedade de que
(i) - i] € 1 (i=1,2,...m)7

Em que sentido-este problema & o mesmo anterior?

Seja B o nimeroc de partigoes de um conjunto finito N onde
n g

]NI = n. Tente mostrar que a fungao geradora exponencial para
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P & (onde Po=1)

e(ex—l)

B(x) =

(NOTA: os nimeros B 's sao conhecidos por nimercs de Bell.
Com o conceito de "prefabs exponenciais" que estudamos adiante

no capitulo EII esta expressao para B{x) @& fiacilmente obtida.)

Generalize a base do mEtodo apresentado para calcular o nime-
ro de seqiifncias sobe-desce provando o seguinte resultado: Su
ponha que f(x) e g(x) sao fungSes geradoras exponencials
para o numero de certas "estruturas com rotulos" El(A) a EZ(B)
nos conjuntos disjuntos de rotulos A e B respectivamente,
Se vEAVB e se existe uma bijegao entre EI(A) x EZ(B) @
EO(A\JB v{v}) (onde E0 & uma terceira estrutura) entao a de
rivada da fungao geradora exponencial para EO(A.UBl){v}) g

o produto f(x). g(x).
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CAPITULO I
COMPOSICAO COMBINATORIAL : PREFABS
II.1 - PREFABS SIMPLES E TEOREMA MULTIPLICATIVO

No capitule I nossa estrategia geral para resolver um
problema de enumeragao pode ser simtetizada como

Problema =—> Recorréncia == Funggo Geradora =—> Coe~
ficientes.
Neste capitulo mostramos que em grande nimero de problemas a abor
dagem mais conveniente imverte os dois itens intermediarios acima:

Problema ——> Fungao Geradora —> Recorreéncia =—> Coe-
ficientes.
A maneira adequada de conduziy tal estratégia & através de uma eg
trutura abstrata chamada "prefab™ pelos seus formalizadores; veja
EgG 1 - 197]3. A seguir definimos esta estrutura (num caso parti-
cular) e provamos um teorema multiplicativo do qual fungoes gera-
doras de inumeros problemas de contagem emergem cristalinas.

Encontrar uma recorrencia a partir das fungoes geradoras
pode ser dificil, porém encontra-la diretamente a partir do pro-
blema, € em muitos casos, literalmente impossivel. Ilustramos este

ponto com os exemplos de partigoes muméricas e arvores com raiz.
PREFABS SIMPLES (DE COMPOSIGAO UNICA)

Sejam C um conjunto (no maximo enumeravel), A um anel

contendo os racionais e
T ¢ ——> A

uma fungao chamada pesdo. Se XE€C o inventario de X com res=~

peito ac peso T & definide por

Invﬂ(x) = mT{x) .
x&X

Por exemplo, seja C a colegEo dos subconjuntos de um
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subconjunto finito dado. Seja A ¢ anel Q[x]. Se atribuirmes a
um membro de C um peso igual a xk onde k & a sua cardina-
lidade, o coeficiente de xk em Iﬁvﬂ(x) nos diz quantos subcon
juntos de cardinalidade k estao presentes em X. O inventario de
um subconjunte com respeito a uma fungao peso tem sua motivagao
original na id2ia de fungao geradora, mas, como vemos a seguir, &
bem mais geral. A informagao, via coeficientes, gque o inventario
de um subconjunto nos-da &, para cada peso p,» quantos elementos
com peso p, existem em A.

Vamos sempre supor que existe em C uma operagac bina-

ria "o", chamada composicac:
0 C X C ——> C,
Definimos um primo em C como um elemento pE€ C, p#te, tal que
P =acoch implica p=a ou p=b.
A terna ordenada (C, 0, 7) & chamado um prefab simples
se 05 seguintes axiomas sao verificados:

(i) a composig3ao 0 @& associativa e comutativa;

(ii) existe em € um elemento neutro e para 0O, isto &,

a0 e=eo0a=a para todeo a em (3

(iii) cada x em C tem uma dnica (a menos de ordem) fa
torizagdo finita em primos
! B9 Ty
= =p;" 0 py0...0p .
(iv) se x e y sao coprimos, isto 2, a intersegzo do
conjunto de primos da fatorizagao de x com o da

fatorizagao de y & vazia, entao
! { )

n

T(x 0 y) m{x)., w{(y).

0 teorema seguinte e, embora de prova direta, muito im-

portante,
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(IT.1.a) TEOREMA MULTIPLICATIVO. Seja (C,0,m) um prefab simples
e ¥ e Y subconjuntos de € tais que se xeX e yed¥ entao

X e y sao coprimos. Entao
Invw(X o ¥) = Invﬂ(X). Invn(y).
PROVA: Note que na equagac acima X o Y £C, pois
XovY={xo0oy:xeX e yeYl;

alem disso o produto z direita & simplesmente o produto de elemen
tos, Invﬂ(K) e Invﬂ(Y), do anel A, contradominio de T.
Inicialmente mostramo$ que cada z2&X o Y 2 escrito de
maneira unica como um produto =z=x 0 y, onde xeX e ye¥X. Pela
definicao de X o Y existem xe&X e yé&Y tais que 2=x0y. S5y
1

ponhamos que x'&€ X e y'€ Y satisfagam =x o0 y = x' © y'. Sejam

2k, S 2.
x =Trpil y =Trq *

i

as fatorizagoes de X,¥,x",y". Pela hipotese assumida sabemos que
s o) o o
k. £, m, n,
o) of Mot} ={T22) o T,
i i i i

Como tantoc X e y quanto x' e y' sac primos entre si dedu-

zimos que nenhum 1 2 igual a algum qj e gque nenhum T, e
igual a algum ;e Logo pela unicidade da fatorizacao de X 0 ¥,
a menos de ordem, os pi's sao iguais aos ri's e os qi's sao
iguais aos si's. Assim x=x' e y=y'. A conclusao da prova e

3.

agora imediata.

Inv“(x oY) = EE: T{z)

z gXo¥



_54_

= :g: ji: m(x © ¥).
x€X

veY
Pelo terceiro axioma, uma vez s3o coprimos, obtemos
Inv (X 0 Y) = ZE: g T(x). T(y)
xEX yEY
- E T (x) g T(y}
x€X yeY

= Inv (X) . Inv_(Y¥),

o que comclui a prova. []

0 proximo teorema &, na realidade um corolario do ante-

rior, e e bastante util nas aplicagoes.

(I1.1.b) TEQOREMA BASICO. Seja (C,o0,m) wum prefab simples e P o

conjunto dos primos de C. Entio

1
IHVTI_(C) = ’]-Tl_"%"(_p-j-.

pef

PROVA: Considere para cada primo ¢ conjunto

Pr

2 3
P, = {e’Pk’pk'Pk""}'

o
Note que C =ii P, onde k indexa os primos de C, Alénm disso
k

Pj#Pk implica obviamente que Pj e P estao nas condigoes do
teorema multiplicativo anterior. Observe que cada parcela da
expansao do produto acima contém apenas uma quantidade finita de
fatores distintos de e. Assim obtemos, com a aplicagao, de no ma
ximo uma quantidade enumeriavel de vezes, do teorema multiplicati-

vo (II.1.,a),
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Invﬁ(C) =17’Invw(Pk)
k

g S R T
pe P

- T =

PeP
0 que conclui a prova. ]

(I1T1.1.¢c) EXEMPLO : PARTIGOES NUMERICAS. Uma partigao de um inteiro
positive n @& uma representagac de n comeo a soma de inteiroes
positivos e onde a ordem nao & levada em conta. Por exemplo, exis
tem 7 partigoes do nimero 5: 5,4+1, 3+2, 3+1+1, 2Z+2+L, 2+1+1+1 e
1+1+1+1+1l. Determine o numero p, de partigoes de n,

Vamos definir um prefab simples no conjunte S das se-
qﬁEncias finitas nao crescentes de inteiros pesitivos. Note que
estas seqleéncias estao em bijegao natural com o conjunto das par-

tigoes numéricas. Por exemplo
(5,3,3,2,1,1)
corresponde & partigao
5+3+3+2+1+1

do nimero 13,

0 peso T de um elemento em § & definido como x=
onde n & a soma das coordenadas da sequéencia. A composigao
2 0b com a,be S & a justaposigido das seqiiéncias a e b se-
guida da classificagao em ordem nao crescente da seqiiéncia resul-

tante. Assim
(553,2,2,1) o (7,4,2,2,2)

da como resultado
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(7,5,4,3,2,2,2,2,2,1).

Como pode ser trivialmente verificado pelo leitor, (5,0,m
€ um prefab simples onde o conjunte P de primos & formado pelas
sequiéncias de comprimento 1. O elemento neutro & a seqiiéncia va-
zia. Além disso segue das definigoes que o inventario de s & a
fungao geradora (ordindria) para as partigoes numéricas. Aplicando
o teorema (II.l.b) obtemos

Inv, (S) = Tr L

1-T(p)
pe?

e g

kzl 1-x

e assim ‘

B T -
Kk>1 1-x

o
n

B T

k=1 l-x

Da fungao geradora ’TT” 1k podemos encontrar uma re-

K>1 1-x
corréncia qué permite o calculo dos pn's. Esta tayrefa requer uma
certa preparaggo e por isto a adiamos para a proxima segao. Damos

a gseguir uma outra aplicagao dos prefabs simples.

(IL.1.d) EXEMPLO: (IDENTIDADE PARA A FUNQKO ZETA DE RIEMMAN). Usa
mos agora a teoria de prefabs para dar uma prova simples da se—

guinte identidade classica. Se s€C e Re(s) > 1,

E(s)=Z n"% = H 115.
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(£ & uma fungae conhecida como fungao zeta de Riemman.) Este exem

plo ilustra um novo tipo de fungac geradora, chamada de fungao ge

radora de Dirichilet. Para a sequencia (al,az,...) esta gtitima
vale
_ E -5
a{s) = a_n .
n>1

Como mostramos a seguir a escolha dessas fungoes nos e dada de ma-
neira natural pela estrutura do problema e a manipulagao das mes-
mas e justificada pela base abstrata oferecida pelos prefabs.
Para demonstrarmes a identidade construimos wum prefab
simples (9,0,7T) da seguinte maneira: B & a classe de todos cs
submulticonjuntos finitos de primeos. (Um multiconjunto & um con—

junto onde elementos aparecem com multiplicidades.) Por exemplo

2
{2,2,3,5,5,5} ou {2.31,53},

e um elemento de 6.

A composigao FoG onde F e G sac elementos de O

2 a uniaoc de F e @, somando as multiplicidades. Assim,

{21,31'53} o {25’51’73} - {27’31,54,73}

0 elemente neutro € & o multiconjunto vazio ¢.
Espelhado no que queremos, definimes o peso T de um

elemento F de 8 como

m(F) = 1 se 6=¢
-5
= x se 944,
XeF
(Note que o mesmo elemento xg& F pode aparecer muitas vezes no

produto acima, pois F & um multicomjunto.)

Dadas estas definigoes deixames para o leitor o encargo

de verificar que
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@, o, m)

8 um prefab simples, onde os primos saoc os multiconjuntos da for-

ma {pl}, com p primo. Aplicando o tecrema (II.1.b) obtemos pa-

Inv,_(6) = “ S S
1

p primo

ra inventarioc de &

Se agera interpretamos o iaventario de O a partir da definigao,

_ -5
Ianr(B) = Z Fn n

n>1

obtemos que

- - -5
onas Fn e o numero de elementos de B «com pese n . O teorema

fundamental da aritmetica implica agora que cada um dos Fn'

s va
le 1. Isto porque os elementos de O estaoc em bijegao com as fa-
torizagoes dos miumeros naturais em primos e assim, o nimero de
elementos de 6 com peso n ® & o mesmo nimero de fatorizagoes

de n em primos ou seja, vale 1. Desse modo concluimos

YT

n>1l P Primo 1-p

para qualquer s para o qual 2 soma convirja.
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I1.2 - RECORRENCIA PARA PARTIGOES NUMERICAS

Nesta secao vamos extender ligeiramente o teorema (IL.1.b)
de forma a permitir a avaliagao do inventario de certos subconjun
tos especiais do conjunte base € de um prefab simples (C,0,T).
Esta extensao & bastante util pois esses subconjuntos especiais
aparecem frequentemente em aplicagoes. Ilustrando este ponto usa-
mos, em seguida a extensao para encontrar uma recorrencia para
partigoes numéricas, tarefa que titula esta Segao.

Considere um prefab simples (C,0,T) e, como temos fei-
to, denotemos por P o conjunto dos seus primos. Seja tambem da-

da uma fungao
N
Q: P e—> 2h

gue associa a cada primo um subcomjunto de N = {0,1,2,...} Seja
¢ o subconjunto de C constituido pelos elementos x€& C cuja
fatorizagdo
‘ k
_ 1 k2 kn
X =Pyl 0 Py 0ese0Py

satisfaga kietx(pi) para i=1,2,...,n.

(IT.2.2) EXTENSAO DO TEOREMA BASICO. Sejam (C,0,T) um prefab sim-

i ~
ples, P o cenjunto de seus primos e a: P —> ZN uma fungao da
da. Temos 2

InvF(Cu) = I] E m(p¥)] .
PEP ‘igalp)

PROVA: Note que se tomamos af{p) =N para tode p€196nta)obtmms
o teorema (ITl.a.b). Para cada Pre P definamos

U-=

Py

{plic : 1€ ot(pk)}.

Observe que



Aplicando o teorema (II.l.a) obtemos

Inv“_ (COL) =TrInv1T (Pi)
k

=Tr Z r(p3) |,

peP ) 1€ (p)

egstabelecendo o teorema.[’]

LEMAS COMBINATORIAIS

Vamos agora usar a fungao geradora obtida para o exemplo
(II.l.c) e a extensao provida pelo teorema anterior para obter uma
recorrencia que permita o calculo efetive dos pn‘s. Como vemos a
seguir isto depende de dois lemas. O primeiro deles & provado usan

do o teorema anterior.

(IT.2.b) LEMA: A fungao geradora para a sequéncia (do'dl’dZ"°')
onde do=l e di' i>l, & a diferenga entre a quantidade de parti
goes de n com um nimere par de partes distintas e a quantidade

de partigoes de n com um numero Impar de partes distintas @

’”’7(1—::“).

n>1

PROVA: Note, antes de tudo que o produto acima e o inverso da fun
¢ao geradora das partigoes numéricas obtida no exemplo (IT.l.c),

donde a sua relevancia para o cilculo dos p,'s-

Considere o prefab simples (S,0,7') onde § e o sao

os mesmos do exemplo (II.lL.c) e @' & definido para o €S8 com
k n
' (g} = (-1)" x,

onde k @ o comprimento da seqiigneia 6 -e n & a soma de suas
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coordenadas. Seja agora a fungdo @: P —> 2 , onde T & o con-

L

junto de primos de (S,0,m'), a fungao constante
a{ily ={o0,1}.
Aplicando o teorema (II.2a) obtemos

Inv,lT,(Sa) = T]/ (r (%) + T )
Pel

=TT axh.

izl

A interpretagao de Invw,(Sa), que deve ser comprovada pelo lei~
tor, & a seguinte. O conjunto % sido as seqilencias decrescentes
correspondentes aAs partigoes numéricas com partes distintas. O pe
50 de um elemento O de 5% que tem soma =n nas suas coordena-

L
das & % x

, e 0 sinal @ positivo ou nio dependendo da  paridade

. . o - ~
do comprimento de O. Assim Invﬂ,(S ) e a fungao peradora da se
qiéncia mencionada no enunciado do lema. Isto conclui a prova. ]

A prova do lema seguinte requer um argumento combinato-

rial delicado

(IT.2.¢c) LEMA: Seja e, © nimero de partigSes de n em partes de
siguais e com um nlimero par de partes; seja -in_.o numero de par-
tigoes de n em partes desiguais e com nimero impar de partes.,

Entao

. k . ' K
e, =i, ¢ (-1)", se existe kgZ : n= E(Bkil)

= in, se nao existe k como acima.

PROVA: A maneira mais simples de provar o lema & fazer uso dos cha
mnados diagnamaé de Ferner para representar particoes numéricas.

Por exemplo, a partigao

(5,4,2)
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de 11 tem para diagrama de Ferrer

Sejam para n>l,

E o conjunto das particdes de n em partes distintas

e com uma quantidade par de partes.

I o conjunto das partigoes de n em partes distintas

e com uma quantidade Impar de partes.

Dada O¢ Enu In seja k(o) o nuimero de partes de g; seia tam-
bem s(g) o tamanho da menor parte de o; finalmente, seja £(g)
o nimero maximo de elementos subsequentes a partir do primeiroe da
seqiidncia identificavel com ¢ que estdo em progressao aritméti-
ca de razao -l. Por exemplo, s((5,4,2)) = 2, £((5,4,2)) = 2, Qu-
tros exemplos, £((6,5,4,2)) 3, £((6,3,2,1)) = 1.

Se for o caso de £(0) < k{(g) e g el temos possibi-

lidade de associar a ¢ um elemento bem definido de En' Se
L(g) < k()

e O eEn podemos assoclar a O um elemento bem definido de In'

Isto se consegue com a seguinte regra:

se s{o) < £(d) mova os quadrados do "sul"™ do diagrama

de Ferrer de ¢ para o "leste" do diagrama.

se s(o) > £(0) mova os quadrados do leste do diagrama

para o "sul" do mesmo.

Por exemplo:
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Claramente esta fUncd¢ que estamos definindo entre E e I g
uma b;jegao, desde que para nenhuma partigio o de EUI  cen-
hamos £(0) = k(o). Quando existe tal o en Enu In a nossa re-
gra nao pode ser aplicada. Por exemplo considere o seguinte dia-

grama, onde £(c) = k(o) =~ s(g) - 1,

Se fossemos aplicar a regra deveriamos mover o “leste" do diagra-
Fd - . > .
mz para o "sul"; mas ail obterTamos duas partes iguais. A outra di

ficuldade ocorre nos diagramas do tipo 4£(0) = k(o) = s(ag),

x |

pois o "sul" nao pode ser movido para o leste.
Nestes casos excepcionais n pode ser expresso em ter-

mos de k = k(g) e vale, onde j=0 ou 1,

\\
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n = (k+j) + (k+j+1)+.,.+(2k+j-1)

= % (3k+23-1)
ou séja
n=3 (3kx1l).
Concluindo, observe que se n # % (3kt1) para todo
ke Z, entdo
e_ = |[E_| = |1_|] = i_.
n n n n

Se k for Impar e mn =

k ~ . .
= (3kx1), entao existe precisamente um ele
2 ? —

mento em In a mals do que em En

1]
R

Se k for par e =n (3k£l), entao existe precisamente um ele

mento em En a mais do gque em In:

1.

]
[
+

e = |E | = |1ni_+1

n n

Unificando os dois Gltimos casos obtemos em geral,

e =i+ (- se a-= 5 KD
= i se n # k (3kx1)
n 2 ’

estabelecendo o lema. L
Usando os dois ultimos lemas podemos deduzir diretamente

o seguinte corclario descoberto por Euler.

(II.2.d) COROLARIO. (IDENTIDADE DE EULER):

3k% K «»2_\3
W(l-xn) 1 +z (-‘-)k x 2 +x 2 .

n>1 k>1

PROVA: Pelo Lema (II.2.b) o coeficiente de x" mna expansio do pro
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duto 3 esquerda & e,~i,> com a notagido do lema (II.2.¢). Por este

. n = e - - .
lema, o coeficiente de x na soma 2 direita e tambem en—ln. E]
Uma consequéncia da identidade acima e do £fate dé que a ex-
press3o do seu lado esquerdo & a inversa da fungdo geradora  das

partigoes implica

2k 3K’k
1+Z ("':I.)k x 2 T X 2 . anxn =1,

L k>1 n>0

onde p0=l por convengio (adequada e permitida).

(I1.2.e¢) TEOREMA. RECORRENCIA PARA PARTIGOES: Os numeros s de

particgoes do inteiro n>l, satisfaz 4 recorréncia seguinte, onde
selox | 3KCek,
- 2= =
lf1+24n—%J
6

o
=]
1]
—~
]
g
-~
=
L]
=
~—~
o
=]
1
H
]
=1
L
wm
o’

A n . -
PROVA: Para n>*l o coeficiente de x no produte acima e Zero.

Py +Z (-1)k Py * 1:'1‘1---5)'

k

Este coeficiente &

A soma acima varia entre I e um valer de k tal que n-szU ou

seja
3k2 + k-2n < 0,

ou ainda, uma vez que k & inteiro positivo

K < lil+24n~tl
- 6
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Transpondo a2 soma em k para o segundo membro obtemos a expressio
para p_ apresentada no teorema. LJ
Aplicando a recorr@ncia apresentada acima podemos facil

mente encontrar os valores de P, - Os primeiros 30 valores sao

n P n P

n n
1 i 16 . 231
2 2 17 297
3 3 18 385
4 .5 19 490
3 7 20 627
6 11 21 792
7 15 22 1002
8 22 23 1255
9 30 24 1575
10 42 25 1958
11 56 26 2436
12 77 27 3010
13 101 28 3718
14 135 29 4565
15 176 30 5604

Exemplificando o cadlculo para n=8 : 0 1limite superior

do somatdrio € 2 e utilizando a formula de recorrdncia encontramos
- - -
P ¥ Pg T Py T Py

=15+ 11 - 3 - 1 = 22,
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IT.3 - PROVANDO EXISTENCIA E UNICIDADE POR CONTAGEM

No que segue,exemplificamos como & possivel contando,
provar existénciz e unicidade de uma certa representag¢ac dos in-
teiros positives. Como mostramos nas notas desta segzo, esta re-
presentacao permite a construgao de uma bijegao "efetiva™  entre
{0,1,2,...,0! -1} e at permutagoes de n simbolos. Na prova do
teorema de representagao construimes um prefab simples tal que o
inventaric do conjunto que interessa enumerar & a fungao pgeradora
do nimerc de representagbes dos inteiros. Acontecé gue a seqiién-
cia do coeficientes & do tipo (1,1,1,...,1,0,0,...). Isto prova
existéncia e unicidade num sepgmento inicial dos nlimeros inteiros
e ilustra a flexibilidade dos prefabs. '

A termologia base de athanjfos no tecorema seguinte diz

respeito as constantes multiplicativas da forma

que énumeram os arranjos de subconjuntos com cardinalidade n - k

de um cenjunto com n-k+j elementos.

(11.3.a) TEOREMA. (BASE DE ARRANJOS): Sejam k e n inteiros com

0< k< n, Dado um inteiro m tal que

existe uma unica seqiencia de inteiros
8 s s = 295
( 0?51 %2 ’ k"l)

tal que 0< s5: ¢ n-k+j, para j=0,l1,...,k-1 e satisfazendoc

]
k-1
~ (n-k+i)!
@ = 3 53 T{n-k)!

i=0

Uma forma mais simples & obtida fazendo k=n no teorema

acima,
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(II.3.b) COROLARIO. (BASE FATORIAL): Dados m,n inteiros com

0< m< n, existe uma unica sequencia de inteiros

SETLPEERREL IS

tal que 0¢< Sj <€ i, para 3i=1,2,...,n~1 e satisfazendo
n-1
m = 2 Sj(j!)-
j=1

Note gue retiramos 5, do enunciado do corolario porque
a restrigao na gama de valores queg s; pode assumir no caso de

k=n implica so=0.
PROVA DO TEQREMA:
Seja 2 a classe dos submulticonjuntos de
{0,1,2,...,k-1],

isto @, a classe dos subconjuntos com multiplicidades., Definimos
a composigao ¢ de dois elementos de 0 como & sua uniao, exa-
tamente como no exemplc (II.1.d). 0O elemento neutro para o & o
multiconjunto vazio ¢. O conjunto de primos P & formado pelos

multiconjuntos do tipo

i

{n},

O peso de ¢ & 7m{($) =1 e o peso de a 2,

51 %2

]
,2 S ., (k1) K1

s
a =<0 0,1

k-1

2 < (n‘k'l-j)!

i oK)
i=0

T{a) = x
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Observe que (8,0,T) @& um prefab simples.

Consideremos agora a fungae O: P —> M dada por
.1 ,
e i ) ={0,1,2,...,n~k+jl}.

Recorde que, pela notagao explicada para a extensao do teorema bz
sico {(II.2.a), o* representa o subconjunto de £ formade pelos
elementos cuja fatorizaggo em primos tem os expoentes dos primos
na imagem sob & dos mesmos.

Para conecluir a prova & portanto suficiente estabelecer

mos que
n!
(n-%k)!
Gy i
Invﬂ(ﬂ Yy = 5 l.xv,
j=0
.. m . -, o .
uma vez que o coeficiente de =x no inventariec de nos diz

quantas representagoes do inteire m do tipo permitido existem.
Para estabelecer a igualdade acima usamos o teorema

(I1.2.a) para obter

Invw(ﬂa) = ) zg: 7 (pd)

peP \Vjea(P)

—k+3Y!
k-1 ¢ fnTkti):
j (n-k)!
= l :E b4 .
i=0 0gsgn-ke
Para tornar clara a simplificagao que segue vamos demotar por xj
¢ termo
.. (n-k+j)}
3 (n-k)!
x

para cada je{0,1,...,k-1} a soma acima vale
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ok

2 n-k+j
I + x. + x,+...+x. =
3 i 3 l-xj
- n=k+j+1 . . :
Observe porem que x, e simplesmente xj+1. Assim
k-1
l-x.+1
Oy o l —)
Invw(ﬂ ) l-x,
i=o0 )
n!
- -— T
) 1 xk ) l-x(n k)!
1-x 1ex
o
n!
(n~k)!
= 2 xJ’
j=0
demongtrando o teorema. L[]
NOTAS
0 corelario da base fatorial (I1.3.6) afirma que se

0< m< n entao

. mn=1
m = :E sj(j!),
i=1

onde a seqiéncia (sj) e Gnica satisfazendo 0¢< Sj < 3.

j=l,2,...,n-1

Isto define uma bijecgao
B: V —>{0,1,...,n! -1},

onde Vn e o conjunto das seqildncias de tipo descrito.Observe se
vE Vn, entdao B(v) & facilmente encontrado com o somatdrio acima.

AlEm disso, se m @& um nimero entre O e a! -1, o processo pa
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- . O -1 -
ra encontrar a unica sequencla V em Vn tal que B " (m) = v e
simples e deixame-lo a carge do leitor, ver exercicio 2.8.
Vamos agora apresentar uma bijegao natural

Y Sn — Vn

onde S 2 o conjunto de permutagaes.de {1,2,...,n}. Vamos, co-
mo de costume, representar os elementos de Sn como seqiénciasg
de comprimento n sem repeticoes nos simbolos 1,2,...,n. Se
s = (51’52""’Sn) 2 uma sequencia em Sn’ definimos +v(s) como
a sequencia (vl,vz,.,.,vn_l) em que v & a quantidade de nime
ros precedendo Si41 que siap maiores que este., Por exemplo, se
s = (5,3,2,4,1) entao y{s) = (1,2,1,4). Observamos diretamente
que 7Y(s)E€ v~ 0 algaoritmo que define ¥y & imvertivel, isto &,
Y € uma bijegzo entre s, e V., ver exercicio 2.8. L

Note que a fungao composta &§ = B o Yy & uma bijegao
"ofetiva™ entre Sn e {0,1,...,n! -1}. Se o leitor convenceu-se
qﬁe B e Y sao invertiveis, pode ignorar as aspas do "efetiva"
acima, pois estd de posse de um algoritme rapide para calcular
construtivamente, naoc s6 &(m) para qualquer mef{ 0,1,...,n!-1},
come tambeém 6—1(5) para qualguer seqigncia s em .-

A funcao & pode ser usada em situagoes onde & conve-
niente se "individuvalizar a ordem dos Itens”. Um caso comcreto é
o exame Vestibular. Para se dificultar a "fila" costuma-se (ou pe
1o menos costumava-se) elaborar dois a guatro tipos de provas. Uma
implementagio adequada da fungao & em computador aliada a al-

guns refinamentos permite
(2) a elaboragao de uma unica provaj;
(b) ordem de quesites individuais;
(¢} alunos proximos com intersegao nas ordens dos quesi

tos quase que vazia,

Uma variante do matodo foi levada a efeito em 1975 no

ciclo bisico da Area IT da UFPE. Os resultados foram satisfatérios
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T

no que tange a diminuigae do esforgo de fiscalizar quase 300 alu-
nos.
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II.4 - CONTANDO ARVORES ENRAIZADAS

Iniciamos esta segao apresentando, sob uma hipdtese adi
cional uma outra forma do teorema basico para prefab simples esta
belecido em (IT.1.b). Em seguida usamos esta forma do teorema pa-
ra conseguir uma equagao funcional envolvendo a fung¢ao geradora
do uilmero de "drvores enraizadas com n vertices", (Estes termos
sao definidos posteriormente.) Finalmente, da equagac funecional

obtemos uma recorréncia para os coeficientes.

(IT.4.a) TEOREMA BASICO (OUTRA FORMA): Seja (C,0,7) um prefab
simples e P o conjunto de seus primos., Seja tambem, para n>l,
P" o conjunto {p": pe P}. Suponha que para todo par a, beg C
m(a o b) = w(a). w(b). Entao
T tav_ ™)
Inv_(C) = exp| ; —Fml],
ki) L—J b

n>1

PROVA: Pelo teorema basicec (II.1.b) sabemos que

_ 1
Inv_n (C) = Tr W.
DPEP

Tomando o logaritmo natural de ambos os membros obtemos

£n(Inv“(C)) = Z{: =En(1-m(p)) -
PEP

. 2 n
= Z m(p) + ”(g )+...“(E  y. ..

PEP

A segunda igualdade acima vem da conhecids expansaoc de Taylor pa-

ra -£n(l-x) que B

-£n{l-x) = 3 zﬁ—
nzl

e da hipotese adicional, iste €, que w(a o b} = w(a). w(b) nio
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80 para coprimos a e b mas para todo par a,b de elementos de
C. De fato, esta hipdtese implica que (Tr(p))n = r(pn).

Para cencluir observe que

2 n
¢
5 (ﬂ(P)...%.__): s b 17__1.1:_2.
PEP pgP  m2l

=3 Iz oreh

n>1l el
Inv_ (P™)
=5 L .
n
n>1

Tomando agora a exponencial obtemos
Invﬁ(Pn)
Inv_(C) = exp > Ee—
>l

estabelecendo o tecorema. Ej

Queremos alertar o leitor de que, quando na dedugdo aci-
ma trocames a ordem das somas infinitas, estamos assumindo impli-
citamente hipoteses delicadas de convergéncia uniforme e outros de
talhes analiticos. E possivel evita-los completamente usando o pon
to de vista adotado em.[?U i], porém preferimos que o leitor acei-
te sem provas que estas manipulagOes sdo corretas. Do contrario nos
afastariamos demais do nosso proposito. 0 leitor interessado deve

consultar o paper acima mencionado.
GRAFOS E ARVORES

Um gtafo G € constituido por 2 conjuntos disjuntos V(G),
A(G) chamados respectivamente de conjunto dos vertices de G. e
conjunto das atesfas de G tal que cada aresta esteja associada a
exatamente 2 vertices (suas extremidades) nzo necessariamente dis-

tintos.

Dois grafos G; e G, sdo lsomonfos se existem bijegoes
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b, V(Gl) — V(GZ)

b2: A(Gl) _— A(GZ?

tais que se vy, V, sio 25 extremidades da aresta a entao bl(vl)

e bz(vz) sdo as extremidades da aresta bz(a).

Un grafo B & chamado de subghafe de G se
V(H)C V(G) e A(H)C A(G).

-T - - r
Un poligonc & um grafo que tem seus vertices e arestas
disposto numa seqiignecia ciclica

v a, ,v A,V v yd v_=v
0’1’1,2’2’ r3uY 0 o

~onde os vi'

s sdo vertices distintos com excegdo de v, que apa
rece duas vezes, OS ai's sio arestas distintas e as extremidades

da aresta a, sdo v e V..

1

i-
& um grafo "conexo" sem poligonos como sub~

Uma @rvore
grafos.

Conexidade & uma nogao topolbgica e embora possamos de-
fini-la combinatorialmente damos, ac inveés a definigio topologica
de grafos. Isto se justifica pois usamos diagramas topologicos pa
ra representar as arvores e grafos em geral. Topologicamente ut
grafo & um espago obtido da seguinte maneira: iniciamos com uma
colegdo de intervalos fechados disjuntos chamados de arestas. Con
sideremos agora uma partigdo arbitriaria do conjunto das extremi-
dades dos intervalos. Fagamos a identificag3o topoldbgica dos ex-
tremos que estiverem na mesma classe da partigao. 0 espago quoci-
ente assim obtido @ chamado um ghafo e cada classe de equivaléncia
de extremos & chamada de um veatice.

Unm grafo & conexo se & COMeXO COMO espago topologico e
assim as aspas do "conexo" na definigdo de arvore podem ser remo-
vidas., Deixamos como exercicio para o leitor convencer-se de que
dois grafos {(combinatoriais) sap isomorfos se e somente se 0S gra

fos (topolégicos) sao homeomorfos e tém o mesmo nimerc de vertices.
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Na segdo seguinte vamos contar arvores a menos de 1iso-
morfismos. Vamos, por exemplo, provar que com 7 veértices sd exis-

tem as 11 arveres seguintes:

Este problema & dificil e instrutive pois embora tenha
ccupado Cayley no seculo pa;sado s0 foi resolvido satisfatoriamente
em 1948 por Otter [bT i]. 0 esforgo para contar varios tipos de
arvores, historicamente motivado por aplicacoes a circuitos elB-
tricoes, fol causador de importantes avangos na teoria de enumera-

gao.
ARVORES ENRAIZADAS

Antes de podermos enumerar arvores, temos de faze-lo pa
ra com as arvores enraizadas. Uma arvore epraizada € uma arvore
em gque um dos vertices & distinguido e chamade de Aaiz. Assim por
exemplo, embora 80 exista uma Arvore com 3 vértices, existem 2 ar

vores enraizadas distintas com 3 vertices:
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Como o isomorfismo deve preservar a raiz, as duas arvores enraiza
das acima sdo claramente distintas.

Uma f{fonesia & um grafo sem poligonos. Uma outra mameira
de definir @ dizer que uma floresta & uma colegdo de arvores duas
a duas disjuntas. Uma floresta enhaizada e uma floresta onde cada
componente comexa & uma arvore emnraizada, 0 lema seguinte da uma
conexdao bastante simples para as fungSes geradoras por numero de

vertices das arvores enraizadas e das florestas enraizadas.

(IT.4.b) LEMA: Se £(x) e r(x) sao respectivamente as fungSes
geradoras por numero de vertices das flovestas enraizadas e das

Zrvores enraizadas, entao

xf(x) = r(x).

PROVA: Sejam fn e r 0% coeficientes de x° em £(x) e T (x)

respectivamente. A igualdade que queremos estabelecer & equiva-

lente a termos para tode n

Isto e, devemos provar que o© niimero de florestas enraizadas tendo
n-1 vértices & igual ao nimero de arvores enraizadas tendo n
vertices. .

Dada uma aArvore enraizada tendo n vértices deletemos
2 raiz e declaremos seus vertices vizinhos como raizes da floresta

enraizada com n~i vertices assim obtida. Veja figura abaixo:
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Este procedimento nos da uma bijegao entre o conjunfo das arveres
enraizadas tendo n vértices e ¢ conjunto das florestas enraiza-—
das tendo n-1 vértices. 0 fato da funcao ser bijetiva  decorre
do fato dela ter uma inversa:s dada uma floresta enraizada ha uma
inica possibilidade (qual?) de compor uma arvore enraizada com um
vartice (a raiz) a mals de maneira compativel com a composiggo.
Assim, o lema esta estabelecido. O

Agora so resta construir um prefab simples e estabelecer
a seguinte equagac funcional para as arvores enraizadas original-

mente obtida poer Polya em 1937.

(If.4.c) TEOREMA (POLYA - 1937): Se =x(x) & a fungao geradora
por nimero de vértices das arvores enraizadas, entao
vl
r{x) = x exp | = 2%—)—
n>1

PROVA: O conjunto T das florestas enraizadas forma um prefab sim
ples onde as arvores enraizadas sao os primes desde que a compo-
sigic ¢ e o peso T sejam assim definidos: .

Se Fl e F, sao florestas enraizadas, F1 [+] FZ e a
floresta enraizada cujas componentes S20 as arvores enraizadas com

ponentes de Fl’ juntamente com as arvores enraizadas componentes

de F,. 0 peso T de uma floresta enraizada F com =n vertices
- n
& T(F) = x .

Note que (l'no,T) & um prefab simples onde o conjun-—
to de primcs A 2 o conjunto de Arvores enraizadas. Além disso o
elemento meutrc para 0 e a floresta vazia ¢ que nar tem ver-

tices. Finalmente note que quaisquer que sejam as florestas F1 e

FZ'

'rr(F1 o] Fz) = n(Fl) . W(FZ)-

Podemos assim aplicar o Teorema (II.4.a) e obter, onde

para n>l A" = {a" : aeal,
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Inv (An)
™
exp| X - -
n>1

Invw(r)

Observe agora que Invﬁ(F) £(x), fungao geradora das florestas

enraizadas. Alem disso

Ian(An) Invw({an : ag Al )
= r(xn))

n ~ a s -
uma vez que os elementos de A estao em bijecao nmatural com os
elementos de A e tém peso n vezes maior.

Podemos entao escrever

n
f(x) = exp E ﬂ%-—)- R

n>1

e pelo lema (II.4.b) anterior, ao multiplicarmes por x obtemos

r(x) = x exp .:Egn__.)..
z n ’
n>1
que & o teorema de Polya. []
Como vemos a seguir & ainda uma tarefa nzo trivial se

explicitar os coeficientes de r(x).
UMA RECORRENCIA PARA ARVORES ENRATIZADAS

Vamos usar a equag¢ao funcional deduzida acima para obter
uma recorréncia que permita o calculc mecanico dos rn's. Comega-—
.mos com o seguinte lema gque da uma conexao entre os coeficientes

de fungoes geradoras relacionadas pela exponencial.

.
M
(]
»
1]

(II.4.d) LEMA: Seja a(x) = exP(b(f)), onde a(x)
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b{x) = 2 bnxn. Entac para n>l

n>1 .

ou equivalentemente,

1

n-
:S k.bk.an_k.
k=1

g

b = a_ -
n n

PROVA: Note em primeiro lugar que ao—l, pela primeira igualdade

do lema, e asim as expressaes para a @ bn 5a0

e portanto, provamos apenas a primeira delas. Tomando

naturais da equagEo dada obtemos
fnlal(x)) = b(x).
(Observe que af(x) = 1 + £(x) e portanto

£afa(x)) = &n(l + £(x)) = 3 (-1}

n>l

n

Derivando a equagac acima podemos escrever

a'(x)
a(x)

= b'(x)
ou
a'(x) = afx) . b'(x).

Usando as definigboes e multiplicanuo ambos os termos

filtima equagio se torma

Znanxn=2an_x znbnx .

n>1 n>0 n>1

n+l (£(x})

equivalentes

logaritmos

n
)

POT X a
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. s n
Igualando os coeficientes de x obtemos

Dividindo esta equagac por n concluimos a prova do lema. Ol

Vamos usar o lema acima numa equagao que % conseqiiéncia
da equagao obtida na prova do teorema (11.4.c) que nos da f, fun
gao geradora das florestas enraizadas, em fungdo de T, especifi-
camente,

r(xn)
13

£F{x) = exp :Z

n>l

Seja
b(x) = 3 b x
o>l
tal que
n
n r{x")
>l n>1

Derivando e multiplicande por x ambos os termos desta equagdc emn

contramos

Znb, % = S x £ (x)
n>l
= 3 Ekrkak.
i1 \k>l

L. n
Igualando os coeficlentes de x temos

ab = > k s
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uma vez que cada diviser k de n comtribui com a parcela kr
.. ik n '
ao coeficiente de x3° = x .

k

Uma vez expresso nbn em fungio dos rk's a obtencgao

da recorréncia & simples. Temos

f(x) = exp 2 bn =™

n>l

e aplicando o lema anterior, com £(x) no lugar de a(x),

Recorde agora que peia lema (II.4.Db), fn = para todo n>0,

T
n+l
Utilizando esta relagdo conjuntamente com a expressao obtida para

n-bn (ou k-bk), conecluimos a prova do seguinte resultado:

(LI.4.e) TEOREMA: Os numeros rn's que.céntam as Arvores enrai-

zadas com n veértices satisfazem i seguinte recorréncia

para mn2>l, O

Dessa recorreéncia & uma tarefa simples se explicitar os

r 's. 0s vinte primeiros sio '

n r n r T on r n r

n n N n,. n
1 1 6 20 11 1842 L6 235381
2 1 7 48 12, 4766 17 634847
3 2 8 115 13 12486 18 1721159
4 4 9 286 14 32973 19 4688676
5 9 10 719 15 87811 20 12826228



Como exemplo de calculo, vamos obter

decessores

Substituindo pelos valores

11x

E dividindo por 11, Tyo

12
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em fungdo de seus pre-

6

&

2

Fiz
ll.riz = (lrl) rip *

(ir1 + ?rz)'r10_+

’ (1r1 + 3r3) rg *
(lr1 + 2r2 + 4r4) rg *
(lr1 + 5r5) r, +
(lr1 + 2r2 + 3r3 + 6r6) r, +
(lr1 + 7r7) rg +
(lr1 + 2r2 + 4r4_+ 8:8) r, +
(lr1 + 3r3 + 9r9) T, +
(1r1 + 2r2 + 5r5.+ IOrlo) T, *+
(1r1 + 11:11) r,

= 1,1842 +
3

+

-
numericos obtemos

(1.1+42.1).719 + (1.1+3.2).286 +

(1.1+2.1+4,4)115 + (1.1+5.9).48

(1.1+2.1+3.2+46.20).20

(1.1+7.48).9

(1.1+42.1+4.4+8.115).4

(1.1+3.2+9.286).2

(L.1+42.,1+5.9+10.719).1

(1.1+11.1842).1 = 52426,

=5£766.
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II.5 - CONTANDO ARVORES

Depois de termos desenvolvido uma técnica de enumeragdoe
para as arvores enralizadas, pcdemos agora contar as irvores em fun
ggo das Ultimas. Mesmo conhecendo-se <T{x), explicitar a(x), fun
gao geradora (por nimerc de vértices) das Arvores em termos de
r(x) & ainda um problema dificil cuja solugdo depende, como va-

mos ver, de propriedades estruturais intrinsecas das arvores.
ARVORES COM ARESTA DISTINGUIDA

Vamos comeg¢ar por encontrar uma expressao, em termos de
r{x), para a fungio geradora (por nmumero de virtices) das arvores
com aresta distinguida. Chamemos de s a fungao geradora para

tais arvores

s(x) = > s, X .
n>2
Isto &, s~ Tepresenta o numero de arvores com aresta distinguida
tendo n vertices.
Dada uma arvore com aresta distinguida, ao deletarmos

esta Ultima e declararmes que as suas extremidades sdo as ralzes
das duas arvores obtidas, temos definida uma bijegde entre as ar-
vores com aresta distinguida tendo n vertices e os pares desor-
denados de arvores enraizadas cuja soma do nimerec de veértices 2

n. Veja figura abaixo.



~-85-

Vamos chamar a inversa desta bijegao de justaposicap  de

Frvores enralzadas.

iI.5.a) LEMA: Sejam s, © nhmero de arvores com aresta distingui

. - . - )
da tendo n veértices e T =~ © numeroc de Arvores enraizadas também

com n vertices. Ent3o para n>2

n-1
1/ ‘ .
s =3 \ > r.r ;] se n & impar
i=1
/n-—l
1 1 -
=§\z PR * 3 Tasar S© n & par.
i=1

uma consegiiéncia

(2%

PROVA: Como mostramos eéta expressio para s
direta da leEgaO acima mencionada. No caso de 1 impar as duas
arvores enralzadas que quando llgadas pelas raizes forma a arvore
com aresta distinguida, sao diferentes, pois tém nimero de ver-
tices diferentes. O fator de % & para destruir a ordem, porque ©
somatorlo conta pares ordenados. Ja quande n & par a metade do

somAtorio leva em conta apenas a metade do nimero de arvores com

aresta distinguida formadas por. duas arvores enraizadas iguais.
Assim somos obrigadeos a somar a outra metade, isto e, a parcela
1 .

- r -

7 Tas2- O

(II.5.b) COROLARIO: Sejam s(x) a fungio geradora para as arvores

com aresta distinguida e r(x) =a fungdo geradora das Arvores en-

s(x) = % E:‘z(x) . r(xz):l.

PROVA: Pelo lema anterior podemos escrever

raizadas. Entdo

s(x) = ]_2_ E 2n+l

n>1

T. r
1

[ N
M s
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Zn~-1
1 -2n
+ 3 ¥ T Tyt x| x -
n>l i=]
E rearrumando obtemos
n-1
1 n 1 2.n
s(x) = 5 E 2 TooTo g x4 2 = rn(x )

n>2 Vi=1 n>1

-1 EZ(") : r(xz)]

o que demonstra o corolErio.[]

Dois vértices de uma arvore s3o equivalentes se as 3r-
vores com ralzes nestes vértices sao topologicamente indistingui-
veis. Por exemplo, os vértices a e b na drvore desenhada abai
X0 sao equivalentes; j2 a e ¢ nZo o s30. O conceito de ares-

tas

b
c
H
a
equivalentes & inteiramente anilogo.
Se A & uma 3rvore vamos denotar por v(A) o nlimero

de classes de vértices equivalentes e por a(A) o nimero de clas

ses de arestas equivalentes que existem em A, Seja também u(A)
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o numero de arestas em A que ligam vértices equivalentes. Nossa

proxima tarefa & provar a seguinte propriedade-de arvores:

(II.5.¢) LEMA: Seja A wuma arvore qualquer. 0 valor de u(a) &
0 ou 1. No segundo caso, a arvore cuja aresta distinguidé E,' a
(Gnica) aresta que liga vértices equivalentes § formada pela
justaposigao de duas Arvores enraizadas diguais.

PROVA: Seja x um virtice em A. A distdneia de x a um  outro
vértice qualquer y de A & o nimero de aresta diferentes per-—
corridas no uUnico caminho que liga x a y. A excentricidade de

um vértice x de A & definida como

exc(x) = max {dist'(x;y)}.
yf v(a)

0s centkcs de A sao os vertices com menor excentricidade. Antes
de prosseguirmos para a prova do 1Ema,'vamoé'pfecisar mostrar gque
qualquer Arvore A -tem um ou d0is centros. Nenhum vértice pehdaﬂ
te de A {um vértice que & extrehidade de uma iUnica aresta) & um
centro de A, a menos que A seja constituida por uma Unica ares
ta. S5¢ A tem alguma aresta, AV tem pelo menos dois vértices pen
dentes, um fato que & simples de ser demonstrado. A operacac de
deletar todos og vértices pendentes de & simeltaneamente tem o
efeito de reduzir de um a excentri&%d&&é de todos os vértices res

tantes, Veja figura abaixo.
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Assim o8 centros sao preservados apSs a supressao de to
dos os vértices pendentes de uma arvore com mais de uma aresta. Ite-
rando esta operacac de supressao simultinea, chegamos a uma arvo-
re' constituida por um Unico vértice ou por dois vértices ligados
por uma aresﬁa. Isto mostra que a Arvore original tem um ou dois
centros.

Podemos agora concluir a prova do lema. A diferenca em
valor absoluto das excentricidades das extremidades de uma aresta
arbitraria de uma Arvore & 1 ou 0. Esta diferenca assume valor O
se e somente se os dois vértices em questao s3ac os dois centros
da arvore. Excentricidade 8 uma propriedade que & certamente man-—
tida por isomorfismos de grafos. Assim vértices equivalentes tém
necessariamente a mesma excentricidade. Loge para qualquer Arvore
A o nimero u{A) de arestas ligando va&rtices equivalentes & mno
maximo 1. Al&m disso, no caso de valer 1 a arvore & formada pela
justaposigiao de Arvores enraizadas iguais. Isto coneclui a pro-
va. [J

Necessitamos agora de apenas mais um lema antes de po-
dermos expressar a fungao geradora das Arvores em termos das ar-
vores enraizadas. Recorde que dada uma Arvore A, v(A) & o niime-
ro de classes de equival@ncia de vértices e afA) & o nimero de
classes de equivl@ncia de arestas. Em geral naoc podemos dizer quan
to valem estes nimeros isoladamente. Mas como prova o lema seguin
te eles sao ''quase" iguais, o que & suficiente para nosso obje~

tivo.
(II.5.d) LEMA: Para gqualquer Arvore A
1 = v(A)Y - a(A) + u(A).

PROVA: Pelo lema anterior wuf(A)}) vale 0 ou 1. Vamos chamar uma §£
vore de simeinica se u(A) = 1. (A razao para esta terminologia &
a caracterizagao de tais Arvores dada no lema anterior.) Sejam
arest(A), vert{A) os conjuntos de vértices e arestas de A. Sejam

também cnt{A) o conjunto dos centros de A e esp(A) o conjunto
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de arestas ligande os centros de A, Observe que |esp(a)| = u(Ad< 1

e que 1< |ent(A)|< 2. Vamos definir uma bijegao
B: arest(A)\ esp{A) —> vert(A) \ cnt(A)

da seguinte maneira: a imagem de uma aresta por B & o seu extre-
mo de maior excentricidade. A fungdao B esta bem definida pois em
toda arvore uma aresta que nac liga dois centros tem as, excentricida
des de seus extremos diferindo de 1. A fungao inversa B tambem
esta bem definida pois em toda arvore, dado um vértice x que n3ao
& um centro, existe um Unice vértice y ligade a = com excentri
cidade menor que a de =x. Tome entao como 6_1(x) a aresta com ex
tremidades x e v, Note tamb@m que B & compativel com as clas-
ses de vertices e arestas equivalentes, isto &, arestas a, e a,
no domIinic de PR sZo equivalentes se e somente se B(al)‘e 8(32)
s3o vértices equivalentes. Assim £ induz uma bije¢3o entre as
classes de arestas que naoc contdm a aresta em esp(A) (se esta exis
tir) e as classes de vértices equivalentes cujos membros nao con-
tem vértices em ecnt(A).

Se a Arvore A contém um unico centro, entao esp(A) = ¢
e ufA) =0, e computande a classe de vértices equivalentes cons—

tituida unicamente pelo centro de A obtemos
1 = w(A) - a(A) + u(A).

Se A tem dois centros mails nao & sim@trica, entao os
dois centros formam cada um uma classe de vértices distinta. Além
disso, esp(A) tem uma aresta nac equivalente as do dominio de B.

Como wu(A) = 0, obtemos novamente
1 = v(A) - a(A) + u(a).

Finalmente, se A & simétrica, entao seus deis centros
formam uma classe de vértices equivalentes. Considerando a classe
formada pela aresta em esp{A) chegamos a v(A) = a(A). Porém agora

u(A) = 1, o que implica uma vez mais
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= v(A) - a(A) + u(A),

concluindo a prova do lema.[]
. Estamos agora em condigoes de provar o teorema do Otter
[or 1.

(II.5.e) TEOREMA (OTTER - 1948): Sejam , a(x) = E a_ x" a fungio

) n>1
- ’ n o ) .
geradora das arvores e r{x) = rn X a fungao. geradora das ar
n>l ’ :

vores enraizadas. Entao

a(x) = r(x) - % E‘ (x} - r(x )]

PROVA: Pelo lema anterior, para cada arvere A temos
1 = v(A) = a(A) + u(a). e -

Somando esta equagao para todas as arvores com n . vértices obte-
mos B "
a =71 =858 + é u(A),

Az
[V(AY|=n

onde, como definido no lema (II.5.a), s, ‘@ 0 numerc de Aarvores com
arestas distinguidas com n vértices.

Pelo lema (II.5.¢) o 'somatorio acima & o niimeroc de Arvo-
res simftricas com n vértices. Se n for impar este nimero & zgr
ro, Se n for par ele.vale rﬁ; pois as arvores simétricas com =

2 i
vErtices estdo em bijeg3o natural com as arvores enrafizadas tendo

[T 1]

vértices. Estas sao "metade" daquelas. Assim podemos escrever .

V(Y ) e [T )

n>1 Az n>1 Az
|v(A) |=n [vea) |=2n
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DI

n>l

= r(x’).

Desse modo ao multiplicarmos a equagao anterior por - x

e somarmos para n> encontramos
2
a(x) = r{x) — s{x) + r(x").

Usando agora a expressac para s{x) deduzida no lema (II.SJﬂ obqé

mos finalmente

a0 = 10 - P - e

o que prova o teorema. [J. -

Usande a equagﬁo acima e o teorema (I1.4.e) que nos per

mite calcular os rn's podemos encontrar efetivamente os an's.

0s primeiros vinte valores sao’

1 1 11 235
2 1 12 . . 551
3 1 13 1301
4" 2 14 3159
5 3 15 7741
6 ) ©16 19320
7 11 17 48629
8 23 18 123867
9 47 19 317955
10

106 20 '823065.
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EXERCICIOS

1.

Qual & a fungio geradora para as particoes numeéricas onde cada
parcela & impar?

Prove gque o© nimero de partigses do numero n em parcelas
desiguais & igual ao nilmero de partigoes do nlmero n em

parcelas impares.,

Encontre o numero de solugoes inteiras nao negativas nos Xi s

para

X, * X,F...+X = N
1 2 k

Mostre que o numerc de solugoes inteiras nos n{s para

Ry F o Xpte.odx, =
onde para cada i=1,2,...,k, a; < x < bi é
'n al+a2+...+ak ' -k bi-ai
X * {(1-x) I 1-x .
i=1

Use o exercicio anterior para computar o nidmero de solugoes in

teiras de x;+x,+x,+x, = 21 onde K x<6, 02x,25 , 42x,27,

L 72 73 74 3

2¢x,<10.

4
Demonstre, construindo um prefab simples, que todo inteiro nao
negativo tem uma Unica representacao na base k para k22.

k
Prove que todo inteirc nao negative menor que T\T a, tem uma
i=1

inica representagiao na forma

=

X,

hj
a,
i

i=1
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onde
0< x, £ a,
EE B ol
onde k>l e a,8,00 0008 ‘sEo inteires arbitrarios  maiores
que 1. )

Considere a fungao
B: V. —> {0,1,...,(n!) =1}

definjida mas notas da segac II.3. Enuncie um algoritmo para

-1 . .
calcular B e prove que seu algoritmo funciona. Faga o mes-

v

mo para a fungdo Y: s, —> ¥V, também ali definida.

Seja

g}

n:k
> - I >0
n xk . xl

Prove que

e use este fato para mostrar que cada inteirc r nao negativo

tem uma unica representagao na forma

S L T LTS e -
1 2 k
onde 05x1<x2<...<k e k & um inteiro positive arbitrario.
Prove que o nimero de partigoes do nUmero =@n em k parce-

las & igual ao nimero de partigoes de mn nas quais a maior par

la & k.
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Se q = (al,az,...) & uma partigio do nﬁmero n, entao

a* = (g *,az*,...)

1

onde ui* € o niumero de parcelas de 0 de cardinalidade maior
ou igual a i & ‘chamada de particdo conjugada de ©. Observe
que o* @ tamb®m uma partigao de n. Prove que o nimero de parti-
goes de n que sao iguais s suas conjugadas & igual ao nimero de _parti-

goes de n em parcelas impares e desiguais,

Mostre que o niimero de maneiras ordenadas de se obter um total

de ©n jogando-se um dado k vezes &
; [k n-5k-6i-1
(‘1) -
i>0 i k-l

Use o teorema de Otter (II.5.e) e a recorréncia para arvores
enraizadas dada no teorema (II.4.e) para provar que existem exa

tamente 47 Arvores com ¢ vertices. Tente desenhar todas elas.
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CcAPITULO III
PREFABS MULTIVALUADOS
ITI.1.- AXIOMAS E TEOREMA BASICO

A nogao de prefab simples (C{o,n) pode ser extendida pro
veitosaménté ao permitirmés'que a composigdo x 0 y seja nao mais
um elemento de €, porém um subconjunte de mesmo. Evidentemente ;l
gum357restr196es precisam ser impbstas para obtermos uma estrutura
itil. A formalizacdo seguinte incorpotra estas restrigdes em forma
de axiomas e aparece com ligeiras modificagdes em [BG 1 - 1971].

Um prefab (d,*,k)'é'um coﬁjupto ¢." juntamente con uvma
eperéggo binaria mulfiyaluada %, . {a,b€C 1implica a .x bg C) e .
uma fungio k: € —> W~ { 0}, chamada funggb corretiva. Extendemos
% a subconjuntos de Q‘ definindo A % B-={c: c€a % b para al-

gum a€A e. bE_E}, Esta estrutura satisfaz o0s.seguintes axiomas:
- - (a);A composigac & - ‘
(al) e comutativa
(az) € associativa

(33) tem uma identidade e; a x € = exa={a} 2 a,
para todo aé& C. (Identificamos um conjunte com
um Gnice elemento com este elemento, para sim-

plificar a notagdo.)
Chamamos pe C primo se pega % b dimplica que p=a ou p=b.
(b) Temos as seguintes decomposigdes:

(bl) fatorizagdo Unica - eada ag£ C se fatoriza uni
vocamente em primos no sentido que
r r T

2 .
ag Py % Py *...*pnn,

onde os .pi's 'sdo primos distintos e os pi's e

0s ri's sao unicos a menos de ordem.



(bz) fatorizac2o estritamente Unica - se

* *
B 5,
cel T p s 7T qu

1 T

onde os p.'s e os q;'s s80 primos distin-

-~ . - .
tos, entao existem. um uUnico (a,b) com

* *
T, 5., .,
EETT pil, bETT qi1 tal que c¢c€ a % b.

(c) A fungdo corretiva k satisfaz

(cl) se e ,C,€ a & b entaoc K(cl) = k(e,); assim
podemos definir k{a % B) come k(c) para qual
quer c¢c€ a z b; temos tambem

k(a x b)

(CZ) |a -kbl =m9

sempre que a e b forem coprimos, isto &, a

intersegdo dos primos de suas decomposigoes @
vazia.
As propriedades impostas pelos axiomas (cl) e (cz)

sao a chave para aplicagdes dos prefabs & enumeragdo.

Uma funcdo peso
m: ¢ —> A

onde A & um anel contendo os racionais & chamada multipficativa

pare x se
m(e) = w{a). w{b)

sempre que c¢€a x b e a,b coprimos.
Seja (C,%,k) wum prefab e 7 uma fungdo peso multipli
cativa para %. 0 {nventandio de BCC relativo a k e 7 & de-

finido como
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- m{b)
Ian‘,'ﬂ (B) = Z E(—bT)'

bes

(111.1.a) TEOREMA MULTIPLICATIVO: Suponha que (C,%,k) @ um pre-
fab € que 7 & um peso multiplicative relativo a *. Se X,Y (¢ C
sdo tais que para x& X, ye¥ x e y nao tém fatores primos em

comum, entao
Ian,H(X # Y) = Ian‘“(X) Ian’“(Y).

PROVA: Seja 2z & X % Y. Pelo axioma (b,) e pela hipotese de que

1
X e Y sdo coprimos, podemos fatorar Z univocamente como

* K
— Tr. .
z& f{ pi1 * ” qu
i i
% . * .
onde WT‘ pii £ A e ’rr qjj £ B. Pelo axioma (b2) existe um
i k|

Gnico par (x,y) com
*

*

r, s,

X € TT Pil ’ yeTT qu
: i

i

tal que z€é X % ¥. Assim obtemos

: _ m(z)
v, g & = ¥) = Z @

n
AlA
~l~
~ NN
p] N

x6X veY ZEX % ¥

Pelos axiomas (cl) e (CZ)- e pelo fato de 7 ser multiplica-

tivo, obtemos
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mi{z) _ lx I,TI(X*Y) o m(x) mly)
kzy 5 F Yk x vy T RGO k()
ZeX % ¥ o
Assim, Z- Z
_ i} T(x) m(y)
InVK,_n_(X *® Y) e er K‘(x) K(y)

[}
AR
~
x..
S P
™1
4
—~
ok
N

Inv (X) . Inv H(Y);
o que prova o teorema.[]

0 teorema seguinte que na realidade & um corolario do
que acabamos de mostrar, & o mais usado nas apliicagdes. Ele ex—
pressa o inventario do conjunto € como um produto de parzmetros

que envolve apenas os primos do prefab, que em muitos casos sd0

faceis de serem obtidos.

($T1.1.b) TEOREMA BASICO: Suponha que (C,%,Kk} & um prefab com
conjunto P de primos e que T & um peso multiplicativo para &

satisfazende a implicagdo para todo pe P e todo >0,

a,bep’ —= w(a) = m(b) = w(p"),

onde a ultima igualdade & a definigdo de ﬂ(pn). Entao

Inv, L (C) = m Z 1D |0 ).

n
peP V030 k(p)

o
m

PROVA: S5e PysPyseessP se-- sd0 os primos de C e P

unido de todas as poténcias de ©p., entaeo

-’
n
A
—_
]
et

Inv P,
RASE L k(o)
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n
=Z mlpy) =y
.. pj .

K ( n.
nzO K pj)
Observando que
%
———
H P, = C
N
3

e aplicando o teorema multiplicativo obtemos a expressao
n
- T 3 o.m
tav, L (©) T E Ie) i |,
peP ' n>0 k(p

que estabelece o teorema.[]
Na proxima segao usamos o teorema basico acima para

solver um problema interessante sobre sequéncias.
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III.2 - QUE FRAGAO DO QUE YODE ACONTECER DEVEMOS ESPERAR QUE
ACONTEGA?

Considere a seguinte quest&ao: um experimento onde n re
sultados sdo igualmente provaveis & repetido k vezes, Qual o va-
lor esperado para o nﬁmefo de resultados diferentes?

Posto em linguagem de seqiiencias o problema & o seguinte:
seja 8(n,k) o conjunto das n seqiencias em n simbolos (com

repetigbes) de comprimento k. Se se S(n,k) .seja u(s) o name-

ro de simbolos diferentes que aparecem em s. O gque se pede @& o
valoer
k
E{n,k) = E u(s) y/ o,
s€S(n,k) .

Vamos também ter oportunidade de calcular assintoticamente o valor

1im ELBLEL,
== n

isto &, o limite do niimero esperado do que acontece pelo menos uma
vez sobre o nimero total de possibilidades, n.

Para resolver este problema iniciamos construindo um PTE
fab e uma fungdoe peso multiplicativa nas hipdteses do teorema ba-
sico (III.1.b).

Seja S(n)

-

o conjunto das seqiiencias finitas em n sim

bolos tirados de {1,2,.,..,n}. Isto &

s(m) [_J S(n,k).

k>0

0 conjunto $(n,0) & constituldo pela seqli€ncia vazia que faz o
papel de identidade para a composigdo % que agora definimos.

Para a,be S(n)

» com comprimentos comp(a)=r e comp(b)=s,
definimos a * b como o conjunto de todas as seqiéncias de compri

mento r+s
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(cl,cz,...,cr+s)

de onde possamos extrair duas subseqiiencias complementares

(€ 3C€ sees,C_ ) = a
Vi V2 _ Ve
e
(€ 3€  ,eus,c_ )} = b.
Y1 Y2 Us
) Para dar um exemplo desta composigao, sejam (1,2) e
2
a,1,2)€ 527,
(1:2) * (1:132) ={(1:2,l71;2)s (1!]-)1!2’2)9 (13132’192)}-
{.5\ _
Neste exemplo, das \2] = 10 possibilidades, correspondentes a

bipartigzo do conjunto de coordenadas {1,2,3,4,5} em duas par-
tes ordenadas uma com 2 e a outra com 3 elementos, para compor —
mos as duas sequéncias, apenas 3 saoc distintas.

(n}

Os primos em §  s3o obviamente as seqiéncias de com
primento 1. E ficil observar que se a e b sao coprimes, isto

é,n3oc tém simbolos comuns, entdo |a b] @ o nimero binomial

comp(a) + comp(b)
|a * b} =

comp (2)

(comp{(a) + comp(b))!
{comp(a))! (comp{(B))!

(0}

Esta expressac sugere definirmos «(s) para s¢8 como (comp(s))!

Desse modo, para a e b sequencias coprimas

_k{a % b)
2+ vl = Gy Ry

(n)

Deixamos para o leitor a verificagao de que (S Sk, K)

% um prefab. Exceto a associatividade de =*, os outros axiomas sao
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de simples verificagao. Para provar a associatividade, & conve-

niente em primeiro lugar dar um sentideo ao produto miltiple
a kb % Cc.o..kz,

da maneira natural que generalize o que foil definido para dois fa
tores. E importante que o leitor pense um pouco sobre como provar
a associatividade de %, pols isto o ajuda a fixar os conceitos.

(n)

Para ac€ § definamos o peseo de a como

T(a) = xcomp(a) ydlst(a),
onde dist(a) & o nimero de simbolos distintos aparecendo em a.

Note que se a e b sao coprimos-entgo para todo cfta % b,
m{e) = w{a). w{b}.

Assim T & multiplicativo para #. Além disso, como [p"| = 1 pa
ra todo primo e todo m > 0, a hipotese adicional do teorema basi
co (IIT.1l.b) & trivialmente satisfeita. Assim podemos aplicar. es-

p (n) g ()

te teorema e denotando por o conjunto de primos de

obtemos

A m.
Ian’W(S(n)) _ , nlp ) "

K (p™)
peP(n) m>0

2 3
= l\ (1 + 22 L 2 ¥ L X 34,.0)

pEP(n)

- TT [yex - (y—l)}.

pEPn

Como a expressao entre colechetes nae depende de p e existem n

P(n)

elementos em , obtemos

tav, (%)) - [yex - (y—l)}“.
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Queremos agora abrir um parénteses para fazer notar ao

leitor gque o peso T nao & totalmente multiplicative, isto e, exis

(n})

tem elementos a,b€ S com cé&a % b, onde w{c) # w(a) . w(b).

Por exemplo,
(1,2,1,1,2) € (1,2) = (1,1,2),
mas-

M ((1,2,1,1,2)) = x0y°

TC(L,2)). T((1,1,2)) = xy".

Un enfraquecimento na hipotese de T ser totalmente multi-
plicativa & importante nos prefabs exponenciais estudados na pro-
xima segao. -Na realidade, multiplicatividade total & requerida en
[B6. 1]. Se mantivéssemos esta restrigao, nzo poderiamos aplicar .o
teorems basico aoc problema de segiiéncias em pauta.

Da igualdade para o inventario de S(P>,,obtida _ acima,
ocbtemos os seguintes corolarios que, em principio, reseclvem o pro-

blema proposto no comego da segao:

(111.2.2) COROLARIO: A fungio geradora em y
t;ﬁ f(n,k 4) yd
ARSI * f

a1l

onde £f(n,k,d) & o numeroc de segiiencias em §(n,k) contendo pre-

.. - ) . . k
cisamente d simboles diSFlntos e o'goeﬁ}c1ente de x no produ-
x n
[ye - (y-l)]

PROVA: Este corclario & um consegiigencia direta da expressao de

to da expansao de

por ki
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Inv, w(S(n)) e da interpretagao das fungdes pese T e corretiva
)
K.

(II1.2.b) COROLARIO: Seja £(n,k,d) definida como no corolirio

anterior. Temos

f{n,k,d) = [yd] [xk] k! (yex-(y—l)]“ .

PROVA: Imediata consequencia de (III.2,a).

Antes de prosseguirmos, vamos exemplificar os corolirios

acima para n=k=3. 0 conjunte S§(3,3) &
$(3,3) ={1,2,3} x{1,2,3} x{1,2,3}.

Pelo Corelario (II1.2.a) a fungZo geradora para 8(3,3) com res-

peito a nimero de simbolos distintos &

[xB] 31! [yex“(y—l)]S = 6y3 + 18y2 + 3?1.

Este polindmio em y nos diz pele corolario (IXI.2.b) que existem
6 membros de 8$(3,3) com 3 simbolos distintos, 18 membros de
§(3,3) com 2 simbolos distintos e 3 membros de 8(3,3) com ape-
nas 1 simbolo. Estes valofes podem (e devem) ser diretamente com=—
provados com uma lista explicita dos elementos de 5(3,3).

Vamos agora trabalhar para obter uma formula simples em
termos de n e k do valor esperade para o nimero de simbolos

distintos nas seqifncias em n simbolos de comprimento k. Isto

1 E
‘—K d.f(n,k,d).
n

d>1i -

8, queremos calcular

Observe que deduzimos uma expressao para cada fin,k,d) individual
mente no ultimo corolario. Vamos, no entanto, obter uma eXpressao
bem simples para o somatdrio acima, ilustrande o uso de derivadas
(parciais) para contar!

Temes a igualdade
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d'f(n!k:d) = dd_y Z f(n!k:d)yd -
a>1 a>1 y=t

Pelo corolario (III.2.a) a expressio da direita vale

d k ' % .
Iy [x:| k! [ye -(y 1)1 y=1.

E simples verificar que os operadores diferencial e extrator comu

tam. Assim obtemos

k] y 0 [ X ]n
X ki =— ye ~(y-1)
[ ?y y=1

= [x%] k! n[yex-(y—li]“'l (ex—l)} .
L - Jy=1

Fazendo y=1

= [ka k! [?enx-x (ex-l)J

- n k! [xk] oBX _ e(n—l)x

=n [nk - (n—l)k].

Desse modo concluimos que

Z d £f{n,k,d} = n I:nk - (u-—l)k].

a1

Vamos comparar o valor desta formula com a contagem direta no ca«

so, k=n=3. Temos pela formula
3(33-2%) = 57,

Ja calculamos antes gue existem 6, 18 e 3 sequencias em 5(3,3)

com 3,2, e 1 simbolos distintos respectivamente. Note que
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3 X 6 + 2 x 18 +1 % 3 = 57,

como previsto pela formula.
Dividindo a soma ponderada dos f({n,k,d) obtida acima

k = - ! .
por n , gque e o numero total de elementos ep $(n,k) obtemos

(IIX1.2.c) PROPOSIGAO: O valor esperado para o niumero de simbolos

distintos nas seqiiéncias de §(n,k) &

n[l—(ﬂ-;—l-)k.{j

E interessante calcular o limite deata expressao dividida

POr 1  no caso em gue k=n —> w:

1im[1-(1—1)“]=1—1=e"1.
L 1<)

>+ e
~ -1 .
A fragao EE— representa aproximadamente ELELEl para n grande,
onde E(n,k) & ¢ wvalor esperado do numerc de simbolos distintos

e~ . . e=1
nag sequencias em S(n,k). Foi a curiocsa resposta T que tinha-

mos em mente para a pergunta titule desta segao.

NOTAS

Derivar uma fungao geradora e calcula-la no-poanto 1 e
uma técnica geral para se obter valores esperados de experimentos
aleatdorios discretos. Assim, o mdtodo de solugao apresentado mnesta
segdo nada tem de particular. Observe que em tais caseos, o proble-
ma fundamental & o de enumeracao de subconjuntos especiais: "quan-
tos de tal tipo?", Isto porque o nimero total de possibilidades usu
almente & facil de ser computado permitindo calcular as probabili-
dades. Reflita também no poder desta téenica que permite, no exem-
Plo que apresentamos e eém muitos cutros, expressar o valor de uma
soma "maluca" de maneira t3c coneisa. Além disso a caracteristica
curiosa de tais problemas & que as parcelas da soma sao trabalhosas
de computar, veja o corolario (ITI.2.B). No entanto, para encontrar

a soma simples precisamos primeire descobrir as parcelas complicadas!
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Podemos tambeém encontrar a variancia [ME 1] de um expe-
rimento aleatorie discreto a partir de uma funcao geradora g que
nos diz: "tantos casos de tal tipo". E suficiente calcular [KN 3,

pg 37| o wvalor
" ' Y W2
g" (1) + g' (1) - (g' (1))
e dividir pelo quadrado do nimero de casos. Em nosso exemplo temos

g(y) = Z £(n,k,d)yd

a>1

para n e k fixes

Efetuando os calculos encontramos para a variancia o valor

—%E [?(n—l)k nk - (n—l)Zk + n(n--l)(n-2)k n ].
n



-108-

III.-3 “TEOREMA EXPONENCIAL E GRAFOS ROTULADOS

Suponha que (C,%,<) @& um prefab, P o conjuntc de pri-
mo e T & um peso multiplicativo para . Se as condigoes seguin-

tes forem verificadas, (C,x,k,7) & chamada um prefab exponencial:
(d) Para todo pgP e n >0

(dl) a,bep" implica w(a) = w(b) = (w(p))"

.
Gy 17 - —2ED
(x(p)) mj}

4 restrigao (4 € automaticamente satisfeita se o peso & total-
mente multiplicativo, isto &, se cga % b implica w(c)=n(a) w(b},
para todo a,b independentes de serem primos ou nac. A restrigao
(dz), ao ser comparada com ¢ axXioma _(cz) para prefabs, diz intui
tivamente que multiplicar primos iguais & como multiplicar primos
desiguais, exceto pela confusao que faz aparecer n! vezes o mes-
mo produto em pn, e daf a diviszo por n!.

0 teorema seguinte di uma expressao elegante para o in-
ventario de G em fungao do inventario dos primos para prefabs ex
ponenciais. Este teorema explica, em parte, a freqiiéncia com que a

fungac exponencial aparece em problemas de enumeragao.

(III.3.a) TEOREMA EXPONENCIAL: Se (C,4,%,T) & um prefab exponen-
cial com conjunto de primes P, entzo

) Ian’ﬁ(C) = exp[Ian,ﬂ(P)].

PROVA: Observe que um prefab exponencial satisfaz as condigoes do
teorema basico (III.1.6). (A reciproca nac & verdadeira, veja o

exemplo tratado ma segao III.2.)
Pelo Teorema (III.1.6)

i T(p") ;. n
Ian,ﬂ(C) = 11/ —E_= fp"] .

I
pekP nzo K(P )
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Como temos um prefab exponencial
n
(™ = (r(pN"

nl - K En)

|p
(c(p))™ n!

>

e introduzindo estas relagoes obtemos

Iav, (C) =W Z (m(p)"

n ¥
peP b 230 (k(p)) mi
_ T(p)
= ERAPITY
PEP

]

o

L
b=l
Al
L
o
Nt |

- exp [Ian.ﬂ(P)].

demonstrande o teorema. [J

Vamos, no resto desta segEo, construir um prefab (facil-
mente extensivel a um prefab expomencial por escolhas obvias de fun
goes pesos) bastante geral. Este prefab & usado para resolver pro-
blemas de enumeragaoc aparentemente distintos como por exemplo:
Quantas particoes tem um conjunto de n elementos? Quantas das
permutagoes do grupo simétrico Sn t%m exatamente k ciclos? Quan

tas permutagoes em s, nao teém ponteo fixo?
(ITIT.3.b) EXEMPLO: GRAF0S ROTULADOS

¢ & um grafo bem 1ofufado se os |V(G)| = n vertices de
€ sazo identificados pelos nimeros 1,2,...,0. A priori, nao hé-ng

da especial acerca dos sImboelos 1,24+..,0. Certamente os grafos ro
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tulados com a,b,c estac em bijeg¢ie natural com os grafos rotula
dos com 1,2,3. No entanto, por questoes de referdncias e para
aproveitar a "ordem natural dos naturais" introduzimos o conceite
de grafo bem rotulado. Dois grafos bem rotulados sio iguais se e
gomente se a bijegao natural entre seus vértices gue, para tedo
i, manda o vértice i nmo vértice i, pode ser complementada por
uma bijegac conveniente das arestas de forma a constituir um iso-
morfismo de grafos.

Seja ¥ o conjuhto de grafos bem rotulados (com nmumero
finito de vertices). Vamos construir um prefab com base em P que
para muitos pesos Uteis & um prefab exponencial. Os primos do pre
fab sac os grafos bem rotulados conexos. O elemento neutro para
# & o grafo rotulado vazio que tem sua existencia postulada exa-
tamente para este fim.

Para definir a composigao multivada x de dois grafos
bem rotulados, precisamos intreoduzir alguma terminologia.Para um
inteiro positive k seja oo conjunto {1,2,...,k}. Para cada
A, subconjunto finito nao vazio de N\{ 0}, considere a fungao bi
jetiva

:Nl —> A

Pat Nla|

definida para i€ NI por

Af
DA(i) € o i~&simo elemente de A.

Se G & um grafo bem rotulado e A € um subconjunto

dos inteiros positivos com IAI = |V(G)|, entao G(A) & o grafo
rotulade obtido a partir de € trocando o rotule de vertice i
por pA(l).

A definigZo de % & a seguinte. Para G, G,y € P,

G, * 6, = {Gl(A)u 6,(4) : AC NIV(G1>1+IV(G2)I

e [a] = lveep]},
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onde a uniao (disjunta) dos dois grafos Gl(A) e GZ(K) significa
o grafo cujas componentes sao as componentes de GI(A) juntamente
com as componentes de GZ(K). Evidentemente, o complemento A de

A & tomado com relagac a
Mive ) |+1vie) ]
1 2

Note que na definigao acima podemos ter subconjuntos A

e A' diferentes, dando origem ao mesmo grafo. Por exemplo, sejam

1 2
G1

|

Temo s

|

[Er
£~
L=
[
U

Gl({1,4}) v GZ({ 2,3,5h

|

=
wn
(X}
w
~

GIG 1,5}) wu sz 2,3,4D

e embora A ={1,4}, A" ={1,5} sejam diferentes, os grafos bem
rotulados resultantes sao evideantemente iguais,

Como Gl * G2 2 um subconjunte {(nac um . multiconjunto) de
grafos bem rotulados, estas diplicatas devem desaparecer e sb deve
mos consevar um grafo de cada tipo, No exemplo de G; e G, dado
acima embora hajam em principio 2;3) = 10 candidatos para ele-
mentos de Gl % G2 50 6 gao diferentes depois de eliminadas as
duplicatas. Um exercicio simples, porem @til para ajudar a compre-
ensao da definigao de G, % G, en geral & encontrar os 6 grafos
bem rotulados que aparecem no caso particular mencionado.

Um fato importante & o seguinte: duplicatas em G, * G,
56 sao possiveis no caso em que G1 e G2 nao forem coprimos. Se
as compounentes bem rotuladas sao diferentes, entao duplicata &
impossivel, pois nac podemos "confundir," para A#A' uma  compo-
nente de Gl(A)u GZ(K) com uma componente de Gl(A')U Gz(K').Veja
no exemplo acima que treocamos as componentes constituidas, cada

uma, por um dnico vértice rotulade 4 numa delas e 5 na outra. Se 2
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ordem das componentes fosse levada em consideragao, nao haveria du
. , u

plicatas.
A observagao acima nos induz a definir a fungao corretiva

K como
k(G) = |v(&)] !

Com esta definigaoc o axioma (c,) & (trivialmente) satisfeito e

. i
para G1 e G2 coprimos

e )i +|v(e,) ]

% G } =

le 2

L tvie) |

(Jvee) | + [v(e,) [)!

|V(Gl)] Pl
K(G1 % GZ)
K(GI)K(GZ)

verificando o axioma (c,).
Para verificar a comutatividade de % sejam G1 e G2

grafos bem rotulados. Se GE G1 % Gy entae existe

AN iya+lvee,| » 1Al = I7ep]
tal gque
G = 6,(A)U 6, (B)

onde B & o complemento de A em N . Comec a uniao
P |vee ) [+[v(e)) ]

de grafos & comutativa,
€ = G,(B)V G (a)

e portanto GE¢ G2 *-Gl’ concluindo que Gl % ng G2 * Gl' Do mesmo
modo se prova a inclusaoc inversa. Logo Gy * G, = G, * Gl.provando
a comutatividade de %. A prova da associatividade & um pouco teeni

ca e por isto a enuncamos sob forma de proposigzo para futura re-
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ferencias.

m

(IITX.3.c) PROPOSICAO: A composigao % de grafes bem rotulados

associativa.

PROVA: Sejam Gl’ G2 e G3 grafos benm rotulados com Vi Yy e

v. vértices respectivamente. Por definicgao,

3

GE(Gl*GZ)*GE.'

significa que existem partigoes (A ;,A,) de N e (A ,4,)
1°72 v1+v2+v3 3%

de N .tais que

vitva

G = (GI(A3)l)G2(A4)) (Al)lJG3(A2)
= Gl(pAl(A3))U G2(DA1(A4))U 33(A2)-

. 8eja A
VotVq 5

o complemento de Dl(A3) em Nv1+v2+v3' Podem?s entao eserever

Observe que (p, (A4)’ Ay) & uma partigaoc de N
1

1

IO

- ' -1 -
G = Gl(pAl(A3))ll(G2(pA5 pAl(Aa))U Gy (p,

Desse modeo, existem partigoes (Bl,Bz) = (pAl(A3), As) de Nﬁfﬁh+v3

B = .
e ( 3,34) (OAS pAI(Ah)’ DAS(AZ)) de Nv2+v3 tais que

G = Gl(Bl)U (G2(33)u G2(34)) (Bz),

e isto significa, por defirigao, que GE€ G, * (6, = G,). Assim coen

cluimos

(G, = GZ) # G3<_'_' G, * (r;-2 % (;3).

1

A prova da inclus@o inversa & inteiramente gnaloga. [J
Uma vez que o elemento neutro para =* & o grafo bem ro-
tulado vazio, temos comprovado para (¢, %,x) os axiomas tipo (a)

e (c) de prefabs.
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0 axioma (bl) que diz respeito a fatorizagao unica E
verificado da seguinte maneira. Seja G um grafo bem rotulado e
Gl’G2"°"Gk as suas componentes cujos conjuntos de rotules sao
respectivamente, RI,RZ,...,Rk. Para i=1,2,...,k, seja Hi o gra
fo bem rotulade obtido a partir de Gi trocando o‘;atulq T -por
p_l(r). Desse modo S -

R.
i

Gg Hl * Hi*"‘*ﬁk

e & uma verificagao £3eil, que deixamos para o leitor, ‘comprovar
que o produto acima e Unico a menos de ordem. ‘
Para verificar axioma (bz) que diz respeito a fatori-

zagao estritamente Unica.seja

— K, o ks
cef [ 2t = T?f'qj' ’
: i=1 j=1 .
onde os grafos bém:rotulados Bis e Qgs sao todos distintos.
Isto significa que existe uma partigao unica (Al.AZ,...,Ar) de
r
{1,2,..., 3 IV(Pi)I} e uma partigao iUnica (31‘32""?35) de
i=1
s
{1,2,..., !v(qj)]}, tais que
j=1
T - s ‘
ce| ) 2,0 ) (1 0, (8] -
i=] j=1

Note que o primeiro desses grafos pertence ao produto dos P{s e
que o segundo pertence ao produto dos Q;s. Assim o axioma (bz)
E satisfeito e podemos concluir quase que integralmente o seguinte
lema: '

(IT1.3.d) LEMA: 0 conjunto ¢ de grafos bem rotulados, juntamente
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com a composigac % e a fungao corretiva «(G) = |[V(@)|! & um
prefab que satisfaz o ' T ot
LY k (6™)

le -
(k(G))

para todo primo G, -

PROVA: Desde que ja vimos que (J,x,k) & um prefab, o que nos res
ta mostrar & que a igualdade acima (que & o axioma (dz) para pre
fabs exponenc1als) g satisfeita. Se € & um primo, iste g, G e

um grafo conexo bem rotulado, ‘entao o produto de u cbpias iguais

a G tem cardlnalldade.

|G % G %...46] = (n: V(g)')!.
|V(Q)| n!

A melhor maneira de verificar esta igualdade & comvercer-se de que

com a ordem dos fatores considerada cada elemento do produto esta

em bijegac natural com uma partigao de {1, 2,...,(n|V(G)!)} em
n partes de |[V(G)] elementOS cada uma. Ex1stem '
(n. V(G) !
v " :

tais partigoes. Ao eliminarmos a ordem, dividindo por n!, obtemos
a expressac a direita de G % G *...xG. ’

Assim qualquer grafo conexo bem rotulado G satisfadc

|Gn’ - (n V(G)l)!

lvie)|®
k (G
{c(e))™ !

e o axioma (dz) esta comprovado. [J
Podemos escolher a fungao peso 7 de diversas manei-

ras, de forma a tornar (P,%,xX) um prefab exponencial:
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(IIl.3.e) EXEMPLOS: Seja Tm(G), onde Ge P, igual a x|v(G)]. En

tdo T & totalmente multiplicativa para a composigaoc de grafos

bem reotulados e (Y,%,k,T) & um prefab exponencial. 0 mesmo e
k
tvie) | y]A(G)[ ou T(E) = V@] 5 ©)

onde k(G)}) & o numero de componeﬁtes de G.

verdade tomando T{G) = x

(III.3.f) EXEMPLOS: Seja wF o subconjunto de ¥ -formado pelas

florestas bem rotuladas . Entao com qualquer dos pesos do
exemple acima, (¢F,*,K,ﬂ)- & um préfab exponencial. Seja b, o
subconjunto de Y cujas componentes sao poligonos bem rotula-~

dos . Entao (p,s*,k,T) & um prefab exponencial. Seja ¥, o sub

conjunto de ¥ cujas componentes saoc grafos completos bzm rotu-
lados . Grafos simpfes saoc grafos onde cada aresta tem duas extre
midades distintas e dados dois vértices distintos eles sao extre-
midades de no miximo uma aresta. Um grafo & compfefo se & simples
e cada par de vertices distintos saoc as extremidades de uma ares-
ta. Aqui novamente, (wk,*,K,ﬂ) 2 um prefab exponmencial.

Os exemplos dados acima com ligeiras variagoes sao uti-
lizados na proxima 'segiao e por isto eles devem ser bem entendidos.
Verifique que cada um deles satisfaz o axioma (dl) para prefabs

exponenciais.
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III.4 - APLICAGOES DO TEOREMA EXPONENCIAL

Queremos nesta secao mostrar o papel unificador que o

teorema exponencial juntamente com os prefabs baseados em grafos

rotulados desempenham em enumeragaoc.
PARTIGOES DE CONJUNTOS

Seja Nm ={1,2,...,m}. De quantas maneiras distintas po-

demos particiomar Nm? Seja wk’ como definido num exemplo de
(III.3.£), o conjunto dos grafos bem rotulados cujas componentes
saoc grafos completos. Obviamente existe uma bijecac matural entre

os membros de ¥, com m vertices e as particoes de N .Por exem

plo,
5 3 4 - 10
®
9
1 7 2 6 i)
est3 associado & partigao {{1,5.7}, {3,4,6,2}, {8,10}, {9}} de
My e ‘ o
10 .. _ lvee | .
Definimos, para Gé& wk, m{G) = x . Como mencionado

em (III,3,f), (f) s %>K,T) & um prefab exponencial, Por, definigao

de T, sabemos que
m 1
[x ] {m? [Ian,ﬁ(wk)]}
2 ¢ numero procurado. Pelo teorema exponencial,

Inv (wk) = exp[Ian,“(Pk)J,

KT
onde Pk & o conjunto de primos de V., isto &, o conjunto dos-
grafos completos conexos e bem rotulados. Ora, © inventario de
Pk & trivial de se calcular, porque, para cada -m>l 50 existe
1 elemento de P com m vertices. Assim,

k



- m(G)- Ce ‘
Ian,w(Pk) - zg: k(@) _ ' S

. n-
8%,

Usando agora o teorema exponencial.obtemos -

(III.4.a) TEOREMA: O nlmero B_ de partigoes de um conjunto com

-
m elementos e

. s Yoo o~
Note que gc, o coefjciente de x , 28 1 que corresponde

3 Unica partigao do conjunto vazio-

Vamos obter agora uma recorrEn%}a para calcgular osBm S,

€ —1. Derivande f obtemos

que sdo chamados kiberos de Befl. Seja £(x) = e
£'(x) = E(x).e.

Multiplicando poer x e introduzindo os somatorios correspondentes

as fungoes geradoras exponenciais,

<™ ‘ xs'n'!-l . <D
mB -~~~ = B ~— =
m mi m m! me

n>l n>0 m>0
m m
=§B X =
m-1 (m-1)! ’ m!
m>1 m>0
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Para m>l fixo, se multiplicarmos por (ﬁ-l)!' e igualarmes 0s

.. : m I
coeficientes de x obtemos,

Fazendo n~m-1 e k=m-1-j, obtemos, -

(III.4.b) COROLARIO: Os nﬁmerd§ de Bell satisfazem 2 seguinte re- .

correncia

i \

)B , n>0. O
. =

——
=]

.Bn¥i = I
k=01 %k

Utilizando esta recorrencia encontramos,
n "B
n
1
-1
2
5
15

52
203

[N T, B L B L I A e =]

DESARRANJAMENTOS

Uma permutagac p de Nm ={1,2,...,m} tal que p(i}¥i
para todo i em N g chamada um desarranjamento. Qual @ o nu-
mero de desarranjamentos em Nm?

0 prefab que utilizamos aqui tem como base uma ligeira
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variagao de p,» mencionado no exemplo (EII.3.£). Seja wi o con
to junto dos digrafos (grafos com setas dirigindo as arestas)} bem
rotulados, cujas componentes sao poligonos consisteﬁtemente diri-
gidos com pelo menos dois vErtices. Existe uma bijegao natural en
tre o5 elementos de wi com m vErtices e os desarranjamentos de

N - Por exemplo a permutacac cujos ciclos sao
(1,5,3) (7,6) (2,4,8,9)

‘ R 1
corresponde ao seguinte membro de wcz

Seja w(G) = xlv(G)l para G¢ wt. Agora o leitor ja nao deve ter

dificuldades de concluir que
1
(lpc’*9Ks1T)

2 um prefab exponencial. Os primos deste prefab sao os poligonos
dirigidos bem rotulados e existem (k-1)! deles com k vértices.

A resposta da mossa questao &

m 1]
[x ] {m! [}an’ﬁ(¢c)]}:
e pelo teorema exponencial, onde Pi & o conjunto dos primos de

v,

c

Ian’Tr(llfi) = exp [Ian,“(P]C")]

k
exp (k-1)1 2| =
k!

k>2
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XZ x3 4
= exp(-i- + —3—- + T +,‘,.)
Mas,
X2 3 - -1
x + S 4 %r +.e. = = fnfl-x) = Lgn(l—x)] .
Assim,
v, (BY) = exp { [£a(1-0) |71 =x
KyT
-X
-2,
1-x

Se denotarmos por dm o numerc de desarranjamentes de

Nm temos entao

’ n
m a0 X n
= m [x] E -1 n' 2 *
n>0 n>1

m 1]
=nl 3 (1)

n=0

Note que o somatbrio acima & formado pelos primeiros m+l termds

no desenvolvimento de e-l. Portanto nao & dificil de provar
(III.4.c) TEQREMA: O numero d de desarranjamentos de
N ={1,2,+..,m}
£ o inteiro mais proximo de m!/fe. O
NOMERO DE INVOLUGOES

Uma permutagao & chamada de {nvolucdo se & igual a sua
inversa. Queremos agora encontrar o nimero im de involugoes de

s » grupo de todas as permutagoes de {1,2,...,m}. Uma permutagao em
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S, e uma involugdo se e somente se a sua decomposigao em ciclos
tem sdmente ciclos de comprimento 1 ou 2.

Seja wz o conjunto de grafos bem rotulados cujas compo
nentes sao poligonos contendo 1 ou 2 vértices. Existe uma bijecao
natural entre os elementos de wi tendo m vertices e as invo-

1ugaes de Sm. Por e%emplo,

Voo

esti associado 3 involugao (15) (3) (4) (26). Seja m(@) =x V@I,
Desse modo temos um prefab exponencial
2
(W s%,x,m),
e o numero im que queremos &
s o m ' 2
i I:x:l m! [Ian’,n_(lch)J .
2

- . . 2 2, _ X
Seja P_ o conjunto dos pr}mos de wc. Note que nnk’“(Pc) X+ 5

{(existem apenas dois primos).
Usando o teorema exponencial cencluimos
2

2, X
Invk’ﬂ(wc) = axp(x + TT)'
Assim,
(III.4.d) TEOREMA: O niimero de involugoes em S, ¢

2
im = [xm] m! [exp(x + 3{5-)] O

Agora vamos obter uma recorrencia que permite o cilculo



simples dos in's- Seja
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X2 E inxn
5 = 7

i(x) = exp(x +
nEO f
Note que i{x)} satisfaz 1i'(x) = i(x) (l+n) e que io=1. Logo,
xn-l «D
n in T = (l+x) i —
=S| ! = n n!
E i
n n=-1 n
= + .
R Bt L
Fixando  mn=m>l, multiplicando por "m! e igualando os coeficientes
de x" obtemos
(I1I.4.e) COROLARIO: Os almeros i 's de involugao em s~ satis-

fazem 34 seguinte recorreéncia

0s primeires 15 valores de 1

m

[ R - O ¥ B - o R I

11
12
13
14
15

N o= B

10

26

76

232

764
2620
9496
35696
140152
568504
2390480
10349536
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ERVORES ROTULADAS

Un grafo bem votuladeo conexo e sem poligonos & chama-
do, nmaturalmente, uma arvore bem rotulada. Quantas arvores bem ro
tuladas existem?

Seja wF como definido no exemplo (I1I.3.f) e

m(e) = x! V(&

para G¢€ wF. Usando que (wF,*,K,ﬂ) e um prefab exponencial pode

mos escrever
Ian’w(w) = exp[Ian,ﬂ(AF)J,

onde A € o conjunto de primos de ¢F, isto &, o conjunto das

F
arvores bem rotuladas. No entanto usando esta idéia cheganos a
um impasse, pois nao hia maneira simples de expressar o nimero de
florestas bem rotuladas a partir deo de Arvores bem rotuladas., Is-
to nos induz a considerar florestas bem rotuladas oom naizes, is-
to &, um dos veértices de cada componente da floresta bem rotula-
da, & distinguido, digamos, pintando-o com uma cor diferente das
dos demais. Seja w; o0 conjunto das florestas bem rotuladas con
raizes e P; o das arvores bem rotuladas com rafz, Se wmantiver-
mos os vértices ralzes fixos na re-rotulagdo que define a composi

950, observamos facilmente que
T
(wF,*,K,ﬂ)

- - . r . . .
e tambem um prefab exponencial e que PF € o seu conjunte de pri
mos.

Denotemos por

n
r _ X - r
FGa - E Fa T = I0% o (p)

n>0
r 2{: xn r
AT (x) = An E—:— = IIH‘FK_’TI,(PF)
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as fungoes geradoras exponenciais (por nimerc de vertices) para
as florestas bem rotuladas com ralzes e as arvores bem yotuladas
com raiz.

Pelo teorema exponencial,

Fiex) = exp(aT(x))

e agora podemos expressar Fr em fungEo de Ar. Uma floresta bem

rotulada com raizes tendo n vertices da origem a n+l arvores

bem rotuladas com raiz, ao adicionarmes um novo vertice rotulado

n+l, ligando-o as raizes de cada componente da floresta e esco—
lhendo cada ponto da arvore resultante como uma possivel raiz.
Este processo & invertivel. Assim, (n+1) Fn - An+1' Para utilizar
esta relagao, multipliquemos a identidade das flerestas, acima,
POT X,
. A LS
xF (x) = z Fn =
n>0
k xn+1
- E (a+1) Fy eIyt
n>0
n+l
= A . S
n+l (n+l)!
n>0
P
= An T = Aflx).
n>1

Desse modo obtemos a seguinte equagzo funcional para Ar:
Ar(x) = x exp(Ar(x)).

Esta equagao funcional foi originalmente obtida por Polya [PO 1]
¢ & exatamente a que resolvemos no exemplo (I.3.e), para ilustrar
0o uso da £ormula de Lagrange (enunciada sem prova come teorema
(I.3.d)). A solugao &



e assim podemos enunciar

(III.4.f) TEOREMA: O nimero de arveores enraizadas com n vérti-
- - . - n-1
ces e com rotulos nos vertices e n . 0

(IIT.4.g) COROLERIO; 0 niimero de arvores bem rotuladas com n var
n-2 -

tices & n
PROVA: Cada arvore com n vértices, bem rotulada corresponde, fa
zendo a ralz variar entre os n 'vértices, a n Aarvores bem Totu
ladas com raiz. Assim para obter o nimerao daquelas, dividimes o
numero destas por n. U

A descoberta que expresEEo do nilmero de arvores bem ro-
tuladas com n vertices e nn—2 fai feita por Cayley ainda no
seculo passado. Existem muitas maneiras de se chegar a este resul
tado. No exercicio 10 propomos uma maneira algoritmica - bastante

interessante, conhecida como ecddigo de Pafifer.
PERMUTAGOES COM K CICLOS

Nesta subsegao vamos encontrar o nimero C ik das per-
L]
mutagoes em Sn com exatamente k ciclos.
Seja wc © conjunto dos digrafos bem rotulados- cujas

componentes 5ao poligonos consistentemente dirigides. (A diferen-—
ga para wc (considerado quando tratamos desarranjamentos) & a

de que agora permitimos poligonos de 1 s3 lado. Seja
n(e) = x|V(EI] jk(C)
como definido em (EII.3.e). Obtemos um prefab exponencial
(wc’*'Ks“)f

Usando a mesma id2ia dos desarranjamentos, ¢c est® em bijecao na

tural agora com todas as permutacgoes em



Seja Pc o conjunto dos primes de wc' Temos

Ian,ﬁ(Pc) - Kk (G)

n
- (n-1)1 2,
Il

n>1
. 0
uma vez que existem (n-1)! primos com pesc :;#u Simplificando

= ¥y 2
Ian,w(Pc) E o ) - o

n>1

podemos escrever

= -y £n(l-x),
Usando o teorema exponencial obtemos
Ian,ﬂ(wc) = exp[-y Zn(l-x)]
= (1-x) 7.

Expandindo (l-x)"y pelo teorema binomial (enunciado antes de

-y
(1-x)"7 = Z -nt x°

n>»0 n

(I.2.a)) obtemos
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yen-1y |
= Z -1 -t x"

n>0 a
y+n-1
> )
= X
. n>0 n
. .
a= [(}Hn-l) (y+n—2) s e. (y+1) (y)] ;:._
n>0

Assim obtemos

(ITI.4.h) TEOREMA: O nilmerc de permutacdes em §, com exatamen-

te k ciclos &

I -
cn.k = [y} y(y+l)...{(y+n-1)),. O
A partir desta exp:essao, podemos calcular és coefi-
cientes ¢,.x Yrecursivamente. Para isto, seja fn(y) a expresg-
]

sao entre chaves acima.. Claramente, para =n>1,

£ = ) (),

ZXkn
[ ] n+1(37)} = [yk] {fn(y)-(yfn)}

logo, para k,

ou

= cu,k—l + nc

cn+1,k n,k

Os valores de fronteira desta recorréncia sao cbtidos diretamente
do que os cn,k's contam. Como o numero de membros de Sn ten-
do n ciclos @ 1, (correspondendo i permutagaoc identidade) temos
para n>l, C— 1. 0 numero de permutagoes em §, tendo 1 ci-

clo (permutagEes circulares}) &8 (n-1)!. Assim, para n>l, < —(n—l)!
D

Estas observagoes nos dao o seguinte esquema de recorrencla, de
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onde 0S5 nNUmeros e k's podem ser facilmente obtidos:
r

(I1I.4.i) COROLARIO: Os nimeros c. k's de permutaéaes em %1 com
?

k ciclos satisfazem 2 sepuinte recorrémncia:

= - 3
h,1 (n=1)¢ s n>1
“a,n, =1 ,n> 1
cn+1,k = cn,k—l + n cn,k’ 1< kgn,

Usando estas relagoes construimos a seguinte tabela dos primeiros

Cn,k s
K 1 2 3 4 5 6
n
1 1 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0
3 2z 1 C 0 0 )
4 6 11 6 1 0 o
5 24 50 35 10 1 0
6 120 274 225 85 15 1

Como era de se esperar, a soma das entradas da n-ésima linha des-—
ta tabela @ nl. ’

INDICE DE CICLOS DE sn

Vamos agora usar o teorema exponencial para obter certos
polindmios que sao muito iteis no capitule V.
A cada permutagao & es, associemos o monomio em n va

ridveis

bl(a) bz(a) bn(a)

wla)= Xy %, R N

onde bi(d) & o nimero de ciclos de comprimento i na decomposigao
dé o em ciclos disjuntos. Queremos calcular o polinomio

1 n
Yn=ET- UJ(OL)Z

o€ Sn
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que & chamado de Zindice de ciclos ge S, Indices de ciclos de
grupos de permutagoes sao fundamentais na teoria de Polya, trata-

da no capitule V. Para encontrar Y,r se o€ Sn definamos
(o) = w(a)zn,

e identificande o com um conjunto de poligonos obtemos um prefab
exponencial (w;,*,x,f ), onde wc, * e K sac os mesmos do exem~

plo anteiror. Desse modo

Y, = [zn:l n! [;]'T Inv:c,'rr—' (wc)]

- [sz Inv, (b))

temos para o inventario de P
Xy
n
. (P = _—
Ian'“-( c) =
n>1

Com o peso 7'

(Note o fato curioso de que a Unica diferenga do inventario do mes

. . - n - B
mo conjunte com o pese T do exemplo anterior e que X e aqui
subgtitulde por x_.)

Usando o Teorema exponencial e o valor acima para Yo

(ITI.4.3) TEOREMA: O indice de ciclos de § e

Comc feito nos exemplos anteriores deduzimos agora como

um corolario uma recorréncia para os Yn‘s- Seja
mn
Z : 25 x
f(z) = axp — .
m
\m> 1

Derivando e multiplicande por =z obtemos
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f(z)z me .
m

m>1

z£' (z)

- m
Igualando os coeficientes de =z concluimos

(III.4.%) COROLARIO: Os indices de ciclos Ym's, dos grupos sime-

tricos, satisfazem a seguinte recorréncia:

Utilizando esta recofrancia, obtemos sem difilcudades
LT |
_ L2
Yy = 3 xptey)

U S
Yy = 5 " (x1+3x X +2x3)

271
1 4 2 2 4
Yy, = 9% (x1+6x1x2+3x2+8x1x3+6x )
- i (x5+10x3x +15x% x2+20x2x +30x%x.x, +20x.x_ +24x_)
Y5 ¥ 120 ‘M1 1%2 1%2 1%3 1%4 2%3 57¢

Estes polinSmios desempenham papel relevante na enumeragao de gra-

fos e digrafos, como mostramos no capitulo V.
EXERCICIOS

1. Quantas involugGes sem ponto fixo existem em 5,7 D& a resposta

sob a forma de recorrencia.

~ - ~ - . -
2, Mostre que o nimero de permutagoes em Sn que nao tem' ciclo im

‘par &
1

[xf] nl gl-xzyz
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Generalize o exereiéio anterior mostrando que o numero de per-
mutagoes em Sn cujos ciclos tem comprimento multlplo de um

[xn] n! (l—xk)]'/k A

Encontre a fungao geradora exponencial para ¢ niimerec de permu-

certo k @

tagoes em Sn com k ciclos nenhum dos quais tem um ponto fi

X0.

Deduza uma recerréncia para responder ao exercicio anterior e

encontre o numero de permutagaes desejadas para k=3, n=7.

Quantas partig¢oes de um econjunto com n elementos existem com
a restrig¢ao de que as clasgses das partigSes tem 2 ou 3 elemen

tos.

Quantas permutagces em S10 satisfazem a propriedade de que o©
seu cubo & a identidade? D3 uma resposta numerica d esta peg-

gunta.

Baseando~se na dedugao da formula para B~ dada no teorema
(III.4.2) convenga-se de que o nfimero S: de maneiras distin-
tas de se colocar =n objetos em k caixas ordenadas sem que

nenhuma fique wvazia &

£ B o)

(Nota: os nimeros s sao chamados de nimeros de Stirling de

segunda espacie,)

. - k . .
Aceitando a formula para Sn dada no exercicio anterior mos-

tre que
Sk - Sk—l + k SK
n+l n n
e que
sl o s? =,



10.

I1.

12.

13.
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Tente provar estas identidades diretamente da interpretagac com-

binatorial de Sz.

Seja 4 uma arvere cujos rotulos dos vartices sao {1,2,...,n}.
Remova o vertice pendente tendo o menor rétulo e escreva o rotulo do  seu
Unico vizinho. Repita este ProCcesso com a arvore resultante,
at® que reste uma Arvore com so um vértice. Isto associa A ar-
vore original A wuma sequéncia de n~1 nbmeros chamadeo L0

dadigo de Priifer de A. Prove que

(a) O cddigo de Priifer de A caracteriza A univocamente.

(b) Dada qualquer sequéncia (al,az,...,an_l) tal gque

1< a;¢n e n, existe uma Unica arvore com

a
n-1
este codigo de Priifer.

- . n-2 .
(¢) Prove a formula de Cayley: existem n arvores ro

tuladas com n vartices.

Prove que o5 nlmeros de desarranjamentos satisfazem as seguin-

tes recorrencias

n
dn =1 dn-l + (-1)" , n>2
dn = (n-l)(dn_2 + dn_l) n>3
: 1 P -
Prove que dn = L:; + zJ € lmpar se e somente se T e par.

De quantas maneiras distintas podem n casais dangarem simul-
taneamente numa festa com a restrigac de que nenhum homem dan-

¢a com sua esposa?

Construa um prefab analogo ac da segao (III.2) e use o teorema
multiplicativo (III.l.b) para dizer quantas palavras de compri
mento n nas letras a,b existem onde cada uma delas ocorre

un nimero Iimpar de vezes.
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CAPITULO. IV
INVERTER PARA CONTAR
IV. - A FUNGAO DE MUBIUS

Neste capitulo vamos explerar uma idéia das maisg anti-
gas em enumeragac: a de que em muitos casos & possivel atravas do
conhecimento de'somas se obter as parcelas. 0 exemple trivial dis
to @ que conhecendo a soma dos i primeiros termos de uma série
1< i< n, & possivel encontrar a sequéncia dos termos. Extensoces
desta ideia, no contexto de conjuntos parcialmente ordenados em
geral, formam 2 base para tecnicas importantes em enumeragao. In-
troduzimos a seguir alguns conceitos que conduzem a definigao da
fun¢ao de Mdbius, que &, conceitualmente, a id&ia central do ca-—
pitulo. )

Seja P um conjunto parcialmente ordenado, ou posetd (do
ingl&s "partial ordered set"). Isto &, existe uma relagaoc binaria
" em P, que & rveflexiva, antisimétrica e transitiva. Uma ze-
lagaoc R & antisimeiaica se xRy e yRx implicam x=y.

Sejam i;y elementos de um poset (P, i) tais que x¢< y.
0 intervale [x,y] @ defimido como

[x,y] ={z2¢pP : x < zf-y}.

P ¢ focalmente finifo se todo intervalo de P tem cardinalidade
finita. Vamos sempre assumir que (P, <) & localmente finito.Além
digso. supomos que existe em P um menof elemento denmotado por O
(zero) tal que 0< X para todo x em P.

Dada uma fungzo
£: P —> R,
podemos definir uma outra fungao

£5: p —> R
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fazendo

£%(x) = Z £(y).

Eyx

. P - .
A matriz zefa § de um poset (P, £} @& uma matriz cu-

jas linhas e colunas sao indexadas por P e onde, para X,y€ P, a

entrada correspondente a (x,y) & .
1 se X< ¥
P
E
X,¥ .
0 em caso contrario .

Em fungdo de EP a definigao de e5(x) & .

s _ P
£°(x) = Z Ep,y EOVO

veP

Comc P @& localmente finito e tem um menor elemento, a
soma acima tem apenas uma quantidade finita de parcelas diferentes
de zero. Se considerarmos agora £ e £% sob a forma de vetores
colunas (de nimeros reais) com as entradas f(x} e £5(x) para

cada x€ P obtemos a equagzo matricial:

E possivel calecular f conhecendo-se £%7 Isto &, se conhecemos
fs(x), %€ P, podemos determinar £(x}, x€ P? Na resposta positiva
desta pergunta se apoia, como mostramos, técnicas muito Uteis de
enumerag;o.

E claro que se EP &z invertivel, entao f= (EP)_l £,
No processo de calcular £ estamos interessados em seus valores
nos elementos de intervales do tipo |[0,x]. Desse modo, & sgficieg
te provar Yue para x€P e P_ = {yeP : y< x} = [0,x], & x a

invertivel.

(IV.l.a) TEOREMA: Seja (P, <)} um poset com 2ero, localmente fini
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P
to e x¢ P. Entido a matriz £ * & inversivel.

PROVA: Seja Ile = n. 0 passo principal desta prova & o de que PO
demos usar os simbolos {el,ez,-.-,en} para rtotular os elementos
de Px de tal forma que

e. < e

—=> i< j.
1 tz

i
Assumindo que isto & possivel, a conclusao da prova & a seguinte.
Considere a matriz £ * com as linhas e colunas indexadas por
{1,2,...,n} onde linha (columna) i corresponde a € Observe que
a diagonal principal de EPX & constituida por 1's pela reflexi
vidade de <. Note tamb@m gue pela rotulacao apropriada, todo ele
mento abaixo da diagonal prinecipal & zero: . se 1 aparece na posigaoe
(i,i), como e; < e, entao i ¢ jﬁ ou seja (i,j) esta acima da
ou na diagonal principal. Assim & X & uma matriz triangular supe
rior com 1l's na diagonal primcipal., Portanto seu determinante va
le 1 e ela e invertivel. A4 prova esta conclulda a menos de mostrar
mes que. uma rotulaggo dos elementos de Px satisfazendo a impli-~
cagao mostrada acima & possivel.

_ Para isto & conveniente representarmos ¢ poset (px, <)
por um digrafo. Os veértices do digrafo sao os elementos de Px e
colocamos uma aresta dirigida (ou 4efa) de y para =z no caso de
¥ £ 2. A caracteristica fundamental de tais digrafos, que represen
tam posets, & que os uUnicos poligonos dirigidos (um poligomo com
todas as arestas apontando no mesmo sentido) t&m apenas uma aresta.
Isto & uma conseqidncia simples da reflexividade e antisimetria do

poset. Na fipura abaizxo representamos por um digrafo o poset

({ a’b’c’d}D { (a'a), (a,b) > (alc) L] (a’d) 3 (b’b)’ (b’d) 3 (c’c)! (c,d), (d’d)})
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.

Nossa tarefa & rotular os vertices do digrafo com os siE
bolos {el,ez,...,en} de forma a que se existe uma seta de ei Pa
ra e., entao i i'j. Para isto comegamos removendo todos os lagos
do digrafo. Um £a¢0 & uma aresta com ambas as extremidades num mes
mo vertice. Feito isto obtemos um digfafo bo sem poligonos diri-
gidos, ou um digrafo acicfico. Uma fonte num digrafo & um vertice
em que nao haz setas apontando para ele; ist@ &, as arestas inciden
tes a ele apontam para fora. Na figura acima, a torna-se uma fon~
te quando o lago incidente a este vértice & removido. .

Todo digrafo aciclico tem pelo menos uma fonte. Se assim
nao fosse, poderiamos retroagir nas 'setas indefinidamente sem re-
petir veértices, o que contraria o fato do niimero de vértices sey
finito.

Damos agora o algoritmo que nos da uma rotulagzo adequa

da: rotule com e alguma fonte de G0 e em seguida remova esta

1

fonte deste digrafo (bem como as arestas incidentes a el). Seja.

Gl o subdigrafo de GO. assim obtido, Repita n-1 vezes este pro
cedimento, rotulando com e, para i=2,3,...,0 alguma fonte de
Gi“l’ deletando em segtida este vértice para conseguir digrafo G+
Congidere agora os rdtulos €585 0 WO grafo original Go'
E facil provar que se existe uma seta de e, para ej, entao i€ j.
Se i>j, entdo existiria uma seta de e, para e no digrafe
6; g
zendo a nossa construggo. Isto conclui a prova do teorema. LJ

Para simplificar as notagoes mo resto deste capitulo va-
mes considerar que P=Qx onde Q & um poset com zero e localmente
finito. Seja também £ = EP = £E'X, Observe que, em geral, a ordem
em [0,x] nao & total.

s funcdo de MGbius de P, py: P x P —> R & definida pe

la matriz inversa de £, iste &,
5-‘(393')

-1 . C
Z o valor da entrada (x,y) de & . 0 teorema seguinte eénsina a

calcular recursivamente esta fungao. Se (P, <) e um poset escre-

e portanto .ej nao seria uma fonte neste digrafo contradi-



-138~

vemes X< y se x< y e x %y, onde x,ygP.

(IV.1.b) TEOREMA: A fungao de Mobius p de
1 se y =
u(y.2)=_-Z H(y,r) se
xfr<z

0 nos outros casos

PROVA; Seja £ =2 matriz zeta de P, isto &,

0 em outro caso,

e B a matriz definida pela fungao | obtida do enunciado do teo
rema, isto &,
5} = ply,z).
v,z Hly,z)
0 que vamos mostrar & que ) = B80F & & matriz identidade. Como 0

e uma matriz quadrada, o fato de £ ser uma inversa a direita im-

P ¢ dada

plica que & de fato a inversa de 8. Veja [HK l, pg 24].

Assim, devemos provar que =1
V¥

ﬂy,z =0 se z ¥ y.

Temos

Hiy,z).
2y

Y:Y z : Y2z Z,¥

Pela definigio de M, o @nico valor distinto de zero na soma acima

€ para =z=y. Assim obtemos { = 1,
Ys¥

Consideremos agora ﬁy 2z com ¥y ¢
]

para todo

z3

por

YeP

e
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= 3] ,
ﬂYsz Z ¥,T gr’z

r
o= Ely,r).
1','52.
Se nao & o caso de y$r, obtemos por definigao #(y,r) = 0. Logo &
suficiente provar que se Wz
Qy’z = uly,r) = 0.
ez

© Provar a segunda igualdade & bem simples a partir da definigao re-—

ﬁy’z = Z wiy,r)

gz

- Z py,t) + uly,z).

Wz

cursiva de u. Temos

Esta soma vale 0 pela definigao de u(y,z). Isto demonstra o teorg
na. OJ | |

Observe que, una realidade, o teorema que acabamos de esg-
tabelecer & uma outra prova de que a inversa da matriz zeta de um

poset localmente finito com Zero existe. Temos portanto,

(IV.l.c) COROLAERIO: Inversaoc de Mdbius. Seja f£: P —> R, gnde
(P, €) & um poset localmente finito com 0. Se f°(x) = EE: £(y),

ysx
f(x) = Z uly,x) g{y

ysx

entao

onde U & a fungao de Mobius para Pp. [J
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(1v.1.d) EXEMPLQ: Scbrejecoes. Para dar um Primeiro exemplo do uso
da inversao de Mdbius, vamos calcular uma fdrmula explicita para o

nimero de fungoes sobrejetivas de N em M, onde N =n e ||=m.

Denotemos por fi} o nimero de partigdes de N (ou qual
quer subconjunto com n elemeatos) em m partes ou classes. Qual
quer sobrejegao o de N em M induz uma partigac-de N em m
classes, cada classe definida pelos elementos que tém a2 mesma ima-~
gem sob o, Alem disso, para cada partigac de N em m tlasses,
podemos, permutando estas classes, obter m! sobrejegses de N

em M. Loge, o numero de sobrejegdes de N em M &

e resta-nos calcular {3}-(03 numeros {;} sao conhecidos como na

meros de Stirling de 22 espBeie.) '
Podemos classificar o conjunto de todas as fungoes de N

em M (cuja cardinalidade & mn) pelas suas imagens. Como toda fun

¢ao & uma sobrejeg;o na sua imagem, obtemos a seguinte formula a

n" = Z [:I | x|

XeH

ser invertida,

Considerandec agora o poset dos subconjuntos de M ordenados por
inclusao, podemos usar a formula de inversao de M3bius. Sejam, pa-—
ra X¢c M,

£5(x) = 1x|™

n
£(X) = |%[1.
X

Usando a formula (dada em (IV.l.c¢)) obtemos
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n
m! = pex,My x|t

XEM

Existem (?) subconjuntos de M com cardinalidade i e a cardi-
nalidade das imagens varia de 1 a n = |N|. Al&m disso, antecipan-
do um resultado provade na segEo (IV.3), quando XCM,
MM\
pix,M) = (-1)1 5-
Estas observagoes implicam a seguinte formula para '{;}:
n

1 m—-i ,m, .n
=E’§:('1) GG i
m

i=1

-l

'Esta equagdo & chamada formula de Stirling.
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IV.2 ~ INVERSAO NO RETICULADO DOS DIVISORES

Histericamente a primeira e uma das mais Uteis, do ponto
de vista enumerativo, expressoes particulares para a fungao de
Mébius, foi obtida pelo prdprio em 1832. Trata-se do caso em que o
poset (P, <) @ o reticulado dos divisofes de um numero  natural.
(Um reticufado & um poset em que cada par de elementos tem um su-
premo e um infimo. Como em anilise, um supreme & um menor majo-
rante e um {H{imo & um maior minorante.) ‘

A fungao u de MSbius assume, no caso em que (P, <) @

Do reticulado dos divisores de n, uma forma simples e elegante.
(IV.2.a) TEOREMA: Sejam k, m< n mnaturais. A fungac y de Mdbius
em Dn & dada por '

-1)7 se klm e se ﬁ & o produto de r primos distintos

Hik,m) =
0 nos outros casos.

Para provar este resultado estabelecemos primeiroc os dois lemas se

guintes.

(IV.2.b) LEMA: Se a,b< n sao coprimos ent3o a funcac Y de Mobius

em D satisfaz
n
u(l,ab) = u(l,a). u(l,b).

PROVA: Consideremos inicialmente o caso em que 2 e b sao primos

distintos. Peleo teorema (IV.1l.bh)

= u(l,ab) = Z wil,ec}

c|ab
c¢ab

= ]'-l(]-’l) + u(lsa) + u(lsb) +
=1 -1-1.

Assim,
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u({l,ab) =1
= {-1) . (-1)
= u{l,a) . u{l,b).

Vamos agora assumir, por hipdtese de indugac que o lema
€ verdade para o produto a'b' onde ala', b|bT e a' b' <€ a b.

Pelo teorema (IV.1l.b) temos

- u(l,ab) = z u(l,ch.

c|ab
cab

Como a e b sao coprimos a soma acima vale

Z u(l,a's)

a'la
B'lb
a'b'< ab

Utilizando a hipdtese de indugao obtemos

- u(l,abk) = n(l,a")s u(l,b")
a'la
b'|b
a'b'#ab

Partindo convenientemente a soma,

- u(l,ab) = Z H(l,a') u(l,b)

a'|a
a'a
+ Z u(i,al U(lsb')
b'|b
b'<b
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+ Z W(l,a™) u(l,b")

alla
b'|b
a'ca
b'<b

As tres somas acima, podem ser reescritas como

= W(l,a) u(l,b) - u(l,a) u(l,b) +

+ Z n(l,a) Z u(l,b)

a'la b'|b
a'<a b'<b

Usando uma vez mais o teorema (IV.l.b) a terceira parcela acima va

le u(l,a) u{l,b)., Assim oEtemos, depois de trocarmos os sinais,
u(l,ab) = u{l,a) pu(l,b)
o que conclui a prova. 0

(IV.2.c) LEMA: Se p < n & um primo, entao a fungao de Mdbius en

D satisfaz
n
u(l,p) =_‘1
u oo
u{l,p ) = 0 , para n>l.

PROVA: Pelo teorema (IV.1l.b),

H(l,p) = - Z u(L,a)

alp
& p

= - u(l,1) = -1,

2 o0 mesmo teoremz nos da,

Para m
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2
ull,p™) = - u(l,1) - u(l,p)
=-1+1=0,
Assumindo agora, por hipotese de indugio que u(l,p") = 0 para

2< m< n, considere u(l,pn). Pelo teorema (IV.l.b),

S (1,p™) = U(L,1) + u(l,p)+.. . +u(L,p" L),

Note que o primeiro termo & direita & 1, o segundo & -1 e a partir

do terceiro todos valem zero por hipotese de indugio. Assim
n
p(l,p ) = 0,

estabelecendo o lema. [J
" Estamos agora em condigses de oferecer uma prova simples

para o teorema (IV.2.a).

PROVA DO TEQREMA (IV.2.a). Inicialmente, pela expressac geral para

U da no teorema (IV.l.b) podemos concluir facilmente gque em Dn,
m
U(k,m) = 1-1(1, E),

‘uma vez que os intervalos [k,m] e [1, E] sac isomorfos como Po
sets. Pelo lema (IV.2.b), se

e e e
m o 1 r
k Py Pgp e-+P
- . -~ m ~
e a fatorizagao de k* entao .
e e e

1 2
H(L, ) = ul,py ) w(lp, M) een(lp By
Pelo lema (IV.2.c), temos entao,

(—l)r se cada ei=1
wl,m) = (i, 3 =

0 se existe ei>1.
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Assim, o teorema estd demonstrade. L]

Damos agora duas aplicagdes da iaversao de Mobius emI%.

(IV.2.d) EXEMPLO: @ problema das palavias circulanes.Considere um

conjunto
A= {al,az....,am}

chamado alffabefo, com m elementos ou fefras. Uma pafavia de com

Primente n & uma fungao
a: {1,2,...,n} —> A,

Duas palavras sao consideradas equiuaﬂentab, ou sao a mesmo pala-

vra cincular, se existe um inteiro p, chamado periedo, tal que
(i) = B(i+p)

onde i=1,2,...,n e a soma & mod 1. 0 que queremos saber & o ni
v
mero de palavras circulares em m letras de comprimento n.
0 periodo primitivo de uma palavra o & o menor intei-

ro p tal que
a(i) = a(i+p)

Para todo i¢{1,2,...,n}. Certamente se P € um periodo de uma
palavra o de comprimento =n, entdo p/n.
. m - . .
Seja Bn(p) o numerc de palavras circulares de compri-

mento n  com no maxime m letras e com periodo rimitivo . Pa
p P a

ra cada uma destas palavras existem exatamente p palavras li-
. s - R n
neares distintas. Logo o nUimerec total de palavras lineares, m ,
vale
n m
m = 5 p B (pJ.
n
pln

Para inverter esta formula, usamos a funggo de Mébius u dada no

teorema (IV.2.a). Efetuando a invers3ao obtemos
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P B:(P) = Z u{r,p) m',
rip

e podemos expressar o numero total das palavras circulares como

Z‘ Bo(p) = Z ﬁz WGr,p) m',
pln

pln  rip

uma soma explicita que pode ser facilmente obtida. Por exemplo, Pa

ra n=6 e m=2 obtemos

2 2 2 2
36(1) + B6(Z) + B6(3) + 36(6) =
1,1 1 2 1 1 3 .1
i 2 + 5 (2 -2 ) + 5 (2 2 )

(25-23-22.21

o

=2 + 1+ 2 + 9 =14,

A seguir constatamos este valor, com uma enumeragac direta. Clara-
mente, apenas duas palavras circulares de comprimento 6 nas letras

a e b tém periodo primitivo 1:

aaaaaa (1)

b bbbbd (1)

Apenas uma palavra circular teém periodo primitivo 2:
ababahb (2)

Duas palavras tém pericdo primitive 3,

aabaahb (3)

bbabba (3}

Finalmente, nove palavras tem periodo primitive 6:



aaaaahb {6) aaabab (6)

bbbbba | (6) bbb aba (6)

aaaatbhbd (6} aabatba (6)

P bbbaa (6) Bbabaa (6)
aaabbbd (6).

0Os nimeros entre parénteses indicam quantas palavras lineares po-
dem ser formadas a partir da palavra circular 3 esquerda. Somando
estes nimeros obtemos 64, que & o nimero de palavras circulares de
comprimento 6 em 2 letras, o que prova que a enumeraggo esta com-

pleta.

(1v.2.e) EXEMPLO: Efementos primitivos e polindmios innedutiveis so-
bre corpos finitos. Para desenvolver este exemplo, usamos sem pro-
vas algumas propriedades basicas de corpos finites. Por exemplo,
todo corpo finito tem cardinalidade igual 3 petencia de algum pri-
mo. Dado um primo p e um inteiro n>l, existe um dnico corpo, cha
mado corpo de Galois de ordem pn e denotado por GF(pn). Este &

L3 a - . - -
a menos de isomorfismo o corpo das ralzes do polinomio

Sabe-se tamb&m que o grupo multiplicativo de corpos finitos & ci-
clico. Para provas elegantes destas propriedades veja a segao 15.3
de [BM 1]. Um elemento primifive em GF(p") & um gerador do gru-

po multiplicativo deste corpo. Assim, se a e primitivo,

n
{ao.ul,az,...,ap _l} = ¢F(p") {0},

0 nosso problema inicial & caleular o nimero de elementos primiti-
vos em K = GF(pn), n>l. Se n=1l, certamente existem 'p-! elemen-
tos primitivos em GF(p)E todos menes o zero.

Seja P o corpo pidido de K, isto &, P = GF(p). Seja
©€ K. Se o @& primitivo, P(u), isto &, o menor corpo que contém «

e P, e igual a2 K. Reciprocamente, se o nao & primitive, existe
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algum elemento B € KNP(a) : qualquer PB€ K que nao a potencia de
@ satisfaz esta pertinencia. Assim P{(a) = K se e somente se o
2 primitivo. Ora P{d) = K & equivalente ao fato do polindmio mi
nime de o sobre P ter grau n;

0 lema basice, do qual a enumeragao dos elementos primi-

tivos em K depende, & a seguinte identidade polinomial:

n
xp -y = £(x),

feA

onde A & o conjunto de todos os polinomios monicos irredutiveis
sobre P cujo grau & um divisor de =n. Para provar este lema,

n

seja f um polinomio irredutivel sobre P que divide %P -x. Que

remos mostrar que o grau de f divide n. Seja o uma raiz de f£.
Como «oé& K, P() & um subcorpo de K. Usando apora o teorema de
multiplicidade dos graus para extensoes finitas de corpos (Veja se
¢ao 14.5 de [BM 1]), temos

[k : P] = [K : B(a)] . [P(a) : P].

0 primeiro membro vale n e grau(f} = [P(u) : P]. Assim concluimos
que grau{f) & um divisor de m=n.

Reciprocamente, seja f um polinomio monico irredutivel
sobre P e suponha que grau(f) divide n. Seja d= @(a)nﬂ=grmme
0 inteiro 4 & um divisor de n. Considere a extensac de grau %
de P(d). Pela unicidade dos corpos finitos e o teorema de multipli
cidade dosz graus, tal extensao existe e & isomeorfa a K. dssim P(a)
¢ isomorfo a um subcorpo de K. Fazeando a identificagido de Plo)
com eéte subcorpo, ¢ pode ser pensado como um elemento de K, Is-
to & verdade para toda raiz o de f. Logo

n

£(x) | x? -x,

peis como vimos, todas as raizes de £ "estao" em K que e, em

n

partitular, o conjunto das raizes de x? -x. Como este polinomio
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se decompoe em K em fatores lineares distintos, deduzimes que ca
da elemento de A, isto &, cada polinomio monico irredutivel sobre

P cujo grau divide n, aparece precisamente uma vez como fator de

n

xP -x. Isto conclui a prova da identidade polinomial.

Para um inteiro d que divide n, vamos denotar por I;
o numero de polindmios momicos irredutiveis sobre P com grau d.
Como cada um destes polindmios tem d raizes distintas das dos ou
tres e entre si, o numero de elementos primitives em X & preci-
samente n I:- Isto porque, como frisamos, o & primitivo, se e 50
mente se o polindmio minimo de o sobre P tem grau n.

Comparande os graus da identidade polinomial acima obtem

mos
d
pn = ; d Ip.
d/n
Esta equagao pode ser invertida usando a fungao de M3bius em Dn'
Assim obtemos,
(IV.2.f) TEOREMA: 0 niimero de elementos primitivos em GF(pn) e
d ; d
nIP= § uld,n) p,
d!n

onde u{d,n) & dada explicitamente pelo teorema (Iv.2.a) O
Para exemplificar numericamente este teorema, considere

0 corpo de 8 elementos GF(23). Existem

31, = u(1,3) 2 43,3y 23
= -21 + 23
=6

elementos primitivos neste corpo. Podemos dizep também que existem
2 polinbmios monicos irredutiveis de grau 3 sobre GF(2). Note que

obtivemos também,
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(IV.2.g) COROLAERIO: 0 nimero 1: de polinomios monicos irreduti=
reis de grau n sobre GF(p) =&
=1 ) w40
2] | 2 QY J—
d!n

Continuamos com nosso exemplo numérico GF(23), para en-
rontrar os dois polindmios monicos irredutiveis de grau 3 sobre
3F(2). Um polindomio de grau 3 & irredutivel se e somente se nao tem
ralizes. Na tabela abaixo listamos os 8 polindmios monicos de grau

} sobre GF(2) e damos uma ralz para cada redutivel. Como "previs

;0" pelo corelario acima exatamente 2 nao tem ralzes.
’OLINOMIOS
2
a, * ajX +oayx’ + x5 € (er(2) [x]
a, a, a, a, raiz
0 0 0 1 0
0 0 I 1 0
Q0 1 0 1 0
0 1 1 1 0
1 0 o . 1 1
1 0 IS 1 ?
1 1 0 1 ?
1 1 1 1 1

isgsim os dois polinGmios monicos irredutiveis de grau 3 schre G£(2)

‘ae
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IV.3 - 0 PRINCIPIO DE INCLUSARO E EXCLUSAO

Vamos,nesta secgao, deduzir a fungao de Mobius para o
reticulado dos subconjuntos de um conjunto finito e aplica-la pa
ra estabelecer uma das mais usadas tEcnicas de enumeragao: o prin

- _ . . ~ -~
cipio de inclusae e exclusao.

Exemplificamos intuitivamente o que & este Principio.
Considere um conjunto finite C e sejam P_,P,,...,P certas "pro

1’72 n -

" que os elementos de C podem ou nao possuir. A ques-~

priedades’
tao basica & a seguinte: dado, todo subconjunto Mc{1,2,...,n},
o numero de elementos que satisfazem Pi para tode 1€ M, pede-—
se o numero de elementos que nao possuem nenhuma das propriedades.
Ilustrando concretamente, seja C um conjunto de 50 alunos que
fizeram provas de matemitica (M), fisica (F) e quimica (Q). Supon

ha que Ry Y é o nimero de reprovados em X,...,Y¥. Sabendo que

Rypq = 1
Ryp = 5
Ryq = 3
Rpq = 5
R, =13
Ry =12-
B -0

perguntamos: quantos aluneos passaram nas tres disciplinas?

Para dar ums solugao heuristica a este problema, conside
ramos todos os alumos em C, subtraimos os alunos que nao passa-
ram em pelo menos uma matéria, somamos os alunos que nao passaram
em pelo menos duas mat@rias e subtraimos os alunos que nao passa=
ram em pelo menso 3 matérias. (Se houvessem mais matéerias, esta
altern@ncia de somas e subtragoes continuaria,) Veja figura abai

X0
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a
30N

A resposta do nosso problema &
50 — (13+12+9) + (5+3+45) - 1

ou seja, 28 alunos foram aprovados nas trés matérias. Este valor
estda correto, pois do diagrama de Vann acima, comstatamos que exa-=

tamente 22 alunos nac passararam em alguma materia.
FORMALIZAGAO DO PRINCIPIO

Damos agora uma formalizagao adequada ao principio de

inclusao e exclusao. Considere uma fungao
+
#: C—>R

gue & extendida a subconjuntos de C por

H(A) = z#m , AgC.

agh

Usualmente, como em teodos os nossos exemplos, 4f e a fungﬁo cons
tante igual a 1, o que acarreta, para subconjuntos, que e a

fungao cardinalidade

#(a) = |al.
As propriedades que desenvolvemos, no entanto, funcionam para 3
arbitraria.
Para cada i€ {1,2,...,n} = N seja A, o subconjunto de

€ cujos elementos satisfazem a propriedade Pi' Para cada subcon
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junto J de N seja EJ 0 subconjunto de C cujos elementos sa

tisfazem exatamente as propriedades Pi para 1€ J, isto e,
E_ = ' ' A, |s A, .
J 3 LJ j
jes jea

Note que por uma convengao da teoria deos conjuntos, adequada no pre
sente caso, se J=¢, (F) Aj = C. Finalmente, para ké Ny {0} se—
jam jet

g (K Lﬂ} E

JEN

J!
[J]=k

#x (y,

®K

Com esta terminologia, podemos agora enunciar a forma ge
ral do principio de inclusao e exclusio, também chamado de formula

do erdiveo.

(IV.3.a2) TEOREMA: Formula genal do ciive. Sejam € um conjunto fi
nito, Al,Az,...,An subconjuntos de C, N ={1,2,.,..,n} e m,E(k%

como definidos acima. Entao

i
i-k
efz (-1 Z m"‘j .

i=k ki ICN jer
[1]=1

€k

OBSERVAGOES: Note que para usar a formula acima no problema dos 50
alunos, fazemos # (X) = [X|, n=3, ke0. Quando Hx) = |x| e k=0
a solugac heuristica apresentada lembra o crivo de EratSstenes pa-
ra eliminar nao primos e daj a denominagae "formula do crive’ Nes-
te caso particular, a formula foi descoberta por Sylvester no sa=
culo passado e, por iste, & também conhecida como formula de
Sylvester. A razao principal para a utilidade da formula do erive

ell numerosas situagoes, € a relativa facilidade de computar
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Isto fica clarc nos exemplos que consideramos.
INVERSAO DE MOBIUS NO RETICULADO DE SUBCONJUNTOS

Nesta subsegao mostramos que a formula geral do crivo & uma
congequancia direta da inversac de Mobius no reticulado dos subcon
juntos de N = {1,2,...,n}. Para isto explicitamos a fumgao p de

Mobius neste poset.
(IV.3.b) TEOREMA: Seja B, o reticulado dos subconjuntos de

N ={1,2,...,n}

ordenados parcialmente por inclusao inversa & . A fungao u de

Mdbius neste poset & dada por

(_1)|B\A|’

u(B,4A) para BDA

0 , caso contrario.

OBSERVAGAOD: A f&rmula para | em B_ com a inelusac direta ¢ &
wes,a) = -DIANL ara mea.
=0 , caso contrario.
A prova & essencialmente a mesma que apresentamos a seguir. Esco-

lhemos D porque e a que se aplica diretamente para provar a formu

la geral do crivo.

PORVA DE (IV.3.b): Se B nao & "menor ou igual" a 4, isto &, se

B nao & um superconjunte de A, entao pelo teorema (IV.1.b)
L(B,A) = 0.

Se B & um superconjunte de A, usando este mesmo teorema podemos

escrever



H(B,a) = —-‘;— u({b,X), se B2IA.
e
B2X2A
Vamos usar indugao sobre }B\ AI para estabelecer o
teorema. Se |B\ Al=p entao B=A e claramente obtemos a base da

induggo. Assumamos, agora, como hipotese de induggo que a expres=
sao para u{B\ A) dada no enunciado do teorema se verifica sem-
pre que |B\ A| < m. Suponhamos que |B\ A| = m+l. Pela expressao
obtida do teorema (IV.l.b)

"U(B,A) = U(B)x)'
B2X24A

Podemos usar a hipdtese de indugae para todas as parcelas da soma

“H(B,A) = Z -1y [BNX]

B2X2A

acima, obtendo

Observando que existem (m;? conjuntos X tais que [B\X| =k

podemos escrever

m m+1
k

s, = (-1)

k=0 k

m+l tm+l
- (_l)m + z{j (_1)m+1'

k=0 k

m+]

Note gque a soma acima vale (1 -1) » ou seja 0, Assim,
“u(B,A) = (-1)"

ou seja

p(B,A) = (-1 o (oqyIBNAL
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Isto conclui o passo de indugio e a prova do teorema. (]

Podemos agora estabelecer a formula geral do crivo.

PROVA DE (IV.3.a). Alem dos conjuntos

"y T ﬂAj\ L) 25):

jes 3§

J={1,2,...,0} = N, consideremos tambem os conjuntos F&s for-

mados pelos elementos que pertencem pelo menos aos Ai s com

ig J,

Da relaggo entre os EJ's e o0s Fj's obtemos facilmente a Far-

Zij ##(EI),

N2I27

mula a ser invertida:

1]

i (F )

uma vez que o8 EI's sao dois a dois disjuntos. Para tormar cla

ra a inversao defimamos as fungoes

dadas por £(J} =#¥(EJ) e fS(J) = #KFJ). Reescrevendo a equagZo

£5(3) = 25: E(I).

N2I=2J

acima temos

Aplicando agora a inversao de Mobius, onde u @ dada pelo teorema

(IV.3.b),
£(3) = Z TS LA P
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Somando para todos os subeconjuntos J con ]J| = k,

n
= Z -1y TN 3¢y,
J1]=k W212J
n i
- :E: (~-13*7k ;E: £5(1).

i=k k/l ICN

Note que, por nossas definigoes,

) Z#w ) #a® -,
N

k =

H(F) = f\) Al

jEI

£5(1)

Assim, reescrevendo o que deduzimos acima obtemos

Ek=z 1*7 IZ # ([ A5

iok Y 1cn jeI
[T|=i
que & precisamente a formula geral do crivo. J

Damos a seguir dois exemples de aplicagaoc da formula aci

IV.3.c) EXEMPLO: funcac toifiente de Eufer. Dado um ntmero mnatural
m, seja ¢{(m) a quantidade de numeros menores que m e coprimos

com ele. Quanto vale ¢(m)? A fungao ¢ & chamada de fungao Eo-
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tiente de Euler e aparece frequentemente em situagoes diversas.

Para calcular ¢(m) suponha que pysP,sceeyPy 830 os

divisores primos distintos de wm. Seja, 'para i€{1l,2,...mn} = N,

e tomemos

# () = ||, para x&{1,2,...,m}.
Note que
a (a.) = |a. ] =&
i P;

e que, em geral,

# ﬂAi=mAi=7[_\"FTi"

i€ICN 16IEN
i€l
Pela formula do crivo obtemos para e, que & certamente o que
procuramos,
n
by = e = % (- -
° iétf Ew \ L P
1tT

Assim,

1 m m §
¢ (m) Ps Pin P;PsPy
i i<]

i<icx 3

Esta expressao pode ser reescrita na forma mais elegante

1 1 1
d(m) = m(l - =) (L - =—)... (1l = =),
Py Py -
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(IV.3.d4) EXEMPLO: preblema do jantar.‘Este problema pergunta pelo
niimero J(n) de configuracoes de num jantar sentarem-se a uma me-

sa circular n maridos e suas esposas de forma a que homem e mu-

lher se alternem e que nenhum marido fique adjacente a sua espo-
5a.

Parece ser uma regra de etiqueta se evitar tais adja-
o x - : : L~ 1}
cencias. Pelo menos o e para os ingleses... De forma mais seria

esta questao aparece tamb&m em conexao com a enumeragac de proje-
goes de nds alternantes. Leitores interessados devem consultar a
parte final de [BE 1]. 0 problema do jantar (probléme des ménages)
foi resolvido originalmente por Touchard [TO l] e Kaplanski EKA 1]
independentemente. Ambas as solugoes aparecem em 1943. Para uma
breve historia deste problema veja [RI 1], pg 195. 0 metodo de so-
lugEo ilustra uma aplicaggo nao trivial do principio de inclusao

e exclusao.
SOLUGKO DO PROBLEMA DO JANTAR

Supenhamos que as n mulheres sentem—se primeiro de tal
forma que de ambos os lados de cada uma delas fique um lugar deso-
cupado. Supomos que as cadeiras sao rotﬁladas de 1 a 2Zn e agsim
existem mn! maneiras diferentes de elas sentarem nos lugares pa-—
res e outras tantas de sentarem nos lugares impares. Vamos fizxar

uma destas maneiras, digamos, a mulher 1 senta no lugar 1,
iewn ={1,2,...,n}k.

Em seguida calculamos o numere H{(n) de extender a configuraggo,
sentando touss os a homens de forma a obter uma disposigao per-—

mitida. O nlmero procurado, J(n), certamente & eXpresso por
J{n) = 2 n! H{n)

e toda dificuldade esta em calcular H(n).
Fixa, como considerames, a ordem das mulheres, cada ma-

neira arbitraria de sentar os n homens pode ser univocamente re-
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presentada por uma permutaggo o de ™W. Isto &, construimos uma
bijegac entre a ordem em que os homens aparecem e o conjunto das
n! permutagoes de N. Para definir tal bijegaoc, comnsideramos os
homens também rotulados de 1 a n com homem € mulher i sende ca-
sados, 1€ N. Dada uma disposigao alternante em que as mulheres apa
recem 1,2,...,0 em sentido antihorario, definamos come (i) o
rotulo do homem sentado a direita da mulher com rdotulo i. isto
implica, em particular que mulher com rotule i+l (mod. n) senta
2 direita do homem com rotulo wf(i). Evidentemente dada « poede-
meS recuperar a disposigéo alternante (com as mulheres fixas na or
dem 1,2,...,0) gque origina o.

A condigac de marido e mulher nao sentarem adjacente nu
ma disposigac alternmante & equivalente no contexto de permutacoes

a termos, para L€ N,

a{i) # i

a(i-1) # 1 mod. L.

A primeira desigualdade proibe o fato do homem rotulado 1 sentar
2 direita de sua esposa e a segunda proibe o fato desse homem sen
tar 3 esquerda de sua esposa.

Desse modo, o niUmero H(m) procurade € o nimerc de per
mutagoes o's de N em s, tais que (i) # i, i+l mod n, i€N.

Sejam, para i€ N,

3

i}

i+l}.

={cx€sn toali)

b
1]

{oes : ali)
Uma vez mais consideramos, para X& Sn'
# @ = |x].

0 que procuramos &, com a notagao da formula do cxrivo, simplesmente

e,+ Desta formula obtemos
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onde 2N ={1,2,...,0,n+1,...,2n}. Se I¢ 2N contéem dois elemen-

tos consecutivos da segiifncia (1,2,...,2n,1) entao

ﬂAj

jer

porque se 2r~1 e 2r estao em I, para o estar na intersecao

acima deveria satisfazer simultaneamente

alr) = r
a(r) = r+1,
por definicao de Ay,-p e de A, . Como isto e impossivel, temos

que a cardinalidade da intersecao & zero come mencionado,

Uma conseqiiegncia deste fato & que se [I] > n, entdo

ﬂAj

JEI

uma vez que elementos consecutivos sao forgados quando [I]>n.As-
sim, o limite superior do somatoric que defimne e, pode ser redu
zido de 2n para n.

Se I nao contem elementos consecutivos de
(1,2,...,20,1),
entao temes certamente

M Al = @ - ihe.

jez

Na segao (I.a) sobre nimeros de Fibonacci mostramos que o numero

de subeonjuntes de {1,2,...,,n} com k elementos e sem elemen-
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tes consecutivos mod. n é

n-k
_ n
fln,k) = - .
k
Para aplicar esta formula no caso presente, substituimes n por
2n e k por i = [I|. Obtemos assim a seguinte expressao para
H(n)
n 2n-1
i Zn .
= = -1 - -i)1.
H(n) e, E: (-1} T {(n-1i)
i=0 . i
Para calcular J{(an) & suficiente multiplicar a expressao acima

por 2n! De maneira inteiramente anzloga podemos mostrar que exis

tem 2n! ey maneiras distintas de sentar os casals de forma a que

exatamente X deles fiquem adjacentes, onde e vale
i 2n-1
_ _ i-k Zn i
ey E (=1} Ty (n-1):.
i=k k i

0 problema do jantar & um exemplo particular do topi-
co: permutagoes com posigoes proibidas, veja [}I EI. Qutro exem—
plo, @ o problema dos desarranjamentos cujo nimeroc & dado no teo-
rema (III.4.c). O nlmero de desarranjamentos pode também ser fa-

cilmente obtido por inclusao e exclusao.
EXERCICIOS

1. Em guantos zeros termima a expansao decimal de 1000!7 Use o
principio de inclusao e exclusao para justificar a sua respos-

ta.

2. Determine o nimero de permutagoes de {1,2,...,7} em que une-

nhum impar esteja em sua posigao natural.
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4.

5.

6.

7.

8.

9.
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Dentre os numeros de 1 a 1000 quantes nao sao divisiveis por 11

mas sao divisIveis por 3,5, e 72

Dois professores em diferentes matérias devem examinar oralmente
6 estudantes na mesma hora, Cada estudante deve ser examinado
individualmente por 10 minutos. De quantas maneiras distintas

pede ser feiteo um horario compativel?

Os n inteiros 1,2,...,n s3o dispostos ao redor de um circg
lo. Use o principio de inclusio e exclusio para caleular o nlime
ro g de maneiras distintas de coloci-los de forma a que i e
i+l mod o nao aparegam juntes, i=1,2,,..,n, Em seguida prove

que

n - . -
Prove que o wvalor IP dado no corolarie (IV.2.g) nunca & nulo.
Isto resolve com uma enumeragdo explicita um exercicio do tipo
existencial muito comum em curscs de algebra: o -de pProvar que

existem polinomios irredutiveis de ualquer grau sobre GF{(p).
q g

Quantos elementos primitives tém os seguintes corpos

(a) 6F(7%)
() cF(7°)
(e) GF(114)
(@) er(11°%) 1

uantos polinomios monicos irredutiveis de erau o sobre GF(p)
P g ), p

existem para

(a) n = 2 p =25
(b) n = & p = 7
(e) n = 8 p = 11
(d) n = 30 p =17 ?

Em quantas das n! permutagoes enm 8, exatamente k<n intei-

ros estao em sua posigao original?
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10, Um nimero par, 2n, de pesseas dam-se as maos para formar um

11.

12.

13.

eirculo. De quantas maneiras o ecirculo pode ser desfeito e reg
feito novamente de forma a que a cposta a cada pessoa seja di

< 3 »
ferente do circulo original?

Considere a matriz nXn M onde a entrada (i,]) ¢ dada por

m,. = mde{i,j).

1] =
m o
Prove que det (M) = 17d #{i), onde ¢ & a fungao totiente de
i=1

Euler.,

BTAmM U U, gecesll 3 V V. sesa,V nimeros reais. Prove que
Sej: oY1’ sULS VoaVys eV q

Y ou se e somente se

hu }
_ n-k ,n
= Zl CDVE B v

k=0
0 permanente de uma matriz A = (aij)’ m¥n com m<n @& defi-
nido por
m
P(a) = W a £(1),
feinj(L,C) i=1
onde L ={1,2,...,m}, ¢ =1{1,2,...,0}. Se ISC denotamos

por P(A|I) o permanente da matriz obtida removendo de A as
colunas complementares de L. Se f¢ inj(L,C) seja

*

m

0 =W 2i(i)"

i=1

Mostre que, com a notagao da formula do crive,
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m n=i
_ _ _pam-i
PA) = e -Z (-1) Z P(AlL).

k=1 nm/ 1€ C
I1]=1

Se A 2 uma matriz quadrada,

P(A) = e < Z (-1)""% Z P(A[T).

i=1 IS¢
[T]=1

Use o exercicio anterior para provar que

s}

nt i o V"' ,_,.n-i /8 . k
Lzr + %J = /. (-1) (i) (i-1)".

Sejam N = {1,2,...,n}, A = {Al,AZ,...Ak}, E = {31,32,...,Br}
8
T

-
]
=

partigoes de N. Dizemos que & uma Subparticdo de A  se

cada Ai € a unizo de alguns Z:;'8. A relagao de subpartigao

induz uma ordem parcial no conjunte de partigoes de N, Prove

-

que a fungao de Mbbius neste poset & dJada por, onde n, e o

nimero de Bj's que formam Ai’

u{B,A) = 0, se 3B nasc & subparticao de A

k#n_+n, +...,+n
= o 1 72 k —T1 —7N T =
= (-1 (nl 13! (n2 1)....(nk 1),

se & o0 caso.
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capiTULO V¥
ENUMERANDO SIMETRIAS : A TEORIA DE POLYA
V.l - LEMA ALGERRICO BASICO

Iniciamos este capitulo formulando duas questoes tipicas

das que podem ser resolvidas com a teoria de enumeragao de Polya:

(V.1l.a) QUESTAO: Encontre o niumero de maneiras distintas de- se
pintar as faces de um cubo com no miAximo n cores, onde duas co-
loragoes sao consideradas iguais se uma pode ser transformada na

outra por rotagoes do cubo.

6 2
RESPOSTA: o (0 + 3t + 1207+ an?),
(V.1.b) QUESTAO: Calcule o nimero de isomeros espaciais de um de-
terminado composto gquimico cuja molécula & formada por um Atomo de
tipo A, 5 atomos de tipe B, 2 atomos de tipo C. Sabe-se gque estes
8 atomos formam os vé@rtices de um cubo, e assim, equivalencia & ne

vamente dada por congruéncia modulo rotagao do cubo.

27 -
RESPOSTA: éﬁ [albsc ] {(a+b+c)8 + 9(a2+b2+c2)4 + 6(a£'+b&+ca)2

+ 8(a+b+c)2 (a3+b3+c3)2} = 7.

Nesta segunda questao, ac invés de apemas o grupo de ro-
tagaes do cubo, poderiamos considerar o grupo das simetrias deste,
isto &, poderiamos incluir as reflexoces. Isto nos permitiria caleu
lar o niimero de isomeros auto-enantiomorfos, ou seja, o nimero de
isomeros que sSAao congruentes cOm suas imagens especulares.

0 teorema fundamental que permite tratar problemas do ti
po acima for obtido por Polya em 1937. Este teorema & extremamente
poderoso. Ele combina de maneira simples e elegante as id@ias de
equivaléncias de fungbes mddulo um grupo, fungdes geradoras (inven
tarios) e Indice de ciclos de um grupo de permutagoes. O teorema
ilustra de maneira contundente o uso de métodos algébricos para

captar simetrias geométricas, topolbdgicas, combinatoriais, etc.
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Vames agora desenvolver a terminologia necessaria para
enunciar e provar o teorema fundamental de Polya. A parte alge-
brica deste depende taoc somente de uma ligeira extensao do lema
(V.l.c) abaixo, provade POr Burnside [BU l] em 1911.

Seja X um conjunto finito e Q um grupo finito de
permutagaes de X. Deis elementos a e b de X sao chamados Q-
associados, se existe ge Q tal que q(a) = b. Claramente a re-
lagao “ser Q-associado a" & uma relagao de equivaldncia. As clas

ses desta relagae de equivaléncia s3o chamadas de Q-frbitas.

(V.1l.c) LEMA DE BURNSIDE: O nimero de Q-orbitas induzidas sobre

um conjunto finitoe X por um grupo de permutagoes de X & dado

lorb(a,Q)| = |—1|— Z uiqy,

' qeQ

por

onde u(gq) & o nimero de elementos de X que sao fixados por q.

0 lema de Burnside & um corolirio do prdxime resultado,
o qual se ajusta melhor 203 nossos propositos.Para enuncia-lo pre
cisamos definir alguns conceitos. Sejam (G,*) um grupe e X um

conjunto ambos finitos. Suponhamos que exista um homomorfismo

a: 6 —> SX’
onde 8, g o grupo das permutagoes de X. Se ‘ge G seja alg)
dencfada por ag. Desde que @ & um homomorfismo temos para
g,he G
ug s h " ag o oy .

Note que nao exigimos a injetividade nem =a sobrejetividade de o,
e assim, elementos distintes de € podem ter como imagens a mes
ma permutagao de Sy também permutagoes de $y pedem nag es-
tar na imagem de o.

Dizemos que a,bé€ X sao G-associades e denotamos isto
per a € b se existe g¢e G tal que ag(a) = b. Esta relacio

-

e, como mostramos, uma relagao de equival@neia:
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(i) a G a pois ue(a) = e, onde e & a identidade em
G.
(ii) a 6 b implica que existe .gg G tal que ag(a) = b,
A condigac de homomorfismo nos di ot - @,y © co-
-1 -
mo a = dg (b), temos ag_l(b) = a, ou seja, b G a.
(iii) a G b e b G ¢ significa que existem g,hé G tais

que u.g(a) = b, otg(b) = ¢. Temos ag *h(a) =<1g mh(a) =

= ah(b) =¢, Logo a G c.

Desse modo, a relagao binaria "ser G-associado a" @ um
relagao de equival@ncia. Aqui também, as classes desta relagao de
equivaléncia sao chamadas G-drbitas. Estabelecemos agora a genera-

lizagaoc do lema de Burnside.

(v.1.d) LEMA ALGEBRICO BASICO: Sejam (G,*) um grupo ¢ X um con

junto ambos finitos. Suponha que

o G > Sy

& um homomorfismo de € no grupo S, de permutagoes de X, 0 nu-

mero de G-&rbitas em que X @ particionado &

forb(X,6)| = = Z ula J,
[c] 5

2e6
onde u(ag) 2 o numere de elementos de X fizados por ag.

PROVA: Inicialmente observe que o lema de Burnside & um caso parti
cular do presente. Para isso faga G igual aec proprio grupo de
permutagoes @ e o homomorfismo o igual 4 identidade.

Para x€ X, denotemos por ¢(x) o nimero de elementos

ge @ tal que o (x) = x. Temos entae que

Z !l(otg) = Z $(x),

geG xeX
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uma vez que ambas as somas contam o numero total de elementos fi-
xados pelas permutagoes induzidas pelos elementos de G, Sejam x
¢ y elementos de X na mesma G~orbita. Mostramos agora que exis
tem ¢{x) elementos gg G tais que ag(x) = y. Para isto, seja

{31’82""’3¢(x)}

o subconjunte de G tal que ag (x) = x, i=1,2,...,¢(x). Seja tam

bém gg G tal que ug(x) = y. Tal g existe porque x e y es
tdo na mesma G-brbita. As permutagoes que sio imagens por o dos

membros do comjumto

Q=1{g & B1s B % Boa-resg & g¢(x)}

tém y como imagem de x. Certamente, se i#j, g = g; F g% g, e

assim Q tem ¢(x) elementos. Seja h& G e ah(x) = y.+ Note qde

g = h g
Dessa igualdade podemos concluir que existe i, 1<i< ¢(x) tal que

g-1 *# h = By isto 8, h = g 4 gie R. Assim § @& precisamente o

@ _y (x) = o ) a (x) = ag_l(y)'= X.

conjunto dos elementos de G cujas imagens por o sao permutacgoes
que tem y como imagem de X, Por simetria, em x e ¥y existem
¢{y) elementos em G cujas imagens por o sao permutagoes que
tém =x como imagem de y, Note que estes elementos sao precisa-
mente osg inversos dos elementos de . Loge o¢(x) = ¢(y).

Seja agora Y = {xl,x ,...,xt}é X uma G-Orbita qualquer

2
com t elementos. Note que G pode ser particiondo em t <clas-—

ses

{Gl,Gz,...,Gt}

onde

G

; =lgec: ag(x

Pelo que provamos acima
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1
6,1 = ¢(x;) = ¢(x) = ¢ |6l

Assim, se X estd numa G-orbita com &t elementos, podemos con-—

eluir que

2y = 1 el

Logo, para qualquer G-orbita Y,

EE: $(y) = lg

yeY

Somando esta equagao para todas as G-orbitas,

Z $¢x) = |orb(X,6)| . |G

xeX

.

Dividindo por |GI e recordando que 2{: p(r) = j{: ufg) conclui-
. XEX geG '

1
|orb(X,6)| = —— Zgj Hio ),
fc £

getG

mos

estabelecendo o lema. O3
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V.2 - CLASSES DE EQUIVALENCIA DE FUNGOES

Tendo estabelecido o lema dlgebrico basico vamas agora
prosseguir definindo conceitos adicionais necessirios para o en-
tendimento da Teoria de Polya.

Sejam D wum conjunto finito e € wum conjunto no maxi
mo enumerdvel. Seja tamb2m & um grupo de permutagoes de D. De
finimos uma yelag¢3ao binaria em P {o conjunto de todas as fun-—
goes de D em C) da seguinte maneira: se f,geg CD, dizemos que
f & G-associada a g se existe og @ tal que £(d) = g(a(d))
para todo d€ D. E facil verificar que ser "G-associada a" & uma

relagao de equivalBneia:

(i} cowo a permutagao identidade esti em @, reflexi

vidade & satisfeitaj;

(ii) se £(d) = g(a(d)) para de€D, entio g(d)=E£(a L(d))

para dé€ D, verificando a simetria.

(iii) se para dé&D £(d) = g(a(d)) e g{d) = h(B(d)) on
de o,B€ 6, entao f£(d) = h(B.a(d}), comprovande a

transitividade.

Dessa forma a relagac binaria acima & de fato uma rela
¢20 de equival®ncia e portanto particiona C° em classes de equi
val@ncia., Cada uma dessas classes & chamada um G-padido. Duas fun
gSes n¢ mesmo G-padrao sa2c, como & natural, chamadas G—equivaleg
tes. Intuitivamente os G-padroes sae a8 maneiras distintas de se
"pintar" os elementos de ,D com as "ecores" de C levando em con
ta a equivalencia induzida pelo grupo G de permutagoes de D.
Como exemplo concrete para fixar as idéias veja a questao (V.2.a)
Posta no comego do capitulo. Neste problema, D e o conjunto das
6 faces de um cubo, C & um conjunto de n cores e G & o gru-
po de rotagoes do cubo, efetivamente representado por permutacoes
de faces. 0 valor do polindmic resposta dado & o nimero de G-pa-
droes em fungao do nimero de cores n. A contagem dos G-padroes

sai como um corolirio de uma tecnica mais refinada, onde sdao in-
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troduzidos "pesos" e a enumeracao e referente a G-padroes de mes-—

mo peso.
PESOS E INVENTARIOS DE FUNCOES

E possivel (e conveniente) se generalizar consideravel-
mente a emumeragao dos G-padroes com a introdugao de "pesos" para
os elementos de C. Suponhamos que a cada cgC .seja atribuldo um
peso T(c) que em geral & um elemento de algum anel comutativoe A
que contem os racionais.

0 inventario de C & definido como

Inv“(C) = zgj m{c).

ceC

0 invent3rio de um conjunto supostamente nos da uma ideia do que o
conjunto contem. Isto g, no entanto, bastante flexivel depenrdendo
do que se guer. Seja como ilustraggo um conjunto C contendo 3 Te
15gios (chamados rl,rz,r3), 2 canetas (c1 e cz) e 1 minical-
culadora (ml). Podemos conservar estes simbolos como pesos dos res
pectivos objetos. Neste caso o inventario de € &

+ + .
rl r2 r3 + cl + cz + m1

Podemos estar imteressados em classificar os objetos por tipos dan
do pesos T,c,m a relogios, canetas e minicalculadora respectiva-
mente obtendo como inventario o valor 3r+2c+m. Se estimarmos ca-
da relogio em CR$ 5000,00, cada caneta em CR$ 1000,00 e a mini-
calculadora em CR$ 7000,00, o inventario de € torna-se uma quan
tias CR$ 24000,00. Finalmente, se estamos interessados em contar
0os objetos, atribuimos o peso 1 a cada um deles e o inventario de
¢ se torma |C| = 6.

Para uma fungao £6& CD definimos seu peso como

T(£) = Tr T(E(d)).

d€ D
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Se fc CD, o Lhwvenfaric de § & a soma

Inv_rr(ﬂ) = Z T(£).

fef

E possivel se expressar o inventario de C° em fungido
do inventdrio de C e da cardinalidade de D. Embora nio utili-
Zemos este fato ndés o provamos em seguida. O arpumento utilizado
na prova e um exercicio para o leitor, preparando-o para argumen

tos mais complicados de tipo semelhante.
{(V.2.a) PROPOSIGAQ:
D D
= C .
Iqu(C ) [Invw( )]

PROVA: Considere a expansao da expressao & direita como um produ

to de |D| fatores iguais a Invﬂ(C). Fixe uma correspondéncia
bijetiva entre cada um desses fatores e os elementos de D A ca
da selegac de uma parcela de Invv(C) para cada um dos |D| fa
tores, corresponde de maneira natural uma fungao f de D em

c. o pfoduto dessas parcelas selecionadas & por definigao o peso
de f, que & uma paxcela do produte expandido. Assim existe wuma
correspondencia bijetiva entre as parcelas da expansao do produ-
~ D - -
to e as fungoes em €. Como cada parcela & o peso da fungao cor
respondente, temos que
bl T .
Invﬂ(C) = T(f) = Invw(C )

[_JD
fe C

© que prova t proposigaoc. L[

A rroposigao que acabamos de estabelecer nao leva  em
conta a equivalencia induzida por G. Na realidade, o que quere-
mog & levar em conta uma vez apenas © peso das fungges G-equi

valentes. Isto faz sentido porque temos

(V.2.b) PROPOSIGAO: Se f e g estio no mesmo G~padrao, entao

T(E)Y = 7(g)
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PROVA: Como £ e g estao no mesmo G-padrzo existe ae @ tal
que

£(2) = g(uld))

para todo de&D. Temos

T(£) = Wﬂ(f(d))

deD

]( T{gx(d)))

deDd

[| w(g(d)) = m(g)., [

de D

"

0 peso comum a todas as fungoes num G-padrao & defi-
nido como o peso do G-padiao. Claramente a reciproca da propo-
sigao acima nao & verdadeira. Duas funcoes podem ter o mesmo re

so sem estar no mesmo G-padrac.
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V.3 - INVENTARIOS DE G-PADROES E INDICES DE CICLOS

Depois de definido o conceito de pese 7 de um G-pa-
dr3o, a definigao da importante nogao de inventaric de G-padroes
@ bastante simples. Seja acc’. o inventanio de G-padroes de
Q@ & definido como 2 soma dos pesos dos G-padroes em £, e & de
notado por Inv“(ﬂ med. G).

0 teorema fundamental de Polya, provado na proxima se
¢ao nos da o inventario de G-padroes de c”? em termos do inven
tarioc de C e de um polinomio obtido do grupe G de permuta-
goes de D. Este polinomic & chamade Indice de ciclos de € e
&, em geral, definido abaixo. Para o caso dos grupos simétrico
de permutacoes }3 tivemos oportunidade de introduzir os Indices
de ciclos e até mesmo de obter uma recorreéncia para o5 mMesmos,
corolario (III.4.k). De maneira mais explicita o que o teorema
de Polya nos da e, para cada valor T assumido pela fungdo pe
so T, quantos G—padrses com peso wo existem.

Para exemplificar concretamente, considere a questio
{V.1.b) formulada no comego do capitulo, 0 dominie D é o con-

junto de vértices do cubo e € & o conjunto {4,B,C} de tipos

de atomos. 0Os pesos sao T{A) = a, w(B) = b, w(C) = ¢c. 0O grupo
G & o grupo de rotagoes do cubo representado por permutagoes
dos vertices do mesmo. O inventario dos G-padroes de CD e

(veja a resposta da questao (V.1.b) sem se preocupar com a ra-

zag da mesma, por enguanto),

1 8

% {}a+b+c) + 9(a2+b2+c2)4 + 6(a4+b4+c4)2 + 8(a+b+c)(a3+b3+c3)%]
Para obter a resposta do numero de isdmeros procuramos pelo nu-

- 1 2 - .
mere de G-padroes com peso a bsc e isto e dado pelo coefi-
. 1.5 ~ s~ . .
ciente de a b c na expansao do polinomio acima. 0 valor des-
te coeficiente & 7. Se existissem 2 atormes de tipo A, & de tipo
B e 2 de tipo C, obteriamos para resposta 22. _.to nos e dado
. . 2.4 2 - ) e~

pelo coeficiente de a b c na expansaoc do me€smo polinomio.

Definimos agora o comceito geral de Indice de ciclos
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de um grupo de permutagSes. Seja G um grupo finito de permuta-
goes de um conjunto D com m elementos. A cada permutagao

ge G associames o monomio

onde bi(g) & o numero de ciclaos de comprimento i que aparece
na decomposigao de g em ciclos disjuntos. O Indice de ciclos de

G e definido como )

b, (g) b,(g) b_(g)
_ 1 1 2 m
YG(xl,...,x )y = —— xy X, SRR .

"o del e

(V.3.a) EXEMPLO: Indice de ciclos do grupo de nofagoes do eubo
~ —~ >~
como peamuiagces de faces. As 24 rotagoes do cubo podem ser clas

sificadas da seguinte maneira:
(a) a identidade;

(b) 8 rotagoes de 120° (4 horarias e 4 antihordrias) ao

redor das 4 diaponais ligando vértices opostos;

{c) 6 rotagoes de 180° ao redor das linhas ligando o

meio dos 6 pares de arestas opostas;

(d) 6 rotagoes de 90° (3 horarias e 3 antihorZrias) ao
redor das linhas ligando os centros dos 3 pares de

faces opostas;

{e) 3 rotagoes de 180° ao redor das linhas ligando os

centros dos 3 pares de faces opostas.

A identidade contribui com xi para o indice de ci-
clos; cada rotagao do tipo (b) contribui com Xq3 cada uma do ti
pg (c) contribui com x33 cada uma do tipo (d) contribué ) com
Ry X, finalmente, cada uma do tipe (e) contribui com LI As

sim, o Indice de ciclos do grupo de rotagoes do cubo, como per-
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mutagoes de faces &

1 6 2 3 2.1 2.2
3 (Xl + 8x3 + 6x2 + 6x1x4 + 3x1x2).
Se substituirmos cada %;, na expressao acima, por n

obtemos precisamente a resposta da questao (V.l.a). Como d& para
desconfiar, a resposta e obtida desta maneira e o teorema de

Polya explica perque.

(V.3.b) EXEMPLO: Indice de ciclos .do grupo de noiagoes do cubo co
mo permutacoes de vertices- A classificagao das rotagoes do cubo
dada no exemple anterior & também adequada para ¢ presente exem
plo.

A contribuigac da identidade & agora x?; rotagoes do

2
tipo (b) contribuem cada uma com x xz do tipo (ec) com x;; do

1, %3¢
. 2 . . .
tipo {(d) com Xy do tipo (e) conm x;. Daqui se cenclui que o
indice de ciclos do grupo de rotagoes do cubo como  permutacoes

de vertices &

1 8 2.2 4 2
—_— + + .
75 (%1 * Bxyxy + Ox, + 6x,)
Note que ao substituirmos cada x, na expressac acima
por at + bt o+ cl, obtemos precisamente o inventario dos G-pa-

droes utilizado na resposta para a questao (V.l1.b), formulada no
comego do capitulo., A justificativa que assim obtemos a resposta
correta e, em esséncia, o teocrema fundamental de'Polya, de que

tratamos a seguir.
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V.4 — TEOREMA FUNDAMENTAL DE POLYA

Depois da extensa preparagao desenvolvida nas segoes
anteriores estamos agora em condigoes de enunciar e estabelecer

o0 teorema central do capitulo.

(V.4.2) TEOREMA FUNDAMENTAL(Polya 1937): 0 inventario dos G-padroes

das fungeoes em

o]
v, (" mod, €) = Z m(e), Z ()’ Z (n(e))

cel cedl

. ~ D
PROVA: Suponhamos que os diferentes pesos das fungoes em C for-

mem o subconjunto de A

{WB : Be J},
para algum conjunto de Indices J. {(Como [C] & no mazimo enume
rivel e |D| finito podemos supor que J & enumeravel.) Para

BEJ seja @B 0o conjunto das fungoes com peso Mg
Para cada g¢ G e cada P€J fixados vamos definir
B

uma fungao aB(g) = o que, como provamos em seguida & uma per-

mutagao de b, Se fed definimos

B!
B -1
a (£) = £ s
g B
-1 - - -1
onde fg & a fungao d —> £(g (d)) para todo de€D. Obser

ve que

w(ag(f)) = w(gg 1) = w(£)

para qualquer fg ¢ Logo

8
B
mg@B)QQB.

™

Para provar que 0. € uma permutagao de @B, mostramos primeiro

113

que esta funcgao e injetiva. Seja uB(fl) = aB(fz). Iste &,
g g
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flg—l = fzghl e daqui obtemos fl = fz, provando a injetividade
dg a:- Supenhamos que hé@’s. Queremii encontrar f& @B tgl que
ag(f) = h, isto &, f satisfazendg fg = h. Para isto & sufi-
ciente considerar £=hg. Logo, ug e sobrejetiva e portanto uma
permutagac de @B.

E nossa intengao aplicar o lema algebrico basico (V.1.d)
com @B fazendo o papel do X do enunciado deste lema. Para is
to precisamos comprovar a condigac de homomorfismo. Isto €, para

BEJT e g,g'& @ devemos ter

B B B
o =000 4.
g og' g g'
Para provar a jigualdade acima, dadeo fe@B Precisamos mastrar que
B 8
o (£) = o (o £)).
g o) g| g( g| (

Temos, pelas definigdes

8 . -1 -1
o {(£) = £(g o ) = f g'
gog' g g 4 g
e
O’.B CLG' (f) = OLB(fg'_l) = f g|-1 g—l
g 2 4 ’
comprovando assim que uB e um homomorfismo de & em SQ, gru-~
B
po simétrico de permutagoes de @B.
Entramos agora na fase conclusiva da prova. Seja mB
o nimero de G-padroes em @B. Como nao restringimos |C| a va-
lores finitos, precisamos aqui impoxr a condigao de que cada mg

& finito. Isto & uma hipdtese razoavel porque se ela e falsa, o
problema de enumerar os G-padroes por peso WB, deixa de ter sen

tido. A quantidade que procuramos vale simplesmente

Invﬂ(CDmod. G) = EE: mg NB.

Bey
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Para cada B€J vimos que uB ¢ um homomorfismo de

G em S, .0 valor de mg @ exatamente o numero de G-6rbitas
induzidasBsobre ¢ _ . Podemos aplicaer o lema (V.l.d) cbtendeo

8
1 B

,6)| = — § na").
B le] &

g &G

mg = lorb (0

Assim

I u
‘H r\/]
lw
r\,j r\/j
= =
~ ~
= 2
m ™ w
S o
=
™ =
w

Esta troca nes somatorios se justifica porque estamos interessa
dos em calcular os coeficientes dos we's, que sao finitos. (Nao

ha problemas de convergéncia, como usual.} 0 valor de

Z u (aB) TTB-
8

REJ

- . - . ~ D .
¢ o inventario de todas as fungoes f de C que satisfazem

£(d) = £(g(d)), para d€ D. Uma fungao f satisfaz L(d)=f(g(d))
para todo dE&ED se ¢ somente se o valer de f e constante nos

ciclos de g. Assim, para cada g€ G

b. (g) b, (g) [DT\b, | (&)
ZU(&:)TTB-= Z'rr(c) 1 Z men?] 2 Z (r () ||

ReJ ceC ceC ceC

onde b, (g} ¢ o nimero de ciclos de g de comprimento 1. Pa
ra se convencer da igualdade acima, note que cada parcela na

~ o .. .
expansac do produto a direita corresponde de maneira natural e
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. ~ D - .
biunivoca a uma fungao de C que e constante em cada ciclo de
g. Como cada uma de tais parcelas e o peso da fungEo a ela asso-

ciada. Obtemos assim,

Ian(CD mod. G) =

) b, (g) - b, (g) . D[ \b ) (&)
ﬁz Zv(c) 1 Z meEen?] 2., Z (ree)) o]
. .

866G * gl ce&C ceC
2 bl
‘_‘YG T{c), ('iT(C)) srevy ) (TT(C))
ceC ceC céC

o que estabelece o teorema. []
Uma expressao para o numero de Gpadroes & uma consequéncia

direta do teorema que acabamos de provar.

(V.4.b) COROLARIO: 0 numero de G-padroes em CD e

vedels fel,eeesich.

. . _ D - -
PROVA: Se fizermos =1, o walor de Inv“(C mod. D) & o numero

de G-padrdes. Se T=1,
Inv (CD mod. 6) = v _(|c], el eoaa|eid,
K G

provando o corolario. 0

O leitor estd agora em condigoes de obter por si mes-—
mo as resposta das duas questoes inieciais (V.l.a) e {(v.1.b). A
resposta da primeira questao € uma aplicag3o direta do corolirio
acima. A resposta da segunda questao & uma aplicagao simples do
teorema (V.4.a2), Note que os Indices de ciclos j5 foram obtidos
anteriormente, nos requeridos exemplos (V.3.a) e (V.3.b»). Acon-
selhamos o leitor a gastar algum tempo nes*es problemas, pois
eles sao prototipos das aplicagoes que fazemos a swgulr bem como

dos exercicios.
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(V.4.c) EXEMPLO: Prcblema des colfares colonidos. Considere cola-
res com n contas coloridas com no maxime m cores., Se G @ o
grupe Cn de rotagoes das contas, quantos Cn—padraes existem?
Observe que este problema & o mesmo das palavras circu
lares resolvido no exemplo (IV.2.d) com o auxilic de inversao de
M&bius no retieculade dos divisores. E interessante resolvé-lo ne
vamente usando um metodo diferente e comparar as respostas.

Pelo corolario (V.4.b) o numero procurado &

Ye (m,my.vs,pml}.
n
Deixamos, como exercicio e deste capitule, para o leitor ©provar

que

_ 1 un/d
Ye (X% 0eyx ) = b Z $(d) x4° 7,
n d[n

onde ¢ & a fungao totiente de Euler obtida mo exemplo (IV.3.e).

Portanto, obtemos para numero dos Cn—padrges

11; Z 6 (d) mn/d_

dln

No caso de n=6 e n=2 obtemos para a expressao acima o valor

6 3 2

Loay 2% v o 22 + 5 2% v 4(6) 2

=2 (64 + 8+ 8+ 4) = 14,

Note gue os 14 Cn—padraes foram explicitame?te 1istgdos na reso-
lugao do problema em (IV.2.d). A resolugac do mesmo prop}ematman—
do mitodos diferentes nos di uma conexao interessante entre a
fungao Y de Mobius para o reticulado dos divisores e'a fungzo

totiente ¢ de Euler:

L Z ) u™? - Z %Z p(r,d) m'.

djn dln  rld
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Esta identidade nZo & obvia 3 primeira vista.

(V-4.4) EXEMPLO: Cofanes cofonridos com reflexdo. Considere a mes
ma questac do exemplo anterior com a diferenga de que agora pode
mos “"virar" os colares al@m de roda-lug. Isto &, o grupo de sime
trias e agora D s o grupo d%edral em n elementos.

No exercicio 5 do presente capitulo, o leitor & solici

tado a2 fornmecer uma prova de que

. - k
YDn(xlvle---:xn) =3 YC (Xlgxz,-.-,xn)

n
n-1
1 2 -
3 Xp %, » N impar
+ N
n-2
1/ n/2 2 2
3% XX, , 0 par
Aplicando o corolario (V.4.b) a esta expressao de Yp obtemos
para o numero de Dn"padrSES n
n+l
1 2 -
o , 0 Impar
L) e |
n
dln - n+2
1 n/2 2
Z 40 + m s T patr.
Para n=6 e m=2 obtemos
A A S AR T

Dn—padrSes. Comparando com a resposta obtida para o exemple ante
rior, concluimos que existe apenas 1 Cn—padrgo de contas que quan
do refletido dz um Cn—padrao diferente. Isto pode ser comprovado pela inspe
gao direta nas 14 palavras circulares 1! tadas uo exemplo (IV.2.d): explici-

tamente, as palavras circulares.

aababhb

bBbabaa
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a0 os unicos Cn~padraes diferentes que quando refletidos (inver
tidas as palavras) coincidem. As outras palavras circulares 530
todas iguais as suas inversas.

Na proxima segcio comsideramos a enumeragao de grafos,
historicamente a maior fonte de desafios em enumeragao. Estes de
safios ao serem ultrapassados vaoc deixando como legado as t&cni-
cas enumerativas. A teorla que emerge do teorema fundamental de

Polya & um exemplo tipico deste fato.
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V.5 - CONTANDO GRAFOS

Nesta seggo énumeramos grafos simples. Um grafo simples
e um grafo onde entre cada par de vértices ha no maximo 1 aresta
e onde nao ha lagos, ou seja, arestas ligando um vertice a si mes
mo. Desenvolvemos a seguir uma técnica, utilizando o teorema
(V.4.a), para encontrar o nimero de grafos simples com n verti-
ces & m arestas.

Note que o problema de contar grafos simples rotulados

2 trivial: existem

T
()
m

grafos rotulados simples distintos com n vertices e m arestas,
pofé existem (25 pares (desordenados) de verticées e entre eles
pode haver uma aresta oh nao., Para o nosso problema dois grafos
simples rotulados sao considerados o mesmo, se & possivel encon-
trar uma bijegao entre os vértices que preserve as incidéncias,
em outras palavras, os rotulos sao irrelevantes. (Decidir se exii
te tal bijegao usando um algoritmo cujo nimero de passos basicos
seja limitadoe pelo valor em n, nimero de vértices do grafo, de
um polinomio fixo (de qualquer grau), e um dos problemas abertos
mais importantes de nosso tempo em computagao tedrica. Felizmente
nae preci;amos efetuar esta decisao.)

‘Identificamos agora os objetos para aplicar o teorema
(Vid.a). 0 dominio D & o conjunto de pares desordenados de ver—
tices, cada um destes ultimos representados por um nimero de 1 a
n. 0 contradominio €, por motivo que fica claro logo a seguir, &

formado por dois adjetives:

cC = {presente, ausentel.
1

Un grafo rotulado simples pode ser visto como tma funcgao
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£: D —> C
onde

presente, se hd aresta entre i e ]
£({i,i}) =

ausente, em caso contraric.

0 grupo de simetrias, G, no cago, & o chamado grupo par-desonde-

{2}
n

nado 8 . Este grupo abstratamente @ S, porém come grupo  de

permutagoes (que & o que nos interessa sempre) e o grupo de permy
tagSes de pares ordenados induzidos por Sn. Por exemplo, 3 permu

tagao

3 1 4 2
de S corresponde a permutagao

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

{1,3} {3,41 {2,3} {1,4} f1,2} {2,431,

Para completar os nossos preparativos para usar o teorema de Polya,

seja o peso T definido como

m{ausente) x = 1

]
-]
I

T(presente) X,

Com esta definigao, o peso de cada grafo simples rotulado, visto
como fungao de D em G, pela definigao de peso de fungao em
Cp; ¢ simplesmente «® onde m @ o nimero de arestas do grafo.
Com este peso, © inventario dos G-padrses em CD nos da como cog
ficiente de x® o numera g(n,m) de grafos simples com 1 ver-

tices e m arestas. Pelo teorema (V.4.3) concluimos,
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(V.5.a) TEOREMA: 0 nimero de grafos simples com n vértices e m

n
(2)
g(n,m)=|:xm:| Y{2}1+x, 1+x2,...,l+x . O
s
n

arestas e

Vamos agora explicar, com um exemplo, como © indice de

. 2 . . .
ciclos de Sn ; pode ser calculado a partir do Indice de ciclos
de 8 . Como mostramos mo corolario (III.4.k) estes ultimos podem

ser recursivamente calculados. Llustramocs como Y {2} pode ser
s
. s n -
obtido a partir de YS tratande o casc n=5, Usando a recorren-
n

cia do corolario (III.%4.k) ja obtivemos

_ _ 1 5 3 2 2
= Y5 = 130 (x1 + 10x %, + 15x.,x, + 20x %, + 30x1x + 20%,x, + 24x5).

Vs 1%2 12 153 4 2*3
Ao termo xi que vem da identidade, corresponde em Y {23 ©° ter
10 . o5
mo X, . A cada uma das 10 permutagoes responsaveis por 10 x] %,y
corresponde a parcela x: xg de ¥ {2}" Para constatar isto
8

5
note gue & permutagio de S5 expressa como ciclos disjuntos como

(1) (2) (3) (4,5)

. 3 -
que tem tipo X, X, corresponde a permutagao

d1,2hd 1,30 d 2,30 d 4,51, {4,51)d 2,4}, {2,5h) 3,4}, (3,50

. 4 3 . .
que tem tipo xl x2. Por simetria, cada uma das outras % permuta-

w

goes de tipo x] x, em S, induz uma permutagiao de tipo xi x;.
- ‘3 .
Logo a parcela 10 xl X, de Yss corresponde a parcela 10 xi xg
de Ys{z}-
5

2
A parcela 15 Xy Xy de Yg corresponde a parcela
.24 6
15 X X, pois
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(1) (2 3) (4 3)

induz

d2,3D) 4,51 d1,2}, (1,31 (1,4}, {1,5H) d 2,4}, 13,51 3,4}, {2,51).

A parcela 20 x> x
3 .
20 %) Xg de v {2} pois
S5

173

de YS corresponde a parcela

5

(1) (2) (3,4,5)

induz

¢1,20d 1,3}, (1,4}, {1,51yd 2,3}, { 2,4}, {2,50) 3,4} {4,5} {5,3}).

. - -~ .
De maneira analoga obtemos as correspondencias restan-

tes
30 x, x, —> 30 x x2
1 74 2 74
20 x, x3 —> 20 x£ x3 Xe
24 Xg —> 24 X
Agrupande o que foi obtido concluimos que
'l {2}(x1’x2’xi0) =
S
5
1 10 4 3 2 4 3 2 2
= 1 + 15
50 (xl + 10xyx, + 1 ®yx, + 20% % + 30x,%, + 208 X%, + 24x5) .
pPelo teorema (V.5.a) o nimero g(5,m) @
f
5 [x‘“]i sl 4 1000t ey + 15007 @)+ 2000 e’
v 30axdy (ah? + 2004 ey ) + 26047 Y,
ou seja

[xm]{l + x +2x2 +£m3 + ﬁxa + 6x5+ 6x6+4x7 + 21‘:8+x9 + X }.

10
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Assim, por exemplo, existem 4 grafos distintos com 5 vertices e

3 arestas, que sao mostrados abaixo:

/7/\A

Se somarmos os coeficientes do polinomio acima, obte-
mos e total de grafos simples com 5 vértices. Explicitamente, exis

tem

L+ 1 +2+4+ 6+ 6+6+4+ 2+ 1 +1=134

grafos simples com 5 vértices. Este valor pode ser diretamente
obtido do corolario (V.4.b). Segundo este corolzrio, o nimero

total de grafos .simples com 5 vertices &

Ys{z} (212’2’2!2:2329232’2)s
5

ou seja

T%E (210 5 10,27 & 15.25 4 20.2% 4 30,23 & 20,23 4 24,22

I%H (1024 + 1280 + 960 + 320 + 240 + 160 + 96) = 34 .

Outros tipos de grafos além dos simples, como grafos
com multi, las arestas, grafos dirigides, ete, sao enumerados usan
do 2 mesmas idéias basicas aqui apresentadas e o leitor nao de
ve encontrar dificuldades em aplica-las. Nos exercicios 13 ~ 15
e 20 = 22 deste capitulo extensdes deste tipo com sugestoes sdo

considerados.
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V.6 - GxH - PADROES

Nesta segac vames extender a situagao basica tratada
no teorema fundamental (V.4.a). Alem do grupo ¢ de permutagoes
dos elementos do dominio D considerames também um grupe H de
permutagoes dos elementos do contrademinioc C. Este conjunte e
doravante considerado finito. Se H for o grupo trivial, temps
a situagao anterior.

Duas fungoes £ e f s30 Gx H-associadas se existem

1 2
ge€G, h€H tais que

£,(2(d)) = hif, (D),

para todo de&D. E facil verificar que Gx H-associagao & uma re-
lagio de equivaleéncia, o que deixamos a cargo do leitor. Cada
classe desta relagao de equivaléncia & chamada de GXH-padido. Su

ponhamos que cada fé€ CD tem associada um peso
(£},
isto &, & dada uma fungao
T CD —> A,

onde A & um anel comutativo contende os racionais. Exigimos tam—

bém que se £, e £, estao no mesmo GxH - padrzo, entao

w(fl) = v(fz).

Esta restrigao e chamada de condigde de compatibifidade. Observe
que esta condicao mno caso de G-padroes e uma conseqlencia da de-
finiggo de mw(f), naquele caso como produto dos pesos das ima-
gens de f.

Ilustramos agora o fato de que a condicao de compati-
bilidade nio & mantida no caso de repetirmos esta estrategia de
atribuigao dos pesos. Sejam D =1{1,2}, C = {x{y}, G o grupo si-

metrico agindo em D e H o grupo sim@trico agindo em C. Con-
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sidere £y fze c definidas por

"
"

£, () = x, £,(2)

Y.

n

£,(1) =y , £,(2)

Estas fungoes estao no mesmo Gxil-padrao, pois denotando a identi
dade de G por g e o elemento diferente da identidade de H

por h temos

£, (g(1)) = £,(1) = x = h(y) = h(£,(1))
£,(2(2)) = £,(2) = x = h(y) = h(£,(2)).
Se associarmos os pesos w(x) = a, m(y} = b e encontrarmos W(fl)

e w(f,) como no caso dos G-padroes obtemos,

2
a

m(£)) = T(E (1) m(E (2))

2
b,

1]
1]

m(£,) = m{£, (1)) m(£,(2))

Dessa maneira, fungoes no mesmo @ X H~padrao poderiam ter
pesos diferentes. Come a condigao de compatibilidade & vital para
nossos propdosites temos de impd-la explicitamente. Esta imposigao
restringe bastante a aﬁlicabilidade do teorema principal desta se
¢a0 que provamos abaixo. Este teorema & obtido por De Brujin em
[DB 1] e neste trabalho ele nos da esmwtqpas bastante gerais de
atribuir pesos de forma a satisfazer a condigzo de compatibilida-
de. Como as estrategias sao complicadas, mesmo de serem enuncia-
das, nos restringimos neste texto a particularizar o teorema de
De Brujin para tratar o caso do numero total de G x H-padroes. o
peso @ mneste caso associa 1 a toda fungao de CD, e a condigao
de compatibilidade & trivialmente satisfeita. Nos exercicios 24 o
25 deste capitulo o leitor & solicitado a estabelecer a expressio
para o nimero de GxH-padraes de fungSes em CD que sao injeti-
vas. Neste caso ¢ peso 7T associa a f o valor 1 se f & inje-
tiva ou 0 em caso contriario. A condigao de compatlbllldade nova-

mente, e trlvlalmente satisfeita.
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De maneira analoga a dos G-padroes, o _Lnuenianio dos
GXH—padrEes ¢ a soma dos pesos dos GXH—padrSes. Certamente, comeo
impomos a condiggo de compatibilidade, definimos o peso de um
GxH-padrao como o peso comum a todas as fungoes a ele pertencen-

tes. Tratamos agora o resultado basico sobre G X H~padroes.

(V.6.a) TEOREMA (De Brujin - 1956): 0 inventario dos G H-padroes
5 .

-

de fungoes em C @&

(g,h)
Inv_ﬂ(CD nod. (GXH)) = — L Z Z Z T(E),

| 8€6 hgH £

0 peso T satisfaz 3 condigao de compatibilidade e a soma inter-
na & extendida a todas as fungoes de CD que satisfazem fg=hf,
isto 8, f(g(d)) = h(f(d)) para todo dED.

PROVA: A prova & uma aplicagao do lema algébrico basico (V.1.d) a
cada conjunto de fungaes com ¢ mesmo pesoc, exatamente como na pro

va do teorema fundamental (V.4.a). Seja portanto

{r, : BeJd}
B
o subconjunto de A formado pela imagem de 7. Para B&J seja
- . ~ D .
tambem @B o conjunto das fungees em C com peso  Tg. Consi=
dere o grupo {produto direte) G x H definido pelos pares {(g.h)

com g&€G, h&€H, com a operagzo) %* dada por
{(g,h) % (g',h') = (gg', hh').

Para cada B fixado definimos uma fungzo

aB t G X H —> S¢ N
8

onde SQ 2 o grupo simetrice das permutagaes de @B. A imagem de

R

(g,h) por £ @& denotada por

B

B -
a (g,h) = ag,h
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e & definida como sendo a fungao de @B —_ CD que leva £ em
[ -1
o (f) = h £ .

gsh £

Pela condigio de compatibilidade, aB mantam ¢ peso das fun-

gsh

gSes. Assim ag thB) c @B. Para provar a injetividade, suponha
. v

que
B _ B
ag,h(fl) ug’h(fz).
- . -1 -1 .
Isto e equivalente a h f1 g = h f2 g , ou seja, a f1=f2. A
fungao aZ % 2 também sobrejetiva: se fze ¢B, procuramos _por
k
\ B . . ) -1 .
£ < @B tal que ag,h(f) = f2’ ou seja, f2 h fg . Se def1n1£
mos f1 = h_1 f2 g e tomarmos f1 para o nesso £, comprovamos
a sobrejetividade de a: ht Assim esta fungao & uma permutagio
>
do conjunto & ..
B 8 .
Mostramos agora que para todo BE€J, a e um homomor-
fismo. Para cada fe¢8,

e = B = ' =1 -1
()‘.-(g’h) % (gl,h) (£) = Ugg1, hh.(f) = hh f(g g )

B
g.h

8

(o B 1 -1
B

,’h,(f)) = a~ _(h' £ g'"l) = h(h' £ g' ") g ,

o
g,h

-

de onde obtemos

B B B
= q o
a(g!h) * {g',h") gsh ag'lh"
estabelecendo que as € um homomorfismo.
Podemos agora aplicar, desde ¢gue estamos sob suas hi-

poteses, o lema algéhrico basico (V.l.d) para calcular o nimero

de G X H ogrbitas nas quais ¢B se decompoe. Fazendo isto obte
mos
orb(<I>B, G %X H)| = - E ]4(01.B h)
|G % Hl g

(g,h) €6 x H
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onde, interpretadoe na presente situagao, u(ag h
]

fungoes em @B satisfazendo
g
a (£) = £.
g,h
Para obter o inventario que queremes, precisamos apenas
plicar o nilmero de € x H = orbitas de fun¢gdes com peso

e somar para PBE J. Isto 2 ¢ que procuramos pode ser

1 B
Z T Z wlag w1 g

te x #l \, Fec x n

) ) ) e
u (o yom
le].|u] g,h" 6

g€ G heE€H BeJ

g

to como

ou como,

Nete que,

A (g>h)
Z u(ag,h) Mg = Z T(£).

Assim, o inventario procurado &

1

tnv (P mod. (G x H)) =
T .||

e

Como queriamos provar.

) & o numero de

multi-

Tg Ppor

escri-
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V.7 - NOMERO TOTAL DE & x H-PADROES

Nesta seggo particularizamos o teorema de De Brujin pro
vado na segao anterior para o caso em que 7w=l. Neste caso o in-

ventario de G ¥ H-padrces & simplesmente o seu aumero.

(v.7.2) TEOREMA (De Brujin = 1956): O niilmero total de G X H — pa-

drées em G° & dado por

4

[B] 2
d 3 3
YG 5;;, 5;;....,5; YH exp 2: Xj s eXp 23 2x2j PR
|| i=1 j=2
— b
In]
jc!
very @XDP :E: |C| X r
j=1 lc]j
avaliado em X)TK,=e .. =X = 0. — J

(V.7.b) EXEMPLO: Antes de estabelecermos o teorema deima, vamos
exemplificar sua aplicagac numa situagao simples, Com isto visa-
mos ajudar o leitor a entender a complicada expressao acima en-

valvende operadores diferenciais.

. , nj - . : .
Recorde, em primeiro lugar, que 5 e ¢ malor inteiro

menor ou igual a -%. Sejam D = {a,b,e}, ¢ = {x,v}, ¢ o grupo
simetrico 8, e H o grupo simetrico §.+ Vamos aplicar o teo-
rema acima para obter o numero de Sp % Sg ™ padroes. Temos, por

inspegao direta ou obtido recursivamente, como o fizemos apés o

corolaric (III.4.k),

_ _ 1 2 3

Ysc(xl.xz) =Y, T 5 (x1 * xl)
Y. (X, 4%,s%.,) Yo = 1 (x3+3x x_+2x.)
SD 1’7273 3 6 1 271 3
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0 que o teorema nos diz & que, primeiro, devemos obter um opera-

dor diferencial substituindo cada X, Ppor 5%— na expressac do
indice de eiclos de @ = SD' Fazendo isto conseguimos
3
1
6 2 3+ 3 gx gx * gx :
9x 1 2 3
1
Em seguida devemos aplicar este operador a expressao obtida do
indice de ciclos de H = $, com a substituigao de cada x;, por
D
i
exp Z 1 xij '
i=1

No nosso caso esta expressao &

1 2
3 [exp(x1+x2+x3)] + exp(2x2) =
1 ( Xy FX, ¥R, 2X2)
=37 le + e .
Aplicando o operador diferencial 3 expressac acima e
calculando no ponto x1=x2=x3¥0 obtemos
1 3 - 24
17 (27 + 3 x 2 x 2 + 2 x 2) = - 2.

'
Note que egte exemple & suficientemente simples para conferirmos
a resposta. 0 nimero de maneira distintas de colocarmos 3 objetos
indistinguiveis em duas caixas também indistinguiveis & 2: 3 nu-
ma caixa e 0 ma outra ou 2 numa caixa e 1 na outra. Em termos de

fungoes de D em C temos 2 5 X 8¢ - padroes:

D
a —> X 4 —>» X
h —> x b —> x
c > X c > ¥

PROVA DO TEOREMA (V.7.2). A base da prova & o teorema anterilor,
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que trata o caso de pesos arbitrarios que satisfazem & coundigaoe
de compatibilidade. No caso presente, vamos ter condigoes

de avaliar a expressao chave

(g,h)
m(E).

No nosso caso, come TwZ5l, esta expressao conta o nimeroc de fun-
~ D . .
goes fE€C que satisfazem fg=hf para g e h fixados.

Suponha que f wsatisfaz fg=hf. Entao se d€D & unm

elemento que esta num ciclo de comprimento i de g e £(d)= ¢

temos
£g(d) = RE(d) = h{e)
2 2 2
£(g (d}) = hi(g(d)) = h"£(d) = h" (e}
: .—l. * * ‘.-‘ -_
£(g” 1(cl)) = nf gt T (d)=.,..=h" 1 £(d)y = n* l(c)
e isto nos diz em particular que o comprimento j do ciclo de

h que contém ¢ divide i. Claramente a reciproca & tambdm ver
dadeira: se cada ciclo de g de comprimento i & levado i/j ve
zes num ciclo de h de comprimento j com j|i da maneira ci-
elica especificada acima, entao fg=hf,

Com esta caracterizagac & facil computar o nUmero  de
f's satisfazendo fg=hf. Para cada ciclo de g escolhamos um
elemento distinguido chamado de cabega de eciclo. 0 nimero de pos

sibilida 2s para a imagem por £ de uma cabega de ciclos &
c,
id,
ild
onde (cl'CZ""’tIC|) 2 o tipo de h, 1sto &, ~xistenm e ei-

clos em h com comprimento j-

Como as escolhas das imagens das cabegas de ciclos sao
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independentes e elas especificam completamente uma fungao f sa ‘

tigsfazendo fg=hf, temos que o numero de tais funcoes &
. L)

b,

gsh |D| i
S - )
£ i=1 Vj|i

onde (bl’bZ""’be|) @ o tipo de G. Usando este fato e o teo
rema (V.6.a), podemos escrever o nimero total de ¢ X H- padroes

como

i

;G hZH IDI Z |

i=1

Neste ponto os operaderes diferenciais entram em cena
para associar a expressaoc acima com os indices de ciclos de G e
de H. Note que uma poténcia rn pode ser expressa como a n-ési
ma derivada de e’® calculada no ponto x=0. Uma generalizagao
direta para muitas variaveis independentes deste fato permite es

crever o produto

i=1 ' j|d
como
. (D]
T T exp 2: . z: jc)
Bxl sz 3X|D| o 1 (Jli ]
avaliado em x1=k2=...=x|D| = 0.

Observe em seguida que



o

2

1]
1

*

|c|
= ice,
i=1 i=
Note gque para obter az Ultima expressao, trocamcs os pap@is de i
e j com o intuito de obter uma motagao consistente com o enun-

ciado do teorema. Alem disso, trocamos o limite superior da so-

ma externa de |D| para |C|. Isto nao causa alteragoes pelo se
guinte: se [D] > |C|, todo ¢, com i > Jc| wvale 0, Se |D|<]C
e hE€H tem algum ciclo de comprimento 1 maior que |DT, en—
tio a soma interna nao faz sentido a priori, pois o indice varia
entre 1 e 0. No entanto,analisando a situagao combinatorial v&-
se claramente que no caso esta soma interna deve ser definida co
mo 0.

Podemos entao escrever para o niumero de G X H-padroes,

i B ] A

g€ G h&eH

o I
g

exp E: 1ci(
i=1
Como os bi's saoc fixos para cada g€ G, usado a lirearidade dos

B

H

[
=
]
-t
1
]
(a1
1]
|
F]
|
=]

operadores diferenciais e outras modificacoes simples obtemos pa

ra a expressao acima!
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LGL i
2L Z ' exp Z ix.. “i .
ij

I he H i=1 j=1 x =x2=...=xiD| = 0

Finalmente observe que o operador diferencial pode ser

obtido a partir da substituigao

i il i=1,2,...,|D],

i

da expressao para o indice de c¢ciclos de €. Analopamente, o ope-
rando pode ser obtido a partir da expressao para o indice de eci-

cles de H efetuando a substituigae

In]
i
xy —> exp zz: i Xij R i=1,2,.d.,[C

Desse modo obtemes que ¢ nimero de G x H - padroes &

9 k] 9 !D{
e e s 4 4 g e s 2x_ .0y aes
Y Bxl' sz’ ,3XID} Yy %P z: XJ exp z : *2;

avaliado em x1=x2=...=i]D! = 0, Isto conclui a prova do teore-

ma. O
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(V.7.b) EXEMPLO: Coloragdes cilclicas das faces de um tetraedro.

Vamos calcular o nimero de maneiras distintas de pintarmos as fa
ces de um tetraedro com no maximo 4 cores rotuladas 1, 2, 3, 4.
Duas coloragoes sio consideradas idénticas, se uma & obtida da
outra por uma rotagac do tetraedro, seguida por uma rotagao ci-
clica das cores. 0 grupo G & no caso o grupo de rotagaes do te

traedro como permutagoes de faces. 0 Indice de ciclos de © e

pedido no exercicio 1 desta segaeo e vale

1 b

2
2 ‘% * 3x,).

+
8x1x3
0 grupe H, no caso presente, & o grupo ciclico de 4 elementos,
representados por permutagoes da maneira usual. 0 seu Indice de
ciclos pode ser diretamente calculado e vale

4 2
(. + x. + 2x4).

1
4 71 2

Aplicando o teorema (V.7.a) obtemes para o nimero de coloragdes

ciclicas distintas, ou G x H - padrces,
WK 3 3 3% p [ BEprxgrrgx,
| ——F +*+ 8 ¥—/— — + 3 — =le +
12 4 9x. 3x 2 4
9x 1 3 ax
1 2
2(2x,+2x,) X
+ e 2 4 + 2e 4)
X, =x,=x,=x,=0,

Computando este valor obtemos

fg G* 4 8 x 4 x4 43 x4+ 3 x 42y =
£§ (256 + 128 + 48 + 48) = 10
G x H - padroes ou coloragoes ciclicas distintas. Como uma veri-—

ficagao listamos abaixo as 10 coloragoes ciclicas distintas.
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V.8 - G-PADROES AUTO=-COMPLEMENTARES

Nesta segao,inicialmente encontramos uma forma mais sim

ples do teorema (V.7.a2) no caso |C| =2 e H© =8 A seguir,mos

.
tramos que esta especializagic tem como aplicacao a enumeragao de
G-padroes auto—complementares, conceito que definimos abaixo. Um
exemple tipico desta aplicagaoc & a enumeragao dos grafos simples
gque sao isomorfos aos seus complementos. (0 compfemento ¢ de um
~grafo simples G @& o grafo simples obtido de € trocando aresta
por nidoc aresta.)

0 Indice de ciclos de §
1 2
ysz(xl, xz) =3 (x1 + xz).

Portanto, para H = 82 o teorema (V.7.,a) nos da para numero to-
tal de G x H - padroes

1 y e 3 e2(x1+xz+...+x|D|) +
» ,Il.,_'_"_
2 G Bxl axz Bxlnl
2K ¥X,+. ..+ D
e 2 74 2{ 5 J
calculado em x1=x2=...=x|DI. Esta exPressao, como pode ser faeil

mente verificada, & igual 3 expressao dada no corolario seguinte.
. - - ~ D -
(V.8.a) COROLARIO: 0 numero total de G X 32 ~ padroes em 2 e

1
5 ¥5(0,2,0,2,...),

1
5 YG(232I"‘!2) + >

2

onde o nimero de varidveis & |D|, as variaveis da segunda parce-
1a de indice Tmpar valem 0 e as de indice par valem 2. [J

Se compararmos a soma acima com a expresszo que se obtém
no caso em que H = {id}, ou seja, o numero de G-padroes com

|| = 2, que pelo corolario (V.4.b) vale

Ye(252500052),



-205-

nao & difieil chegarmos & conclusao enunciada no proximo teore-
ma. Antes porém, precisamos definir o conceito central desta se-
¢do.

Suponhamos que € = {x,y} e que H = {id}. Um G-padrac
Q & dito aufocomplemenfar se a fungao f obtida de uma fungzo
f€ N por

]
]

£(d) se £(d) ¥

=y se £(d)

1

X,

para toedo dED esta em £. Note que no caso presente com [C|=L
um elemento de C pode ser pensado como "presenga" e o outro co

mo "auséncia", dal a razioc da terminologia auto-complementar.

(V.8.b) TEOREMA: Se |C] = 2 o nimerc de G-padroes auto-comple-
mentares de fungoes em CD e

|Autcomp (2”0 mod @)| = ¥ (0,2,0,2,...).

PROVA: O niimero total de G x Sz—padraes & grosseiramente a meta-
de do nfimero de G-padroes: se nao houvessem G-padrdes auto-com-
plementares este calculo estaria correte. Em geral & claro que 2
vezes o niimeroc de G x Sz—padrSes & igual ao niumero de G-padroes
mais o numero de G—padrSes auto-complementares. Isto porque pa-—

res iguais de G X S, -padroes correspondem naturalmente a pares de

2
G-padrges complementares e cada G~padrao auto-complementar apa-

rece duas vezes nedtes pares. Pelo corolario anterior, duas ve-

zes o numero de G ¥ Sz—padrSes e
YG(Z,Z,...,2) + YG(0,2,0,2,...).

Pelo argumente acima e pelo coroliario (V.4.b) esta expressao e

igual a
YG(Z,Z,...,Z) + ]Autcomp(ZD mod G)|.

Logo
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|autcomp (27 mod 631 = v,(0,2,0,2,...),
provando o tecrema. E]

(V.8.c) EXEMPLO: Ghrafos asimples aute-compfementanszs . Quantos
grafos simples auto-complementares com =n vértices existem?

0 grupo G neste caso & o grupo par - desordenado

{2 \ . ~ . -
Sn }, introduzido na segao V.5. Pelo teorema anterior, o numero

procurado e

Y {2}(0,2,0,2,...).
E3
n
Para ilustrar conecretamente tratamos o case un=5. Na segao V.5

caleulamos o valor de ¥y [2}°
‘ 8
5

Y {2}(xl,x2,...,x10) =
35

+ 20x x3 + 30x x2 + 20x.x,.X

4
2 173 274 17376

x5 o+ leix + 24x§)

Logo, pelo teorema acima, existem

1 . 2 _
TEE(O + 0 4+ 0+ 0+ 30x 2x 2" + 0+ 0) =2

grafos simples com 5 veértices gque szo auto-complementares. Um
destes grafos, onde o complementar & indicado por linhas partidas

& mostrado abaixo.
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Desafiamos o leitor a encontrar o outro. Observe, depois de ter
encontrado o segundo grafo simples auto-complementar por tenta=
tiva e erro, a "forga" da teoria provando que nao existem ou-
tros.

Uma tabela dos numercs a_ de grafos auto-complemen-—

tares com n vertices pode ser facilmente obtida dos indices
de ciclos de SiZ}. Seus primeiros valores 530
n a .
n
4 I
3 2
B8 10
9 36
12 720
13 5600
16 703760
17 11.220.000

Para os valores intermediarios de = nao listados a vale ze
rFo. No exercicio 27 deste capitulo o leitor & solicitade a ex-

plicar este fato.

(v.8.d) EXEMPLO : Dighagos simples auto-complementares - Quantos
digrafos simples auto-complementares com 1 vertices existem?

Seja Siz) o grupo de permutagoes dos n{n-1) pares
ordenados distintes nos simboles 1,2,...,n induzidos pelo gru
po simetrico 5,- Um digrafo simples & um grafo com as arestas
dirigidas (setas) sem lagos e com Imo maximo uma seta ligando
cada par ordenado de vértices. O complemento de um digrafo sim-
ples & conseguido colocando~se setas onde nao existem e retiran
do-as de onde existem. Uma aplicagzo direta do corolario (V.4.b)

nos diz que existenm

Y (2y(2s2aeees2)
Sn
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digrafos simples. Pelo teorema (V.8.b) o numero de digrafos sim-

Ples auto-complementares vale

Y (2)(0,2,0,2,...).
8
n
Ilustramos agora a situagao considerando mn=4, No exercicio 21 des-

te capitulo, pedimos uma comprovagac de que

Y 2y (RyoXgreraxgy)
54

1 12 2 5 4 6 3
Ez(xl * 6x1x2 + 8x3 + 3x2 + 6x4).

Assim, o nimero de digrafos simples auto-complementares com 4

vértices a

6

-215-(o+o+o+3x2 + 6 x 2°) = 10,

Uma tabela dos nimeros an‘ de digrafos simples auto-

complementares com n vértices comeca com

n a
2 1
3 4
4 10
5 136
6 720
7 44224
& 703760

Observe, comparando com os a s da tabela anzloga para grafos,

n' = a, para n=2 e 4, Na realidade em [RE ﬁ] Read pro

vou o fato curieso que para n > 1,

que a

T =

%2n S4n?

isto €, o nimero de digrafos simples com 2n vértices que sao
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auto-complementares & igual ao nimero de grafos simples auto-

complementares com 4n vértices. F interessante notar que uma bi
jegao explicita entre as duas classes de objetos nic & conheei-
da.

Qutra aplicagao do teoréma (V.8.b) e feita na proxi-

ma segao para enumerar fungoes booleanas auto-complementares.
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V.9 - CONTANDO FUNQGES BOOLEANAS

Uma fungae booleanaz em n variaveis e definida  como
uma fungao de todas as seqiisncias nos simbolos 0 e 1 de compri-
mento n em {0,1}. Em alguns problemas concernentes a circuitos
logicos & conveniente se considerar duas fungoes booleanas como
equivalentes se uma e obtida a partir da outra por uma -permutacgdo
das variaveis seguida da negacgao de um subconjunto das mesmas. Por
exemplo, com os simboles usuais v (para "out), A (para "e"}) e

“ (para negagao) temos que as fungoes

(X11x2)x3=x4) —2 X].V(XZ A U XS)V(XAA v Xl)
(x1’x2!X3!Xq’) — 'UXZV(K]_ AV X4)V (""XBA Xz)
sao, com a definigao acima, equivalentes pois a segunda & obti

da da primeira pela permutagaoc

seguida da negagao de x, e de xg,

0 nosso problema nesta segao & o de enumerar as fungoes
booleanas modulo a equival@ncia acima. Este problema foi trata-
do originalmente por Slepian em [SL 1].

Uma funggo booleans em n-variaveis pode ser pensada co

mo umz coleragao dos vértices do n-cubo com duas cores. Pode ser
mostrado que a equivaléncia de fungoes booleanas acima definida

equivale a congrudncia das duas 2-coloragoes via rotagao e refle
xao do n-cubo. Este fato biAsico & intuitive e pode ser verificade
diretamente em dimensces 2 e 3 e se generaliza para dimmmaesmaﬂg
res. Assumimos o mesmo sem nos determos numa prova formal.

Desse modo o numero de fungdes boolearas em n varii-
veis procurado, & o numero de 2-coloragoes dos vértices do n-cu-
bo médule o grupo de simetrias deste. Podemos aplicar a teoria

de Polya desde gque conhegamos o Indice de ciclos do grupo de si-
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metrias do n-cubo como permutacac de vértices. B facil, construin
do um prefab exponencial, obter uma recorrencia simples para os
indices de ciclos dos grupos de simetrias do n-cubo, porém como
permutagoes de faces. Na realidade & possivel obter polinomics que
contém mais informacao que os indices de cieles (das faces}. In-
formagaoc adicional esta que nos permite obter dos mesmos os indi-
ces de ciclos do grupo de simetrias do n-cubo como petmutagSes de

vertices.
PREFAB NAS PERMUTAGGES DE FACES DO N-CUBO

Considere um n-cubo com as faces rotuladas pelos elemen

tos do conjunto

R = {1,i,2,§,...,n,a},

onde i e 1 rotulam (Hiper-) faces cpostas (i = i). E facilL se
observar que uma permutagac p de R 2 induzida por uma sime-
tria do n-cubo se e somente se p(i) = p(i), para i€ Rn, isto &,
a imagem da face oposta % a face oposta da imagem. Claramente exis
n ., . ~

27 n! tals permutacgoes.

Construimos um prefab (R,%,k,T) da seguinte maneira.

(i) 9 = l I ﬂn, onde Ro e o elemento neutro que pode ser
n>0
pensado como o poligono vazio. Para n>l Qn & o con-

junto das permutagoes p de R, satisfazendo

p(i) = p(1).

As permutagoes em Qn sao representadas pelos poligo-
nos rotulados dirigides associados 3 sua decomposicgao

em ciclos disjuntos. Por exempleo, se 06.95 vale
(1,2,1,2) (3,4) (3,4) (3) 5),

o e representada por
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O

(ii) A composiggo % e essencialmente a composiggo de di-~

2

grafos rotulados: se o€ Qm, BESEn entac, o = B & o
subconjunto de ﬂm+n definido como segue. Um elemen-

to vy de Qm+n esta em o % B, se & possivel encon-

trar uma partigae (A,B) de N = {1,2,...,0} tal que

¥ @ obtide a partir da uniazo das componentes de ¢ e
de B trocando-se os rotulos i e i de o por iA
e ii respectivamente, onde iA

mento de A, seguida por troca analoga para o rotulo

€ 0 i-2simo menor ele

dos poligonos em B com B no lugar de A.

(iii) A fungao corretiva k & definida para aEShI como

k() = 2% a!

(iv) Definimos a funggo peso T no conjunto de primos P
e extendenmo-la para_torni—la totalmente multiplica-

k1 k2 kn
tiva, isto & se @& Pp” % Py &ese® P (pi's distin-

tos) entao

n

k,

T(a) = H (rp;)) *.
i=1

Para identificar os primes de 8, precisamos considerar os poli-

gonos desse con;unto. Podemos distinguir dois tipos de poligonos:

poLigonos de tipo 1 saoc aqueles em que para algum i€ N, i e i
aparecem rotulando dois de seus vertices. Pela restrigEo'de que a
imagem da face oposta & a face oposta da imagem & facil de con-—

cluir que em poligonos do tipo 1, se j aparece, entac j tam-
1
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bem aparece rotulande o vértice oposto. Polfigonos de tipo ? sa0

aqueles em que 1 e 1 mnao aparecem simultancamente como rotu-

los. Pela restrigao acima, se .os vértices de um poligono de tipo

2 aparecem em ordem ciclica rotulados por (%l,iz,...,in), entao
a mesma permutagao que induz tal poligono induz também o poligono
disjunto rotulado em ordem ciclica por (II,IZ,...,I ).

E agora uma observacgao simples que os primos em Q
correspondem aos poligoros do tipo 1, chamados primos de tipo* 1,
e aos pares de poligono de tipo 2, que sac os primos de Eipo 2.

Definimos os pesos respectivos como

(o) = znyzn se a€Q e e primo de tipo 1
2 - . :
mla) = znxn se u&Sﬂl e & primo de tipo 2.

Tendo definido a estrutura (R,%,K,w) deixamos para o
leitor a verificagao (que & direta pordém tediosa) de que trata—se

de um prefab exponencial. O inventario do conjunto P de primos

a
Inv (p) = Eiﬁl
Kym k{p)
PEF
: x2 v
- Zm—l(m~l)! mm' + sm m’
1]
w1 2" m: 2 m!
uma vez que existem Zm_l(m-l)! primos em ﬂm de tipo 1 e outros

tantos de tipo 2. Usande agora ¢ teorema exponencial obtemos

-

_ 1 2 m
Ian,W(Q) = exp|z j{: (xm + yzm) z

m>1

0 uso de duas variaveis =x e y foi motivado pelo proposito de
guardar informagao sobre os tipos de permutagoes de faces, Esta
informagao e imprescindivel para o calculo do indice de ciclos do

grupe de simetrias do n-cubo come permutagoes de vertices. Se es-
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tivermos interessados no indice de ciclos das faces, podemos obte-

lo fazendo ¥9; T ¥y; pPara todo i£ N. Temos o seguinte teorema

cuja prova a partir da expressao para o inventario acima & uma

simples verificagao de definigoes, que deixamos a cargo do leitor.

(V.9.a) TEOREMA: O 3indice de ciclos do grupo de permutagSes das

faces de um n-cubo induzidas pelo seu grupo de simetrias &

_.|.n 1 2 m
Yf_I:z] expsz(Xm+X2m)Z - a

Qn m>1

A formula para o inventario de @ permite a construgao

~ . - = .. n

de uma recorréncia simples para o caleulo dos coeficientes de z ,

Seja f(z) = Ian Tr(Q). Usande a exXpresszo obtida acima obtemos
b

depois de derivar, a seguinte equagzo funcional
L 2 m
r = e -
zf' (2) ™ £(z) E (xm + y2m) .
o>
S8e denotarmos por ¢, © valor de

[z“:[ {f(z)}

obtewros apos comparagaoc de coeficientes a seguinte recorrencia,

o1

1 2
‘n T Im E e gy * Yopo0i)-

1=0

Desga recorrémncia obtemos facilmente
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€3 Z}E ("f + 8x§ * 8y, . Gxi"i * 6"%"4 *
6x§y2 + 6y2y4 + 3Xiyé + BXiy% * Yz).
Como mencionamos, para enumerar as fungSes booleanaﬁ,

precisames do indice de ciclo do grupo de permutagoes de veértices
do n-cubo induzidos pelas simetrias do mesmo. Vames agora exem-
plificar para =n=3 como obter este Indice de ciclos a partir de
e coeficiente de z° em Ian m(ﬂ). A ideia e fazer a corres-—
pondéncia entre as permutagoes de faces e as permutagoes de vérti
ces, de maneira andloga 3 que foi feita mo caso do grupo simétrico
atuando em simbolos e em pares de simbolos, para a euumerégao de

grafos.

As seguintes correspondéncias sao facilmente encontra-—

Q0 ofo

O EZO O +:_O 8
5b  OxO

e,

2 Y

das:

(!
Nl

~++

Wl
El ]
w N



k 4

M

L
~2l

=1
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L

—++
4 ——
Lk e
+-—
+++ ket
-— —++
bk e
>
" 4
<
= e e
+4++ —_—

++= ——




1
4
yzy
i
1
b
172
1
1
22 Q
%172
1
1
3

[l ]

L 4

ol

W1

»

W

)

-217-

++4 —— —

4=
> >
N
F S Y 'S
% .3
-t - -+t
it ot —4d
++- - — —_—
e v ——— —f—
-— 4 —t4 —_—
i R -
—— = =% -



-218~

Levando em conta os coeficientes vemos assim que o in-

dice de cieclos procurade Yg vale
3

S L8
Yo T 38 %y

4 2 2
x_ 8x2x6 + 6xlx2 + 12x4).

(SN
w oM

+ 13x3 + 8x

De maneira analoga, poderiamos mostrar que

16 2 2
X 1%y ¥ + 48x8 +

o

_ 1 8
¥ = 383 ( + 5]_x2 + 48x

Q

[p]

+ 12x X

— o g

o
= e

4 4 6 4 2 2
X, + 84:{A + 12x x, * 32x 3 + 96x2x6 .

(V.9.b) EXEMPLO: Quantas Qg - classes de funcoes booleanas em 3

varidveis existem tendo ma imagem 4 valores iguais a 17
Associemos ao 0 da imagem das fungoes booleanas o pesao

x0=1 e ao 1 o peso x1=x. Pelo teorema de Polya (V.4.a) o nu-

mero precurado &

1

= [x4] {0? ¢ 1300+x5)% + 81+x)? (1exd)2

F8lex?) (1+x0) ¢ 6 (Lex)t (LexD)? ¢ 12(14x) %)
1 .8 4
- L [(4)-+ 13. () + 8.2.2
&
+61+(2).2+1]+12.2]

=L :
=738 (70 * 78 + 32 + 84 + 24)

288
Zg "~ 8

Q; ~ classes de fungoes booleanas.

(V.9.c) EXEMPLO: Quantas Q; - classes auto—complementares de fun
goes booleanas em 3 variaveis existem? Uma fungio booleana £ em

n  variaveis e aqufo-complementar se a fungio g obtida de f
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trocando os valores da imagem desta Gltima estd na mesma Qz-clas
v - ~ S x

se uma Q - classe & aufo-complementar se suas fungoes constituin

tes sao auto-complementares. Pelo teorema (V.8.b) para se obter o

niimero requerido basta substituir em Yy  as varidveis de Indice
Q

impar por 0 e as variaveis de Indice par por 2. Assim existenm

132t v 122® w04 822y =
_ 528
4
= 11
QX - classes auto-complementares de fungoes booleanas em 3 varié
vels.
EXERCICIOS

1. Mostre que o indice de ciclos do grupo de rotagoes do tetrae-
dro regular como permutagoes de faces &

4 2
(xl + 8x.,X, + 3xl).

1
12 1%3

E come permutagoes de vértices?

2, Calcule o indice de ciclos do grupe de simetrias total (rota-
coes e reflexdes) do tetraedro regular como permutacoes de fa
ces., Compare Sua respesta com o valor de Ya dado apdos o co-

rolaric (IIT.4.k). A relagao obtida & natural?

3. Comprove que os indices de ciclos do grupo de rotagoes do icg

saedro regular sao
(i) como permutagoes de faces

1 20
— {x

2 6 4 10
BQ { 1 + 20x1x3 + 24x5 + 15x2 )

(ii) como permutagoes de vértices
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1 12

4 2 2 6
50 (xl + 20x3 + 24x1x5 + 15x2)

Em seguida calcule os indices de ciclos incluinde alanm das
rotagoes as reflexoes, obtendo assim o grupo de simetrias to

tal,

Seja ¢, © grupo ciclico em n elementos representados por

permutacoes da maneira usual. Prove que

: _1 E n/d
Yo (xl’x2""’xn) =3 ¢ {n) xd N
n
d|n

onde ¢ & a fungao totiente de Euler.

Seja Dn o grupo diedral em n elementos representados por

permutagoes de maneira usual. Prove que

(x, % )—l (x,,x )
an R LI 3 ch 12 ¥gec Xy
1 3

n-1
1 2 -
2 Xl XZ s I lmpar
-+
n n-2
1 2 2 2
E o\*2 T *1 %, [»m par

As 6 faces de um cubo devem ser pintadas com no maximo 5 co-
res. De quantas maneiras a menos de rotagEo isto pode ser
feito? Supenha que uma das cores & azul. Em quantas das colg
- - . 3 .

ragoes possivels existem 3 faces azuis?

(Sugestao: para resolver i segunda questio d& & cor azul o
pese w{azul)=x e as outras o peso y. 0 inventario do con-
3

T . = ~ .. 3
tradominio e entao x + 4y. Procure pelo coeficiente de x y

em Inv_”(CD mod. G).)

Quantas coloragoes em duas cores das faces e dos vértices de
um icosaedre regular existem nas quais cada uma das duas

cores aparece 0 mesmo nimero de vezes?



10.

1l.

12.

13.
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(Sugestzo: os indices de cicleos apropriados sao dados no exer-

cicio 3 acima).

Prove que existem exatamente 3 coloragoes dos vértices de um
octaedro regular nas quais 3 vértices sao pintados com verde,

2 sao pintados com azul e 1 & pintado com vermelhao.

Prove que existem exatamente 5 coloragoes das faces de um do-
decaedro regular nas quais 9 faces sao pintadas com verde, 2

sao pintadas com azul e 1 e pintada com vermelho.

Encontre um polinomie p tal que p{n) & igual aoc nimerc de
maneiras distintas, a menos de rotagac e reflexao, de pintar-
mos as arestas de um tetraedro regular com no maximo n cores
uma das quais & verde. Em quantas destas coloragaes existem pre
cisamente 4 arestas pintadas de wverde?

Seia fS(X) = v {2} (L+x, 1+x2+,...,1+x10). Desenhe os 6 grafos
S

5
com 5 vertices e 5 arestas '"previstos" por fs(x); (Este poli-

nomio & dado explicitamente no texto.)

Existem alguma explicagao simples para o fate de fs(x), acimaf
ser simetrico, isto 8, ter os coeficientes de x* e de xlo-l
iguais para 02i<10? Mostre que se fn(x) & a fungao geradora,
por arestas, para os grafos simples com n vertices entao Efj

(g)‘i . n
fn(x) e x fn(x) sao iguais para Dfif(z).

Prove que o nimero gk(n,m) de grafos com n vértices, m ares

- . . - . -
tas com no maximo k arestas ligande 2 vertices e

K k
, 9
gy (mom) = [xm] Y {2} E x E z 1.-~-,E X
i s i=0 ;

n i=0 i=0

()i

e tambem que
k()
E : gk(n,m) = YS{Z}(R+1, ktl, ... yk+l).
m=0 n
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14, Com a notagac do exercicio anterior calcule explicitamente
32(4,m) para m entre 0 e 12. Tente desenhar para m=7 os

grafos correspondentes.

15. Mostre que o nimero g*(n,m) com n veértices, m arestas e

sem limite para o nlmero de arestas ligando 2 vértices &

1
n
&)
X

m 1 1
P 0D PN AU
% é[Z} 1-x 1-x2
n 1-

{Observe que o contrademinio C neste problema niec & finito e

isto justifica porque nao fazemos esta restrigao.)
16. Calcule, usandoc o indice de ciclos de 522} fornecido no tex-
to, o valor de g*(S,S). Verifique sua resposta desenhando os

grafos.

17. Encontre o grupo de permutagaes adequadoe para responder a se-
guinte pergunta: Quantos grafos com n vértices, m arestas e
no maximo k arestas ligando 2 vértices existem, se lagos sao

permitidos.

18. Prove que ¥ {2}(x1,x2,...,x15)
5
6

3 15 + 90x_x x3 + 120x%_x xzx +

*+ 45x 1%2%4 1¥2%3%g

72 3. 4 36
+ lelx4 + 40x1x3 1%

3.6 3 5 2
1x2 + 90x.x, X% + 40x3 + 120x,.x

3
+ 144x5 + 15x 1%2%, 3%g)*

19, Damos a seguir o comego de uma tabela dos nlmero g{n,m) de
grafos simples com m vertices e m arestas. A tarefa do lei
tor & se convencer de que seria capaz de gerar esta tabela a

partir da teoria desenvolvida no texto
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n/m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12
L 1
2 1 1
3 1 1 1 1
4 1 1 2 3 2 1 1
5 1 1 2 4 & 6 6 4 2 1 1
6 1 1 .2 5 9 15 21 24 24 [ 21| 15 9] 5
7 1 1 2 5 10 21 41 65 97 [131| 148 148 131
8 1 1 2 5 11 24 56 |115 | 221 (402} 663{ 98011312
9 1 1 2 5 11 25 63 | 148 | 345 |771|1637|3252)|5992

(2)

20. Seja Sn o grupo de permutagoes dos =n(n-1) pares ordena-
dos distintes nos simbolos 1,2,...,n induzidos por s+ Mos
tre que

1 12 2.5 4 6 3
¥ (2)(xl,x2,-..,x12) = A (x1 + 6x1 2 + 8x3 + 3x2 + 6x4).
S

4
21. Prove que o niumero d(n,m} de digrafos simples (grafos diri-

gidos, sem lagos e com no maximo uma seta ligando cada par or

denado de vértices) com n vértices e m setas &

d{n,m) = [fﬁ] ¥ (2)ﬁ1+x, 1+x2,...,1+xn(n_1ﬁ
s
n

22. Usando o resultado do exercicio 14 verifique que

Y (2) &y rea¥gy)
54

mh

L+x+5%2+13x°+27x +38x +48x0+38x +27x0+1 3% +5% " Cax tax 2

Como "previstos" neste polinomio existem 13 digrafos simples

com 4 vértices e 3 setas, apresentados abaixe:

=i feciioeflos
A oA A NN




-224-

Prove que voce tem "f&" nesta teoria exibindo os 27 digrafos
simples com 4 vértices e 8 setas previstos pelo mesmo polind-

mio.

23. Para leitores habeis em programacac de computadores: escreva

um pregrama que calcule
ysn(xl,xz,...,xn)

aY ; (K, 39X, peeasX }
Siz} 1’72 (g)

Y (x,,x 34+ X )
S(Z) 1772 n{n-1)
n

para n=2,2,...,15.

24. Utilizando idéias anidlogas as da prova do teorema (V.7.a) Pro

ve que o nimero de GXHE-padries injetivos em C

9

Y ]
G 3x1 ax

103 (¢® mod (exu)) =

¥y, [1+x 142x,+...,1+|C]x

H 1’ 2 e

avaliado em x1=x2=.I'=x|Cl-= 0.

25. Particularize o exerciecio anterior mostrande que se [Dl= |c|=n

entao o nimero de GxH~padrces bijetivos &

R
Bij (€7 mod (GxH)) = YG(Eg_’ 5%—,---.3%—)
1 2

yH(xl, 2x2,...,nxn) .

Note em particular gue esta expressao & um polinomio constan-—

te. Prove também pela simetria do caso que

3 3 3
T axl' axz""’ax ){YG(X]_’ ZXZ,...,nxn)
n



26.

27.

28,

29,

30.
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& também igual a Bij(CD mod {GxH).

Mostre que o nimero de maneiras distintas de se rotular ci-
clicamente as¢ faces de um dade com {1,2,3,4,5,6)}, onde duas
rotulagoes sio iguais se uma pede ser transformada na outra
por rotagao do cubo e permutagao ciclica dos rotuleos, & 9.

Faga uma figura mostrando estas 9 rotulagoes ciclicas,

D€ uma explicacac simples para o fato de 3y, 845 8cs 8 3y
ajq» 4147 25 na tabela que segue o exemplo (V.8.c¢) serem
todos iguais a zero.

No exemplo (V.7.8) mostramos que existem 10 digrafos simples

auto-complementares. Desenhe estes 10 digrafos.

Calcule quantas classes auto-complementares de funQEes boole
anas em 4 variaveis existem. Use o Indice de ciclos dado no

Eexto.

De quantas maneiras podemos pintar as faces de um 3-cubo com

no maximo 3 cores
a) a menos de rotagao?

b) a menos de rotacao e reflexdo?
A resposta para (a) e 57 e a resposta para (b) & 56. Isto
significa que existe exatamente uma 3-coloragao das faces do
cubo usual que nao & superponivel com sua imagem especular

por rotagao. Encontre tal 3-coloragao.
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