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Prefacio

A intencdo das presente notas é que elas possam servir
de ajuda dos interessados na busca de técnicas de estimagao apli-
caveis nos modelos onde as hipéteses habituais de "normalidade"
se satisfacam 86 aproximadamente. Somente se analisa o caso de

estimagio de um pardmetro de posigio univariado.

a s . ¢
O rigor matematico foi excluido totalmente pensando num
prossivel leitor que conhega o essencial da Probabilidade e Esta-
t{stica, segundo como se estuda nas nossas Universidades nos cur-

sos de Formagdo na Estatistica.

Na verdade, foi uma primeira intencio fazer um estudo
do modelo mais amplamente usado: o modelo de regresszo. Mais
posteriormente, se julge melhor fazer um estudo detalhado de um
modelo mais simples, assim futuramente o leitor poderé sozinho e
quigé com uma base mais firme continuar o estudo dos trabalhos

que tratam da Estimag¢ao Robusta nos modelos mais complexos.

Muito desse julgamento foi baseado na experiéncia que
o autor teve de conversas com alunos e colegas, especialmente
agquelas de um curso de verao na U.S.P, . O autor agradece a valio-

sa colaboracac brindada pelos alunos desse curso.

Finalmente o autor agradece a seus amigos e colegas do
IMPA: Ana Maria Lima de Farias, Rosely Moraes Garcia, Nelson
Ithiro Tanaka e Nuno Duarte da Costa Bittencourt os gque nao somen

te fizerao a tradugao do texto originariamente em espanhol, mais



’ e e, . i .
tambem apontarao criticas e sugestoes que ajudaram a melhorar

estas notas.
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cAPfTULO I
INTRODUCAO AS TECNICAS ROBUSTAS DE ESTIMACRO:

SUA ORIGEM E NECESSIDADES

1.1 ~ Conceito Geral de Robustez

" Em diversas atividades interessa estudar certos fendme
nos ou procedimentos que ao serem observados em diversas ocasiSes,
apresentam uma certa variabilidade em seus resultados. Se se de-
seja apreender o geral ou essencial deste fen6meno, tera que se
saber extrair essa esséncia desta massa de resultados obtidos em
observag¢oes particulares. A Estat{stica, como sahemos, & uma
ferramenta important{ssima neste processo de passér do particular
ao geral.(inferéncia). De fato, poderiamos dizer, como em CRAMER
[e], gque o objetivo principal da Estatistica & extrair inferég
cias validas de um conjunto de dados. Deveriamos acrescentar gue
a Estatistica também nos ensina, através da Teoria de Amoétragem
e Planejamento de Experiméntos, como fazer para que os dados obh-

tidos nos déem informagdo util sobre o fendmeno em estudo.

Da nossa parte, vamos subor que ¢ conjunto de.dédos
obtido & "bom", no sentido de que se feve cuidado de seguir as
prescricgoes a que nos refer{gmos no fiﬂal do parégrafo anterior.
Também vamos supor que esses dados sao puméricos. Com o objeti-
vo de formalizar e sistematizar a andlise desses dados, vamos

ajustar a eles um modelo matematico.

Isto é bem facil de dizer e entender mas é muito dirfi-

I

t
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cil de levar a prética de modo que estejamos sepguros de qué o mo
delo sobre o gual iremos trabalhar se ajusta corretamente aos da
dos. Existe uma produgio crescente de trabalhos referentes a ma
neira de proceder na construcgio de modelos mﬁteméticos. Podemos
encontra-los em diversos livros e publicagaés geralmente perten-
centes a area de Analise de Dados (por exemplo: TUKEY ls0],
MOSTELLER E TUKEY [40], mpacus [8]). Para uma visdo geral e,
digamos, filosofica deste tema, se poderia consultar BOX [5].
Mas pbr melhor que procedamos, por mais cuidados-que tomemos,
sempre chegaremqs a4 um modelo matematico que, precisamente por
seu carater abs£¥ato, consfitui somente uma_descrigﬁo aproximada
do fendmeno fisico que se'deseja estudar. Mais ainda, para que
a ‘construgio deste modelo se ja poss{véi ¢ necessiario fager supo-
sigées sobre.o fenameno,\SuposiQEes que s3o dificeis de testar,
ou que sdo feitas como uma primeira aproximacdo ou porque foram
feitas em estudos "parecidos" ou,.o que é pior, se deseja forcgar
a realidade para que se justifique a aplicacao de uma certa téc-
nica... De todas as maneiras, a partir do modelo gue julgamos
(subjetivamente em maior ou menor medida) como o mais adequado,

] -’ 0] 0] -~ ]
deduzimos certas tecnicas de inferencia.

Come nunca podemos ter a certeza de que valem as supo-
sigd0es gue nos conduziram a construgio dessas técnicas, é natural
que busquemos téenicas ou procedimentos que sejam mais ou menos
resistentes diante de desvios das suposigbes feitas. Desde um
certo tempo, se comeg¢ou a chamar a essas téecnicas ou procedimen-

tos "robustas". Mas ainda ndo se chegou a uma formalizagfo mate
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matica deste conceito que seja suficientemente geral ou que goze
da aceitagao dos estatisticos. O melhor serd, entao, aceitar o

significado que dao KENDALL E BUCKLAND [ 337:

"Robustez ... um procedimento estat{stico & chamado
robusto se ndao é muito sensivel a desvios das suposi-

coes sobre as guais se baseia".

como vemos, se poderia analizar o conceito anterior para técnicas
pertencentes a diversas areas da Estatistica. De fato, na lite-

ratura encontramos trabalhos referentes a testes de hipdteses ro

bustos", "planejamentos de experimentos robustos", "robustez de
modelos", "estimadores robustos", etc. Nosso estudo ficara limi
tadc a uma pequena parte do tema de "estimadores robustos". 86

‘estudaremos técnicas de estimagao robusta validas para o modelo
de posigao. A definig¢ho desse modelo sera vista mais adiante.
Nao obstaﬁte, o que for visto deve servir como base para anali-
sar a estimaqﬁo robusta nomodelo possivelmente mais usado nas a-
plicaggesf o modelo linear ou o de regressaoc linear. Para des~
tacar a imporfﬁncia de- prosseguir essa andlise nos referimos bre-

vemente nessas notas a tal modelo-

Recordemos, entﬁo, sua definiggo: dizemos gue uma su-
"~ . . LA - .
cessao de variaveis aleatorias (observagoes) Yl,...,Yn satisfaz

um modelo linear geral se

= . . is
(1.1.1) Yi 91 Xil+" + gpxip + U1 , 1£i=n

onde todas as Xij sao constantes conhecidas, os Bj sAo para-
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metros -desconhecidos a estimar e as U, sao varilavels aleatorias.
Um caso particular importante do modelo anterior e do

modelo deposicdo é o '"modelo de medigdo", obtido de (1.1.1) fa-

zendo p=1, X;, -1, isto é:

: =1 - < i
F1.1.2) Y, =R o+ Uy 1<isn

- -~ . A . A
onde j € o parametro a estimar.(parametro de medigac). Vamos
considerar também que as variaveis U, sdo "erros de observa-

cao”,

1.2 - Breve resenha histdrica

Nesta sec¢do nfio veremos mais que um resumo da segao 1 -
Capitulo I - de JAMES e BUSTOS [32]. Consideremos o modelo de
medigao. E facil ver que, na formulagaof(l.1.2),se queremos cons
truir algum estimador "razoavel” de W, deveﬁos fazer alguma su-
_ posicao sobre a forma da distribuigdo deo vetor aleatério
(Uy,+..,U,), vetor dos "erros de observagao”. A suposigao de
gue as Yi's {observagoes) sé relacionam com as Uis segundo
(1.1.2) e a suposigio sobre a distribuigao destas iltimas deter

minam a hipotese sobre a distribuigao das Y]s.

Poderiamos dizer, como em MOSTELLER E-TUKEY [40],
que a histdria da Inferéncia Estat{stica se reduz a uma certa
mistura de otimismo e ceticismo acerca da hipétese de que as ob-

servagoes se comportam segundo uma certa distribuigao.

Nos primeiros cursos de Estatistica constuma-se dar
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uma atengdo tao preponderante a uma certa distribuigic do tipo con
tinuo que se poderia ter da{ a impressioc de que quase sempre as ob
servagoes se comportam segundo essa distribui¢Ao. Fssa distribuicio
recordemos, é a distribui¢Bo normal que estd definida pela fungao

de densidade (normal ou "gaussiana'):

I
oy 2T

Denotaremos sua fungao de distribuic8o por

(o2

{1.2.1) x +» o (Xu,0)=: 5

exp { -

N =

X
(1.2.2) & (X;u,0) = g o(t;u,0) dt

simplificaremos a notagdc colocando ©(X)=0(X;0,1) e

$(X) = 3(X;0,1).

Em nosso (modelo de medigdo), o que se faz habitualmen-
te é supor que as variidveis aleatdrias Up,»ee,U, sio independeﬁ
tes, identicamente distribuidas (i.i.d) com distribuigdc comum
N(0,02) (normal com média O e varidncia 02). Esta hipotese
impliéa supor que as Yq,...,Y sao i.i.d. com distribuicdo
comum N(u,oz).

Pois bem, como essa distribuigfo chegou a ter esta po-
sigao tdo destacada ? com respeito a isso, & interessante ier a
quem sugeriu seu uso: GAUSS, Em "Theoria Motus" (traduzida
para o Ingles e com um apdndice do tradutor em DAVIS [9]),
GAUSS se interessava pela determinagio da Orbita mais proviavel-que

descreveria um certo corpo celeste. Em uma segao desta obra, ele



-

explicits esse estudo e realiza consideragbes de jindole ge-
ral mas seguramente influenciado pelo problema que tinka em mente.
Aplicando suas idéias ao caso.do modelo de medicgao se chega a uma
equagiao que deve ser satisfeita por p e pela distribuigﬁo das
U{s. lCoﬁo é impossivel conhecer uma dessas grandezas sem conhe-
cer a outra, Gauss preferiu considerar como axioma avexceléneia
da média amecstral (tal como é geralmente reconhecida) e deduzir,
a partir deste axioma, a forma gue devia ter a funcao de distri-

buig¢io dos erros para que valesse a equa¢ho ja estabelecida.

Devemos destacar que Gauss tirou sua conclusdo guiado
principalmente por consideragdes gque seguramente eram razoaveis
déntro do problema que estudava: medigdes astrénomicas, mas cuja
generalizacio a outras questdes € discutivel. Mesmo assim, den-—
tro da astronomia, NEWCOMB em 1825 observava que era mais realis-
ta considerar que 0s erros seguiam uma distribuigao gue admitisse
a exiéténcia de observacoes efetuadas com diversos graus de preci-

-
580.

-, - Iy ]
Por outra parte, notemos que a media amostral foi consi-
s . L -
derada "hoa" por GAUSS de maneira axiomatica. Bem sabemos que um
axioma ou um sistema de axiomas pode servir para analizar adegqua-

a ~
damente um ’'enomeno mas nao outro.

Na verdade, podemos ler em REY [44] qgue, ha varios
séculos antes de Cristo, jé se usava outros estims-4ores, diferen-
tes da média amostral, para se estimar parametros de poesigaoc. De
todas as maneiras, devemos concordar gue este estimador é facil

de ser calculado. Tal parece ter sido uma das principais razoes
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para seu destacado papel na histdria da Estat{stica e que se pro-

longa até os nossos dias (mais que o dess=javel).

A tal ponto chegou a aceitag&o cega de gue as observa—
¢oes se distribuem segundo a distribuig¢do normal que muitas ve-
zes, cbservagbes que evidentemente nio se ajustavam a esse modelo
foram consideradas erroneas e entgo descartadas. Outros estatis-
ticos, mais cuidadosos, nao descartavam assim tio facilmente tais
observagdes "anormais" ou "outliers". Sem dﬁvida, seus estudos
constituem as primeiras péginas da histdria da "estimagio robustal.
Quem estiver interessado em se aprofundar um pouco mais nos estu-
dos de tais trabalhos pode consultar STIGLER [463, a série de
artigos escritos por HARTER em "Int. Statist. Rev.", HUBER [28],

HAMPEL [20], etc.

Além das dificuldades computacionais que seguramente de-
sestimularam a mais de um no esforgo de buscar téenicas de estima-
¢do alternativas para a média amostral, havia também o fato de se
ter pouco conhecimento do comportamento catastrofico de tal esti-
mador guando a distribuicao verdadeira estd ligeiramente afastada

do normal.

Pouco antes de 1960, o surgimento de computadores mais
+
= ~ [ -
velozes e o desenvolvimento das chamadas "técnicas nao parametri-
cas ou de distribuigao 1.vre" comegaram a provocar uma mudanga de

atitude de um crescente nimero de estat{stices.

g . .
Para nao nos extendermos demasiado, mencionaremos apenas

alguns dos trabalhos relevantes publicados desde 1860 sobre robus-
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tez em estimagao:

- HUBER [25]. Podemos considerd-lo ecomo o infcio de uma busca
de estimadores robustos segundo um ponte de vista formal. Su-
geriu como medida adequada da robustez para estimadores assin-
toticamente normais, o supremo da variincia assintdtica quan-
do a distribuicic das observagoes se move em uma vizinhanga
"econveniente da distribuicao tomada a priori como modelo. In-
troduziu uma classe de estimadores {(M-estimadores) que veremos

detalhadamente mais adiante).

- HUBER [26]. Provou a consisténcia e normalidades assintoti-
ca dos M-estimadores sob condigbes muito gerais. Tem servidoe
base para analisar o comportamento assintético dessa classe de

estimadores em modelos como o {(1.1.1}), em séries temporais, etc.

- HAMPRL Ll18]. Pefiniu formalmente © conceito de robustez qua-
litativa: um estimador é gqualitativamente robusto se sua dis-
tribuigho varia pouco quando a distribuigio das observagbes va-
ria pouco. Nessa formalizagdo usou trabalhos antericres de
VON MISES e de PROHOROV gue analisam a relagic existente entre
a teoria assintdtica de estimagho e as situagdes préticas nas
quais a amostra tem tamanho finito; Definiu também outros con-
ceitos que sao utilizados para formalizar o que se quer dizer
com a expressao estimador robusto. Estes conceitos sdo, curva
de influénecia e ponto de ruptura. Voltaremos a falar neles

mais adiante.
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" ANDREWS E OUTROS [1]. Usando téenicas de simulagio, estuda-
ram o comportamento de 65 estimadores de um pardmetro de posi-
QSO, sobre amostras f1n1tas. Esses estimadores haviam sido su-~

' gerldos em sua maioria come alternatlvas, dlante da falta de ro

bustez da medla amostral {que foi tambem 1nclu1da)

- HUBER {28]. - Colocou o problema de robustificar o estimador
de minimos quadrados no modelo linear. Deu algorltmos para

calcular os M- estlmadores que extendeu para este modelo.

- Yonal [52].  Estudou o comportamento assintdtico dos M-esti-

madores de 91,.,.,9p em (1.1.1).

- MARONNA [37]. Definiu e analisou o comportamento de M-esti-
madores para a média e matriz de dispersiac no caso multivaria-

do.

- MARTIN [38]. Expds o que se tinha feito ﬁara estimar robus-

tamente os parametros no modelo autoregressivo.

Existeﬁ mgitoa-éutros trabalhos de igua1 importénéia
aos meﬁcionaﬁ;s que deﬁemléer:consultados ne caso de se qherer
estudarrqom mais'detaiﬁe-d presente temg.' Uma lista bastante cémj
pleta pode ser encontrada em REY [44], ‘HUBFR [303, 'LAUNER E

WILKINSON (ed) [35], JAMES E BUSTOS [32], etc.

‘Ao auvtor dessas notas, paréceu'ipteressante tefminar
esta brevissima introdugio histérica mencionando apenas um aspec-
to um tanto polémico levantado em BOX [5] ~ .e que langa luzes so
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bre o uso que se poderia fazer, e gue tem sido feito em alguns ca-
sos particulares, dos métodos de robustez para ajustar um modelo

matemiAtico ao fenomeno real em estudo.

Sem duvida alguna, uma das atividades mais transcenden-
tes nas quais um estatistico pode ajudar a um investigador em dis
ciplinas "aplicadas" é a de cooperar na construcao de modelos que
descrevam um certo fendmeno da maneira mais fiel e simples possi-
vel. Esta construcao sera convenientemente realizada mediante um
processo por etapas. A partir de um modelo simples, introduzir
modificagdes gque sejam sugeridas ou pelas observagaes ou por um
melhor conhecimento tedrico do fendomeno. A necessidade de tais
modificagoes deve evidenciar-se atraves de diversas téenicas de
testes de modelos, entre as guais uma das mais importantes é a de
anélise de residucs. Se chega assima a um modelo gue podéré ser
mais satisfatdrio gque o inicial. Agora, podem ocorrer discrepég
cias que sejam impossfveis de detectar por meico de tais técnicas.
Diante desta situagao, muitos estatisticos aconselham a usar mé-
todos de inferéncia resistentes frente a essas discrepéncias.

Box [5] pensa que é melhor continuar se esfor¢andoc na busca
de um modelo mais adequade. De todas as maneiras, deve-se desta-
car que o desenvolvimento de técnicas robustas nio tem por que
ser visto como um caminho contrapesto ao sugerido pelo Professor
BOX e sim, deve ser encarado como um meio valioso para percorré-

lo.

De fato, HOGG [24] parece adotar esse ponto de vista

ao fazer as seguintes recomendagdes em uma secao do trabalho re-

-
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¢ém citado, intitulada "O uso da robustez hoje em dia".
Nas operagodes € conveniente realizar as sgguintes etapas:

a) Efetuar a analise habitual, usando alguma das téenicas cldssi-

cas;
b} Usar depois um procedimento robusto;

c) Se os resultades de a) e b) coincidem, realizar o informe de

sintese estat{stica habitual;

d) Se os resultados de a) e b) nao coincidem, estudar o problema

globalmente, tantd os dados como o modelo.

1.3 - C por que da robustez

Vamos recordar o que a Estatistica cléssicé nos aconse-—
lha fazer pare estimar N em (1.1.2) e os Qj em (1.1.1). Vere
mos logo o que sucede com esses estimadores se nao sdo satisfei-~
tas algumas das hipsteses em que se baseiam. Finalmente, mostra-
remos que a violagao de tais hipéteses constitue mais a regra,que

- L4 L]
a excegao, nos casos praticos.

Consideremos o modelo de medig¢do. Isto &, suponhamos

” - . . 4o .
que Yl,...,Yn sBo varidveis aleatdrias tais que

(1.3.1) Y, =+ Uy 1<i=n

- . . T
onde L & um pardmetro desconhecido a estimar e U=(Uy,...,U)
¢ o vetor dos "erros de observacao". (Nestas notas, os vetores de
dimensaoc n serao pensados como matrizes nX1l., Tambem, se A

é uma matriz, denotaremos por A a matriz transposta de A). As
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hipéteses-"-habitualm‘éfrté'T" feitas sio (BICKEL E DOKSUM [4]):
(i) a d15tr1bu1gao de U é‘indepehdehte—Qe By
‘(ii) e valor do erro. cometldo em uma observagao ‘nao afeta o er-
Yo cometldo ‘em outras observagoes (Ul”"’Uﬁ sao indepen—
' dentes); C '
(iii) a Qistribuigho do erro en uma observagao é a mesma que nas
. outras bbservagges‘(Ul,;..,Un " s50 identicamente distribui
das); ‘
(iv) a distribuigEo comuﬂ ddé éfros esté dada por uma densidade
£f° que, é 51metr1ca en torno da or1gem e que, ou e totalmen_

te conheclda, ‘ou e conheclda a menos de um fator de escala

'(U) que costuma ser estlmado 51mu1taneamente com H-

Se pode provar que, sob estas hlpoteses, Yl""’vn' 530
varlavels aleator1as 1ndependentes 1dentlcamente dlstrlbuldas

(v.a.i.i.d) com distribuigao_comumrdada ‘pela den51dade

fu(y) = f(y-k).

Sob estas hlpoteses, um dos metodos de estlmagao favori- -
tos da Estat}stlca c1a551ca-e‘o de maximo veros51m11hanga Vamos
recprdé—lcf seja'.Lfﬂix[Bn + R a fungao de verossimilhanga, is=
© to é:" ' .

L(m (yl,---,y )) = f(Yl‘m)'.n, f(yn;m)~;

Se deflne como est1mador de maxlma ver0551m11hanga a

4\

H(ylt"'ly ) t_a,l que.

Lcﬁ,(y?l,". ¥ ) E Lim, (yy,ees3)) F m
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~

Nio € dificil ver que, sob condigoes de regularidade para £, U
é equivalentemente definiQOlpdr

n
z

¥ (y,-) = o
©i=1 1 )

com Y¥(y)=- £7(y)|f(y), sendo £' a derivada de .

Se agora acrescentamos a hipbtese de "normalidade" (tal ~
vez seja mais exato dizer de=ﬂgaussianidade") dos erros, isto e,

se
1

o/2m

(v) £(x) =9(x;0,0) = exp (- 2 ()7,

Vobtém—se que -

=1
TR
i
i

o=
R

. - Pl P )
ou seja, M & a media amostral.

As propriedades 6timas que apresenta esse estimador sob
. as ﬁipéteses (1) a (v) 559 estudadas nos cursos habituais de es-
tatistica. Recordemos a mais—imﬁértante: y é um estimador
ENVUMV para u, seja O conhecido ou n8o (ENVOMV significa

estimados uniformemente de minima var1§nc1a entre os nio-viciados).

0 modelo de medic¢do nao é‘mais.queﬁum caso ‘particular

do modelo linear geral (1.1.1). éopgidereméé?,ént&é o modelo
(1.1;1)..7Isto_é, suponhamos que .Yl,;.{,Yn -$Eq_variéveis éiea—_

tériss tais que

. : - . . < : . '
(}.3.2) Y, 9y Xgp teoo# ep Xip + Uy I=isn
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condiggo essa gue pode ser expressa de maneira mais compacta usan-

do notagio matricial:

(1.3.3) ¥ =%0+U

P X - , s, A .
onde X e uma matriz nxp c¢uja i-~esima linha e

T _ _ T
X = (Xgp,een%y), X (Y )

T
S) e U= Uy, U

1?""Y

As hipoteses usualmente feitas sao; (H1) Upsenes Uy sao

independentes identicamente distribuidas com distribuigido comuvm

F;
(EZ) EF Ui =0
2
= < @
(H3) Var Uy 9 +

Classicamente, o estimador de 8 mais usado é o

6

MQ = BMQ (yl,...,yn) gue minimiza a fungao
n .
ve & (y., - %L v)2
. i =i -
i=1
ou equivalentementé, éQM € o gque satisfaz
P T g,
(1:3.4) Py v, - x, 8 x. =0 ,
j=1 1 T AMQT TR

equagac (.2 na forma matricial é escrita como
T T
£ £ qu.— £y
_ T T
onde y = (y;,...,¥,) . Suponhamos, pai . simplificar, que %

& nao gsingular. Um resultado importante sobre as propriedades

de EMQ (estimador de ninimos quadrados) sob as condigdes
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(H1) a (H3) é:

Teorema de Gauss-Markov: Sejam wéZBn, E =3F‘§ g,

Tyy = g3 (quer dizer, £ & a classe de todos

£=-{a'¥:a¢R", Ea"Y
05 estimadores lineares nao viciados de ¢£).
Entao:

(i) € wl % § estd em £,

Mg = MQ

(ii) ge &= Var(gMQ) < var(2™)

Muitas vezes, e levados talvez pelas suposigoes feitas
para o modelo de posigdo, costuma-se acrescentar as hipéteses
(H1) a (H3) o seguinte hipétese

(.j’H_4) F(x) = ¢(x;0,9)

Scb as hipoteses (HL) a (I4) obtem-se, entao, o seguin-
te resultade (ver, por exemplc, BICKEL e DOKSUM [4]):
Se de¢RP entdo QT §MQ é o estimador nio viciado em gTe de

. . . . .. T
minima varidncia entre os estimadores nio viciados de d76.

Vamos analisar agora o gue se passa com ﬁ e §MQ se
naoc se cumpre alguma das hipdteses (i) a (iv) para 34, ou

(H1) a (H4) para QMQ'

Exemplo 1.3.,1: Suponhamos gue em (1.3.1) os valores observados

-~

P sao:

de Y o

1

vp = 2.422, y, = 0.130, yg = 2,232, y, = 1.700, yg = 1.903

y6.= 0.725, Vg = 2.031, Vg = 0.515, Vg = -0.684, y10==2.788
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ﬁﬁt§§ ] = 1.376. Se, por alguma razdo, o dado lido nao tivesse
sido yg = -0.684 e sim yg =-68.4, terfamos obtido [ = -5. 395.
bs valores de' y1,...,y1O acima foram extraidos de uma tabela de
'"numeros aleatorios normais com média 2 e variancia 1", publlcada
em DIXON e MASSEY Ell];r assim ﬁ nac deveria estar muito afas-
tado’ de 2, o que acdhtéce com [ =1.376. Mas bastou gue uma Gni-
ca observagao nao segulsse a me smo lei que as outras, para que o
_valor estlmado u de " nao tivesse nenhuma relevanc1a Vemos
.a531m, que a média amostral é multo sen51vel _diante de desvios das
‘sup051goes (i) a (v). Ou em éutras’ palaVras,.talvez mais s1gn1f1—
- catlvas. a media amostral da 1gua1 1mportanc1a a todas as observa- B
¢oes, minimizando a 1nformaga0_f0rneqlda porrtodo o conjunto de da-

dos.

Exemplo 1.3, 2' Anallsemos agora ‘o comportamento de § Para'

MQ‘_Z
‘ 51mp11f1car, vamos ficar com o modelo (1.1.1) sujeito a restrlgao

fl,rlsto e; suponhamos ‘gue Yl""’Yn sao variavels aleatorzas

tais-que

f - '= .- . ) ) N .<
. ?i. Bxi + Ui . o 1<i=n

s e os observados das Yis

e-que os valores conhecidos das .x]

sa0;
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1 Xi Yl
1 1.0 | 0.96
2 1.2 | 0.74
'3 1.4 | 3.186
a4 1.6 | 0.48
5 1.8 | 0.08
6 2.0 | 1.3
7 | 2.2 | 0.8
g8 | 2.4 | 2.5
9 | 2.6 1.54
10 | 10.0 | 4.04

T

A partir de (1;3.4) é facil ver que

(=} ’
1
e
i

]

=
Ea)
[ws
[ =N W =]

Na figura 1 temos a reta y==§MQX‘e o5 pontos (xi,yi) ajustados
por ela.

Se agora trocamos yg=1.3 por yg=13.0 obtemes §MQ ~ 0.65, an
mentando a inclinagao da reta de ajuste por um fator 1.4. A figu

ra 2 mostra o nove conjunto de pontos com sua reta de ajuste.
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Vamos usar agora este conjunto de dados para mostrar um
fenomenc gue torna o estudo do robustez para o modelo de regres—
S30 mais necessario mas também mais diffcil gque nocaso do modelo
de medigdo. Este fenomeno é o do "influéncia de x's grandes no

ajuste por minimos guadradost.

Suponhamos que y10==7.46, em lugar de y10==4.04. En-
tao §MQ==O.73 (ver figura 3).‘ Uma mudanga por um fator 1.8 na
observagio correspondente a x=10.0 provocou uma mudanga por um
fator 1.6 na inclinaggo da reta, enquanto gque para x=2.0 um

fator 10 provocou uma alterac¢io menor.

M
1- L3 x
+
1_
+
+
o+ +
RS T ' s
&y L'
Fifur& 3
Comparemos ageora as figuras 2 e 3. Inspecionando os residuos

A

rs =:(y _QMQ xi)z no caso mostrado na figura 2 temos:
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2 2 _ 2 2 _ 2 _ '
rl-0.096 Ty 0.002 ry 5.063 Ty ¢.314 rg 1.188

2

2
L)

r 2
9

=0.023 g = 6.052

~136.89 r$ = 0,384 rg =0.884

donde se manifesta o caracter de "outlier" de Vg Para o caso

da figura 3 temos: -

2—- 2-— 2: 2: 2=
r] = 0.053 Ty = 0.018 ry 4.571 ry 0.473 rz 1.523
2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _
rg < 0.026 vy = 0.534 rg = 0.560 rg = 0.128 o 0.026

A inspecdo desses residuos nao serviria para detectar a modifica-
¢ao que houve em Y10 nem, o que é pior, uma mudanga maior ainda .

(veja o que passa com ¥,, = 0.0).

Os exemplos tratados_anteriormente exibem o gue se cos-
tuma chamar "outliers grosseiros!, isto é, observagSes gque se a-
fastam da massa de dados em forma notavel. Vimos a instabilidade

dos métodos classicos frente a esse tipo de outlier.

Além de tais observagoes notdveis, existem na pratica
numercsos exemplos de desvios nao tao faceis de notar e que,
conforme veremos, afetam sensivelmente o rendimento das técnicas

.
classicas.

Para fixar idéias, tornemos a considerar o modelo de me
di¢do.  J4 no ano de 1825, NEWCOMB levantou a idéia de que era
mais realista supor, em lugar de (v), que £ era um "mistura® de

normais com distintas varidncias. A literatura estatistica poste
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terior mostra exaustivamente a adequagdo de tal suposigdo. TUKEY
[ 49] . analisou com detalhes o que sucede com a média amostral se o

substituimes (v).por:
(v') £(x) = (1-e) v(x;0,0) + 5 ®(x;0,7)

(v(.,.,.) como em (1.2.1))

com o<s<1/2. Com isto, estamos supondo que uma proporgac (l-g)

dos erros tem precisdo 'O e propor¢io restante, precisdo T..

“Como sabemos, um dos critérios mais usados para compa-
rar o rendimento entre diferentes estimadores é o da eficiéncia
(exata ou assintética); isto é: entre varios estimadores de ‘Q,
se escolhe aguele gue tenha varidncia (exata ou assintética) mini-
ma. Em diversos trabalhos (por exemplo, REY [44], JAMES e BUS-
TOS [232]) se mostra os valores da variincia assintdtica da mé-
dia amostfal e da mediana amoétral sob as hipbteses (i) a (v),
com ©=1 e sob as hipdteses (i) a (v') com ©=1 e ¢,T como se

indica mna seguinte tabela, extra{da destes trabalhos: .

8 T AJ&?ﬁﬁZl iﬁggfggi
o 1 1.000 1.571
c.002 3 1.014 1.575
0.03 3 1.226 1.632
0.10b6 3 1.8047 1.8047
c.2 3 2.600 2.091
0.1 7 5.800 1.879
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Em primeiro lugar, notemos que tomar ¢=0 em (v') € o
mesmo que supor (v). Vejamos agora o que nos diz a tabela passa
da. A mediana amostral é uns 36% menos eficiente que a média a-
mostral sob a hipdtese (v) (ou s=0). (0.36 = 1/1.571) mas basta
apenas um pouco mais de 10% de contaminagao, com observagdes s6 3
vezes menos precisas gue sob normalidade, para que essa diferenc¢a
disaparega; a situagﬁo se inverte para ¢=0.2: a média amostral
é 20% menos eficiente que a mediana amostral. A perda de eficién
cia da média frente a mediana & mais notavel se as observagdes
contaminadas s8¢ menos precisas, como podemos deduzir da altima
linha da tabela. Assim, o critério que nos levaria a escolher a
média em lugar da mediana sob (v) nos levaria a escolha contra-
ria sob (v') com s e T proximos aos valores que tém em (v).

NAo queremos com isto dizer que devemos usar a mediana em lugar
da média para estimar . S8 destacamos a necessidade de contar
com técnicas de estimagao de L que sejam robustas, pelo menos
no que se refere & eficiéneia assintdtica; mais precisamente,
téenicas que percam pouca eficiéneia em relaglo a média amostral
sob normslidade, mas gue sejam mais eficientes que ela sob conta-
minag¢Ses, variando o menos possivel. A urgéncia de tais técnicas
se manifesta mais notavelmente se levarmos em conta a dificuldade
em detectar a presenga de contaminagdes que, com veremos mais
adiante, se encontram com frequéncia nos problemas aplicados. De
fato, REY [44] analisou qual seria a arantidade minima de obser
vagbes que se deveria fazmer para testar, ao nive. .z 0.95, se es-—

tas observagdes viriam de uma distribuigdoc estritamente normal
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ou de uma normal contaminada. Em termos mais precisos: seja f

a densidade da distribuigioc comum das Uls .

H : f(x) = m(x;o,og)
Hy: f(x) = (1-¢) ©(x%;0,1) + & ¥(x;0,3)
onde af = (l-s) + 9¢ € a variincia sob Hy .

Seja A(X;,...X ) a estatistica do teste da razio de
verossimilhanca para testar H0 conta 'Hl. Se ja Ao tal que
PA(Up,...,0, ) 2 A ) < 0.05. De REY [44] extrafmos a seguinte

tabela para © n minimo que satisfaz a ultima desigualdade:

§ =0.1006 | s =0.2436

137 83

Também neste artigo de REY se mostram 03 resultados de um estudo
semelhante ac que vimos mas trocando em (v'), w(x;0,7) por
w(x;pl,T) conm u1>'o, isto é, admitindce que os erros poderiam

ser assimétricos (a hipdtese (iv) poderia nio se cumprir). Estes
resultados reforgam ainda mais a necessidade de se mudar a.tgcnica
da média amostral, se se deseja um estimador robusto de u em

{1.3.1).

A dificuldade para se testar algumas das hipéteses que
sustentam o uso de técnicas cldssicas, como a de minimos quadrados,
e . 0] - . y s »
ja fez com que investigadores experientes e cuidadosos inicialmen-

. . 4 3 s
te acreditassem nelas e depois, com uma analise mais atenta, che
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';gassem a conclusao de que tals h1poteses eram insustentavels A
este respelto, serla' oonvenlente gque o leitor se informasse so-
-bre uma experlen01a reallzada por PIERCE em 1873 e rev1sada 60

anos'mais tardg por WILSON -e HILFERTY (ver, por exemplo, MOSTELLER-:j.

e TUKEY [50], 'ou JAMES e BUSTOS L[32]).

E infeféséénté desfacér que a‘necéssidade de tébﬁiéés;
robustas nao passou desaperceblda a varlos estatlstlcos notavels.
A551m, varlas publlcagoes dlspersas mostram os esforgos reallza—f
dos na busca de tals tecnlcas, mas llmltados a um determlnado pr&—
blema de apllcagao.‘ No entanto, parece que as tecnlcas robustas
encontradas até agora para o modelo de medlgao, levando ‘em conta
consideragdes de {ndice geral, como em HUBER [?53 ANDREWS e’ o
QUTROS [1]‘ Yevam vantagem sobre aquelas sugerldas por. gente
experiente diante da unlca v1sao dos dados ‘A este respelto, acon

selhamos a leltura do estudo reallzado por RELLES e ROGERS [4?}

"Para termlnar esta segao, vejamos 6 que nos dlz HAMPEL
U201 e [22] sobre a frequenc1arcom,qqe, 0G5 casos pratlcos,
se apresentam sérios desvios és-suposi§5éé habituais, que invali-
‘dam guase totalmente o uso dasltécnicas classicas. Poder-se—ia
'destacar como principais fontes de tais desvios a: (i)‘arfedonda—
mento e agrupamento de dados; (ii) ocorréncia de "érros grosséiros"
como leituras equivocadas em um 1nstrumento, colocagao errada da
vlrgula decimal em algum dado que se copla, aos que se acrescenta
atualmente a perfuragao errada de cartoes; (iii) observagao de

uma variavel com distribuiglo diferente das outras; (iv) o modelo
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subjacente foi concebido s6 como uma aproximagao da fealidade que
: ée pretende estudar. A frequéncia com que tais erros sé apresen-
tam depende naturalmente da qualidade dos dados. Mas é interes—
sante destacar alguns valores. HAMPEL, fundamentando sua opiniao
em diversos autores, diz que habitualmente os dados, em aplicagdes
a engenharia, apresentam em torno de uns 10% de errbs grosseiros;;
em-dados de diversas atividades industriais esta frequéncia vai
-désde-l% até 10%, havendo casos de 26%; aiﬁda em dados provenien-
tes de medigbes cuidadosas em experiéncias fisicas ou astrondomi-
cas & possfvel detectar frequentemente tal tipo de erro, até o
ponto de que uma quantidade deles numa proporgao entre 5% e 10%
parece constituir mais a regra que a excecao. Quanto a forgar a
ﬁnormalidade" nos efros de observéggo, parece que foi uma prética
frequente em Geodésica e Astronomia. HAMPEL conclui citando as se
guintes palavras de um estat{stico que, parece, teve grande expe-
riéngia,no mane jo de dados: "A normalidade é um mito; nunca hou-

ve nem havera uma distribuig¢io normal (de observagdes)" (GEARY

[14]).

1.4 - Sintese do Capitulo I

Um trabalho comum em Estatistica € o da estimagao de

certos parﬁmetros gue ajustam os dados a um modelo hipotético
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com o qual se pretende descrever um certo fendmenc. As técnicas
classicas sfo, em geral, muito sensiveis diante de desvios de

tais hipéteses, ou seja, s@o "nio-robustas".

H4 vdrios anos e com maior intensidade a partir do de-
senvolvimento tecnoldgico crescente de computagio, muitos esta-
tisticos se tém dedicados a buscar’ métodos robustos de estimacgio
e comegar a construir uma teoria em torno deles. Nestas notas
estudaremos o essencial do que tem sido feito a respeito do ﬁode—

lo de Posigho.

Na secdo 1.2 vimos como surgiu a hipdtese tio difundida
de gque os erros de observacgac se distribuem segundo a lei normal
ou Gaussiana. Destacamos ali também que, apesar das dificuldades,
sobretudo computacionais, que se apreséntavam no usc de outras
técnicas diferentes da de minimos guadrados (indiscutivel se o
modelo de erros gaussianos é adequado), houve gquem tentou usar
téenicas robustas em seus trabalhos antes de 1960. Em torno des-
te ano, comega o desenvolvimento de trabalhos sobre teoria e pré—

tica da estimagZo robusta.

Na segdao 1.3 recordamos algumas propriedades do estima
dor de maxima verossimilhanga para o modelo de medicao supondo nor
malidade e do estimador de minimos quadrados para o modelo linear

geral.
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capPfTULO 11

REVISAO DE ALGUNS CONCEITOS DE INFERENCIAS PARAMETRICA

2.1 - 0 _modelo da Inferéncia Paramétrica

Seja Y = (Yl,...,Yn)T o vetor de observagbes de um
certo fendmeno aleatdrio. O ponto de partida da Inferencia Pa-
ramétrica é supor que a distribui¢io de Y €& conhecida, a menos
de um parametro 8 que esta em um certo conjunte de RrP. Preci
samente: suponhamos gue a distribuicao de 'X e uma certa broba

bilidade Pg gue pertence a uma familia @ ={Pg:gg @} de proba-
S

bilidades sobre :m“, donde ®‘ZBP. Seja gq:@®-+ R" (Sz 1) uma
fungao. O problema consiste em estimar q(§) por meio de esti-
madores T=T(Y) = T(Yl""’Yn) que sdo variaveis aleatdrias de

pendentes das observacgoes.

Exemplo 2.1.1: Modelo linear geral

Consideremos o modelo (1.3.2) (ou sua formulag§6 matri-
cial (1.3.3)) com as hipdteses (H1), (H2), (H3) e (H4). Entio

P

P ={p :(6,0)FR X {(o,»}} sendo P(9 sy 2@ distribuigio
. ]

(8,0) .

normal multivariada cujo vetor de médias ¢ Xp e cuja matriz

de covarifncia & o02I. Em outras palavras, P o .y estd defini-
-_—

da pela densidade.

(2.1.1) g = (yy,...,y) » (on 02)‘“/2exp{—2‘3#2.2(yi—23)2}

Assim, entao, a densidade de Y sob Pio o) serd dada por
By

(2.1.1).
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Exemplo 2.1.2. Modelo de Medigédo

Consideremos o modelo (1.3.1) com as hipéteses (i),
(1), (i), (iv) e (v). Entdo P = [P(H c)’(“’-c)cm"("’“’)}
?
sendo © P(u a) a distribuiggo—normai multivariada de -média
. ’

(VIS e matriz de covariancia’ o?1.

Nos livros-texto de Estat{stica:temos aprendido diver-
sas propriedades de estimadores "razqéveié" de q(gp. Tambem
aprendemos diversés critérios para selecionar esses estimadores.
Un dos mais difundidos ¢ aquele baseado no erro quadridtico médio.
Vejamos sinteticamente sua defiqiggo e recordemos algumas das
consideracBes de importincia em sua aplicagho a classifica§50 de

estimadores. Seguiremos nesta parte a BICKEL ¢ DOKSUM L4].

2.9 - Erro quadratico médio .- ENVUMV

Definigio 2.2.1:  Chama-se erro médio quadritico (EMQ) de T a

R(8,T) = Ep (|T-q(@)]?
2]
"definido ¥ @ € ® (usamos a seguinte notagdo: se

v = (vl,...,VS)T'E RS, entao |z|2 = !_Tv =

v?)

. E fdeil ver -
T

It

i
gue ¢ EMQ esta determinado pela.variancia de T e por sua mé-

dia. Se R(g,T)<+=, entao:

(2.2.1) R(§,T)=Var(g,T) + BQ(Q,T)

onde B(§,T) = Ej (T-q(8)) € o vicio de T para estimar q(8).
g
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Como ¢ 8 que determina a distribuigio de Y poderia
ser qualguer ponto de @&, dados dois estimadores S e T parece
natural preferir o uso de T ao de 5 se R(g,T)fzﬁ(g,S) ¥ B com
desigunldade gstrita para algum go' Em tal caso se diz que T é

melhor que. 8 e que S ¢ inadmissivel.

Exemple 2.2.1: Modelo de Medigao

~

$uponha@os estar na éituagso do exemplo_2.l.2. Seja &
o estimador média amostral. (2 =(1/n) 'gl Y.). Um cdleulo direto
prova.que, se a(.,0) = 4, entao EE(F,U),Q) =0 e que
R((:,0),5) = Var((:,0),8) = 0.2/n, ¥(u,0) €o=Rx(o,=). en par-

* ~ s by U | ]
ticular, vemos gue . e nao viciado para estimar .

Suponhamos agora que 'S =aly com o<a<l fixo. Entio

B((1L,0),8) = (a-1)p
R((,0),8) = a® 22+ (a-1)? 02 |

. L, - I
Logo, se W estd "proximo" de 0, entao sera melhor usar S em

-
vez de .

Orexemplo que acabamds de ver nos mostra a dificuldade
na escolha de um estimador se consideramos todos os estimadores
possiveis. Mais ainda, é bem sabido que & impossivel encontrar
um estimador Otimo no sentido de que seja o de menor EMQ entre
todos os estimadores. Dai segue a necessidade de se restringir a
classe dos estimadores a considerar. Uma classe razoavelmente am
pla é a dos T tais que EPE(T-q(g)) =0 ¥ §, isto e, a classe

dos estimadores nao viciados. No entanto, podem existir estimado
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res viciados (conforme exemplo 2.2.1) que tenham EMQ menor que
algum nao viciado. De todas as maneiras, considerar somente a
classe dos‘estimadores nao viciados tem algumas vantagens, dignas
de se levar em conta: em primeirc lugar nos asseguramos de nao
sobre - nem sub-estimar; em segundo lugar, trabalhandoc nessa fica
fora de consideracdo alguns estimadores absurdos como as constan-
tes; finalmente, em muitos casos é possivel encontrar dentro des-
ta classe um estimador T que tenha EMQ minimo entre os nao vi
ciadds, isto &

Var (8,T) = Var(g,S) ¥ 8

onde § §é gualquer estimador nap viciado. A tal T chamamos
ENVUMV. Nio recordaremos nestas notas os importantes resultados
relacibnadps com os ENVUMV, tais como os teoremas de

RAO BLACKWELL, LEHMANN-SCHEFFE, etc. e que estao detalhadamente
expostos em muitos textos. Certamente existem dificuldades para
se seguir rigidamente este critério de busca de estimadores Sti-
mos enfrewos nao-viciados. Com efeito: pode suceder gue nio
existam estimadores nao viciados; ou que exista um ENVUMV absur-
do sob o ponté de Viéta'éétatfstiéo; também;'como vimos no exem-
plo 2.2.1, podém exisfir estiﬁadofeé- S e'T razoaveis sugeridos.
por outre- critgrios que nao se jam comparaveis se usamos o crité-
rio baseado no EMQ, pois, para certos valores do parémetro, s é
melhor que T e pafa outros, T é-me}hor que S. TFrequentemente,
o ealculo do EMQ & bastante dificil de ser feito. No entanto,
quando o tamanho da amostra é "grande", comportamento de muitos

. ) , ~ . . ~
estimadores é tal gue as comparagdes a critérios de escolha sao
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mais compreensiveis e simples, ao menos estatisticamente., A4 difi
i . . L . L4

culdade no estudo de amostras grandes (teoria assintotica) esta

”, , L . . -~

na ferramenta matematica necessaria para sua formalizagao. Por

isto, ndao entraremos em muitos detalhes na exposigao desses for-

malismos, deixando seu estudo para a inquietagio e necessidade do

leitor, qgue pode recorrer a uma abundante e excelente bibliogra-~

fia como a citada, por exemplo, em BICKEL e DOKSUM [4].

2.3 - Algumas formalizacdes sobre a teoria assintotica

Sejam 0 o espacgo amostral; @ um subconjunto de mp;

P = {Pe 8€@) uma familia de probabilidades sobre ;- Y1:¥g,.

uma sequéncia de variaveis aleatdrias definidas sobre
0; q:6¢ -+ R° uma funcio; para cada n=1,2,..., Tﬁ um estimador

de q{8) baseado en Yl,...,Yn.

Definigio 2.3.1: Se diz que a sequéncia (Tn) € consistente pa-

ra estimar q(9) se

P9(|Tn—q(§)|>’e) *+ 0, noe, ¥g>o0 e % @ {consis-
téncia fraca)
ou se
PE([Tn—q(QH +o0)=1 3§

{(consisténcia forte)

Definicio 2.3.2: Se (Tn) converge, fraca ou fortemente, a

q,(8) ¥ B, entdo se chama vicio assintdtico de (r,) a

a(f) -q,(8)
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Definicao 2.3.3: Se diz que (Tn) é assintoticamente normal se

existem qo(g) e 00(3) tais que

VE (T, ~q,(8)) + N0, 52 (8)) (D), n@=, ¥8
0 que é equivalente a
P@_(JT(Tn-qo(i))/oo(_E_) £ x) 2+ ¢(x),n2=, ¥ x, ¥§

A cg(g) se chama variancia assintdtica de (T ) sob 8 .

Os conceitos dados acima sao usados para comparar © ren
dimento de diversas sequéncias de estimadores de q(8), mediante

a eficiéncia assintotica relativa. Em termos mais precisos:

Definicap 2.3.4: Sejam (Tgl)) e (ng)) duas sucessdes de es

timadores de ¢(§). Se existe
' (2)
(O)y (l2)y gy . gy R8T )
(2.3.1) EFA((Tn ),(Tn ),_5_)—. lim m
_ n

entfo esse limite & chamado eficiéncia assintotica de (Tgl)) re

lativa a (ng)) sob &

Vimos gue, dados dois estimadores de q{(8), digamos
T ¢ S, ambos baseados em uma amostra de tamanho fixo, era razoavel
~usar T em lugar de S se R(§,T) = R(8,8). ¥ 8. De modo analo

go, serd preferivel usar (T;Z)) em lugar de (Tgl)) se

‘ (1 (2)
EFA ((T,""), (T ), B}y S 1 w48,

Notemos que, por {2.2.1), se Tgl) e ng) sio ndo vi-

ciados para estimar q(8) V¥ n, entio (2.3.1) ¢é o mesmo que
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(2)
Var(g,T )
{(2.3.2) EFA((TEI)),(ng)),g) = lim ““““:__%TT‘

nte  Var(g,T ~")

Esta consideracdo conduz a uma ligeira modificagidc na definigdo
2.3.4 para o caso de estimadores assintoticamente normais com vi-
cio assintotico nule.

Isto &:

Definigio 2.3.5: Sejam (Tﬁl)) e (Tg2)) duas sequéncias as-
sintoticamente normais, ambas com vicic assintdtico nulo e varidn
cias assintoticas c;(8) e o0,(8) respectivamente. Chama-se e-

(1))

ficiéncia assintética de (Tn relativamente a (TQZ)) sob 8 a
2
05(8)

a2(s)

(2.3.3) EFA((Tél)), (Tﬁz)), &)

Nota: Devemos destacar que, ainda sob as hipéteses da definigao
2.3.5, o limite domembro direito de (2.3.1) nao seria necessa-

riamente que existir, nem tampouco lim Ee(Tgl) -q(g))=0 ou
n—bm —_—

1im Var(e /F(T{-q(8)) - o2(e).

-’

Por isso, a definigdo 2.3.5 é uma modificagdo da definig@o 2.3.4
que sera de utilidade, como veremes mais adiante, para comparar O
rendimento de diversos estimadores sob o ponto de vista da teoria

Tél) é nio viciado ¥n e

assintdética. Claro esta que, se
n Var (§, Tél)) -+ 0?(3) L'l

qualquer que seja i=1,2, entaoc (2.3.2) e (2.3.3) coincidem.

2.4 - Estimador de Maxima Verossimilhanca (EMV)

As propriedades assintéticas dos ENVUMV também estao
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estudadas com certos detalhes, por exemplo, em BICKEL e
DOKSUM [ 4], Esta resultam sér semelhantes as de outro estimador
consagrado pelo uso em-Estat{stica. sobretudo a partir dos traba-
lhos de Fisher: o estimador de maxima verossimilhanga (EMV), gque
jé tivemos oportunidade de estudar na secao 1.3 para os modelos
de medigio e regressac. Vejamos sua definiggo'para o modelo mais

geral propOSto'nesta segao.

Definicao 2.4.1: Seja nz1 fixo; chama-se fungEo de verossimi-

lhanga a L@ @x R™ + R definida por
LG8, (v, eer sy )T = pCyys vy, 0)

onde, ﬁara cada £ ¢ @ a fungao (yl,...,yn)T -+ p((yl,...,yn)T,i)

é uma, densidade de Pg {supomos gque P esta definida por uma

@<

densidade).

Para cada X==(y2,...,yn)T € R" <o supdoe que existe

6 vuv(¥) € @ tal que

EMV

L8y ,3) =2 L(B,y) ¥ 8¢ @ .

s L4 ] 0 -
Chama-se estimador de maxima verossimilhang¢a de

ﬂ(_a_) a Tn(yls"')yn) = Q(QEMV(.V]_:-“:YD))- (A

s

Sony = §EMV(y1,...,yn) se chama estimador_de.méximo verossimi~

lhanga de §) .

2.5 - Estimadores assihtoticamente normal eficientes (ANE).

Os estimadores de maximo verossimilhanc¢a, na maioria

dos casos, tém propriedades assintéticas notavelmente mais fortes
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que as de consisténcia e/ou normalidade. Na.verdade, tipicamente
s8o assintoticamente normas ¢ eficientes (ANE} (BICKEL e DOKSUM [4])
Recordemos essa definigao: consideremos o modelo do

infcio da seggo 2.3, Suponhamos que,.sob Py
tuem uma sucessdo de variaveis aleatdrias inaependentes e identi

Yl’ g1 consti-

camente distribuides {i.i.d{). E também que Pa esta dada por

uma densidade vy - p(y,8) definida sobre R (isto &:
PB(YG B) = S' ply,B)dy % B¢ B, onde Bl representa a familia
de todos os Eorelianos de Re Y ¢ qualquer das 'Y{s). Final-

mente, suponhamos gue & & um subconjuntoc aberto de R. Sob

certas condigdes de regularidade (BICKEL = DOKSUM [4]) tem-se
que
Desipualdade de Rao-Cramer: Seja n=l. Para cada §

qn(g) = EPB Tn

Se Var(,T ) <+ ¥ B, entdo q, & diferencidvel e

(a(8))?
Var (Q,Tn) = W
onda2
_ b Log p(X,8).2
1,(8) —Epa[(———g-L-‘——ag )*]

é o nifmero de informagdo de Fisher (que supomos positivo).

A partir deste resultado, & fdacil provar que

Proposicdoc 2.5.1: Suponhamos que

(i) q) (8) » q'(8), n-e= voce@
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(ii) (T ) §é assintoticamente normal com variancia assintética
a2(9).
(iii) n Var (S,Tn) -+ 02(9), n-+, »pe @

Entao

i . 2 .
(2.5.1) o2(a)= (I (g)) ¥ pep

1

Se nesta dltima desigualdade se cumpre o "=" ¥ 8,
entao se diz que (Tn) & assintoticamente normal eficiente. Ho—.
temos que se T, é ndio viciado para estimar ¢(8) ¥ m,
(qn(e) - q{(8), ¥ n, ¥ 8) entdao (i) se cumpre obviamente.

Para fixar um pouco este conceito, vejamos que no mode-

lo de medigio sob normalidade (Exemplo 2.2.1) a sucessao
A 1 n -
(G, =5 E_Y;) e ANE.

Exemplo 2.5.1 :

Sejam ( o espago amostral; O _>o; para cada P ER se-

ja PLl a probabilidade sobre  dada por

P“(Yl < y) = &(ysu, o)

Logo, P

" estd dada pela densidade y ™ ¢(y; H:Uo)

Sob Pp’ suponhamos que Y;,Yg,... é/uma sucessao i.i.d. (isto

r rd .
€ analogo a dizer que, para cada n, Yl""'Yn & uma amostra

de tamanho n de N(u,og)), qg:R * R definida por q(u}=wu;

finalmente,‘para_cada n=1,2,... H.=

-
e
1
n n

n

2 Y.. Como sabemos,
i=1 *

My ® nac viciado para estimar u. Pelo Teorema central do Limi-

te temos que, sob PH’
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VB () > N(0,02) (D).

. Ay 2, n 2
Ademais, Var(u,pn) = co/n i logo, n Var(u,k,) = o
% n=1,2,... Por outro lade,

log ¢ (yik,0) = - % (’;;“)2 - log/ 21

o
de onde é facil ver que I,(8) = l/ci. Logo, a igualdade se cum-

pre em (2.5.1).

Para finalizar essa breve recordagdc de certos concei-
tos classicos da Inferéncia Paramétrica, resumamos as principais
propriedades dos ENVUMV e dos EMV (mais detalhes podem ser vis-
tos em BICKEL e DOKSUM [4]). Do ponto de vista assintdtico, 0s
ENVUMV e os EMV dio essencialmente a mesma resposta. Logo, a de-
cisfao de usar um ou outro depende da facilidade do caleulo dos mes
mos. Parece que na prética, a existéncia de EMV & mais frequente
que a de ENVUMV e também na maioria dos casos s3o0 mais faceis de
calcular. Se nos guiamos por estas propriedades, deveriamos pre-
ferir os EMV. Mas destaguemos uma vez mais que tanto um como o
outro procedimento de estimagido sio muito sensiveis ao nao cumpri-
mento da hipétese de que as observagoes se ajustam a uma das dis-
tribuigaes da familia P. Por outro ladb, gquase nunca se sabe
quao grande deve ser o tamanho da amostra (o nimeroc n de Y's)
para que seja 1{citoc descrever o comportamento de Tn pelo com-

portamento assintdticeo de (Tn).

r X i £ 0 . bagl
Mais adiante estudaremos novas tecnicas de estimagao

gque sioc robustas no sentido visto no Cap{tulo I. O estudo anali
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tico de suas propriedades para amostras de témanho_finito & com-
plicado e muito dif{éjl de realizar, a nio ser por meio dos chama
dos "procedimentos de simulagao™ ou "Montecarlo", que nem sempre
conduzen a resultados‘confiéveis:"Por-iésq,.se dedica um conside
ravel esforgo no estudo do comportamento assintético de tais esti
madores, o que também torna posé{vel a comporagiao entre estas no-

i 3 ’ -
‘vas tecnicas e as classicas.
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CAPITULO IIT

O MODELO DE POSIGAO

3.1 - Definicao do Modelo de Posicgho

Nestas Nota§ trabalharemos com. o seguinte modelo, cha-
mado "modelo de posiciole gue é um pouco mais geral que o jé con
siderado modelo de medigio. Este modelo ji foi estudado em di- l
versos trabalhos tanto do ponto de vista paramé;rico; nad para;

métrico e de Robustez como HUBER [25] ANDREWS E OUTROS [1],ete.
Seja F uma fungao distribuicgdo simétrica em torno de
zero, isto é: '

(3.1.1) PF(y)=1 - 1lim F(-y-t) * y€R
t+o

E no caso de ‘F ser contfnua (3.1.1) se reduz a

(3.1.2) F(y)=1- F(-y) * y€R
Se F admite uma densidade f de (3.1.2) conclui-se que

f(y) = £f(~y) % y ¢ R

Para cada Q¢ R seja F_ a distribuigdo sobre R definida por:

K
(3.1.3) Fp(y) = Fly-u)
Seja Y = (Yl,...,Yn)T um vetor aleatdrio (vetor de

obsérvagSes) que supomos Ser uma amostra de tamanho n de alguma

FLl com l desconhecida a ser estimada (fécordemos.que isto signi
fica que Yl,...}Yrl sdo i.i.d. com distribuicao comum Fg)'
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Por ﬁltimo, suporemos que como resultado de um experié
mento tivessemos obtido Y1= yl,...,Yn=yn (yl,...,yn numeros

reais).

Se nao damos a forma de F explicitamente, contentan-
do-nos em supor somente algumas propriedades sobre ela: simetria,
unimoaalidade, etc.; estaremos no ponto de partida da inferencia
nEo-paramétrica. Se damos a forma de T explicitamente, por
exemplo supormos  F{x) =2%(x;0,1), estaremos sobre as hipdteses da
inferéncia paramétrica. Também aqui é poss{vel supor gque F de-
pende de parametros que se pode querer ou nao estimar (parametros

nuissance), por exemplo F(x)=2%(x,0,0) com 0oT>o desconhecida).

0 ponto de partida da estimaggo Robusta é supor que F
é 55 parcialmente conhecida. Mais precisamenté: que F esta em
uma visinhanga de uma distribuigdo F, (distribuicio hipotética)
que & totalmente conhecida ou conhecida exceto parémetres
"muissance”. O caso que tem recebido maior atencio é aguele que
supoe.

(3.1.4) F = (lme)F0 + & H

Com o0%s<l conhecido e H uma distribuic¢ao simétrica
desconhecida. XNeste cap{tulo daremos especial atengEo ao caso
que F _(x) = §(y). VArios trabalhos tem considerado o casc em
que H & nio simétrica, entre eles: HUBER [25], JAECKEL [31]
porém este caso niao estrara em consideragdo pois além da compli-

cacio matematica do seu tratamento, ndo esta bem esclarecido o

significado do ponto de vista estatistico do parametro u que
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se quer estimar.

Em nosso estudo considerarémos casos de éontaminagao on
de as observagoes nao seguem a suposta distribuigdo § 'mas uma .
de caudas mais pesadas como uma Student com poucos graus de. liber~

dade, uma Cauchy, uma normal contamlnada_ou uma exponenc1al dupla.

Recordemos suas definigdes.

3.2 - bistfibuigSes das Observagoes

Distribuicao 'thtudent

Sé diz gue F é uma distribuiggo t Student com m

.graus de 11berdade se sua densidade é dada por
1 ] - m+l :
(3.2.1) ST(y;m) = (1+%). 7 YyER
= : Fﬁ(l/z, :

onde: B(a,b) = I'(a) T'(b) /T(a+b) .

Distribuicao de Cauchy

¥ um caso especial da anterior para .m*l. Logo- F_ segue uma dis

tribuicgho de Cauchy se é dada pela densidade:

1

Cly) = ——5—
v . n(1+y2)

Dlstrlbu1gao exponencial dupla

F & uma dlsuribulgao exponenclal dupla se e ‘dada pela den51dade

I8

. Dlstrlbulgao normal contamlnada

" Quando F e como em (3.1. 4) com F (x) = @(x) um caso



particular de interesse e aquele em que
H(xY = $(x:0;7) com T >1. K fdcil verificar que em tal caso

é definida pela densidade
oN{x;e,T) = (1-8) ®(x;0,1) + & ©(x;0,7).

Distribuicido logistica

F & a distribuicio cuja a densidade é:
Liy) = eV /(1+e7¥)?

Na figura 4 vemos um gréfico das densidades anteriores
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3.3 - Estimadores

Destaqguemos uma vez mais o proposito principal deste es
tudo: Dado um modelo de posigio e a hipdtese comum da inferéncia
paramétrica cldssica: TF(Y)=%(X), queremos encontrar técnicas de
estimagao alternativas a sugerida peld mé-todo habituai: o método
da maxima verossimilhanga. Fazemos assim pois este método nos
conduz a toma; como estimador de L a média amostral como vimos
na secgao 1.3; estimador que tem um comportamento muito ruim
quando a F (distribuigao das observagges) ndo &€ % e sim algu-
ma outra distribuicio nas proximidades de $; o que também jé vi-

mos na secgao 1.3.

Estimador média ponderada

Sejam Wy, ...,W, nimeros reais positivos tais que &" W, =1,
i=1

Chama-se a media ponderada das observacoes ¥Yys1-e:1¥, coOm pesos

W Wn ao estimador:

11

~ _ o~ _ n
uw - UW(YI:---rYn) Zi=l Wi yi

Este estimadory foi sugeride com o intuito de ponderar
(pesar) as observagbes de tal forma que aquelas mais afastadas da
massa de dados recebam um peso menor. Desta maneira se obtem um

estimador resistente ao efeito dos chamados "outliers selvagens®.

Na verdade varios estimadores de L gque veremos podem
+ - - a
ser pensados como uma media ponderada se admltlrmos que 0S5 pesos

Wi podem depender das observagaes ¢ que parece natural.
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Um dos estimadores gue ja tivemos ocasifo’ de’ ver na sec
cio 143, a mediana amostral, constitui um caso particular de uma
. . R ]
fmilia de estimadores usada ja no seculo passado, ainda que de

forma muito limitada, chamada da familia dos L-estimadores.

3.3.1 - L-estimadores ou combinacoes lineares das estatisticas

de ordem

Recordemos a definigio das estat{sticas de ordem

I,

n

. L T _
Seja . 32 = {(zl,..i,zn). € gr" P ByShGS L. %

0,:R" » B a fungdo definida por

co g :
On((Yl-, .,‘-.,yn) ) = (Y(l):°"rY(n))

sendq  (y(l),...,y(n))T o vetor (yl,...,yn)T ordenado_de modo
_‘ que - y‘(l)_S y(2)s ...Sy(n)

pér exemplo:

)T

(Yl,yz;ya,y4 = (—1,—3,4,2)T entao:

V(1) Y2y Y (ay T (ay) = (3,712, 4"
Chama-~se estat{st?ca dé ordem do vetor aleatodrio
¥ = (¥, 2 ¥ =0 (1) = (Y(l),...,Y(p))T"
A qsﬁat{stica &efinida por X==(Y1"f”in??°* Y(;)
‘se éhama-a.ifésima estatistica de.ordem de Y . -

Definigdo 8.3.1: ‘Sejam  ap,...,ay nimeros reais tais que
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n . S :
¥ a.=1 chama-se L-estimador. induzido por. ayy-+.,a, baseado
521 _ , o s R

em yq,...,y, & AR

B
(3.3.1) Ln==Ln(Y1""’yﬂ) - iii 23 V(i)
Segundo a maneira que se dérivam'os,ai's reésultam diferentes ti-

pes de L-estimadores. Os mais tradicionais sao:

Mediana Amostral: chama-se mediana de yl,..ﬂ,yn é;
L ) Y (k) se n=2k-1 . «
(3.3.2) MED=MED(y1,...,yn) =

[ y(k)-ky(k+i) se n=2ka‘
2 v

My

facil comproVar-que (3.3.2)
¢ o mesmo que:
MED = MED (yl,...,yﬁ) = (Y(M) f-y(L))/z

Sendo M = [(n+1)/2], L = [(n+2)/2]

([Lt] significa a parte inteirxa de t).

Que MED & um L estimador se pode ver se em (3.3.2)

se faz:
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Média & truncada: Seja o<a< 1/2. Chama—se média ©-truncada
de Yyreees¥, ao L estimador obtido de (3.3.1) fazendo-se:
1

a, = ——= . Si i=([nel] +1, [nol+2,...,n-Inal)
1 (n-2lnel) '

. .
a;=o caso contrario

isto e, aoc estimador:

1 n-[na]
(3.3.3) U.T=-QJT(Y1,-..,yn) = mj- ii:[na:}+1 y(l)

os valores de & gque se usam com maior frequéncia sao os &

tais que 0.05=59£0,135.

Notemos que este estimador consiste em truncar, tirar, uma pro-
porgdo & dos valores maiores e uma proporgao igual dos menores

s -
¢ tomar a media dos valores restantes.

Outro L-estimador com o qual se tem trabalhado jid se

-
faz varios anos e a:

Média &-winsorizada: Seja o%a<1/2,

chama-se média G-winzorizada de Yyr--ea¥y ao estimador obtido

de (3.3.1) fazendo:

a; =1/n  se [na] +2 =i n-[nal-1

_ 1+[nal

i = se i=[nx]l+l ou i=n-[na]
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a;=o caso contrario

. .
isto e ao estimador.

n-[n&]

a =L e == z .
W,T W,T (yl’ 'yn) n \i-[nel+1 Y1)

} N
o a<y([n§]+1) * y(n—[n&]?)

Varios outros L-estimadores tem sido sugeridos ultimamente, se po-
deria ver ANDREWS e OUTROS [1] para a definigio de alguns deles.

Entre eles se destaca um estudado por Gastwirth e Rubin chamado:

TRI-MEDIA: Chama-se estimador tri-média (ou M-estimador de

Gastwirth-Rubin) paseado em yl,...,yﬁ\'ao:

Tor = Tari¥yr--+2¥,) =1/4 Y(g-) +1/2 MED +1/4 Y(q+)

GR

onde g-=[n/4]J+1, q+=n ~ [n/4] e MED a mediana de

yl"."yn

Ji tinhamos visto na secc¢ao 2.4, a definigao do estima-
dor de maxima verossimilhanca de q(8) {Definicio 2.4.1) sob o
modelo proposto no infcio da secgio 2.1. Nio obstante, vejamos
o que obteremos ao aplicar aquela definigdo para estimar N sob

o modelo de posicao.

3.3.2. Estimador de Maxima verossimilhanga - funcio "score®

Suponhamos que a funcho de distribui¢ide F admite uma
densidade f. Chama-se estimador de méxima verossimilhanca basea-

do em y,...,y, a ﬁEMV que satisfaz:
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L(QEMV; yl,,3.,jn)2'L(m:y1,...,yn) ¥ mfFR ,
onde 'L(m;yl,f;.;yh) = f(ylum)...f(yn—m) ¥ m.

B ficil ver que ﬁEMV esta definido também por:

oL . . n
(3.3;4)”121 pfyi_uEMV) < 151 plyy-m} ¥ m
onde _p(t) =:;ibg f(t)_(log.é fung¢ao logaritmica natural).

Sob certas condigdes de regularidade sob 'f, GEMV po—

de ser definido equivalentemente por:

4 - o R
(3:3.5) . L Ay M) =0 -
i=1
d
L. — f(t)
de(t) _ " dt
.8endo Y(t) '—&"—— = = m—)—“— .

Alguns autores (por exemplo MARTIN l39] chaﬁam a essa
- fungao Y "score fuﬁction" associada a f. Possivelmente a ra-
z30 pelo qual essa funcao tem recebido um nome préprio é que ela
da uma idéia de como sho as ‘'eaudas" da distribuigao F. Com
‘ efeito, ¥(t) mede a razdo relativa de decrescimento da fungao

densidade f.

Na tabela seguinte temos guais. sfo as fungdes "séoreS"
das funcdes definidas na sec¢do 3.2 e na figura 5 seus’ geaficos
aproximados nos diao uma idéia mais eléquente das diferengas .entre

as caudas dessas distribuigoes. -
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Densidade Funcao Score
#(t) He(t) = t
_m+l
2772
1 t - m+l t
8T{t;m} =— (1+ = ¥ (ty=822
o B(%,%) m ST(m) i (i-+£3)
) m
c(t) = L - ¥ (t) = 2L
m{1+t7) ¢ 71+t2
DE(t) = % e'ltl ‘PDE(t) = sinal t
CN(t5s,7) = (o) ()42 o(E) | ¥op o (4 =
o Q-et(e) + 2 Eech
(1-e)e(t) + £ o(d)
L(t) = ™" ¥ (.t)=1“‘9_ = tgh(L)
Y L 1te-F 2

4 4 .
Os graficos aproximados

das fungles scores Sa0:
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Figura 5
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A partir de (3.3.5) e da tabela anterior podemos calcu-
lar ﬁEMV sob a h1potese de que as observagoes se distribuem se-

gundo F. Assim por exemplo teremos:

Mgyy Sob Flx) = 8(x)
n
o (y; -lOpy) = 0
i=1 i EMV
de onde resulta
~ ! n
HEmv T iilyi ‘

confirmando assim o que diziamos no infcio desta Secgado 3.3.

QEMV sob F exponencial dupla

Pode-se provar que neste caso coincide com

L:l‘El‘W
MED. Estimador que como jévimos nio estd influenciado por obser
vagoes muito afastadaé da massa de dados e €& portanto, robusto
nesse sentidoe. Assim entdo, se em um problema temos decidido
usar como distribuicfo hipotética a dada pela exponencial dupla,

, . Id . 4 . ~
a tecnica classica nos da um estimador robustec. O mesmo nao

. ~ . r . rd
ocorre se a distribuig¢ac hipotetica e a normal.

A partir das conclusoes expostas em diversos trabalhos
(por exemplo: HUBER [25], HAMPEL [21], ANDREWS e OUTROS [1])
tém-se chegado 3 conclusio de que uma alternativa robusta muito
conveniente quando se guer evitar as catastréficas conseguéncias
de usar a média amostral quando as observagoes se desviam pouco

- . 2 )
da "normalidade', a usar uma classe de estimadores similares ao
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’ .
de maxima verossimilhan¢ga. Esta classe é a dos:

3.3.3 M-IEstimadores

Antes de ver sua definicao precisa vejamos brevemente
de onde surgem. Como vimos a média amostral coincide com

ﬁEMV sob F(x) = #(x) que por (3.3.4) esta dado por
n

(3.3.6) © (y,-i %= = (y-m? ¥ m,

i=1 i “EMV i=1 i

‘de onde se vé qué os residuos ri=(yi—ﬁEMV) grandes (yi muito
afastado do valor-éentral da massa de dados) tém uma influéncia
egcessiva na determinagﬁb do ﬁEMV que resolve (3.3.6). Com es-
ta idéia em mente é natural considerar estimadores de L que se- -
jam solugdo de (3.3.4) porém com 0 escolhida de forma convenien
te e nao necéssariamente como =logf . A conveniéncia de esco-
lher uma determinada p depende de diversas consideragﬁes: aigu-
mas bem nitidas comoveremos mais adiante, outras‘baseadag quigé na
rma de certas fungbes "score", porém todaslelas com a idéia de
minimizar a importﬁncia dos residucs grandes. De forma precisa

temos que

Definicio 3.3.2. Seja P!R ~+ R uma fungdo nioc negativa. Chama-
se M-estimador de | definido por p Dbaseado em Vyseeos¥Vy 2

um T = Tn(yl,...,yn) tal que

[agR=)

n . _
(3.3.7) T p(yi-Tn) =< p(y.-m}) %¥m€ R
i=1 * -

i=1
Em prineipio, p poderia ser qualquer, porém se algumas proprie-
dades sobre P nio forem requeridas um T, que satisfaga (3.3.7)

podersa existir apenas para conjuntos {yl,...,&n} que muito di-
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ficilmente abareceram na pratica. - Da{; em geral, se pede que @
se ja simétrica, convexa e p(t) + = gquando |t|4 =, 'Na verdade,
em trabalhos de indole mais prética que teérica, se tem trabalha-
do Qom M-estimadores dades por £ com propriedades de regulari-
dade suficientes para que Tn possa ser definido eéquivalentemen-

te por:
n

(3.3.8) _Z Y(yi-Tn) =0
i=1
onde: ¥(t) = % p(t)
: It .
Por isso alguns autores preferem definir os M-estimadores atra-
vés de fungoes Y, isto &, usando(3.3.8). Aos M-estimadores gque
resultam de usar as Y da tabela das fungdes "score" se acres-

centaram vdrias outras definidas por outras Y. Algumas das mais

usuais s3o:

M-estimador com ¥ do tipo Huber de parametro k

baseado em Yyreer¥g é o ﬁH k= Tn definido por (3.3.8) com
: H

Y=Y .
B,k dada por:
(3.3.9) YH k(t) = min{|t|,k) sinal {(t) onde k & um parametro
? .

cuja determinagio veremos mais a frente.

M-éstimador com Y do tipo Hampel de parémetros A,B,C.

baseado em ¥y,¥gy.e+,¥, €0 GHA,A,B,C=:TH definido por (3.3.8)7

com V¥ =?HA,A,B,C dada por
t, se GS§t|SA
A sinal (t), se A<|t|<B
(3.3.10) *gy 4.5,c(P) = Y a C—El%’- sinal(t), se Bs|t|sc

0, se c<|t|
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M-estimador com ¥ do tipo Seno (ou de Andrews) de parametro k

=T definido por (3;3.8) com

baseado em Fpreeoa¥y é o gA,k I

Y=Y H
A,k dado por

Sen(%) se |t|=knm
(3.3.11) TA,k(t) = )
0 caso contrario

M-estimador com ¥ do tipo "biguadrada' (ou de Tukey) de paréme—
metro k

baseado em yy,...,¥, e 0 kg, =T  definido por (3.3.8) com
b
¥ =¥B,k dada por:
_(5y2y2 -
(3.3.12) ¥, (t) = J t(1-(£)7) se |t|<k
, ‘
‘ 0 c.C.

Como no casce do M-estimador com ¥ de Huber, mais
adiante nos referiremos a determinacio dos parametros de (3.3.11)

e (3.3.12).

Por Ultimo, na figura 6 podemos ver os graficos destas

fungdes ¥,
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Para termiﬁar esta secc¢ao veremos uma c¢lasse de estima-
dores baseados em resultados de uma teoria estatistica comecada a
ser desenvolvida antes de 1960: A dos testes nao-pardmetricos pa
ra amostras emparelhadas béseédos em postos. Esta familia e a
dos: . -

3.3.4 = R—estimadores

Antes da sua deflnlgao recordemos brevemente © sugerldo

pela teorla citada anteriormente. Seja G uma distribuigio 51mg
trica. Supconhamos que - Ul,...,.Url & uma amostra de tamanho n de
G e Vl,...,Vn uma amostra de tamanho n de

Gu (onde G“(t) = G(t-u)), sendo os valores observados:
u1==U1,...,un=éUrl v1==V1,...,vn==Vn. Se deseja testar a hipéte—
ses de que ul,...,un,e vl,...,vn vem da mesma distribuigdao G.
Em termos precisos: testar H_ =0 centra K:u #0. A teoria de
testes_nao paramétricos reqomehda~se proceder aséim: (ver, por
exemplo, BICKEL e DOKSUM [4], HAJEK e SIDAK [17], LEHMANN [26]).
Sejam J:(0,1}) * R uma fungio nac decrescente tal que

J(1-t) =-J(t); sejam também a_ :{1,2,...,2n} * R uma fungao

definida por a (k) = J(2n+1

e finalmente

5 =
n

=21
[ i =1

a (R,)
j=1 "1

onde Ri é o posto de. Ui==ui na amostra combinada

{ul,...,un, vl,...,vn}.

Se a hipdtese H, ‘esta correta entao s, deve estar
perto de zero, logo o teste nio paramétrico baseado na estatisti-

ca Sn rejeita H0 para valores grandes de Sn. A razoabilidade
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deste procedimento n3o € diffcil de ver-se e o leitor sera benefi-
ciado tratando de 1é-1a em alguns dos textos citados anteriormen-

te.

Vejamos agora a conexac do dito acima e a teoria de es-

timagao de u no modelo de posigao,

i=1

Se Yy,...,Y, € uma amostra de tamapho n de Fp en
tao Up =Yy —l,e..,U =Y - & uma amostra de F e por ser F
simétricarem torno de zero resultard que V1==—(Y1-u),...,...,vn=
= _(Yn-p) & também uma amostra de ¥, logo: o
1+ 0 .
Sn(p) ;‘Sn(psyl""’yn) T n ? an(Ri)

estata perto de mero; sendo S :RxR" - R a funcao definida por:

SH o

{3.3.14) _Sn(m;Xl,...,Xn) = an(Bi) .

i=1

onde: R, é o posto de X;-m no conjunto:

[Xl-m,...,Xn—m,—(xl—m),...,—(Xn—m)}; e a e J como anteriormen-

te definidos.

- -
Como Sn(p) estara perto d& zero quando W € o parametro a ser
. L
estimado se pensa gque um estimador razoavel de | baseado em

Yyseees¥y é um Tn tal que
Sn(Tn) = Sn(Tn; yl,...,yn) =0
Resumindo:

Definiciec 3.3.3: Seja J:(0,1) * R uma fungdoc nac de-

crescente tal qﬁe J(1-t) =-J(¢t), a  como em (3.3.13). S, co-
) i
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mo em (3.3.14). Chama-se R-estimador de 1 definido por J ba

seadoe em Yyseery, a um ﬁR,J tal que:

(3.3.15) 8 (g 55 ¥yseeesvy) =0

Una conta facil mostra que o posto Ri de Xi-m em

{Xl—m,.;.,xn-m,-(xl—m),...,—(Xnnm)} € o mesmo que o posto de

X, em {xl,...,xn, om-X

i m-X ]

11ves
Por isto QR P esta também definido por:
H

(3.3.18) S (B 55 ¥yseepy) =0

PN

onde S;: R xRD o B ¢ a func¢ioc definida por:

n
ks . _l o
(3.3.17) Sn(m, xl,...,xn) =z 121 a, (Ri)
* . .
onde R; € o posto de x; mno conjunto {Xl,...,Xn,Zm—Xl,...,zm-Xn]

Utilizando a nomenclatura usual da teoria de testes
nao-paramétricos aos "a " chamamos "scores" e a J fungio gera-

triz dos scores.

Diversos R-estimadores podem ser obtidos por meio de
diferentes fungSes J. Também aqui, comc para os M-estimadores,
as fungaes J podem ser definidas (ainda que desnecessério) basea
das na distribuicao F, mais precisamente atrévés da sua densidade

f, por meio de:

o1
(3.3.18) J(t) = - 3—£§T~L311 0<t<1
IF “(t))

obtemos assim, por exemplo:

» . , - ]
R-estimador haseado em "scores normais" € o definido pelas férmu-

las (3.3.15) ou (3.3.16) com J como em (3.3.18) e F=3&, isto &:
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J(t) = 71ty o<t<1

R~estimador baseado em "scores mediana"” como o anterior com

f=pE (exponencial dupla); neste caso:

J -1 se o0<%t<1/2
J(t) = <
l 1 se 1/2 <t<1

R-estimador baseado nos "scores de Wilcoxon" ou estimador de

"Hodges-Lehmann" como antes com f =L (Logistica), neste caso:

J(t) = 2t-1. Muitos autores também chamam assim o estimador de-

finido por J(t) = t-1/2

3.3.5 = Qutros estimadores

A parte dos jé vistos se tem estudado muitos outros es-

timadores de n no modelo de posigao.

Como dissemos, em ANDREWS e OUTROS [1] estudaram-se
mais de 65 do ponto de vista das amostras finitas e alguﬂs deles
em AZENCOT E OUTROS [2] LAUNER E WILKINSON [35) e em outros tra-
balhos também do ponto de vista assintdético. Uns dos que estdao re
cebendo cada vez mais atengdo sao os do tipo Pitman {ver, por exem
plo, LAUNER E WILKINSON[35] e MARTIN [39]). Nés s6 nos dedicare-
mos a analisar com certo detalhe os que ja vimos até agora e em
especial os M-estimadores. TFazemos assim devido ao fato de serem

eles 0s mais estudados para o modelo linear geral.

3.4 - Estimadores invariantes e equivariantes

’ 3 .
Frequentemente e desejével que os estimadores com que
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se esta trabalhando tenham certas proprledades de invariancia e

equivaridncia sob translaqoes e mudanga de escala nos dados ori-
ginais. FEssas trocas podem ser feitas para que oS numeros a tra
balhar permanegam dentro de certos limites, como também para re-—

duzir-se os erros de arredondamento.

.Definigdo 3.4.1A- Se diz que T:R™ » R € invariante sobfe transla
coes se: \ '
T(yl+c,...,y§+c) = T(yyseees¥y)
¥ (yl,---,yn)T_E R" e. C5R "
Se diz que T & equivariante sobre tfanslagaeé se:
T(y1+C,...{yn+C) = f(yl,..,,yn? +C .

w ('yl,...,yn')T ceRY e CER

Se diz que T & invariante sobre troca de escala se:

] j T n - .
Tﬁayl,...,ayn) = T(yl,...,yn) R (yl,u..,yn) ER" e a>o
Se diz que T @& equivéfiapte'sob mudanca de escala se:
.- : . ‘ T n
T(ayl,...,ayn) = aT(yl{i..,yn) V(yl,...,yn) € R
Finalmente, se Tn==T(Y EEETE . ) & um estimador baseado nas ob-

servacoes Yl,...,Y entiao se dlZ que Tn é invariante (ou e~
gquivariante), sob translagoes (ou mudancga de escala) se assim o©

for a funcgio T.

3.4,1 - Equivarianca sob translacoes e mudanca de escala dos L

e R estimadores

4
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Aplicando-se as definigbes 3.3.1 e 3.4.1 & imediato de-
duzir que os L-estimadores sio equivariantes sob translaggeé e mu-
danga de eséala das observagdes. Propriedade anéloga tem os R-es-’
timadores, como se pode ver através da aplicacio direta das defi-

nigoes 3.3.3 e 3.4.1.

3.4.2 —-Equivariéncia sob franslagaes dos M-estimadores

Também aqui uma aplicac@o simples de (3.3.8) conduz a
ver que os M estimadores sfo equivariantes sob translagio das ob-

servagoes.

.3.4.3 - Equivariancia sob mudanca de escala dos M-estimadores

As coisas aqui nao sdo tao simples. Necessitamos modi-
ficar a definig¢ao dos M-estimadores dada por (3.3.8) a fim de

> . -
obter a equivariancia dos mesmos.

Antes de mais nada uma observagao sobre notagao. Chama
remos de 0(%Z) ao parametro de escala da variavel aleatdria %

que satisfaz:

(3.4.1) ©(Z~b) = a(Z) * bER
(3.4.2) o(az) = ac(z) ¥ a>o

Mais adiante tornaremos mais preciso este conceito de
parﬁmetrorde-escala. Consideremos 5 situaggo habitual: (in{cio
da Secgio 3.1) sejam: Y uma, qualquer, das varidveis '

Yl,;..,Yn; ¥Y*R+> R e T:R" » R fungoes e Tn==T(y1"“"yn)

tais que:
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n yi—T(yl,...,y ) n y.-T(yl,...,yn)
(3.4.3) i};l?( Ty n) =i£ ly( AR ) =0

quaisquer gue sejam os valores observados Yyreeea¥y de

¥ Y, ; finalmente seja a>0; entio:

i=1 o(a¥) '

Isto nos diz que se trocamos (3.3.8) por (3.4.3) e colocando

11

T =T(y1,...,yn), entac o estimador T que resulta € invarian-

n n

te por mudanga de escala. Ainda subsistem alguns problemas: 1)

Que definir "naturalmente™ como parﬁmetro de escala ou de disper-
sao de uma variavel aleatdria % ?; 2) do ponto de vista prético

o c(Y)- que aparece em (3.4.3), sSerd desconhecido a maic—ia das
vezes, como estima-lo "razoavelmente" e antes de tudo "robusto" ?
Pois nao teria sentido estimar w robustamente e nac proceder

da mesma maneira com o parémetro de escala.

- ) N - *
Se lessemos a literatura existente veriamos que nao ha acordo a

respeito das respostas a nenhuma das perguntas anteriores.

Com respeito a questdo 1) & comum definir como para-
metro de escala de uma varidvel Z, gque tem momento de 22 ordem
finito a:

¢,(2z) = DS(%) = /VAR(Z)

sendo DS(Z) o desvio padrao de Z (e VAR(Z)é a variancia de Z).

Sucede muitas vezes gue Z mnao tem momento de 22 ordem finito,
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. ~ 4
por isto e por outros que nac vem ao caso, se usa tambem como pa-

rametro de escala a:
0,(Z) = MAD(Z) = MEDM( |z - MEDM(Z)|)
Sendo MAD a mediana dos desvios absolutos e MEDM a mediana:

MEDM(Z") - F (1/2)
A

. .’ , & -
gualguer que seja a variavel aleatdria 2 » F o sua fungao de

Z
distribuigao e:
FTa(t) = infly 1 F(y)2 ¢} ¥ o<t<l
z
Notemos que Uz(Z) estars sempre bem definido. Tam-

bém o estara o seguinte parametro de escala que tem sido usado

~ -
com freguencia

| -1
052} = F,7(3/4) - F;7(1/4)

F facil de comprovar que os parametros de escala 0.(%)

definidos anteriormente satisfazem as condigoes (3.4.1) e (3.4.2),

Vejamos agora a questdao 2. Notemos em primeiro:lugar
que os 0, (Z) ja definidos dependem nao dos valores de 7 mas
da sua fung¢io distribuicio, ponemos assim g, (Fy) =1 0,(2)
e consideramos ci(G) definido para toda fungio distribuicio G
por:

,(G) - J(Y-E(G))z aG(y)
' E{G) = Jy dG(y)
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(3.4.4) _
0,(G) = MEDM(|Gg|)“

o (@ = o Hs/e) - ¢TH/e

Sempre que existam os elementos envolvidos ho membro direito.
Em (3.4.4) usamos a seguinte notagao
(3.4.5) e = MEDM(G) = G L(1/2)

Gg(y) = G(y-g) ¥ v .

: 0 se y<0,

le, 1(y) = .

G (y)= lim G _(y-t) se yz0
g tro+ B L

E natural agora tomar como estimador de

i a distribuigio em-—

Ui(Y) em (3.4.3) a s, = Gi(Fn) sendo F_

pirica de {yl,...,yn}. Se adotam entio os seguintes estimado-

res de escala.

s _ =2
sl==sl(y1,...,yn)'ﬂJé/n iil (yiTy%

e

s

NS
Yy =i w
1

52 = sz(yls e :Yn) = MED{ ]Y,l"i_'o_i percs ]Yn"TOU
T0==MED(y1,...,yn);
(ver(3.3.2) a definigao de MED)
9.3'==s:-).(yl,'..'..,y'n) = Qz-Q

Onde Q1,= primeifo quartil amostral.
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QS = terceiro quartil amostral

Voltemos agora a questdo de definir os M-estimadores
de modo que resultem equivariantes sob mudangas de escala. Uma
vez que escolhido o Sn=si gue julguemos conveniente, preferin-

do sempre 8,5 c€OMO ¢ aconselhado do ponto de vista da robustesz,

aplicamos o seguinte:

Definicio 3.4.2. Seja Y :R-+R uma fungdo, chama-se M-estima-

dor de u definido por Y baseado em Yyseers¥y, com escala es-

timada por Sn=si(y1,...,yn) a um Tn=Tn(y1,...,yn) tal que:

- n
(3.4.86) z w(—J%—Jl) =0
= n

¥, agora, muito ficil de ver que o estimador Tn é
eguivariante sob translacgdes e mudancga de escala. Existe tam-
bem outro procedimento em uso na prética da estima¢@o robusta pa
ra estimar a escala dos residuos. Este procedimento foi sugeri-
do por HUBER [25], e entdo passou a ser conhecido por "proposta
2 de HUBER", gue consiste em estimar p € a escala dos residuos

simultaneamente, resolvendo simultaneamente (3.4.6) e:
n y.=T
z x((—g—“)z =0
j=1 n
onde x:[0,+m) +R & uma funcgio a ser escolhida adequadamente.

Mais detalhes podem ser visto no traballko de HUBER jé

citado e em ANDREWS e GUTROS [1].
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CAPITULO 1V

CALCULO DOS ESTIMADORES

4.1 - Cdlculo dos L-estimadores

Como vimos basta aplicar diretamente a férmula(3.3.1).

Em forma de algoritmo:

L1 - Ordenar [y,,...,¥,]}

L2 - Calcular os a,

[nefi=]

L3 ~ Fazer L = a, y; (osy,'s ja estlo ordenados de modo

i=2 * *
gue yIS...Syn).

4.2 - Calculo dos M-estimadores

Existem varios algoritmos ©para o calculo destes esti-
madores. Alguns deles tem sido elaborados para certas Y parti
culares com o objetivq de ganhar uma maior eficiéneia tanto no
tempo de computagie como em exatidao e precisiao do resultadé.

Em particular, para os M-estimadores com ¥ do tipo HUMBER e Y
do tipo HAMPEL, bem como de muitos outros MFestimadores, o leitor
interessado poderia consultar ANDREWS e OUTROS t1J. Em JAMES .E
BUSTOS [32] se descreve um algoritme que poderia ser aplicado
para resolver (3.4.6) qualquer que seja Y, obtende pelo menos

uma resposta, ainda que como j& dissemos algoritmo especiais

para cada Y s3o mais eficientes em cada caso.

" Para nao estendermos demasiadamente e ter ao menos um

4 L4 N
metodo razoavel.para calcular esses estimadores repassaremos bre



vemente esse algeoritmo chamado IWLS (Iterated-Weighted-Least-

Square).

Nosso problema entdo é: dado yl,...,yﬁ e Y:R-*R

encontrar Tn tal que:

n y.—Tn
(4.2.1) = y(=—8) =0
i=1 n
onde s, = MED{|yi—TDI,...,]yneTof]
Ty = MED{yl,...,yn]

A idéia do algoritmo IWLS é a seguiptgz
Suponhamos que T_ ¢ uma solugdo de (4.2.1), e que
Tn=+yj ¥ j=1,...,n {ndo ha perda de peneralidade nesta supo-
sigdo pois sempre trabalharemos com Y tal que Y¥(o)=o). Entao:

=T
v LDy

Para cada j=1,...,n seja:
y.-T
g
(4.2.2) W, = ————t
. ¥4 n -
Logo: Z W, (-Q———) =0
De onde resulta

, E
(4.2.3) T ks S
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Reciprocamente, se Tn satisfaz (4.2.3) com wj como en
(4.2.2) entio T, & uma solugdo de (4.2.1). A formula (4.2.3)
também nos permite odbter Tn por meio de um processo iterativo
{notemos gue Tn aparece num dos membros de (4.2.3)). Este pro
cesso 6 o que constitue o algoritme IWLS que em forma sintética

o descreveremos assim:?

M1l - Ordenar Yoserrs¥y de modo que yIS.. .Syn

M2 - Calcular T_=MED {yl,...,yn]

M3 - Calcular S =MED {[yl—TO],...,|yn-To]}
M4 - Seja m=o; T(o)=T0
M5 - Para cada j=1,2,...,n calcular
v y.~T(m)
_
( = )
wj B iz ~-T(m)
3
n

M6 ~ Definir

Z v
Tme1) = g1 97
n
o Vs
M7 - Se |[T(m+1)-T(m)|<¢c |[T(m+1)| com e pré fixado (na maio-

ria dos casos bastaria fazer & =0.001) fazer Tn=T(m+1) e
parar

M8 - Se |[T(m+l)-T(m)|28 |T(m+l)] e m+1<ISTOP (nimero maximo
de iteragdes permitidas, poderia ser ISTOP=20), fazer
m=m+1 e voltar a M5.

M9 - Se |T(m+1)-T{(m)|2s|T(m+1)| e m+l=1ISTOP, parar fazendo
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notar que o algoritmo ndo convergiu, mas fazer Tn=T(m+1)

de gualquer maneira.

4,3 - Calculo dos R-estimadores

Também agui o algoritmo IWLS nos permite calcular
um QRJ solucio de (3.3.17). Vejamos isto com detalhe. Nosso
problema consiste em:
dados yy,... ¥, © J:(0,1) *R encontrar T, tal que:

Sn(Tn;yl,...,yn) =0
o que € O mesmo que:

n
(4.3.1) : Za{rR,)=0
k *
5

ST para k=1,...,2n e R, é o posto de

onde an(k) = J¢( j

vj em {yl,...,yﬁ, 2Tn—y1,...,2Tn-yn}.

Suponhamos que Tn € uma solugao de (4.3.1) e gue

Tn={=yi vl<j<n. De (4.3.1) obteremos:

n %
(4.3.2) T w{y.-T )} =20
3=1 J' "1 n
sendo %
w;’f . an(Ri) i1 .
3 V.- j=l,...,;n
h) n

De {(4.3.2) teremos:

(4.3.3) T =t S

Somo ja vimos para os M-estimadores, se T satisfaz

(4.3.3) e Tn=#yj ¥ j=1,...,n; entdo T, € uma solugdo de
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{(4.3.1). Também o algoritmo de ealculo pode ser descrito assim:

Rl -
R2 -
R3 -

R4 -~

R8 -

R10-

R11-

‘Ordenar Yyseea¥y de modo gue yls...sy

n

Calcular T = MED {yl,...,yn}

m=0, T(o) =T,

p/J ll"‘rn

Zn+j =2T(m)-yj

Ordenar Z ey 2 de modo gque Z.=...=Z

17 2n

Para cada j=1,...,n calcular

e

RS = posto de y, em (2,000,528, ]

2n

Para cada Jj=1,...,n calcular

» an(Rf)
wj = y.—TémS no
J LW, v,
o1 33
Definir T{m+l) = J—H———-~
LW,
- k|

Se |T(m+1) - T(m)|<e [T(m+l)| com e>o pré-fixado fazer

Tn==T(m+1) e parar

Se |T(m+1)-T(m)|zs|T(m+1)| e m+1S ISTOP fazer
m=m+l e voltar para R4
Se |T(m+1)-T(m)|zs|T(m+1)]| e m+1=1STOP, parar fazendo no-

tar que o algoritmo nao convergiu e tomar Tn=T(m+l).

L4 . . . N —
¥ necessario advertir que esses algoritmos sac um tan

. [id . I3 3 - ke
to ingenuos e que para implementi-alos eficientemente sera neces-

sario atender a certos detalhes. O leitor que esta interessado
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poderia consultar DUTTER [22] e também MARTIN [39] para uma ex-

posicao mais simples.
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caPTITULO v

MEDIDAS DE SENSIBILIDADE DCS ESTIMADORES PARA AMOSTRAS FINITAS

Neste cap{tulo nos propomos estudar o seguinte:

SeJjam yl,...,yn as observagSes, comose afetam os di-
versos estimadores de W jé definidos, quando j dessas n ob
servacoes sio "ruins" (nfo se ajustam ao modelo) e as restantes

saoc "boas" ?

5.1 - Definicio de "amostra tipica™

Como gueremos extrair conclusoes de validade mais ge-
ral possivel vamos trabalhar com uma "amostra tipica" de F, is
to é, com uma amostra tal que se tomamos um grande nimero de ve
zes amostras de tamanho n de F entio a "amostra t{pica“ ou

. e ] .
"aproximacbes" aparecem varias vezes. Precisamente:

Definicho 5.1.1: Seja F uma distribuicdo. Diremos que

KpreeesXy & uma amostra t{pica de tamanho m de T se:
= <i<
(5.1.1) Xq EXH) 1=i=m ,

onde X(l),...,x(m) s8o as estatisticas de ordem de uma amos-

tra Xl,...,Xm de tamanhoe m de F,

Pode-se ver, por exemplo em BICKEL E DOKSUM [4] que (5.1.1) ¢

0 mesmo que:

+eo
z—rmr"‘—r Jx Fo0 I a-F0™ I arx)

ou se F esta definida por uma densidade f:



S =T3-

+=

Xj TR S_x £ OFOOI T A-FOO™Y ax
T - _
Os valores de certos. ij para deéterminados F tem si-
. do tabelados em dlversos trabalhos. AQuandb F=¢9, és extraire¥
" mos do excelente trabalho de TIETJEN E OUTROS E48] onde estao ta

i bulados ‘os -Xj correspondentes a n, para n=2 até n=50 com

uma precisao de 10 casas decimais.

" Exemplo 5.1.1: Sejam: =n=15, F=4%. Ent3o

0.16

%y = -1.74 ' Xg =

 Xg =, —1,25'7 o . Xqg = 0.34
Xg = =0.95 Xy, = 0.52.
Xg = =0.71 Xy = 0.71
Xg = -0.52 Xy3 = 0.95
xg = -0:.34 X1q = 125
Xq = =0.16 X5 = 1.74
. . : vy -0

5.2 « Curva de Semsibilidade

‘Suponhamos agora Que temos efetuado n=1 observagoes.
Para ver cOmO uma nova observagao Wy influi no estimador Tn

' parece bastante naturail anallzar a varlagao de

:Tﬁ(YI""’ynwl’Y) = Ta(yyseesa¥pg)
de oﬁde:se'tiré a importancia do conceito de curva de sensibili-
dade, cujafdefinigaélformal é:

Definigio 5.2.1: Sejam Tn;1 e T estimadores de u baseados




T -

em amostras de tamanho _n;l e n:_reépeétivamente {ambos sgo es-.
timadores definidos péla mesma regra; com a Unica diferenga ré}g.
tiva aos tamanhos amostrgis)§ sejam Yioerea¥n_q nimeros reais.
‘Chama—se curva‘de'sensibiiidade de Tn com respeito a

_Tn—l(yl"f"yn—l) a fungao SCn—I:R + R def%nlda-por:

(6.2.1)  SC_ 4 (yy =T (yy, ers¥y 1¥)=T 3 (¥yseee,v,9))-

Como todos os estimadores de 4 que estudaremos sao
invariantes com respeito a t;anslaggo, nso ha perda de generali-
dade em supor que o parametro L a estimar (ver (3.1.3)e p=o.
‘Recordemos também gque sempre supomos que a distribuigao "Hipoté—'“"

tica" das observagaes 6 % . e QUe atverdadeira & F9=F'

A partir de (5.2.1) pode-se ver que os estimadores’
Mrobustos" no sentido de que sejam resistentes a influéncia de
”uma.ﬁnica observagio separada da massa de dados, sdo 0S que tem

-1 :11m1tada.

. 8C
Ve jamos agora o aspecto de SCn para alguns dos esti-
madores definidos no Capftulo I1T. Uma lista mais completa pode

ser vista em ANDREWS E OUTROS [1}. Sejam n=16, y,=x, 1Sis15

- onde os’ xi sao como no exemplo 5.1.1.

1) Curva de Sensibilidade para a média amostral

Uma aplicacio direta de (5.2.1) nos leva a:

'(5.2.2) Scls(y) =y
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2) Curva de sénsibilidade para a mediana amostral .

_ ‘ o J -1.28 ' se y< -0.16
(5:2.3) . 5C s (¥) 8y - se -0.18y<0.16
: o t 1.28 - se y* 0.16

3) Curva de sensibilidade para a média'O.1'truncadaf

(16/14)(-1.74) ‘se ys -1.74.
(5.2.4) SCig(y) = { (16/14)y = se. 1.7451.74 . o
l (16/14)(1.74) se y* 1.74 | e T

A seguinte figura nos mostra os gridficos das curvas
(5.2.2),(5.2.3) e (Sié.éj.‘ # possivel ver que os M-estimadores
tém curvas de sensibilidade. com forma similar aﬁda;fungﬁo ¥ {so

mente diferem«poi um fator).
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5.3 - Ponto de rupturé nao assintdtico

Com este conceito'formalizarémoé a nogao de proporgio‘
maxima de’ pontos "ru1ns" gue se pode adm1t1r numa amostra a
partlr da qual o estlmador Trl nio nos da qualquer informagio

L . "~ . .
util sobre o parametro a estimar.

O conceito que vgfemos adui:é'o definido em ANDREWS E
oUTROS [1]. E bastante Iimi£aﬁo desde que 56 é aplicével ao
problema de estiméggotdeh Q, ‘1o modelo de pos1gao e se considera
somente "outllers selvagens" (pontos multos afastados da massa
de dados) Nao obstante, nos da uma idéia de como poderla se
_proceder en outros problemas e serve também como critério de

comparagao do rendlmento de d1versos estimadores.

Anfes de tudo, devemos decidir quando um estimador Tn
de u—baéeado numa amostra Yyreres¥y pio nos da informacgao
relevante sobre W: Uma decisdo natural & a de considerar o a-
Tastamento de Tn de'ﬁ,'éupondo W .cdnhecidq; 86 para fixar as
"idéias, diremos que- TﬁéQTn(yi,...,yn) nio da nenhuma infofma—

¢ao relevante sqbfe, M se:
(5.3.1) . ' |Tn(y1,..,,yn) ul=3

De"(5;3n1) e pelo,fato de gque a totalidade estimado-
res que eétdﬁds-eétudando'sgo equivariantes'sob translacgoes p6~

. demos supor que o parametro Vverdadeiro é wn=o.

Assim como na definigdo 5.1.1 formalizames o conceito

P - . . . .o .
de "amostra tipica de uma distribuig¢ao, necessitamos agora co-



—78-

. locarmos de acordo sobre o que vémos entender por Yamostra tipi-

f_ca de tamanho n com j observagoes ruins". Tendo em conta o que

fdlssemos antes ‘da deflnlgao 5.1 l também de que s vamos nos in

'Deflnlgao 5.3: 1 SeJa : JSn inteiro. Diremos gue Yirerss¥

_gao 5_1 1)

.'teressar aqui por "outllers selvagens" e 0 ogue se faz em ANDREWS

E OUTROS [1] chegamos a. .

i

g e amostra t1p1ca de tamanho n com j observagCes ruins se:

'.,yl,.;ﬁ_y .nf e amostra t1plca de tamanho n-j de ¢ (ver Defini

n-J
, yn_‘].+1=1oo,...,yn =100 j .

K ?; Agora sim estamos em condlgoes de deflnlr Yponrto de

. ruptura naoc a551ntot1co de um estimador".

;Définiggo 5.3.2:: Seja T, um estimador de p (k=0).

: . ; ' . -~ . o )
S/ 'Chamaremos ponto de ruptura nao assintotico de Tn at
I3 .

‘.‘." . Jo
o (T ) = :T 100 N

fénde_ jbé=max{ 3<n.|T (yl,;-l,yn)|53, sendo yl;...,yn a a-

‘Zmostra tlplca de tamanho n com j"obseranSQS ruins}

Obv1amente, do ponto de v1sta da robustez preferire-

:fmos trabalhar com um estimador gue tenha o mais alto ponto de

ruptura p0551ve1,-

A seQUinte tabela, ektra{dé de JAMES E BUSTOS[321, nos

v fiostra os pontcs de ruptura de vérios éstimadores para n=5, 20

e”qo; Uma vez mais destacaremos a falta de "robustez" da medla l

amostral em contraste com o excelente rendlmento dos M-estlmado-

S res.
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) Esfimaéor 5 20 40
Médid ‘mmostral R ' 6. o.| 2.5
| Mediéna amostral '_'-7‘ ' i ' 40.{ 45.| 47.5
.“tﬂédia 0.1-truncada . ‘ f{  ’ ,'. . : : 0.{ 10, iid,‘.
A.'EJM;estimador com Y de Hubgr'é;k=1.345 _ | 20,1 30. 252.5 N
M-estimador com Y derHampél e A;2.5,ﬁm4.5,d=9.5 40.} 45. héf.S';
M-estimador com ¥ "bicuadrada' & k%4;685 j 40.1 5. ] 47.5|
R-estiﬁador'de Hodges-Lehmann; ‘ 20. 25-_:??;5

JEAN

Tabela de e;
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CAPITULO VI

ESTIMADORES DEFINIDOS POR FUNCIONAIS

.6.1 - Definigho de estimadores através de funcionais

. HAMPEL [18] introduziu uma forma de definir-os estima-
dores de u' no modelo de posiQEo que mostrou .ser bastante ffutf
fera pois permltlu formalizar um aspecto 1mportante da robuste=z
do qual fizemos referen01a na'segao 1.2 {robustez qua11tat1va).
Tambér facilitou o estudo.da teoria assintética‘dos estimadores
ligando trabalhos teériéoé_na drea de Analise fuﬁcional‘éoﬁ;a

robustez. o -

Para darmos conta da 1dela de HAMPET tlSJ neéessitam
‘mos antes de mais nada ver como é p0551ve1 1dent1f1car um conJun
“to de observacgodes Yl"?'”yn com uma dlstrlbu1gao ou probab111~
dadq‘definida sobre R. Naﬁuralmgnte, podemos fazer 15tq-atra--‘

vés do-conceito de "distribuig¢do empirica".

Definjcio 6.1.1: Sejam yl,.:.{yn nimeros reais.‘ Denominamos . -
distribuicido empirica de yl,g.,}yn a probabilidade

q[yl,...,yn} sobre R definida por
' .1 D o
u[yl,...,ynJ(B)==; ;E IB(yi}

onde B é - um subconjunto boreliano de R e IB € a funggo indiba
dora de B (em outras palavras u[yl,...,y ](B) & a proporgao de

' 2pontos do conjunto {yl,...,yn} que esta em B).
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¥ de interesse destacar o grafico de F_=F c ]
n ulyy, ey

fungio de distribui¢do da probabilidade wlyy,...,v]
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Figura 8

Seja agoera Z{R) o conjunto de todas as probaBilidades
sobre R. Para cada n seja En ¢ conjunto de todas as distribui

coes empiricas associadas com amostras de tamanho n{logo 3nCZ(R))
I o= {p[yl,...,ynJ t Yys-cs¥, sejam numeros reais]

Notemos agora que todos os estimadores de u estudados

tem a propriedade de naoc alterar seu valor se permutamos os {nai-
!
|
!
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ces de {yl,...,yn}, isto é, todos os estimadores Tn satisfazem

Tn(yl""’yn) = Tn(yﬁ(l)""’yﬂ(n))

qualguer que seja a permutacio T definida sobre {1,2,...,n].
Assim vemos quese valor depende nac tanto dos pontos Yyree-s¥y
mas exatamente do conjunto {yl,...ynJ o mésmo se sucede com a

distribuicfio empirica de {yl,-..,yn}; € imediato comprovar que:
HEyl’.“"Yn] = “[yﬂ(l)’ ""yﬁ(n)]

Desta maneira pensa-se naturalmente em definir os esti
. o n R
madores nao por meio de fungSes definidas sobre R e sim por fun

goes definidas sobre subconjuntos de Z(R) (funcionais).

Definicio 6.1.2. Diremos que um estimador Tn esta definido

por uma funcional T definida em Z(R) (em simbolos: Tn=T|3 )
n

se existe uma fungdo T definida em um subconjunto DT de Z(R)

tal que:
(6.1.1) T (yy,.--,¥,) =TTu[y1,...,yn])

sempre que og membros de (6.1.1) tenham sentido (isto &:

(¥ys000,¥,) esta no dominio de T, e u[yl,...,yn]e DT).

Firmemos esta definig¢ao vendo como algum estimadores
vistos no cap{tulo III podem ser definidos por funcionais apés

serem feitas ligeiras modificagodes.

Média amostral definida por funcicnal

Seja DT = {G:G & uma distribuicio sobre R  com mo-

mento de primeira ordem finito ( f lxldg(x)<w)}; para cada
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GEDT seja

(6.1.2) T(G) = {x dG(x) = E4(X)

Ent8c é facil ver que

B
[ ng =]

y: ilyizT(thl’...Fyn])

Mediana amostral definida por funcional

Em (3.3.2) definirmos MED(yl,...,yn) = mediana de
Yysees¥, em (3.4.5) definimos MEDM(G) = mediana da distribuicio

G. Pode-se comprovar facilmente que se n & {mpar:

(6.1.3) MED(yy,...,y.) =-MEDM(F“[y1,...,yn])

Se n & par (6.1.3) n3o estd correta, porém as vanta-
gens de se ter os estimadores definidos por funcionais faz que
e veja conveniente modificar a definig¢ho da mediana amostral
adotando a (6.1.3) qualquer que seja n. Em termos precisos: Cha
maremos de mediana amostral (modificada) o estimador MEDM defi

nide sobre R" por:

MEDM(Yl,...,y

n) = MEDM(FMEYI;--

Ly 1)

Média -truncada definida por funcional

Seja o<u<1/2. Seja B6-TM a fungido definida sobre

Z{R) por
1 1= 1
(6.1.4)  w-TM(G) = S it at
a
E fdacil ver que se na={na] (no & inteiro) entao
(6.1.5) O-T(yl,...,yn) = &-TM (F“[yl""’ynj)
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(ver (3.3.3) para a definicao de @T)
A igualdade (6.1.5) nos conduz a seguinte definicao:

Chamaremos de media &-truncada (modificada) o estima-

dor @-TM definido sobre R" por

BTN(yy, e eavy) = @My oy )
'n

Uma aplicagio direta de (6.1.4) conduz a

] n-{nal-1
c—TM(yl,---:Yn) = n(1-2ay k=[iq]+2 Yy ¥

1-na+[ ns]

n(1-2a) V(lpalsr) * y(n-[ng]))
de onde, além da igualdade (6.1.5) para n§=[n§], pode—-se ver
que QT e 6-TM diferem cada vez menos para n grande. Em ver-

dade, o comportamento assintético dos estimadores &g ¢ -TM é

o mesmo; o mesmo se sucede entre MED e MEDM

M~estimador definido por funcional

Seja Y:R-+R uma fungdo seja Ty uma funcdo definida

em Z(R) tal que:

(6.1.6) E(¥(X-Ty(G))) = [¥(y-Ty()) dily) =0
(para G em um subconjunto de Z(R) onde tenha s2ntido a inte-
gral em (6.1.6) ¢ a equacan tenha solugio). E imediato ver que
se T estd definida por Ty ent3o T  satisfaz (3.3.8). Da{
pode-se considerar gue um M-estimador definido por Y wvem dado
por uma funcional como a Ty. Se estamos considerande a escala

devemos tomar Ty o definido de maneira tal que:
kA
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X-Ty, U(G)’ y-Ty (G) .
(6.1.7) Ec\ ) - 5 st — dG(y) =0

onde Go(G) = o(X) ¢é um pardmetro de escala de G. Assim entfo po
de-se ver que (Tn,Sn) definidos em (3.4.6) e
(T¥,Ui(p[y1,...,yn]), ci(p[yl,...,yn])) tendem a um comportamgn—

to muito similar, com a igualdade para n-te.

R-estimador definido por funcional

Sejam Zy,...,Zg N nimeros reais (Zi={=_Z‘j se i+3)
Um ealculo simples prova que
(6.1.8) Posto de Z;, em {Zl;...,ZN} = NFH[Zl,---,ZN](Zi)

e

Seja agora S; como em (3.3.17) tendo em conta a i-

gualdade (6.1.8) é facil provar gque

* 1 B *
(6.1.9) Sn(m;xl,...,xn) == E a, (R;) =

j=1 B
1 121 S n{E‘n(yi)+1—Fn(_2m—yi—0)) )
n i=1 2n+1

o

2+1
n

"/ F_(y)+1-F_(2m-y)
SJ( n 5 1 ) dr_(y)

2= gignifica aproximadamente igual e

]
=31
et

: J(Fn(yi)+1-Fn(2m—yi-0) )
1

i

1@

onde Fn::FH[yl,...,yn];

usamos-a notagio h(x-0) = lim+ h(x-t) guaisguer que sejam
0

h (fungio) e x (ponto do interior do dominioc de h).

0 raciocinio utilizado em {(6.1.9) nos leva a tomar
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como funcional, em Z(R), definidora de {ver (3.3.18)) a

¥R,J
TJ dada por

G(y)+1—G(2TJ(G)-y)
(6.1.10) j J dG(y) =0

2

6.2 - Fungho de influéncia dos estimadores definidos

por funcionais — "GES" ou sensibilidade a erros grosseiros

Quando os estimadores vem dados por funcionais defini-
das sobre subconjuntos de Z{R), o conceito de curva de sensibilji

dade (Dafinicio 5.2.1)} pode ser estudado de uma maneira global.

Este conceito foi definido por HAMPEL [ 18] (também aparece em

HAMPEL £19] e [21]) denominado fungdo de influéncia.

Definicdo 6.2.1. Seja T uma fungao definida em um subconjunto

DT de Z(R); G,DT tal que
£{(t) = £(£;T,G,y) = T({1-t)G+t plyl)

Ela estid definida para cada Yy€R e cada t em um inter
valo da forma [o0,8)<[0,1) Chama-se funcdo de influéncia de T

em G a fungfo definida em yER por

(6.2.1) Ic(y) = I1c(y;T,6) = 1m () = £(0)
trot
- 1imT((1—t)G+:u[Y1) - T(G)
t+o

: L4 - . Iy :

Vemos assim gque este numero nos da uma idéia da veloci

dade com que troca o valor de T quandoe o modelo G é contaming
do por uma distribuigac com massa 1 em "y". Do ponto de vista

da robustez preferiremos entao usar agueles estimadores definidos
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por T com IC mais préximos possiveis a zero para todec ponto y.
A conexac entre curva de sensibilidade e fungao de influéncia po-

de ser vista por exemplo em HUBER [30] ou JAMES E BUSTOS [22]. La

n-1
(6.2.2) 1C(y;Toulyy, ..oy, 5,90) = 2= 8¢ (y)
onde SC_4 € como em (5.2.1) com T, definido pela funcional

T. De (6.2.2) deduzimos entio que muitas propriedades de SCn_1
(cotagﬁo por exemplo) podem ser estudadas através de IC e vice-
versa.,

0 cdleculo de IC naoc é simples na maioria dos casos.
Tudo consiste em manejar as "coisas" habilmente a fim de calcular

a derivada lateral a direita no ponto zero da fungao f, tal como

se pede enm (6.2.1).

Reguere-se também certas propriedades de regularidade
tanto da distribuigio G (simetria, continuidade, etc.) como das
fungdes Y e J para todos os estimadores M e R. Em relagdo a
distribui¢io,como dissemos no injicio da segdao 3.3 vai nos interes
sar principalmente o caso G=%. Com relagao as condigdes de re-—
gularidade requeridas para Y elas sfc satisfeitas pelas Y¥'s
do tipo HUBER, HAMPEL, "seno" e "biquadrada'" (recordar as férmu-
las (3.3.9) a (3.3.12)). Analogamente pelas J que definem os es
timadores R baseados em "escores normais', "escores mediana®" e

"ascores de WILCOXONM.

De nossa parte limitaremos a2 sintetizar toda a informa
¢ao que fizemos referéncia na seguinte lista de funcoes de influ-

. .
encia de diversos estimadores em G=23:

Fungles de influéneia em & de:
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Média amostral

(6.2.3) " 1c(y)=v

Mediana amostral
(6.2.4) IC(y) = S;n$l£§)

Média S-truncada (=-TM)
37 l(a)/(1-28) se y<§_1(u)
(6.2.5) 1C{y) = y/(1-23) se 3 M(o)gys 87 (1-u)

@'1(1-a)/(1—2g) se y> @“1(14;)'

M-estimador com Y =YH k © escala conhecida (ver (3.3.9))

Y. . (y)
N H,k
(6.2.8) 1Ic(y) = 55 R) =T
M-estimador com wngA,A,B,C e escala conhecida (ver (3.3.10))
¥ {(y)
(6.2.7) 1IC(y) = HA A B.C
. 2¢(a)-1 ;(E:E)(Q(C)—@(B))

M-estimador com Y=Y, , e escala conhecida {ver (3.3.12))
’ .

TB,k(y)
1
ox3 5 vz(l—vz)2 p{kv)dv
o

(8.2.8) IC(y) =

R-estimador baseado em "ese¢ores normais”

(6.2.9) IC(y) =¥
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R-estimador baseado em "escores de WILCOXON" (o estimador: de
HODGE S-LEHMANN) .

2
¢ (o)

(6.2.10) 1C(y) = (¢(y) - 1/2)

Obviamente a influfncia mdxima que pode ter um "oﬁtlier" sobre um
estimador sera dada pelo supremo da fun¢io de influéncia, valor
que HAMPEL [18] definiu como GES (sensibilidade aos erros gros-—
seiros).

Em férmulas:

GES(T,G) = SupyER]IC(y;T,G)I

De onde deduz-se a seguinte tabela

Estimador ' GES(+,%)
Média amostral + e
Mediana amostral (MEDM) 1/(29(0)) = 1.253
Média G-truncada (&-TM)} 371 (1-6)/(1-20)
M-estimador com Y=YH K k/(2 #(k)-1)

(esc.conhecida) ’

A/ (28 (A)-1-2(A/{C-RB))(3(C)-3(B)))

M-estimador com Y=Y

(esc.conhecida) HA,A,B,C N
2
M-estimador com Y=Y 8/(25/5k> f v2(1-v%)2 o(xv)av)
: B,k
{esc.conhecida) A
|R-estimador baseado em “escores 4w

normaist

R-estimador baseado em "escores| 1/ +#2 @(o) = 1.120
de Wilcoxon®

s = L4 .
Finalmente, na figura 9 podemos ver os graficos das

curvas de influ%gcia {(6.2.3) a (6.2.10).
Ty .
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6.3 - Comportamento assintdtico de estimadores definidos por fun-

. s - o~ 0 ] - - -l
cionais: copsistencia e normalidade assintoticas

Podemos encontrar a teoria assintética dos estimadores
robustos em diversas publicag¢bes tais ecomo: HUBER [25], [26]
ANDREWS E OUTROS [1] JAECKEL [31], AZENCOT E OUTROS[2], ELEIN E
YOHAI[34] MARTIN [39], ete. Em geral & simples em suas idéias
essenciais, porém muito complicada e téenica na formalizacio ma-
temdtica de tais iddéias como também & no que se refere a detalhes

n n -~ - £, v
sobre a validez da aplicagac dessas ideias a diversos casos.

- )
De nossa parte faremos uma breve resenha dessas ideias
e exporemos muito sucintamente os detalhes referentes ao caso de

nosso interesse (exposto no principio da secdo 3.3).

Suponhamos que (T, ) ¢ uma sequéncia de estimadores
cada um deles definide por uma mesma funcional T {(definigio
6.1.2)

Por outro lado, na Teoria de Probabilidade prova-se

que {ver, por exemplo BILLINGSLEY [3], PARTHASARATHY [411):

"Seja P uma probabilidade sobre um espago amostral

0;Yy,¥5,+.+ uma sequéncia iid definida sobre 0 com distribui-

¢i0 G. Entao:

ply Yn] - G (D),n*= M

qrrees
Logo se a fungao T definida em Z(R) é continua em
relagio a convergéncia em distribuigHo para a distribuicio G, en

tao teremos:
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(6.3.1) Tn==T(p[Y1?...,Yn]) + T(G) (D)

Diz-se (Tn) é fracamente consistente para estimar

T(G) (recordar Definigao 2.3.1).

A continuidade de T em muitos casos ou nao & cer
ta (caso T(G) =Eg(X), (formula (6.1.2))) ou é dificil de provar
diretamente, Por tais razdes, em geral as técnicas para provar
consisténcia sdo desenhadas especialmenté para cada casc ou para

uma determinada variedade de casos.

Também é possivel ver que tipicamente os estimadores
de posigido definidos por funcicnais, além de (6.3.1) para G com

certas propriedades de regularidade, satisfazem

/0 (T, =T(G)) *+ N(0,Va(T,G))

e que frequentemente (ver por exemplo PROHOROV [42], VON MISES
[511)

(6.3.2)  VA(T,G) - fxcz(y;T,G) dG(y)

Porém, como ja dissemos aoc tratar da consisténcia, de-
monstracoes gue usem diretamente (6.3.2) néo sao vidaveis salvo
segundo condigaes demasiadamente restritivas. De todas as manei-
ras, em geral pode-se dizer que se (6.3.2) tem sentido, entio po-
de-se provar sua validez. A fim de expor com maior precisao os
detalhes referentes aos casos de nosso interesse consideremos o

seguinte modelo.

Seja ¥ o conjunto de fungoes de densidades definidas
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scbre R formado por:

(6.3.3) & = {o,8T(-;m),DE,CN(+;:s,7),L:m=3, o<s<l/2, 7>1}

Seja (! o espago amostral, P uma fam{lia de probabi
lidades sobre &; Yl’Yz"" uma sequéncia de varidveis aleatd-
rias tal que para cada PEP Y ,Y,, ... é iid com fungio de
distribuigao comum F =Fp dada por uma das densidades de & (is-

to €: para cada PC¢P  existe uma Unica fp‘ﬁ tal que:
. ¥
P(Y,<y) = Fy) = 5 £, (t)dt Yoy, ¥i )

As Yis representam as observagdes. As vezes diremos

que estamos segundo o modelo "puwo" ou gaussiano se f_=p.
P P

Como sempre trabalharemos com estimadores equivariantes segundo
mudanga de escala.(no caso de supor a escala desconhecida) e equi
variantes segundo translagbes (sempre), nao hZ nenhuma restrigio
no easo de nosso interesse, se nos limitamos a conSidefar o mode-

lo recém definido.

Comportamento assintético da Média amostral

Usando a lei dos grandes nime ros ve-se qué

=2

¥ =

n . .
. = L3
. Y v ELY) =y £(0dy pc P

i=1
Usande ¢ tecrema c¢entral do limite prova-se que

- . - 2
(6.3.4) VA(Media amostral,fo)-—VarP(Yl)-—S v fp(y)dy v Pe P

Comportamento assintdotico da Mediana amostral (MEDM)

Em HUBER [30] prova-se que o funcional MEDM definido
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em (3.4.5) é continua em toda G +tal que G seja continua e es-
tritamente crescente em G—1(1/2) logo:

MEDM(Yy,...,Y ) » MEDM(F ) =0 (P) * P€P

Em ANDREWS E OUTROS [1] calcula-se a funcioc de influ-

8ncia de MEDM e aplicando (6.3.4) chega-se a

1 _ 1
2 a 2
4fp(MEDM(Fp)) 4fp(0)

(6.3.3) VA(MEDM,fp) = - pe P

Comportamento assintdtico da Média C-truncada(a-TM)

Em HUBER [30] estio provadas as propriedades assintd-
ticas dos L-estimadores em geral e com muito detalhe em AZENCOT E
ouTROS [2]. Dalf pode-se deduzir que o-TM é continua em toda G

tal que G & continua em G_I(&) e G_l(l-@). No nosso caso tem-se
q-TM(Yl;...,Yn) -+ a—TM(fp) =0 (P), ¥+ PeP
Procedendo analogamente gue para MEDM teremos (ver
ANDREWS E ouTrOS [1]12.

1 -1 2 -1 2
(6.3.8) VA(Q-TM,fp) = —— {u(Fp (e))® + u(Fp (1-o})” +

(1-2%)
F;I(l—a)
2
¥ fp(Y)dy }

F;I(a)

Comportamento assintdtico de M-estimadores

Em HUBER [30] e com maior detalhe em HUBER [26] pro-
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va-se que se Y & cotada e nao decrescente e, mais ainda, dada a
distribuig¢ac G a fungdo t - JY(y—t) dG(y) tem um Unico mero
em t=Ty(G) entdo a funcional Ty defininida em (6.1.6) & con

t{nua em G, logo.

(6.3.7) Ty(¥y,...,T ) » Ty(f ) =0 * PP

Também HUBER [30] mediante um raciocinio heuristico
que se pode fazer rigoroso com propriedades adequadas de regulari
dade sobre Y calcula

¥(y-Ty (6))

- (¥ (y-Ty (6))dG(y)

(6.3.8) IC(y;Ty,G) =

Usando (6.3.7), (6.3.8) e inspirando-se em (6.3.2)
HUBER prova‘que ’
‘ 2 2
E_Y(X 1
0 e e

(6.3.9) VA(Ty,t ) = -2 =
p T(x)2 : 2
(B ¥ (XD (f¥oyf (y)d)

¥ PEP

para Y nao decrescente (HUBER [25]) e para ¥ geral supondo

{(6.3.7) em HUBER [26]).

Temos entao gue para Y =TH,k (ver (3.3.9)) foram pro-
vadas (6.3.7) e (6.3.8). Para ¥ como em (3.3.10). (3.3.11) ou
(3.3.12) também chamadas "redescendentes” os argumentos de HUBER
nio sfo aplicaveis. Felizmente as féfmulas (6.3.7) e (6.3.9) sio
validas para estas Ultimas Y's porém os argumentos sdoc diferen-
tes e estao basea@os no algoritmo que reéolve a equacao (3.3:8);
a dificuldade consiste no fato que.para estas ¥(3.3.8) nao tem
solugdo inica. Os detalhes podem ser estudados em KLEIN E YOHAI
341, -
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No caso de estimacio da escala, vimos que a férmula
(6.1.6) deve ser trocada por (6.1.7) e se o estimador S, 4que
se usa em (3.4.6) satisfaz S, - O(Fp) segundo P entaoc (6.3.7)
segue valende (com T¥,0 em lugar de Ty), enquante que (6.3.9)
deve ser trocada por

2r Y
(6.3.10) VA(Ty ,,f) = Ep¢ iT?T))z o?(y) =
(Ep(?'(ET?T)))

2
e L

g
¥ Gyt (7)dy)? P
p

Os detalhes da demonstraggo de (6.3.10) podem ser en-

contrados nas publicagOes citadas anteriormente.

Comportamento assintético dos estimadores R

Seja J:(0,1) + R tal que J(t) = -J(1-t) J & con-
tinua e nio decrescente. Consideremos o funecional TJ definido
em (6.1.10) e para cada n=1,2,...

T
)

n

Tn=Tn(Y1:"f:yn) =TJ(H[y1:"°:Yn])s (yl""’yn € R

Em AZENCOT E OUTROS [2] prova-se que

(6.3.11) Tn(Yl,...,Yn) -+ TJ(Fp) =0 (P) ¥ Peb

Em ANDREWS E OUTROS [1] e HUBER [ 30] deduz-se a fungdo

de influéncia de TJ em G segundo a suposigic dé diferenciabili-
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dade de TJ. Essa formula nos prova que: '

J(Fp(y))

5 ¥ pep
SJ (Fp(y))fp(y)dy

IC(y;TJ,Fp) =

Aplicando esta férmula em (6.3.2) e considerando para os
detalhes que: se supomos valida (6.3.11) entdo o estudo de TJ
pode ser levado ao de uma Ty como em (6.1.6) (ver MARTIN [39])),

teremos que

VA(R-estimador baseado em escores normais, Fp) =

S 0
$ F f d
_ JeTa 5N £ (ydy v pep

(£ (y)2 2
e
L nn

(6.3.12) VA(R-estimador de HODGES—LEHMANN,FP) =

= - 1 ¥ pep

) 2
12L jfp(t)dt]

Em JAMES E BUSTOS [32] estao calculadas explicitamen-
te as formulas (6.3.4),(6.3.5),(6.3.6),(6.3.9),(6.3.10) e (6.3.12)
para varias Y segundo o modelo "puro! (fp=¢) e segundq o mode

lo "contaminado" com contaminag¢des do tipo fp==CN(-;e,T)

6.4 ~ Eficifncia assintética: Calibragic das constantes. nos

M-cstimadores

Continuamos usando nesta segaoc o modelo da secao ante

rior. DPara cada f€F e cada pE€ER sejam



f{y,u) = £(y-») ¥ y€R

¥
FH(Y) = J/ f(t,u)}dt ¥ y€R

Logo FH(y) = FO(Y*H) ¥ yER, ¥ u

Conforme vimes na se¢ao anterior todos os estimadores gque nos in-

teressam satisfazem:
(6.4.1) T(Fo) =0 . fed
De (6.4.1) e da equivariincia segundo translagoes dedu
zimos que todos nossos estimadores cumprem
T(FH')=;,: Y ueR, ¥ fE&
propriedade que é conhecida como "consisténcia Fischer" (ver

HAMPEL [21], HUBER [30])

Em HUBER [30] prova-se o seguinte: ‘'seja T um fun-
cional Que satisfaz a propriedade da consisténcia Fischer; {Tn}
uma sequéncia de estimadores de & cada um deles definido por T.

Entdo {T } € ANE (recordar Segio 2.5) Se e somente se

1 o]
IC(y;T,F“) = Ty(T, 3 tog flywm) ¥ y,u
onde I.(F } = S(SL‘log f(y H))z aF (y)
1*7p B = ¥

. .
e suposto ser um numero real positivon".

Deste resultado podemos concluir a validez da seguinte lista:

Estimadores ANE segundo F =¢: Média amostral e estimador-R ba-

seado em "escores normais".
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Estimadores ANE segundo F0=distribuigﬁo logistica (f{y,0)=L(y)

’

Estimador-M com ?=?L (funcao escore de L)}, que nao € outra coisa
senao o EMV segundo a distribuigao 1og{stica também é ANE o estima
dor-R baseado em"escores de Wilcoxon" ou eétimador de HODGES-

LEHMANN .

Calibracido de constantes nos M-estimadores

Vemos que nas definigoes dos M-estimadores com

¥ = ¥
¥H,k’ YA,k » ¥B x dadas por (3.3.9),(3.3.11) e (3.3.12) as
constantes k nao estac determinadas. O critéric em uso para

. s . . : f .
determina-las baseia-se nc seguinte raciocinio:

0 modelo "puro" ou hipotético é o gaussiano; segundo
este modelo sabemos que a média amostral &€ ANE. Por outro lado,

usando (6.3.9) pode-se ver gue (ver também JAMES E BUsSTOS [32]).

2

2 7
(6.4.2) VA(M-estimador com ¥=t. ;o) ~ 2k -2k Nk)‘Z('m(g)*@(k)“ 2)
: (28 (k)-1)

1
( V2(1~v2)4cp(kv)dv
o

(6.4.3) va{M-estimador com Y=Y 1§ =

1
20 [ TP (1-v®)? o (kv)av]?
o .
Uma conta mostra que ambas VA s3ao maiores gue 1 para kS, lo-
go os M-estimadores com ¥ =¥ e ¥ =Y serio assintotica-
H,k B,k
mente mencs eficientes que a Média amostral segundo o modelo- puro.

No entanto, vimos ja gue estes M-estimadores tem propriedades de

robustez muito mais interessantes nao importando que valor tenha
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k<=, Parece natural entio escolher k de modo que em (6.4.2) e

(6.4.3) VA = 1,053 com o qual a perda em eficiéncia seria de

5% aproximadamente. Procedendo assim chegamos a conclusao de
adotar:
(6.4.4) k = 1.345 para Y=Y de Huber

k

4.685 para Y=Y "biquadrada”

) -
No caso de estimar tambem a escala pode se ver oue se adotamos co

mo gstimador de escala

MED( |y4-T 1, <« ly,-T )
Sy =8, (yys--0,v) = 0.6745

entao g, + 1 segundo o0 modelo pure ¢ assim as constantes serao
como em (6.4.4).

Finalmente de JAMES E BUSTOS [32] podemos extrair a seguinte ta-
bela que mostra quao rapidamente se perde a propriedade da eficiég
cia da Média amostral ante ligeiras enntaminagoes no modelo, sen-
do em troca mais estdvel o comportamento dos M-estimadores com

¥ =YH;1.345 e V¥ =¥B,4.685 (sobretude este ultimo). Notemos

também a estabilidade da Mediana amostral e do estimador de

Hodges-Lehmann.
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ESTIMADCR - f= g =0,1 & =0,2
T=3, ; 1=7. | 7=11., | 7=3. =T, T=11
‘Média amostral 1,000|1,8006(5,800(|13,000!2,600(|10.600 25,000
MEDM 1,571|1,803(1,879{ 1,901|2,0981| 2,288 2,346
0,1-T™ 1,060|1,296(1,419} 1,460|1,629| 2,123{ 2,384
M-estim.¥=¥ 1,053(1,296(1,417| 1,455(1,623| 2,002| 2,138
H,1.345
M—estim.‘i’=‘1’B,4.685 1,053(1,272|1,249 1,218|1,592| 1,594| 1,508
Estim.de Hodges- 1,047 (1,311 (1,458 1,506(1,651 2,079 2,234
Lehmann :
Variancias assintdticas segundo f
A titulo de exercicio convida-se o leitor a calibrar o valor

de k para Y=Y

Ak

{ver 3.3.11)).
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caprfTULO VII

O USO DE METRICAS NO ESPACO DAS DISTRIBUICCES
PARA ANALISAR ROBUSTEZ

7.1 - Métricas no conjunto das distribuigles

Ao considerar o modelo de pOSiggo vimos gue o ponto de
partida da Inferéncia Paramétrica clissica é supor que F & uma
certa distribuigﬁo. F0 {(na maioria das vezes —FO é supcsto ser
%), .Suponhamos agora que (Tn) & uma séquéncia de estimadores
tal que para cada n, Tn esta baseado em n observagdes, isto

,

] £ )
e, Tn é uma variavel aleatoria da forma

(7.1.1) T, = t (Y e, ¥p)

onde t_:R" -+ R (
n

Veremos agui como formalizou HAMPEL [18] ou [19] o
conceito de "robustez qualitativa". Segundo vimos na Secao 1.2
este conceito aplica-se a sequéncias (Tn) tais que se a "verda-
deira" F nao é F_ mas sim esta "perto" de F,» entio as dis-
tribui¢Ses de T segundo F e F_ também estardo "perto", i
Antes de tudo: O gque entendemos por distribuicgio de Tn segun-
do F?

Definicao 7.1.1. Sejam: [ o espago amostral; P uma probabili-

dade sobre , G uma distribuigao {(ou probabilidade) sobre

R;¥;,...,Y, .uma amostra de tamanho n de G (isto &, Yi,000,Y)

"~ e . 4 3 s L3 ) .
sao variaveis aleatorias definidas sobre { independentes e iden

ticamente distribuidas com distribuigdc comum G); Tn uma esta-
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tistica basecada em Yl,...,Yn (Tn é como em (7.1.1)) chama-se dis
tribuicao de Tn segundo G a probabilidade IG(Tn) scbre R

definida por.
= - -1
IG(Tn)(B) = p(tn(Yl, ...,Yn)E B) —P((Yl,...,Yn) € tn (B))

Usando a notagdo da definigio anterior diremos gue
(Tn) é robusta em F0 se guando F esté"préximo" de Fo’ entdo

Lp (T) esta "prdximo" de £2(T,) para todo n. Porém o que signi
o

fica "proximo" formalmente falando ? Obviamente necessitamos uma

nogao de distidncia entre distribuigoes ou para diger huma lingua-

gem mais matematica: entre pontos do conjunte Z{(R).

Temos uma nogdo de disténcia entre pontos da reta,.ou
do plano ou do espago; porém agora necessitamos transladar esta
nogio a pontos de um conjunto abstrato. Na Matematica j5 a bas-
tante .tempo trabalha-se com distancias entre pontos de um conjunto
abstrato e logrou-se construir uma teoria bastante geral gue per-
mite realizar analogias entre situagSes na reta, planc ou espago
e situagoes em conjuntos mais gerais. Esta teoria constitui uma
parte important{ssima da Anafise Matemitica e & conhecida pelo

nome de Teoria dos Espagos Métricos. Trata do seguinte:

Definigdo 7.1.2 — Seja M um conjunto nao vazio. Chama-se métri
ca ou distancia entre pontos de M uma fungic d:MXM > R tal que:
(D1) d(A,B)2o ¥ pEM, ¥ BEM

{(D2) d(A,B)=0 se e s0 se A=B

(D3) d(A,B)=d{(B,A) ¥ AEM ¥ Be¢M

(p4) 4a(a,c) = d(a,B) +d(B,C) ¥ AEM, ¥ BeM, ¥ CEM
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Esta defini;go abstrai as propriedades essenciais da
nogao de distancia entre pontos da reta, planro ou espago. Com
efeito

(D1) diz que a distincia entre dois pontos é um nUmero nac negati
VO '

] . ad ] . - r
(D2) diz que a distancia entre dois pontos e zero se e so se 0s
-
pontos sao o mesmo

{D3) diz que a distAncia entre A e B & a mesma que entre B e A

(D4) é chamada desigualdade triangular e justifica seu nome de ma
neira primordial e evidente (ver Figura 10) de gque para ir

de AaC € mais répido ir diretamente que ir de A e B e depois

de B a C.
¢

Figura. 10

Nio vamos nos aprofundar mais nesta frutifera parte da
- . - ] ] ’ o, r .
Matematica. Apenas para fixar ideias recomendamos ao leitor veri
ficar que as seguintes fungbes definem métricas no plano:

R%2 = {(a,b): at R, bER}

d,((a,b},(a;,by)) =«/(a—‘a1)2 + -(_b—t;l)2
dy((a,b),(a;,by)) = Sup (]a—all,lb—bll)

da((a,b), (al'bl)) = [a-—a1|+|b—b1|
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da,((a,b),(a;, b)) = ig e 221 eo"b:"j%

Da definigio 7.1.2 vemos gqus varias funcoes poderiam
ser definidas sobre Z(R) X Z(R) com valores em R e que cons-
tituiam distancias entre distribuicdes. Porém, qual & a adequa-
da do ponto de vista estat{stido'? Agqui nao ha muito acordo, peis
depende de varios fatores do- problema concreto em estudo. Em ge-
ral adota-se como adeguadas aquelas mais usadas na Teoria de Pro

babilidade e entre elas a chamada métrica de LEVY.

Definigio 7.1.3 - Chame-se distdncia LEVY entre distribuigdes so-

bre R a fungio d; :Z(R) X Z(R) » R definida por: .

(7.1.2) d,(G,Gy) = infle:G,(x-¢)-s =< G(x) £ G (x+g) +e, ¥ x]

Para ter uma idéia gréfica do gque significa esta dis-

tancia observemos a seguinte:



" Figura 11 -
Nao ¢ difficil comprovar que dL(G;Gi)éfé}.SEVe s6 se o

grafico de Gy Jaz inteiramente na zona sombreada.

Tampoucofé-muito cgmpiicado'vérif}caf“qué:éfe{ivamente'
a fungio . definida por (7.1.3) constitui uma distincia, ou seja,

satisfaz «(D1) a (D4) da definigdo 7.1.2.

Seguramente a'importénbia'de.fal disténcia na Teoria
de Probabiliqade e na de Estat{sfiga deve-se ao fato da conver-—-
géncia.ém_&ist;ibﬁigﬁorcoincidirrcom'a convergéncia nardisténcia
LEVYj-isfo'é, Qalé o seguinte resultado {(ver, por exemplo

BILLINGSLEY [3]):
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Sejam’ G,G,,G distribuigdes sobre R.G = G(D)

(G (v) +Gly) ¥y onde G ¢é continua) se e s6 se d; (G ,G) » o
Agora sim estamos em condigdes de fazer rigoroso\o

conceito de robustez gqualitativa (HAMPEL [18] e [19]).

7.2 - Robustez qualitativa

Definicao 7.2.1 - Seja a2 o espago amostral Y, Y2,... uma se-

quéncia‘de'variéveiq aleatérias definidas sobre Q; (T Y & uma
sequencla de estlmadores (estatlstlcos) tal que para cada n, Tﬁ
depende de Yl,...,Yﬁ. Dlz—se,que (Tn) é qualltatlvamente robusta

em F_  se para cada e >o éxiste'-dﬁo tal que
< g = o ) f‘ =
dL,(FO,F) d = dL(-‘:FO(Tn),SF(Tn)) < e ¥ n=1,2,

Como. vemos, a definiggo aﬁterior pode ser aplicada para-
- uma éequéﬁcia de estimadores de 4 no Modeld‘de_posigﬁo qualquer.
Porém ségundo vimos né se§50 6.1 os‘Qstimadores que'ﬂos interessam
‘.estao definidos por meio de funcionais definidas em Z(Rj; Em .
tais casos, HAMPEL [19] proporciona ﬁmé utilfssima caracterizagﬁé-
de-séquéncias de estimadores gualitativamente robustas; é a gue

- estd precisada no seguinte.

' Teorema: Seja T. um funcional definide em Z(R), para cada
n=1,2,... T —T}G (recordar definigio 6 1.2) T & continua em
todo o seu domlnlo DT(com relagao a convergen01a en d1str1bu1gao)
se e s se'paré toda GE DT cumpre-se:{i) (Tn) é fracamente con-
éistente para éstimar’T(G); (ii) (Tn) é qualitativamenté robusta

em G.
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Em varios trabalhos anélisa—se a-robustez qualitativa
dos estimadores estudados até agora (por exemplo AZENCOT E QUTROS
[2], HUBER [30], HAMPEL [19]) lamentavelmente algumas demonstra-—
goes sao complicadas e éxiéem condicdes de regularidade muito
restritivas (por exemplo monotonia na Y que define os M-estimado
res), em outros casos as afirmagdes sao conjecturas justificadas
com argumentos heuristicos. Nao obstante julga-se de interesse
a seguinte tabela extraida de HAMPEL [21] e completada com alguns

resultados de HUBER [30].

' - Robuste=
Estimador Condigoes sobre F gualitati
va em Fo
Média amostral nao
MEDM .. {continua e estritamente crescente em
Fol(1/2) sim
o.—TM Continua em Fgl(@) e Fgl(luu) sim
M com ¥-monotona 'f?(y—t)dFo(y)=0 se e sO se t=TY(F°) sim
R com escores ’ sim
normais
Hodges-Lehmann sim

Um pouco a margem do tema que estamos considerando é
interessante destacar o comportamento do R-estimador com escores

normais,

Vemos na tabela acima que este estimador é qualitativa-

mente robusto em Fo==§ e segundo vimos na seq¢lo 6.4 & também ANE;
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ndac obstante, sua sensibilidade frente a erros grosseiros (GES) e
muito grande (+= ),

como observamos na tabela ao final da secdo 6.2; daqui HUBER[BO@
conclue gue nao seria conyenienfe recomendar tal R-estimador para
usos Qréticos. 4 moral: Ainda que um estimador seja qualitativa
mente robusto nao necessariamente deve-se u;é-lo sem uma analise
detalhada do problema concreto a resclver. O qué acabamos de di-
zer vale para qualquer regra de estimacao: ngolusar nada de forma

cega.

Em verdade, HAMPEL [19] trabalhou naoc com a métrica de
LEVY mas com outra métrica denominada de PROHOROV cujo uso tem si
do muito difundido na Teoria de Probabilidade pois nao apenas se
aplica em distribuicoes sobre R mas sobre qualguer Rk ¢ ainda
em espagos mais gerais (ver BILLINGSLEY [3]). A desvantagem que
apresenta do ponto de vista prdatico é a dificuldade de calculd-lo
numericamente na maioria dos casos. Por outro lado, ambas as mé -~
tricas (de LEVY e PROHOROV) sao equivalentes sobre Z{R) (equivé—
lentes no sentido de que d; (G ,G) 2o se e sé se dp(Gn,G) + 0,

sendo dp a métrica de PROHOROV).

7.3 - Pontos de ruptura aséintéticas

analogamente ao que vimos na seg2o 5.3 trata—se.aqui
de formalizar a seguinte nogfo: Sejam F, =a distribui¢ao hipo-
tética das observagbes e (Tn) uma sequéncia de estimadores de u
(tal gque para cada n,Tn estd baseado em n observagSes)- Admitamos
que a verdadeira distribuigio das observacoes (F) nao seja F;

* . g
dizemos que ¢ e o ponto de ruptura de (Tn) em Fo )quando
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(T) - nos d4 informagho ﬁtil‘sqbre o parametro a_éstimér se e sé
se a distﬁncia de F e F é'menor ou igual -gue- s¥, Natﬁralmen-
te consideramos robustos com relagao a esta proprledade os estima
dores com maior &%, De acordo com a manelra como prec1semos ma—_:
tematicamente as palavras "1nf0rma§ao ut11 sohre o parametro a es
timar" e a qual "dlstancla" usamos para med1r 0 "afastamento" en-
tre F e F, teremos d1versas deflnigoes (matematlcas) de ponto de
ruptura. As que sﬁo sugerldas até agora (HAMPEL [19), HUBER
1301, MARTIN [393) apresentam_vantagens e desvantagens em cada
‘caso partlcular Pénéa—se assim due dar estas definigoes pode
oferecer utllldade para quem trabalha em problemas de apllcagoes

de indole diversa.

Ponto de ruptura HAMPEL [19] &€ o a? definido por

s§==SuP{SSl:Ea(E),b(€) em R satisfamendo

4, (F ,F)ss = £F(Tn([a(s),b(s)])) + 1}

Ponto_de ruptura com relagdo _ao vicio assintdtico (HUBER {2013

Supoubamos gue Tn==T{3 onde T & uma funcional definida em
n
Z(R). Em tal caso define-se com o nome recém sublinhado a:

(7.3.1) =¥ = sup(sesi: b(s) < b(1)}
onde b{s) = Sup{|T(F)—T(F0)|: 4, (F,F ) § s} V o=ex]

Ponto de ruptura com relacdo a variancia assintética (HUBER [301)

Suponhamos que Tn==T|3 e que (Tn) é . ~'ntoticamente normal
: n
segunde F com variancia assintdética VA(T,F), para toda F em

DT. Defins-se entio:
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(7.3.2) ¢3 = Sup {e=1: v(s) < v(1)}
onde v(e) =-'s'up{VA(T F): dp (F' F.) < €]
O mesmo. HUBER [30.I critaca as definigdes (7.3.1) e

(7. 3. 2) 2 propoe outras alternatlvas mals diffceis de manejar po-
rém que na maioria dos casos de 1nteresse pratico coincidem com
as ultlmas. Malores detalhes o leitor interessado pode encontrar
no c:L‘tado trabalho de Huber e tambem em JAMES E BUSTOS [32]. De-
vemos ter em conta que muitas vezes nio estaremos interessados em
usar a métrica de LEVY ou em considerar todas as possiveis distri
buigdes diférentes'de‘ Fo} Assim, por exemplo, HAMPEL [19] em
lugar de' usar a metrlca de LEVY usa a de PROHOROV. Também em lu-

gar de b(s) (ou v(s)) poderla se usar
b*(s) - S_uﬁf | T(#)~T(F )|t a (F,F )<s,Fe Q]
sendo Q, por ex;mplo:
= {F=(1-8)F, ,+‘ esﬁ ; He.{)%}

:ébﬁ >0 fixado (em torno de 6—c0ntam1nagao) e)b um certo subcon-
Junto de Z(R)}. Para flnallzar esta seqao vejamos a seguinte tabela
gue mostra os valores de dz de alguns dos estlmadores aue estamos
estudando para o cado Fo = % (ver HAMPEL (211, mueEr [30],

MARTIN [ 39] ).
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ESTIMADOR &,
Média amostral 0
Mediana amostral (MEDM) 0,5
Média ®-truncada (v -TM) &
M-estimador com ¥ mondtona e impar. 0,5
R-estimador com escores normais 0,24
Estimador de Hodges-Lehmann 1-14/2%0,29

Tabela de s§=ponto de ruptura em relag¢do ao vicio assintdtico
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caAPTTULO VIII

OUTROS CONCEITOS DE ROBUSTEZ:
MINIMAX, SENSIBILIDADK LOCAL A DESLOCAMENTOS E PONTO DE REJEIGAO

O primeiroc destes conceitos (robustez minimax) foi de-
senvolvido por Huber (HURER [25],[30]) e serviu como base tedrica
para propor um M-estimador de j com Y =YH,k gquando a distri-
buicaoc hipotética das observagbes é & e se admite que a verda-
deira seja (l-¢) 2+¢H com o=s<l e H € uma certa distribui-
¢ho desconhecida. Apesar de sua importancia tedrica ser destaca-
vel, nestas notas nao veremos mais que uma introdugao "a voo de
passaro! principalmente devido a complexidade matemdtica implica-
da em seu desenvolvimento rigorosc e detalhado, O leitor interes
sado pode consultar os trabalhos de Huber recém citados e também

MARTIN [39].

Quanto aos outros dois conceitos: sensibilidade local
a deslocamentos (LSS) e ponto de rejeigao foram definidos por
Hampel (HAMPEL [19],[21]). Trata-se de explorar certas proprieda
des matematicas da curva de influéncia de um estimador, traduzin-
do-as em termos suscetiveis de uma interpretagio estatistieca. Nao
tem tido muito difusao quica pele fato desta interpretagao parecer

um tanto forcgada.

8.1 - Robustez minimax

Desde ja ha vdrios anos se tem utilizado no desenvolvi

mento da teoria estat{stica certos elementos da teoria dos jogos.
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A base para tal utilizacgho se deve'ao fato de se pensar que a re-
solugdo de um problema de Inferéncia Estat{stica é como o resulta
do de um jogo entre dois jogadores: a Natureza (jogador A} e o
Estat{stoco (jogador B), O conjunto das possiveis jogadas ou es-
tratégias de A constituem os estados possiveis da Natureza, deno
temos este dito conjunto por E(A), o correspondente a B esta forma
do pelas diferentes téenicas de estimacgio que o Estat{stice esta
disposte a usar, seja este conjunto E(B). VComo num jogo, o resul
tado pode ser medido por meio de uma funcgio de perda

L:E(A) X E(B) = R {(L(a,b) éko resultado de A jogar com a estraté
gia "a" e B com a "b") dinterpretada como '"maldade" da estimagho
quando o estatistico usa um método b ¢ E(B) e a Natureza se en-
contra no estado a€ E(A). Esta "maldade" poderia ser medida por
vérios critérios eficiéncia, vicio, sensibilidade a erros grossei

ros, etc.

O raciocinio do parégrafo anterior que poderia ser a-
plicado e tem sido aplicado a diversos problemas de inferéncia
(principalmente pelos "bayesianos") foi precisado por HUBER[25]
para o problema de encontrar um M-estimador 6timo{no sentido de
eficiéncia assintdtica) do parémetro ¢ no modelo de posigao
quando é verdadeira distribui¢ao das observagbes é suposta ser

(1-e)% +gH. Com efeito. Sejam
(8.1.1) E(A) = {F=(1-%) $+¢H:H ¢ uma distribuigio simétrical

com 0<g<l suposto conhecido (também se tem estudado um pouco
o caso & desconhecido);

(8.1.2} E(BY = {¥:R +» R:Y¥ com certas propriedades)
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(nao destacamos aqui estas "certas propriedades" a fim de nao en-
trar em detalhes matematicos)
(8.1.3) L:E(A)XE(B) » R definida por:

EFWQ(X)
. 2
(EFY (X))

L(F,¥) = VA(T,,F) -

(recordemos (6.3.9))

Sigamos agora tomando emprestado raciocinios da Teoria
dos Jogos (ver MARTIN [39]). Suponhamos que para uma Y€ E(B)
dada, a Natureza opSe a "pior" (para o estat{stico) distribuigio

possivel que ha em E(A), isto é ®(Y)¢€ E(A) tal que

L{F(¥),¥} = max L(F,¥)

FEE(RB)

¥ natural agora buscar uma YOF E(B) tal gque

(8.1.4) L(F(¥)),¥ ) = ming g o LIF(Y ),¥) =

minYGE(B)maxFEE(A)L(F,T)

Por tal razio se uma Yo como esta existe diz-~se que
Ty € um M-estimador robusto minimax. ¥ muito dificil obter um
estimador deste tipo,(neste caso e em outros analogos) caleculan-
do diretamente o (ltimo membro de (8.1.4). Delo que se sabe da
Teoria dos Jogos, serd suficiente obter um "pento de sela® da

fungio L; isto & uma (F,,¥ ) € E(A)XE(B) tal que

minYEE(B)L(FO,?) = L(FO,TO) = maxFEE(A)L(F,?O)
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HUBER [25] desenvolveu uma teoria de robustez minimax mais geral
da qual obtemos que segundo (8.1.1),(8.1.2) e (8.1.3) existe um
(dnico) "ponto de sela" de L(F,¥) dado por Fo=(1-s)i +sH ~com

H determinada bela densiadade‘

0
0 [t] < L
. ' k2 _
h (t) = %é-E“Mt|+7T'-e 2],hﬂ>k
o W 2m

com k dependente de &, de onde conclue-se que FO esta defini

da pela densidade

(1-8)p(t) ,1t]=k
f (t) =
° 2
1-s k%72 k||, [t]k
o 211

(Fo ¢ como uma normal na parte central ¢ com 'caudas! como uma

exponencial dupla); Yo niao é outra senao a fungao Mescore! as-

sociada a F_ (ver Sec¢ao 3.3.2), ou seja

¥
v oty - - o)k sinal(e) , [t]
o £ (t) t , |t|=k
o]
que nao é outra senfo YH X' Qs valores de Kk <dependem de s
2

rd L4 A ~ - -~ -
porem como na pratica a proporgao de contaminacgao é desconhecida
escolhe o valor de k segundo vimos na segdo 6.4. Nao obstante
& de interesse observar a seguinte tabela de valores de k em fun-

¢ao de s (ver HUBER [25] MARTIN [39]).

c 0,01 0,05 0,1

k=k(s) 1,95 1,40 1,14
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Notemos de passagem que conforme as propriedades dos estimadores

de maxima verossimilhanca Ty ¢ ANE segundo FO
o

8.2 - Sensibilidade local a deslocamentos (L88)

s . ’
86 veremos sua definicao e seu valor segundo o meodelo
"puro' para alguns dos estimadeores estudados agqui {valor extraido

de HAMPEL [ 21]).

Definicio 8.2.1 - Seja T um funciomal em Z(R), G€ Z(R). Chama-

se sensibilidade local a deslocamentos (LSS) de T em G a:

A"(T,6) = Sup{lIC(Y;T’?;:i?(X;T’Gll 1oy 4 xt

Segundo Hampel, este valor (pode ser +») é de interesse se estu-
damos o efeito produzido sobre o estimador T por arredondamento
e/ou agrupamento de dados: l*(T,G) deve ser o mais pequenoc possi
vel, do poento de vista da robustez para © efeito recém citado. Ve

jamos agora o valor de A"({T,$) para alguns de nossos jé familia

res T.

Estimador 1*(-,¢)
Média amostral ' 1,00
Mediana amostral o
0,1-T™™ 1,25
M-estimador com ?=?H,1.5 1,15
R-estimador com escores normais 1,00
Estimador de Hodges Lehmann 1,41
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Vemos assim que um estimador robusto segunde um aspec-
to pode nao se-leo segundo outro. Daf a importéncia de ver gual o
aspecto gque mais interessa no problema de aplicacgdo gue se esta

resolvendo.

~ *
8.3 - Ponto de rejeigao (p )

Sua definigAo precisa pode ser encontrada em HAMPEL
(191,021} e também em JAMES E BUSTOS [32]. Dara ter uma idéia
gra'fica deste conceito observemos a seguinte figura.

Y : N
) e W)

Poute do re_'se.iga'e = voo

B)

TC )
)

A
\\\v/////////, k X

Pewte  de reie\g?ib: k

L

Figura 12
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No primeiro caso p =+eo, no segundo ¢ =k.

Serve como uma regra de rejeicdo de "outliers': observagdes com
T s

valores maiores que 2 nac sao tomadas em conta pelo estimador

cuja fungdo de influéncia tem um grafico come na figura 12.%)
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carfruLo 1x

CONSTRUCAO DE INTERVALOS DE CONFiANCA

9.1 - Intervalos de confianca para estimadores egquivariantes por

translagges
Como sabemos, na Inferéncia Paramétrica se esta inte~
ressado, mais que obter uma estimagao pontual do valor do parémg
tro, obter um intervalo ou regifo de confianca do qual saibamos

que com certa probabilidade cobre o verdadeiro valor.

Recordemos brevemente 0 essencial do gque sabemos sobre
este tema (maiores detalhes podem ser encontrados, bor exemplo em
BICKEL E DOKSUM [4]). Aplicamo-lo ao problema de estimar u no

modelo de posigio.

Suponhamos ademais que a distribuicio hipotética ou

nominal & F=FO (FO serda ¢ npa maioria das vezes).

Definicao 9.1.1 - Seja o0<y<l. Diz-se que as estatisticas

Tn£=Tn1(Y1,...,Yn), Tn2= Tnz(Yl""’Yn) formam um intervalo de
confianga para p com nivel de confianga 1-y se:

F(T =usT 27- »
“‘(“1 M nz)1'~( MER

{(por abuso de notagio Fu denota agqui a probabilidade indu=zida
pela fungio de distribuigdo Fu (ver(3.1.3)). Seja
TnéTn(Yl,...,Yn) um estimador de M.

Suponhamos que existe uma distribuigdo H tal que:

(9.1.1) H’=£F W (T -u)) ¥ WER
u.
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- N .o, ) -
8¢ H e conhecida e facil ver que

. _ -1 -1 —
w.Lz) Thvan—-H (1-Ham, '%2=Tn-1{ (v/2)/+/n

deflnem um intervalo de conflanga para _p. com nivel 1-v,

: 'Tambem é imediato provar que se Tn é .equivariante segundo trans

lagdes (recordar Definigio 3.4.1). - Entao

(9.1.3) £FOQfE'Tn) = SFH@/E'(Tn—p)) ¥ uER
~ por conseguinte para aplicar (9.1.1) e {9.1.2) basta conhecer
£ (Tn)

FO

9.2 - Intervalo de confianca induzide pela Média amostral segundo

Fo =%

Temos estudado nos primeiros cursos de estatistica que
se Yl""’Yn é uma amostra de & entao Tn= % Z Y., tem dis-
i=1
tribuigio N(0,1) de onde vA T, tem distribuigho N(0,1).

Aplicande (9.1.1), (9 1.2) e (9.1.3) deduzimos que

, 1 g (1 I)
(9.2.1 T = = Y, - ———f:f“——
n; 0oy 2 ~/n
-, = ey
T =i T Y, - —=
n no,_, 1 =

2 -3

define um intervalo de conf1anga para ! de n1ve1 -y, -Outro

conceito a53001ado ao’ de nlvel de conflanga de uma reglao ou in-
tervalo de conflanga e a 1mprec1sao da mesma, 1sto e, no caso de

.

,1ntervalo de conflanga [T 5T, = sera a=T1, -Tn . Como vemos
1 2 2 1
:esta magnltude nos: da uma medida da exatldao com que estlmamos

T Quanto menor seja d melhor.- Porem no- d1m1nu1r d também
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o nivel de confiancga diminuiré, o0 que nio & desejével. Por esta
razao é conveniente buscar intervalos de confianga com nivel pre-
fixado e imprecisao menor possivel. Notemos que em geral d &
uma varidvel aleatdria o que compIicaré a andlise. Uma forma de

eliminar esta dificuldade é trabalhar com E d=E (T -T_ ) o
9 FH ng ‘ng
que tampouco & facil. Porém se T, © T, s8o como em (9.1.2)
1 Mg
temos que

Loy _¥y gy
H (1-3)-0"(5
d=T -T = 2 2

g M v n

. que ndoc é aleatdria. Considerando (9.2.1) tem-se gue:

Comprimentc do intervalo de confianc¢a induzido pela Média amos-
“leg_ ¥yl a7y
3 (-5 - ¢ ()

o

tral segundo F0 =¢ =

9.3 - Robustez de validez e de eficiencia

O que fizemos até agora é o que se faz em inferéncia
estatistica cldssica; isto & supondo que a verdadeira distribui-
gdo das observagdes (Fu(-) =¥(:-u) com F=F_ (conhecida) e
mais precisamente ainda, com FO =%, 0 gue se passa do ponto de
vista da robustez ? Isto é, o0 que sucede se F esta em uma "vi-
zinhang¢a" ¥ da hipotética F ? A totalidade das respostas par
ciais que se tem dado a esta pergunta consideram F como em
(6.3.3.) ou com ligeiras modificagdes; isto é, na "vizinhangal
de ¢. DPara analisar a robustez dos intervalos de confianga tem-

se definido os seguintes conceitos (HAMPEL [20], MARTIN [39]).

Robustez da validez. Diz-se que um intervalo de confianca para
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oy [Tn ’Tn ]l tem a propriedade de robustez da validez em Fo em
1 2

relagio a & se a fungho definida sobre J por

F+F (T =pu= na i itoh Y =F(-- .
" { ny K Tnz) nao varia muito (F“( ) =F( M)

Robustez de eficiénecia. Diz-se que [Tn T, 1 tem tal
1 2

propriedade se F EF (Tn —Tn ) '"nAo varia muito". Pode se ver
2 1

em diversas publicacoes (MARTIN [397) que os intervalos de confi-

anga indicados pela Inferéncia Paramétrica classica tais como

(9.2.1) no caso de escala conhecida (Fo =3%) ou os t-intervalos

s t(n-1, 1 -1y

n
T, =1 % v - 2
1 =1 .t ¥ n
n S t(n-1 1-41)
1 -1 % oy 40n r 173
Og i=1 * VY
n
. -$)2)1/2
com S, (n4i£1(Yi Y))

t(n-1, 1-v/2)
(9.3.1) 1-% = ST(u;n-1)du  (ver (3.2.1))

-t

no ¢caso F0(°) =§-(é) com 7 desconhecido, tem a primeira pro-
priedade mas nao a segunda. Procurando uma alternativa que seja
robusta em amos sentidos pensou-se em estudar o uso de estimado-

,
res robustos de u como os que temos estudado ate agora.

Para fixar idéia consideramos apenas o realizado com M-estimadores.
Quen esté interessado no gue sepode fagzer com outros estimadores,
alguma ind;caqu pode ser encontrada em JAMES E BUSTOS [32] e em
REY [44].
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9.4 - Intervalos de confianca induzidos por M-estimadores

‘Séja (Tn) uma sequéncia de_estimadores com Tn basea-
do em . n ,observagSés e todos definidos por um mesmo funcional
Ty -eﬁ‘Z(R) que satisfaz (6.1.6).

s

* Como Tn "€ equivariante segundo translagdes tem-se que:

' T = & ED -
LW m Tﬂ). FgO/xl(Tn u)) ¥ ué R
 ‘Porém se queremos agora aplicar o que fariamos antes
- ?pom'a média amostral esbarramos com a dificuldade de ndo conhecer

ﬁ%b/?fTh). Pelo que vimos na segao 6.3 teremos

SR/ RT) + N(O,VA(Ty,F)) (8),n-e
Ept?(x)

' 2
(EF? (X))

i

(8.4.1) VA(Ty,F) =

Squndo vimos em (6.3.9)

Assim para n Tgrande" podemos tomar como aproximada-

- mente certo.

.

(9:4.2) L0/ T =2(x30, VA(Ty,F)) ¥ X
de onde ‘ .
. , ) Yo T . )3 f

Spm——=R) (x) = 3(0) ¥

P VAT, )

E natural entfo tomar como intervalo de confianga para -

0.4.5) ' é_l(iTﬂ%)‘/VA(TylF)
4.3) T =T - — ' :
. oy n + n
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o oL-1 e
L 37 (L) JVA(Ty ,F)
T o= Tﬂ = 2 — L

v on

A dificuldade agora estd 1o fato de n;o podermos calcu
lar VA(T?,F) peis de 'F  apenas sabemos que estd em &. Esta di-
fiduldade € resolvida estimando VA(TT,F) pelo que hos sugere

{(9.4.1), ou seja por

2=

0 o
ST

g
ly'(Yi_Tn{) .

VA(T\*HF); =

H
R l=] -1
e

e

G

Definitivamente, um intervalo de confianga para »r de
4 ) - i . ‘
nivel 1-v € anl,THQJ com T e T, dados em (9.4.3) com
VA(Ty,F) substituido por VA(Ty,F); cSe (T) estd definida por
Ty g Que satisfaz (6.1.7), raciocinando como antes, tendc em
) . . .
conta (6.3.10) pensa—se'que um intervalo de confianga para W

com nivel (l-y) razodvel é o dado por: -

-9 o

T, ='Tn - =
L | « n
71y oF
T, =T, - ——2—2
ngy Jn W

-

com 0; dado por:

sendo Sn um estimador de of{(F) tal como vimos na definigao

3.4.2.
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Agora a igualdade (9.4.2) ou sua similar para Ty -
?

é apenas aproximadamente certa para n '"grande" segundo o que
podemos ler em varios trabalhos: HUBER [27.], GROS3 l15] e

[16], SHORACK [45], HOGG [24], MARTIN [39] parece mais, adequado

Jn T
n

F(———————————) por uma t-Student em lugar da ¢
VVA(Ty ,F)
L]

aproximar £

com o numero de graus de liberdade menor ou igual que n-1. Con-
cluindo: Segundo‘MARTIN L38] parece que um intervalo de confian
¢a para K com nivel 1wy suficientemente aceitavel do ponto de

vista de robustez da validez e eficiencia & dado por:

X *

. oo t(v,1 2) o
3 n ES

t(v,1l -%) oF

T, =T, * —=1=
2 v n

onde 0; é igual a expressao (9.4.4), t(v,l-—%) estd definida
de forma similar a (9.3.1) e
v ~ 0,75 (n-1) se 10sn<20

v & 0,9 (n-1) se n>20
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CAPITULO X

AKALISE DE EXEMPLOS COM DADOS "REAIS

Existem na literatura vArios exemplos de aplicagao de
técnicas estatfsticas cldssicas e robustas a dados reais. Tais
exemplos tém sido trabalhados atravées de diversos artigos por es-
tatisticos de renome. Serd conveniente analisar algum de tais

estudos nestas notas.

""Os dados de CUSHNY e PREBLES"

Segundo podemos ver em HAMPEL [20], CUSHNY e PEEBLES [7)] ana
lisaram og diferentes efeitos no aumentedas horas de sono de dois
isdmeros opticos de uma chapa supor{fera: a dextro : e a laevo-
hyoscyamine hydrobromide (D-HH e L-HH). Foram medidos os tempos
de sono de 10 pacientes sem efeitos de nenhum remédio, depois do
tratamento (1) com D-HH e depois do tratamento (2) com L-HH. O
aumento médio das horas de sono estd na tabela abaixo. A conclu-
s30 a que chegaram & que (2) era de valor sﬁporifero e que (1)

1’150 era.



Paciente (1) (2) |(2)-(1)
1 + 0.7 | +1.91 + 1.2
2 - 1.6 | + 0.8 | + 2.4
3 -~ 0.2 | +1.1 |+ 1.3
4 ~1.2°0 + 0.1 + 1.3
5 0.1l - 0.1 0
6 +3.4 ] + 4.4 | + 1.0
7 +3.7| +5.5 |+ 1.8
8 + 0.8 | +1.6 | + 0.8
9 0 + 4.8 | + 4.6

10 +2.0 | +3.4 | +1.4

Este dados foram analisados sob diversos pontos de vista em va-
rias publica¢des, entre elas: STUDENT [47] (de onde obtivemos a
tabela acima), FISHER [13], HAMPEL [20], MARTIN [39]). HAMPEL
destaca que a partir do trabalhe de FISHER numeroscs livros-tex-
to tém apresentadb estes numeros como exemplos de dados distri-

buidos segundo uma normal univariado.’

85 fawzemos agui uma simples olhada nos resultados obtidos, porém,
cem detalhe nenhum. Seguimos assim a apresentagio do HAMPEL[20]
onde também sao mostrados outros estimadbres.e‘os'intervalos de

eonfianga para alguns deles.:

Por nossa parte fazendo uso das subrotinas do JAMES E pustost 321

ontemos a seguinte tabela:
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Media amostral 1,58
Mediana amostral 1,30
% (2 =0.1) . 1,40
M-estimador, ¥ de Huber e k = 1.345 1,42
M-estimador, Y de Hambel com:

A=2.5, B=4.5, C=09.5 1,29
M-estimador, ¥ "biguadrada™ e k=4.685 1,42
R-estimador de Hodges-Lehmann 1,30

0 primeiro a salientar é o afastamento da média amostral do resto
dos estimadores. Isto faz pensar que possivelmente em os dados
exista um "outlier" com valor positivo grande. Com efeito, na ta
bela primeira, a diferenga entre (2) e (13 para © paéiente 9 ¢
bem maior que para os restantes. Nesta fase caberia esperar que
o pesquisadbr continuasse o seu trabalho tratando de avisar ©
porque de tal diferencga e nao como aconteceu na realidade que de-
vido ao uso da média amostral,somente)tal diferenca ficou escondi

da.

Na verdade, tal parece gue © Uuso das técnicas de robustez esta
sendo cada vez mais de uma maior atengao no Analise de Dados.
Possivelmente assim as téonicas aqui brevemente apresentadas pos-—
sam vir a ocupar seu sitio certo na Estatistica: ni3o como "o que
se deve fazer em lugar das técnicas clissicas" mas assim como uma

complementagao necessaria para uma analise mais realista.
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