O METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS E
EXPANSOES EM AUTO-FUNGCOES

Rafael José lorio Jr.



COPYRIGHT @ ~ 1981 - by RAFAEL JOSE IORIC, JR.

Nenhuma parte deste livro pode ser reproduzida, por

qualquer processo, sem a permissic do autor,

INSTITUTC DE MATEMATICA PURA E APILICADA

Rua Luiz de Camdes, 68 - 20.060 - Rio de Janeiro = RJ



There is a theory which states that
if ever anyonre discovers exactly what
the universe is for and why it is here,
it will instantly disappear and be re-
placed by something even more Dbizarre
and inexplicable.

There is another theory which states
that this has already happened.

Douglas Adams [1]






—ie

Este livro originou-se de uma parte do curso de métodos matemati
cos da fisica, ministrado por mim na escola de verdao do Departamen-
to de Matemdtica da Universidade Nacional de Brasilia. Meu objetivo
neste trabalho & ilustrar a riqueza e utilidade do método de separa
¢3ao de varidveis e expansoes em auto-fungbes na solugio dos proble-
mas (lineares) da fisica matemZtica. Isto & no entanto uma tarefa di
ficil, pois o método pode ser utilizado numa grande variedade de si
tuagdes cujas caracteristicas sdc muito diferentes. Por esta razdo,
& conveniente e mesmo necessdrio estudar problemas especificos ao in
vés de tentar‘formulagaes gerais.

O texto consiste de trés capitulos e um apéndice. O primeiro ca-
pitule é quase inteiramente formal e € uma tentativa de expor as
idéias envolvidas sem complicagdes técnicas. 0s dois capitulos se-
guintes sao um estudo detalhado dos métodos em questdo, no caso es-
pecifico do problema de condugdo de calor em um sdélide em contato
com um reservatdrio térmico a temperatura zero, enquanto que o apen
dice & uma coletinea de definigdes e resultados de andlise funcio-
nal e integracio, necessdrics ao tratamento descrito nos capitulos IT
¢ III. Uma colegdo de problemas foi inclufda no texto e deve ser en
carada como parte integrante do mesmo.
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Capitulo I.

1. Oiproblema de conducdo de calor ¢ o método de separagao de varia

veis.
. n - . .
Seja Qe IR um dominio {i.e., aberto e conexo), limitado com
fronteira 0. Estamos interessados em estudar o seguinte problema:

obter u(x,t}, x e & (o fecho de @) e t > 0 tal que,
_ 2
— = a" Au, x e £, t >0

u(x,0) = £f(x), x e 0

u| =0, t>0
aq

’ n 2
onde f & uma funcio dada, X = (X;.X,,---,%X_}, & = I 3
1°72 n .
: i=1 Bxi

Z

€ o operador laplaciano e « ¢ uma constante. No caso n = 3 (no
qual nos fixaremos durante a maior parte do curso), & fungiao uf{xt)
procurada & a temperatura no ponto x, mnc¢ instante t do corpo

9, feito de material homogéneo com constante de difusividade. tér-

. 2 . - - -
mica a“, colocado em contato com um reservatorio termico a tempe-

ratura zero (ul =0, t >0) e com temperatura inicial dada

al )
{(u(x,0) = £(x), x € ®). A constante uz depende apenas do material
de que & feito o sdlido T e por simplicidade tomaremos «® =1 da-

qui por diante. A fungao u(x,t) deve ser solugdo da equagao dife-
ser diferenciivel em algum sentide (existem muitas interpretacdes
possiveis'do conceito de "solugdo"! Veja [18]1 capitulo 1). E con-
veniente especificar condigBes de suavidade as quais u(x,t) deve

. — +
satisfazer, isto &, especificar uma classe de fungoes onde a solu-
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¢do u(x,t} deve ser procurada. Tendo em vista a interpretacdo fi-

sica do caso n = 3, & natural tentar resolver o problema

-
i) ue CE(ax {t > 0}) n C@x{t > 0})
ii} %%~= Au, xe £, t> 0
(1.9 _
i1i) u(x,0) = £{(x) £ C(R)
iv) u’ =0, t=>40
30
N

onde Ck(U) denota a colegao das fungoes de classe Ck, tomando
valores complexos, definidas em U = $\ ou S, & aberto em R™.
Note que iii) e iv) chamadas respectivamente condicdes inicial e de
contorno nao sao independentes: elas devem satisfazer a condicio de
gggpatibilidade f(x) = 0, ¥ x £ 3., Finalmente, deve-se notar que
a equacgao do calor & obtida dos axiomas da teoria de conducgdo de
calor ¢ sua dedugdo pode ser encontrada, por exemplo, em [10], [17],
[39 1. '

O primeiro passo na direcdao da solugdo do problema (1.1) & notar
que

i) u e Cz[ﬂx {t >0} n C(Ex{t>0})
(1.2)¢ i1) 2L = au, xe v, t>0
iii) u| =0, t>40
an

~

& um problema linear e homogéneo para o qual vale portanto o prin-

sao solucdes de (1.2) e Gy Qoseeesy sdo constantes (em geral
complexas), entdo a superposicdo

ul(x,t) = )
i

[ ae k=1
=

oy ui(x,t)
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também € solugao. Mais geralmente, se {ui(x,t)}f=1 € um conjunto
- o ~ A
de solugoes, {ai}i=1 uma colecac de constantes e se conseguirmos

resolver os problemas de convergéncia envolvidos, entido,

u(x,t} =

n~ 8
[

) oy ui(x,t)
i

também € solug@o de (1.2). A idéia & procurar determinar constantes

@; tais que a condigdo inicial de (1.1) seja satisfeita, isto g,

f(x) = u(x,0) =

II‘l"l 8

oy ui(x,O) .

i=1

Note que esta expressido indica que precisamos encontrar uma co-
legao "suficientemente grande' de ui's de modo que uma fungao con
tinua possa ser representada por uma série da forma acima! Esta ob-
servagao justifica, pelo menos parcialmente, a tentativa de obter a
solugdo na forma de uma "superposigdo infinita". Esta idé€ia ficara
mais clara ac considerarmos o caso n=1 mais adiante.

Para obter as solugoes u;. utiliza-se o método de separagdo de
varidveis qué consiste em procurar solucgdes de (1.2) da forma
u(x,t) = ¢(x)T(t). Isto & feito impondo que o produto o¢T seja so-
lugao de (1.2) e resolvendo os problemas resultantes. Em primeiro
lugar, como a sclugao de (1.2} deve pertencer a Cz(ﬂ x{t > 01 =a
nC(R*{t = 0}) & razoavel procurar ¢ ¢ CZ(Q}er(ﬁ) e
T & CZ({t >0} n C({t > 0}). Em seguida, se ¢(x)T{t) satisfaz
a condigao de contorno de (1.2) devemos ter, ¢(x)T(t) = 0,
¥V xe 3Q, ¥ f_z 0. Conseqiientemente, se ¢(x) # 0 para algum
X £ 3R, segue que T(t) =0 t >0 e portanto ¢(x)}T(t) =0 xeQ,
t » 0. Em outras palavras, ¢ preciso exigir ¢(x) = 0,¥xedn se

quisermos obter solugoes nao triviais de (1.2) da forma o{x)T(t).
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Finalmente, substituindo #(x)}T(t) na equagac diferencial, segue
que ¢T' = TA4, onde T & derivada de T(t) em relacao a t.

-1 T =

Dividindo esta Ultima equacdo pelo produto ¢T obtém-se T
= ¢-1 Adp. Como o lado direito desta igualdade depende apenas de X
e o lado esquerdo apenas de t, ambos devem ser constantes, i.e.,
T_1 T' = ¢_1 Ap =-A onde A & uma constante chamada constante

de separagdo. Conseqlientemente, as funcbes o(x) e T(t} devem

satisfazer

T e C2({t > 0}) n C({t > O})
(1.3)
T' = = AT, t >0

o5 CE() n C(@)
(1.4} <-A¢ = A ¢, Xef

Um valor de A para o qual (1.4) tem solugdes ndo triviais (ie,
ndo identicamente nulas) & chamado um auto-valor do problema (1.4},
enquanto que as solugdes ndo triviais correspondentes sao chamadas

as auto-fungoes pertencentes ao auto-valor A.

Antes de prosseguir com a andlise de (1.3) e (1.4) € conveniente
descrever alguns casos particulares que esclaregam as observagoes
da se¢ho anterior e indiguem o que deve ser esperado no caso geral.
Nesta secAo vamos considerar o case n=l com & = (0,%). Neste ca-

s0, (1.4) toma a forma
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# e C20(0,2)) n C(L0,21)

(2.1) dogm= e, xe (0,0)
$(0) = ¢(2) = 0 .

A primeira coisa a notar sobre (2.1), e de fato, sobre (1.4) (ve
ja o lema IT-(6.4)), & que os auto-valores (se existirem) sio reais
e positivos. Para provar esta afirmag3o, introduza o produto inter-

no

L
(2.2)  (flg) = I f(x) g(x)dx, £, g e C([0,21)
Q
e observe que, utilizando a equagdo diferencial, as condicoes de

contorno e integrando por partes duas vezes, obtém-se
(2.3)  ACele) = (=¢"[¢) = (o' 1¢') = (4]-¢"} = X (¢]¢)

onde ¢ & auto-funcao do problema (2.1) pertencente ao auto-valor
A. Agora, (2.3) prova a afirmacgio feita acima. De fato, como
(¢#]¢) > 0, (por que?), segue que X = %, ou seja, os auto-valores
(se existirem) devem ser reais. Mais ainda, se A < 0 a igualdade
A(¢|9) =(¢'|¢') & uma contradigdio, pois (¢]|¢) e {¢'[¢') sdo
nimeros reais positivos, (por qué?). Finalmente, se X = 0, segue
que (¢'j¢') = 0 e portanto ¢{x)‘ & constante em [0,%]. Como
¢(0) = ¢(r) = 0 segue que ¢(x} =0 X e [0,L], uma contradicio,
pois ¢ &, por hipOtese, uma solugdao ndo trivial.

E interessante notar também que se o1 e ¢, sdo auto-fungoes
correspondentes a auto-valores distintos, Al e AZ, entao ¢1 e
$, sdo ortogonais em relagdo ao produto interno (2.2), i.e., '

(¢11¢2) = 0. De fato, integrando por partes duas vezes e usando



(2.1), temos

(2.4 (g le) =Goyley) = (o91-05) = A, (¢119,) -
Como Xy # X, a nossa afirmagdo estd provada.

Vamos agora considerar a existéncia de auto-fungoes de (2.1).
Tendo em vista as observagotes acima, basta considerar A > 0, e,
neste caso, € um fato bem conhecido que a solugdo geral da equagdo
diferencial em (2.1) & da forma ¢(x) = A cos v x + B sen v} x,.
onde A e B s3o constantes arbitrdrias. Impondo as condigOes de

conterne, temos

1
o
n

$(0) A

¢{2)

(z.5)
B sen v A %

n
(=]
[}

Portanto, para obter solugdes nao triviais (i.e., poder esco-
lher B #0), & preciso que sen v A L=0 ou seja, Y i 2 =km,
k =1,2,3,... Em outras palavras, as Unicas solugdes ndo triviais

B krx

de (2.1) sdo as funcgdes ¢k(x) = By sen == onde Bk € uma cons

tante arbitrdria diferente de zero. Note gue Py € auto-funcgao de

{2.1) pertencente ac valor A, = K2’ . Substituindo estes va-
lores na equacio diferencial para T(t), obtém-se Tk(t) =
2 2
= Ck exn(- k ; ) onde Ck € uma constante arbitrdria. Agora, para
L

obter a solucgao do problema (1.1) no caso n=1 com & = (0,%),

forma-se a superposigio

_ 3 krx | kz WZ
(2‘6) U(x,t) = z bk 5en T eXp(— —2—- t) .
: k=1 [
¢ impoe-se a condigdo inicial
{(2.7)  £(x) = u(x,0) = T by sen ]% i
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Conseqlientemente, € preciso obter uma seqiiéncia {bk};=l de mo-
do que f(x) seja representada pela série no lado direito de (2.7).

Em outras palavras, queremos expandir f em uma série de Fourier

em senos no intervalo [0,%]. Agora, & natural perguntar: como

calcular os coeficientes de Fourier b, ? Note que as fungGes sen E%E

satisfazem as seguintes relagdes de ortogonalidade. (Prove!)

2
(2.8) J sen 5%5 sen 9%5 dx = {?, se k #m

o 2/2, se k=m
Entdo, multiplicando (2.7) por sen E%E, integrando em [0,4] e

supondo que & possivel trocar a integral com a série, obtém-se

(2.9) f(x) sen -5 dx=

2
f mnx
o k

£
b f sen WX gop 21X
1 k o 2 2

a8

e portanto, usando (2.8), tem-se

2 (R
(2.10) bm =T L) f(x) sen E%E dx

Resumindo, espera-se que a solucdao do problema (1.1) com n =1,
2 = (0,8) seja dada por (2.6) com os coeficientes bk definidos
por\(z.lﬂ). Até agora, nossas consideracoes foram quase que intei-
ramente formais e & preciso provar que a solugdo formal dada por
(2.8) e (2.10) € de fato solugdo do problema em consideracao. 0
primeiro passo nesta direcido & estabelecer condigoes sobre f para
que valha a representacao (2.7)}. Este & um problema nio trivial cu-
ja discussdo ndo cabe no presente texto. No entanto, deve-se notar
que € possivel provar a existncia de uma funcio continua cuja sé-
rie de Fourier em senos diverge em pelo menos um ponto (veja [25 I,

pdgina 51). Portanto, € preciso impor condicdes mais fortes do que
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r1731, £251, {27] e o problema 3 deste capitulo). Infelizmente, a
convergéncia pontual n3o & suficiente para resolver o
problema em comsideracao. Para provar que (2.6) & solugdo & preci-
so, em principio, trocar a derivada com ¢ sinal de soma e o5 teore-
mas usuais que garantem a validade desta operagdo requerem a Conver
géncia uniforme da série das derivadas (assim como a convergencia
pontual da série a ser diferenciada em pelo menos um ponto; proble-
ma A ). E possivel provar no entanto (problema 2 ), que se
£ ec?o,21), £(0) = £(2) = 0, entdo a série em (2.7) (com os
coeficientes [leﬂ)), converge uniformemente a f em [0,2] e
que neste caso (2.6) também converge uniformemente e 2 solucao de
(1.1). Mesmo assim, este resultado nio & satisfatdrio se insistir-
mos em resolver o problema suponde apenas £ e c(Lo,s1), £(0) =
= f(g) = 0. Para contornar esta dificuldade, note que, substituindo
(2.10) em (2.6) e trocando o somatdrioc com a integral, a solugdo

u(x,t) pode ser reescrita na forma

3
{2.11) u(x,t) =f K(x,y;t)£{y)dy
0

sen 5%3 sen E%X exp(—gz_gi
1 9

(2.12) K(x,y.t) = & t)

ne1g

k

Um estudo cuidadoso de (2.11) e (2.12) permite mostrar que (2.11)
& de fato a solucdo do problema (1.1) com n =1 e & = (0,2). De-
ve-se notar que a condigido inicial e satisfeita no seﬂtido que
f(x) = lim u(x,t), uniformemente em X-¢ [0,2]. Para uma denons -
tragao E;gtes resultados, veja o capitulo V de [42 1 (especialmen-

te o teorema 10).



3. Q.caso n > 1.

Se n>1 a situagﬁo se torna muito mais complicada, pois hi
uma infinidade de “geometrias" possiveis para um domfniq o< mE,
T claro que muitas propriedades das soluctes podem ser obtidas a
priori, i.e., supondo sua existéncia e analisando.aé conseqliéncias
das condicgdes que constituem o problema {1.4) (uma vez que (1.4)
foi resolvido, {1.3) & trivial!). Por exemplo, um .argumento ani-
logo ao utilizado na seg¢ao anterior mostra que os auto-valores de
(1.4) (se existirem) devem ser reais e positivos (veja o lema II-
{(6.4)). A existéncia de solugbes nac triviais de (1.4) & muito mais
dificil. Casoc & seja suficientemente simples, (1.4) pode também
ser resolvido por separagdo de variiveis. Deve-se notar que esta
utilizacde do método tem objetivos diferentes da feita anteriormen-
te. Antes separamos a variavel temporal das variéveis espaciais e

obtivemes um problema de auto-valores para o laplaciano munido da

condicdo de contorno de Dirichlet ¢| = (. Agora, deseja-se uti-
i

lizar separagao para resolver este problema de auto-valores. Por
exemplo, se n =2 e & = (0,2) * (0,%), vamos procurar solugaes
de (1.4) da forma ¢(x1,x2) = g(xl)h(xzj. Substituindo na equacgao
diferencial e dividindo pelo produto gh obtém-se g-l g = -

- h_1 h'" -~ A = -1 @& uma nova constante de separacgo. Impondo as condicoes

de contorno e diferenciabilidade chega-se, entidc aos problemas
g e CZE(0,2)) n C(LO,R1)

(3.1) g+ ng=10, x £(0,%)
g(0) = g®) =0



=10=

h e C2((0,2)) n C(CO,2])

(3.2) h'" + (A-n) h =0, x, £(0,8)

2
h{(0} = h(2) =0

2 2
As lnicas solugdes nac triviais de (3.1) e {3.2) ocorrem para n =R g R
R
I]'l2 'IT2
(A-n) = 5= M, 0 = 1,2,3,... e sao
‘ [

nx, mux.,
(3.3) gh(xl) = A sen T hm{xz) = B sen T

onde A e B sdo constantes arbitriarias (na3o-nulas). Conseqiiente-

2

mente, os numeros A =1 (m2 + nZJ, m,n = 1,2,..., sdao auto-va-
. m,n 12

lores de (1.4) e wm,n(xl’xz) = gn(xl] gm(xz} sao as auto-fungoes

correspondentes. Para obter a solucgao de (1.1}, neste caso, for-

ma-se a superposicao

u(xl,xz,t) = b C o Sen

2.2, 2
X nmx exp(-(m n")w t)
m,n=1 m, &

5en

12
e impoe-se a condigdo inicial u(xl,xz,OJ = f(xl,xz). Os coeficien-
tes Cm n sdo entdo determinados utilizando as relacoes de orto-
gonalidade (2.8). Um exemplo mais complicado & n = 2 conm
@ = {(xl,xz)lx% +x§ < 1}. Neste caso, & conveniente introduzir co-

ordenadas polares (xl,xz} = (r cos 8, r sen B) e reescrever

(1.4) na forma

v e €2((0,1) x (0,213) n C([0,11 x [0,271)

(3.4) < 1 222 +;1? % = -, (1:?8)2(0,1])&(0,211)

y(1,0) = 0, 0 e [0,2m]
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onde (r,0) = ¢(x1,x2) e a expressdao no lado esquerdo da equagioc
diferencial parcial & ¢ laplaciano em coordenadas polares. Procu-
ram-se, entiao, solugbes da forma w(r,8) = R(r) _'0(6). As condi-
¢oes de diferenciabilidade implicam imediatamente que devemos ter
e cXC0,2m1) e R e C2((0,1) n C(C0,11). Aldm disso, & claro que
e(8) deve satisfazer condigbes de contorno periddicas, i.e.,
e(d) = 9o(2w) e 0'{0) = 0'(2r) e que para obter solucgdes nao
triviais & preciso impor R(1) = 0. Chega-se entio aos seguintes

problemas

0 e CZ([U,ZTI'])
(3.5) " + no=290

e(e) = e(2n), e'{(0) =0"(Zm

Re €2((0,1)) n C(0,11)
(3.6) ¢ 1 a%:(r%) + 1% -nIR = 0

R(1} =90

onde n & a nova constante de separacgdo obtida ao separar as varia
veis da equagdo em (3.4). O problema (3.5) tem solugbes nao trivi-
ais apenas se ﬁ = nz, n = 0,1,2,:.. e, neste caso, as solugoes
correspondentes tém a forma ©(8) = A cos n 8§ + B sen nd. Substitu-
‘indo n = n2 na equaciao em (3.6}, lembrando que A deve ser real
positivo e introduzindo a mudanga de varidvel p = /A r, obtém-se
a equagdo de Bessel de ordem n. Portante, a solugdo geral da equa-

-

¢do do problema (3.6) e

{3.77 R(r) =C Jn(/ﬁrr) + D Yn(/_r r)

m
(3.8) J (p) = éL- [- exp(-in 8 + p sen ©)d8
n i J-’IT
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(3.9) Y, (p) =

: n-1
2 p_1 (n-m-1}1 .2y m
‘%(9”“2 m m&] m. 7%)n2_
m
Clem T Yman (of )
M2 n=0 m! (m+n)! 4
e - I"'(m+1) ' (m+n+1)
‘(3'10) Ym,n r{m+1) * F{m+n+1)

onde T(+) denota a fungdo gama. E claro que a fungao Yﬁ[ﬁrr T)
diverge quando. T tendeé a zero e portanto deve ser descartada
{(i.e., toma-se D = 0!). Impondo a condicio de contorno de (3.6)
sobre o que resta; obtém-se R({1) = C Jn(JFT) = 0. Conseqlientemen-
te, ¥ A deve ser um zero positivo da fungéo Jn. Esta fungao pos-

sui uma infinidade enumerivel o m=1,2,... de tais zeros.

2

m,n’

Segue, portanto, que os nimeros A = (o } s40 auto-valores

m,n m,n
de (1.4) e as auto-fun¢des correspondentes tém a forma geral

¢m,n(r’9) = (Am,n cos n 6 + Bm,n sen n 6) Jn(u ). A solugag de

T
m,n
"{1.1) neste caso, deve, entiao, ter a forma

Lo o

(5.11) u(r,6,t) = Zp 2 v (r.8) exp(-(ay D%8) .

0s coeficientes Am n © Bm n 530 entao determinados utilizando

1 k]
as relagdes de ortogonalidade das fungles 1, sen n 9, cos n 0,
ns=1,... e das fungoes Jn(um n v} . Para maiores detalhes, veja o

capitulo & de [101 ou de [13],.

Para um dominio © < IR™ qualquer, & evidente que nio & possi-
vel empregar os métodos diretos descritos acima para obter as auto-
funcdes do problema (1.4). B preciso entdo utilizar "métodos indi-

retos" para provar a existéncia das solugbes desejadas. Isto seri
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feito nos proximos capitulos no caso n=23 (por simplicidade} Em
linhas gerais, a idéia € a seguinte: caso 30 seja suficientemente
bem comportada, € possivel construir uma fungio G(x,y).(x.,y)e oxR

Dirichlet) em £, tal que a Gnica solugdo do problema

vecaCm
(3.12) {-Av = h ¢ €'(8), Llimitada
ﬁl =
a0

& dada pela formula

(3.13) v(x) = - j G(x,y)h(y)dy -
Q

Conseqiientemente, o problema (1.4) & equivalente 4 equacgdo integral

(3.14) ¢(x) = & J G(x,y} ¢{ylay .
Q

Utilizando, entao; as propriedades de G(x,y) e & teoria dos opera-
dores compactos auto-adjuntos (veja capitulo II e o apeéndice) po-

de-s¢ mostrar que

i) o problema (1.4) tem apenas um nimerc enumeravel de auto-valores

reais e positivos Al S Ay € Az S..., com 1im lk “ow T A;Z <o .
- - - ko k=1

A colegao das auto-fungoes correspondentes pode ser ortonormalizada

em relagao ao produto interno de Lz(ﬂ) {veja a segl3o 2 do apéndi-

ce), i.e., podemos escolher a colegdc de auto-fungoes satisfazendo
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ii) A colegao {¢k};=1 forma um conjunto ortonormal completo em

LZ(Q), i.e., toda funcao f € Lz(ﬂ) pode ser representada na for-

ma

(3.16) £ = Cy O .

=
a8

1

onde

(3.17) € = (£ley) = J £0) Py (0 dx
Q

sdo os coeficientes de Fourier de f em relagdo ao conjunto

'{¢k};=l e a série converge na topologia da norma de Lz[ﬂ). Além

disso, se f ¢ Cz(ﬁ) e f = {}, entdo a convergéncia da série
an

em (3.16) & uniforme.

Usando estes resultados, & possivel provar que a solugado de

{1.1) é dada por

3.18 ,t) = § C. ¢, (x) exp(-A.t
( }ou{x,t) xog * %% P{ k }

s e s s 2 =
caso a condigdo inicial f pertenca a C°(2) e se anule em 3.
Para resolver o problema supondo apenas a continuidade de f rees-
creve-se a solugao {como no case n = 1!) na forma

(3.19) u(x,t) = f K(x,yst)f(y)dy
Q
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(3.20) K(x.yit) = T 6 () §00 exp (-hyt)

A demonstracdo de que (3.19) & a solugao do problema pode ser
feita adaptando os métodos do capitulc 8 de [163., ou pode ser encon
trada em um contexto muito mais geral que oaqui abordade no capitu

lo3 de [201,

4. Generalizagdes e comentidrios

As idéias e métodos descritos nas segbes anteriores podem ser ge
neralizadas e exploradas em muitas direc¢des. Em primeiro lugar &
possivel, e de fato necessdrio, considerar operadores diferenciais
mais gerais do que o laplaciano. Por exemﬁlo, ao estudar az condugio
de calor em um s6lido ® cujas caracteristicas (i.e., densidade,
calor especifico, etc.) variam com a posigido, somos levados (veja
[ 397, capitulo 1 ou [291, capitulos 9 e 20) a considerar uma e-

quacdo da forma

(4.1 r0 W- 3 235 ()2 V+ qulx, ) +£(x, 1)

j ¥
onde x e 2, todos os coeficientes da equagdo sio fungdes com valo
res reais e a matriz Afx) = Cajj (x)] € simétrica. Nocaso n=3 u(xt),
€ a temperatura no ponto X £ @ no instante t. O termo
q(xJu(x,t) + f(x,t) representauma distribuicdc volumétrica (i.e., em Q)
de fontes de calor, enquanto as fungdes 71(x) e aii(x) refletem
as caracteristicas do meio. Note que o somatdrio do lado direito de
(4.1) pode ser escrito na forma div(A(x)Vu[x,t)fﬁpnde- Vv denota o
gradiente em relagdo as varidveis espaciais ¢ div a divergéncia

em relagdo a estas mesmas varidveis. A equagdo (4.1) ocorre‘em ge-
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ral acompanhada de condig¢oes de contorno da forma
(4.2)  alx,t) (AG)VU(x, 1)) v () + B(x,D)ulx,t) = y(x,t)

onde x e 38, v(x) denota a normal externa a 32 nodo ponto Xx e
o, B, Y sao funcdes dadas. As <interpretagdes fisicas da condigao
(4.2) podem ser encontradas no capitulo 20 de [29] ¢ nas referén-
cias ai contidas. Finalmente, € preciso adicionar a (4.1) e (4.2) a

condicao inicial
(4.3) u(x,0) = £(x) , xe .

0 problema formado por (4.1), (4.2), {4.3) e as condigdes de com
patibilidade decorrentes de (4.2) e (4.3) & chamado o problema de

valor inicial com condigdes de contorno para a equagfo (4.1). Se

(4.1) e (4.2) s3o homogéneas {i.e., £ e y sac identicamente nu-
las) e as fungdes o e B dependem apenas de x € 38, o© método de

separagic de varifveis pode ser usado comeo antes para obter os pro-

blemas
(4.4 T' = - AT ,
i (aij (x)ﬁ%) + QX0 = AT ()X ()
i,j=1""1 J
(4.5) :

2(x) A(X)VX(x)-v(x) + B(x)X(x) =0

O problema {4.5) & um exemplo dos chamados problemas de Sturm-
Liouville. Uma excelente exposicac elementar no case n=1 <(ao
qual o nome acima & geralmente associado) pode ser encontrada no

capitulo 11 de [ 81. Para tratamentos mals completos e Tigorosos
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referimos o leitor a [ 711, [111, 0321, [ 401. Note que os pro
blemas (3.5) e (3.6) deste capitulo s@o exemplos tipicos dos casog
regular e singular em que os problemas de Sturm-Liouville podem ser
classificados. 0 caso n > 1 & bastante mais complexo e para ele
indicamos [ 3 1 e [ 6 ]

Qutro tipo de extensdo consiste em considerar o caso em que &
nao &€ limitado. Nesta situagio ocorre um fendmenc novo: ao invés de
uma colegdc enumerdvel de auto-valoTes com auto-vetores em Lz(ﬂ},
temos em geral um continuc de auto-valores e as auto-fﬁngGes CoTres
pondentes nao pertencem mais em geral ao espacgo Lz(ﬂ) (e por essa
razdo sao chamadas de auto-fungdes generalizadas. Uma formulagdo
rigorosa destas idéias pode ser encontrada no volume IV de [211).
Talvez a situagao mais simples onde este fendmeno ocorre & no caso
do problema de valor inicial para a equacidoc do calor a uma dimensio

espacial. Mais precisamente, deseja-se obter u(x,t) tal que

ue (R x(0,2)) nC(R*M0,%)), limitada

2u 32y
— = enm R’ x= (ngo)
(4.6) ?t 8X2

u{x,0) = £(x) ¢ C(R)

A condigdo "u limitada" (que é suficiente para garantir a unici
dade; veja [181), capitulo 4, onde a unicidade & provada sob condi-
goes menos restritivas) & uma condigao de contorno no infinito e
impoe a condigac de compatibilidade f 1Iimitada. Escrevende u(x,t)=
= X(x)T(t) e separando as varidveis na equagdo diferencial parcial em
(4.68), obtém-se as equagbes ordindrias T'=-aT e -X” =- X, cu-

I

jas solugbes gerais sido
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T(t) = C1 exp(-at)
(4.7)
X(x) = ¢, exp(iv hx) + Cq exp(-iv"x x}
onde Cl’ Gy, C3 sdo constantes arbitrdrias. Utilizando a condigao

u limitada, segue que X deve ser real e ndo negativo. Escrevendo

A o= 52 com & > 0 (por enquante) e formando a superposigao

* . 2
J g (g) "5 et .

o

{4.8) u(x,t) =

® . 2
P [ gz[g) e_IXE e-‘E tdt

o}

obtém-se uma solugZo formal para a equagdo diferencial em (4.6} co-
mo pode ser verificado derivando formalmente sob o sinal de inte-
gral (o fator (21T)_1/2 foi colocado puramente por "questdo de gos-
to": ele faz com que certas formulas sejam agradavelmente simétri-
Eas!). Antes de impor a condigae inicial, é”conveniente fazer uma
mudanca & + (-£) na segunda integral do lado direito de (4.8), de

nodo que esta equagao pode ser reescrita na forma

o

[ a(e) explixe) exp-£0) g

-0

1

2m

(4.9) u(x,t) =

Impondo agora a condigao inicial, segue que
+o

(4.10) u(x,0) = £(x) = 1 Jg(s) exp(ixg) dg .
™

-0

Isto significa que & importante procurar condigdes sob as quais
& possivel representar a fungde f na forma (4.10). Note que (4.10)

pode ser interpretada como uma expans@o em auto-fungoes (generali-
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-a*
dxz

zadas) do operador com auto-valor EZ uma vez que Se ¢€(x)=

= exp(i&¥, entao - ¢g = gz ¢€ . Esta observagio di a idéia de co
mo responder i seguinte perginta natural: Quem sio os coeficientes
g(&) da expansao (4.10)? Calculando o “produtec interno'" de £ com
a auto-fungao ¢E(x) e prosseguindo formalmente (i.e., como se to-

das as .operacgdes abaixo fossem vidlidas), temos

oo a ) +oo ‘
J £(x) ¢£(x)dx = %17 lim [ e 1XE ([ g(met™ dn) dx =

™ a-+o
—C0 -a —co
+o a
= lim %; J g(n) ([ exp(—ix(ﬁ—n)}dx) dn
g
leo Za
+eo a
I | exp{-ix (§-n)) =
_iigﬂjg(n) F dn
leo -a
+om
i 1 sen a(&-n) -
R ] gn) =y a0
oo
- L Yy SeR Y 4. =
lim 3 J glerg) 5 — dy
+o0
- g(8) 7= { SR Y 4y = (&)

-0

+0
pois f i‘iyf_l_)i dy = 7 como integral impropria de Riemann (veja

-0
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[10 ], secdo 39). Em outras palavras, os coeficientes da expansao

(4.10) devem ser dados por

J f(x) exp(-igx) dx

-0

1

bi)

(4.11} g(8) =

Substituindo (4.11) em (4.9) e trocando a ordem de integracao
(de maneira andloga ao utilizado na obtengio da equacao (2.11)} des-

te capitulo), temos

Fo + o 2 .
(4.12) u(x,t) = 5= J £(y) ‘ e Bt GIEX Mg ) gy

-0 -

A integral na veridvel & pode ser calculada (problema 5 ) for

necendo

- *eo 2
(4.13) u{x,t) = {4at) /2 [ exp(— %‘g’—l—)f(y) dy

-

Agora é possivel esquecer o processo formal que nos levou a
(4.13) e provar diretamente que a fungao u(x,t) al definida & de
fato solugao do problema (4.6)}. O mesmo processo pode ser efetuado

em Hfl, substituindo (4.10) e (4.11) por

n

"/ L xe
(4.14) £(x) (Zm) [ g(&) exp(ix-g) dg s

IRn

0y i xe
{(4.15) g(&) {(2m) f(x) exp(-ix-8& dx
]Rn

onde x, £ ¢ R’ e x +E E o produto interno usual do W'. Po-

dé-se mostrar entao que ; .
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- 2
(4.16) u(x,t) = (4nt) /2 [ exp(— —lx—;tﬂ)f(y) dy
R"

¢ & Unica solugio do problema de valor inicial

ue CO(RYx(0,%)) n C(R"x [0,%)}, 1limitada

2u
9t

u(x,0) = £(x) e C(RM

(4.17) =au em RMx (0,)

Deve-s¢ notar que a condigdo inicial € satisfeita no seguinte sen-
tido: uf{x,t) - f(x) quando t+0 uniformemente x pertencente
a subconjuntes compactos do R". Para uma demonstracao rigorosa
destes resultados wveja [ 161, capitulo 8 (onde o caso n =1 &
tratade. O caso geral ¢ inteiramente anialogo).

A funcao g(g) definida em (4.15) & chamada a transformada de
Fourier de f, e usualmente denotada por % ou Ff. A idéia en~
volvida & que f pode ser recuperada de £ através da férmula de
inversdao (4.14). Note que % certamente existe se f ¢ Ll(ﬂfﬁ e

~

neste caso ndo & dificil provar que f & continua, limitada e ten-
de a zero quando |&| +« (esta Gltima propriedade & conhecida como

o lema de Riemann-Lebesgue). O estudo da transformada de Fourier,

a justificagdo da férmula de inversdo (que vale em vdrios contex-
tos) e suas ramificacgoes € bastante complexo (e fascinante!) e nio
cabe aqui descrevé-los. A formula de inversdo & vdlida, por exem-
plo, em Lz(ﬂfﬁ, com uma interpretagao adequada para (4.15), pois
nesse caso a integral que ali'ocorre pode ndo existir. E possivel
no entanto provar que f - % € uma bijegdo no espago de Schwartz

S(IR™) e que ||f||2=|]%||2 v £ exf(R"). Como LR & denso
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em Lz(mn), & possivel entdo estender a transformada de Fourier a

Z n L. . . -
L (IR") como um operador unitdrio (i.e., um operador linear conti-

nuo sobre que preserva a norma). Tratamentos elementares da teoria.
podem ser encontrados em [10]1, [ 271. Para exposicoes mais sofisti-
cadas, veja [142, [311, por exemplo.

Varias combinacdes das situacdes descritas acima sdo possiveis:
operadores diferencials mais complicados que (-4), dominios ili-
mitados com partes da fronteira em regiCes finitas do espaco (por
exenplo, problemas em semi-retas) e etc. Para exemplos relativamen-
te elementares, veja [101, [17]1, [40]. Um texto bem mais avangado
e dedicado inteiramente aos métodos acima € [6 1. Cabe também in-
dicar ao leitor os artiges [ 23, [ 41, [36a]. [371, onde os métodos
descritos no presente texto (devfdamente sofisticados) forneéeram a
solugio de p?oblemas extremamentes importantes e interessantes nos

Gltimos dez anos!

Problemas.

1) Seja Ck{[a,b]}, k=20,1,2,..., a colegdo das f:[a,b]l - & com
derivadas continuas em [a,b] até ordem k. Se k=190, escreve-se

simplesmente C(la,b 1.

a) Para f eC{fa,bJ), defina [[f||_= sup |£(x)]. Prove aque f -~ 4,
xela,bl

define uma norma € que munido dela, C{[a,b]) & um espago de Banach
(veja a segdo 1 do apéndice). A convergéncia de seqiiéncias nesta

norma & chamada convergéncia uniforme.

b) Suponha que {fn}z=l converge uniforme a £ . Entao

b b
[ f{x)dx = lim [ fn(x)dx.
a n+e ‘g
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c) Seja {fn};=1 < Cl([a,b]], tal que 1im f(x_ ) existe para al-

e * Py o0
gum x_ e [a,bl e suponha que a seqiiéncia de derivadas {f;1}n=1
converge uniformemente a uma fungao g . Prove que fn converge uni-

formemente a uma funcdo £ £ C([a,bl) e que ‘=g,
(Sugestao. Use b) e o teorema fundamental do cdlculo).

d) Enuncie e prove resultados anilogos aos de b) e c¢) para o ca-

so de uma série de fungdes - £ .
n=1

e) Seja (f 10 . < C(fa,bl) e suponha que existe uma seqiiéncia nu-

n'n=1
- . es] (=]
mérica (M} _,, tal que |[[f [[,<M ¥V n e nEan converge. Pro-
- ~ bl -
ve que a serie de funcoes L fn converge uniformemente em [a,bl]
n=1

{(este resultado & conhecido como o teste M de Weierstrass).

2) a) Seja £ e C2([0,27), £(0) = £(2) = 0. Prove que a série em
I-(2.7) com coeficientes dados por I-(2.10) converge uniformemente

em [0,2]1.

2

(Sugestdo. Prove que |[b, [ < C k“ ¥k onde C &uma constante
£

positiva integrando f f(x) sen 5%1 dx duas vezes ¢ use e ) do e-

o}

xercicio anterior.)

b} Use a) deste problema e os resultados do exercicio anterior para
provar que se f & como a), entfo a série I-(2.6) € solugio do

problema I-(1.1), com n=1 e = (0,8} .

3} 0 objetivo deste problema & dar condicdes suficientes para a

convergéncia pontual da série de Fourier na forma exponencial. Por:
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Por simplicidade, vamos esquematizar a demonstragao para a classe

1

C per

= {f:[-Ryal + €] f(x+2m) = £(x), ¥YxeR}. Como veremos n¢ item
g), a convergéncia neste caso &€ uniforme. 0 método para provar a
convergéncia pontual descrito nos itens d)-f) abaixo, € devido a

P.R.Chernoff e pode ser utilizado em condigdes muito mais gerals,

{(veja L[ 91).

a) Seja Z a colecao dos nilimeros inteiros e ¢n(x} = exp(inx).

Prove as relacgdes de ortogonalidade

kil 2m , Se m = n
J 6, (x) ¢ (x)dx =

-

0, se m#n .

b) Seja f£:[-w,m] + & continua e defina a transformada de Fourier

de £ em relagio ao conjunto {¢n}:=1 como sendo a fungio f:z~T

dada por

m
Fn) = & f f(x)e ™ gx .

=T

Use o resultado de a) para provar formalmente que se f£(x) =

+oo _ ~
= E»Cn exp(inx}, entac C = f(n)

Observagio. Note que a transformada de Fourier estd bem definida se

fe Ll([—ﬂ,ﬂl). 0 problema que se coloca & recuperar f a partir

de sua transformada. Este & o problema andloge ao descrito na segao
n

4 acima para a transformada de Fourier de funcoes definidas em R,

Uma boa refer8ncia para ele &€ [251 .

¢) Seja f:[-n,7] + T uma fungao continua. Prove a desigualdade de
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Bessel:
m
+oo
PP 2
EE@F < gx | TE00 1P ax
-1

‘"Em particular, f£{n) + 0 quando [n| + « .

_ N . "
(Sugestdo. Mostre que 2m I Jf(n)]2 < [ |f(x)|2 dx V¥ N=0,1,2,...
N
-

m
N .
calculando 0 < J [f(x) - I f(n)exp(inx}!z dx -)
~N

-

Observacao. O resultado f(n) + 0, quando |n| + «, vale para

fe Ll(E-w,ﬂJ) (ele pode ser obtido do que provamos acima por um

argumento de aproximagdo) e & conhecido como o lema de Riemann-Le-

Besggg.
Seja f Efclper‘ Os proximos itens mostram que
e
f(x,) = & £(n) exp(inx )
¥V x, e R
d) Mostre que sem perda de generalidade podemos supor que x_ = 0,
f(x ) =0.

e) Seja f como em d) e defina

-1

-1t ey, x#o0

-i£°(0) , x =20

g(x) =

Prove que g & continua e periddica. Além disso, mostre que

F(K) = a(k-1)-g(k} . ¥V ke Z
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N «

f) Calcule I f(n) e use o lema de Riemann-Lebesgue para provar que
-M

+co

L f(n) = 0.

-0

g} Prove que se f ¢ Clper , entao a convergéncia estabelecida aci

ma & uniforme.

(Sugestao. Integre £'(x) exp(-inx) por partes para provar

que i%(n)| < lLﬁ%%ELElL e use a desigualdade de Cauchy-Schwartz e

a desigualdade de Bessel para concluir o resultado.)

4). 0 objetivo deste exercicio & obter uma solugdo formal para o

problema de Dirichlet no disco unitario em Ef, i.e.

i} u e CZ(D) n C(D)
ii} Au'= 0 em D
iii) u| = f g C{3Q)

a0

onde D= {(x,¥) ¢ IRzl x% + y2 <1}, usando o método de separa-

cio de varidveis. Para maiores informagOes (inclusive a demonstra-
cdo de que a fungao u obtida & de fato uma solugao), veja o pro-

blema 1) do capitulo III.

a) Use coordenadas polares e o método de separagdo de varidveis pa-

ra mostrar que devemos esperar uma solucdo para 1) e ii) da forma

A

o
[~
u(r,9) = + I

n
- R T {An cos n e-Fanen n 8}

1

onde Ao, An, Bn sao constantes.

b) Imponha a condigdo de contorno para obter os coeficientes A,

An, Bn em termos de f.

{(Sugestdao. Obtenha as relacOes de ortogonalidade para as fungoes 1,
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sen nx, cos nx, n=1,2,... usando a) do problema 3) e utilize-as

para obter os coeficientes).

¢) Mostre que a série obtida com os coeficientes calculados em b)

pode ser reescrita na forma

i
u(r.e8) = = f(e") % +  r® cos n(6-98") de' .
n=1
=
1, ® n 1- rz
d) Prove que + I r cos n(e-9') = i .
n=1 2(1-2 r cos(B-8")+1")

{Sugestao. ™ cos n{6-6') & a parte real de r exp(in(e-0')).)

Observagdo. A formula obtida acima & chamada a férmula de Poisson

-2
para o disco unitdrio e a fungao P(r,0,0') = % l-r i )
1-2rcos{(8-8 '} +r

€ conhecida como o nicleo de Poisson do disco. Para mais informa-

coes scbre a férmula de Poisson, veja a secio 4 do capitulo II e os

problemas do capitulo III.

~

5) a) Seja vy(x) = exp(—ix|2/2] , x e R". Prove que y = y onde
~ denota a transformada de Fourier definida em I-(4.15).

~

{Sugestao. Considere primeiro n=1. Mostre que neste vy satis-

faz o problema de valor inicial «v'(E) = - £ v(&), «{0) =1.)

b) Use os resultados de a) para cbter a férmula (4.16) deste capi-

tulo.
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1. Preliminares.

Nesta secZo vamos estabelecer algumas notacoes e definigoes e
também enunciar alguns resultados bisicos de cdlculo avangade. Va-
mos nos restringir ao caso R% . No entanto & ficil verificar que 0
que se segue vale em R"  com as modificagtes apropriadas.. Se

ac R e R >0, a bola aberta de centro a g_raio R &o

conjunto B(a,R) = {x ¢ ]R3| |x-a] < R} onde | - | denota a dis-
tincia euclideana usual. A esfera de centro a e raio R serd de-

notada por 9dB(a,R) ou S{a,R}. Se ®L & um aberto de IR3 e

£ 9. » & de classe Cl, o gradiente de f & a funglo Vf =gradf=
= (£ 2f 2£ ). Una fungio F:® » t® & chamada um campo veto-
Bxl’ sz BXS . A)

rial (complexo). F € de classe cl se e s se cada uma de suas

componentes F,:®&~+C, 1=1,2,3 & de classe Cl. Neste caso, a di

: 3 9F,
vergéncia de F €& a fungdo V-F=div F= I 5}(_1 . 8¢ f:®1~C &
——e——=2 o1 .
, ) i ! i ) 82,
de classe C”, o laplacianc de f e a fungao Af= iil 33(—17 . Note

que Af=div(grad £). Definicdes idénticas valem em G .

Nosso objetivo agora & enunciar o teorema da divergéncia, que se
4 usade na segao seguinte para obter tr8s identidades fundamentais
no estudo do problema I-(l.4 } . Uma superficie 9_‘3 classe Ck ,

1<k <= & un subconjunte S do RS tal que ¥ x_ €3 existe

uma vizinhanga aberta de x_, V(x ) s e uma fungao ¢ real de
classe Ck em V{x ) talque V6 #0 em SV e § nV{x]} =
= {x e V(x)) [¢(x) = 0}. Neste caso, utilizando o teorema da fungao

implicita {e uma mudanga de coordenadas conveniente) S pode ser

representada localmente como o grifico de uma fungao de classe Ck'.
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Com esta definicdo temos a seguinte forma do teorema da divergéncia

3

Teorema (1.1). Sejam & < R um dominio limitado com fronteira

39 de classe C' e F um campo vetorial de classe ¢l em W.Entdo

F(y) = v(y}do(y) = [ div F(x) dx
an Q

onde w(y) denota a normal exterior a 98 noc ponto y e do(y)

€ a medida geométrica natural sobre 390.

Observacdo. A construgdo da medida do(y) pode ser encontrada na
secao 2 do apéndice, no caso em que 3R €& de classe c®. A cons-

trucdo, no caso geral, & analoga.
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2. As identidades de Green.

Nesta segao vamos obter tres identidades fundamentais que serao

usadas em todo o restante do cursc. As duas primeiras sdo conse-

qiiéncias imediatas do teorema da divergéncia.

Proposicao 2.1. Sejam @ < R um domfnio limitado, onde vale o

teorema da divergéncia e u, v ¢ Cz(ﬁ). Entio

(z.1) J (v Au + Vu » Vyv}dx = J v %% do
an

(2.2) J (v Au - usv)dx = J (v% -u g—:’;)dc
o 1Y

onde v denota a normal externa em 38 e %%, v

v

das direcionais de u e v na diregdo normal.

Demonstragdo. Para provar (2.1) mote que div{uvv)

e aplique o teorema da divergéncia, lembrando que

sac as deriva-

uAv + Vv =Vu
v

Vv *v = — . Pa-

v

ra provar (2.2}, troque u por Vv na primeira identidade e sub-

. traia a identidade resultante de (2.1).

€.Q.D.

Observacgdes. 1) Se u e Cz(ﬁ) e Au=0 em §, entdoc a proposi-

¢ao acima mostra que

2 _ Ju
(2.3) J [vu| “dx —I u o do
23 a8

(2.4) J U g5 =0



-31-
2} As identidades (2.1), (2.2) sao conhecidas como a primeira e a
segunda identidades de Green respectivamente. Para algumas aplica-

goes simples de (2.3) e (2.4) veja o exercicio 1) deste capitulo.

Teorema 2.2. Seja @ < Bls um dominio limitado, onde vale o teore-

ma da divergéncia e u ¢ Cz(ﬁj. Entap, ¥V x e

(2.9 ue) = | @o ) i Fe ) + [ renmmay
an Py Q

onde F{£) = —(4w|£!)_1, £ em3 \ {0} e ggf denota a derivada di-
y

recional em relagdo a normal no ponto y & 39 .

Observagao: A fungao F é muitas vezes chamada uma solugao funda-
mental de A em - IR". Note que AyF(x-y) =0 Vy#x, onde Ay
indica o laplaciano na varifdvel vy. A equacdo (2.5) & conhecida co-

mo a terceira identidade de Green.

Antes deprovar o teorema (2.2), € necessario fazer alguns comentarios e estabelecer
alguns resultades técnicos. Emprimeiro lugar, qual & o significadodas integrais que
ocorrem em (2.5)? Como naintegral de superficie x&e R e y & 3R,
& facil verificar que o integrando € uma fungdo continua, pois x
estd sempre 'longe" de 3f. Na integral sobre @ isto ndo ocorre.
No entanto, a integral em questéo existe, pois F & localmente in-
tegravel em R e au & limitada, pois por hipdtese, u e Cz(ﬁy

Mais precisamente, note que se g > 0 e se introduzirmos coordena-

= 2
das esféricas, y=x+rw, 0 <rce |wj=1 entdao dy = ridrdw
onde . dw dencota o elemento de drea em S(0,1) e, portanto

: € r2 2
[ Foemiey = @0 [aw [ Ear gt <o
’ Z

COB(x,e) - 5(0,1) 0
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Entdo, se € >0 & tal que B{x,e}) ¢ & e M= E%B |aul, temos

| [_F(X‘YJ Au(y)dy < M I_EF(X‘Y)|dY -

Q

-u( [ IExenlay ¢ [ EGenlay) <=
G\AB(x,e) B(x,g)

L38

pois F (x~y) uma funcdo continua em § \ B(x,e). Portanto, a in-

tegral sobre © existe no sentide de Lebesgue. Emparticular, segue

que

J F(x-y)} au(y)dy = lim J F(x-y} su(y)dy
o €40 "5\ B(x.e)

onde as integrais sobre © \ B(x,e) podem ser interpretadas como
integrdis de Riemann, uma vez que os integrandos sido fungdes conti-

nuas definidas nos compactos @\ B(x.e).
Lema 2.3. Seja g e C(B(x,R)). Entao

(2.6) lim f F(x-y) g(y)do(y) =0
40
S(x,e)

@1 1in [ ey = g
30
5{x,¢e)

onde vy denota a normal externa a 8S{x,e) no ponto ¥y .

Demonstracdc. Para provar (2.6) note que

J Flx-y)g(y)da(y) = - E%E J g(y)do{y)
S{x,¢) - 5(x,¢€)
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Portante,

Flx-y) g(y)do(y| < o= sup___ g | doty) =
1 i(x,e] \ " BIXR i(x,e)

4w 62

= su lgty)| = e su jgly}| » 0
dwe ETETET B(x,R)

quando ¢ 4 0. Para (2.7), note primeiro que 5%£-(x—y)=(4ﬂtx—y|)_z
¥

(prove!) e, portanto

3%3- (x-y)g(ylda(y) = 1 3 J g(y)do(y)
b4 dt €
S(x,e} S(x,e)

Note que o lado direito desta igualdade & precisamente o valor mé-
dio da funcio g(y) sobre a esfera S(x,e). O resultado segue ime-
diatamente, pois g & continua. De fato, como g & uniformemente
continua, dado & > 0, existe y = v{&§) tal que, se

y.y' € B{x,R), |y-y'| <y entdo |g(y) - g(y'}{<é. Portanto, toman

do £ < y temos

7 | s - g = | P | o) -eeae;| <

4T € 5(x,¢e) a7 € S(x,¢)

i*%[ g0y ~g(x) [do(y) < — 7 J da(y) =6
it € S (x,€) 4n € S(x,¢)

€.Q.D.

Demonstracdo do teorema 2.2. Fixe x € Q e seja & > 0 tal que

B(x,2) < Q. Defina QE = Q\B(x,e)] e aplique a segunda identidade

de Green com v(y) = F(x-y) para obter
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3u 3F ) =
I E(x-y) du(y)dy = J (F(x-y) Tu (YJ-U(YJW(X'Y)> do(y) =
) 39 4 Y

[ B €

= | (B 5-umEe Gey)) doty) + | (P2 (1) utn) 2 bey))doty).
JBQ( vy avy ) fsgc,s) B\;y avy )

Para completar a demonstragdao basta tomar o limite quando &40
utilizando o lema (2.3) e lembrando que a normal externa a 9%

aponta para dentro da bola B(x,e) .

C.Q.D.

Definigég. Seja Q < ®R®  um aberto. Uma fungao u e cz(n) ¢ dita

harmonica em Q se ¢ s0 se Au =0 em Q.

Teorema (3.1). Seja u como na definicio acima. Entio ¥V x e £,

YB(x,R) « R temos

(5.1 u -y [ue o)
5(x,R)

Observagao. Em outras palavras, u(x) & o valor médio de u sobre
" qualquer esfera centrada em X e inteiramente contida em 9. Por

esta razdo, o resultado acima &€ conhecido come o teorema do valor

médic para funcdes harmdnicas.

Demonstragég. Aplicande o teorema (2.2) 2 B(x,R), temos
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9F
w0 = [ w0 o) - [ 2 e
S (x,R) 7 S (X0R)
pois Au = em Q. Mas em S (x,R) temos [x-y| = R e, portanto
-1 oF 1
F(x-y) = 5%, 5==— (x-y) = —
4TR va 47 R
Logo

u(x) = Z—l—g' J u(y)do(y) * g J 5%‘)1; do(y) .

™ R” S (x,R) S(x,R)

Mas, pela equacac (2.4), a integral contendo E%L € zZero e 0 teore
Y
ma estd provado.

€.Q.D.

Observacgdo. O teorema (3.1) tem a seguinte reciproca: suponha que

u e C(R) e que a relagdo (3.1) vale V x e.ﬂ, ¥ B(x,R) c ©. Entdo
u & harmbnica em €. Este & um fato notdvel, pois & possivel pro-
var que toda fungio harmdnica & ¢~ (e, de fato, analitica! Veja

[ 231, pagina 96). Para a demonstracdo deste fato, veja o0 problema

3) deste capitulo.

Teorema (3.2). Sejam Q c 18 um dominio limitado e u = Cz(ﬁ)
tal que u toma valores reais ¢ € harmbnica em Q. EntHo, se u

atinge seu maximo (ou minimo) em 9, u €& constante em & .

Demonstracdo. Vamos provar o teorema no caso do maximo. Para o mi-
nimo, use demonstracdo andloga ou aplique o principio do miximo 3

fungdo (-u). Seja M = max u. Se u atinge seu midximo em R , en-
Q
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tago S = {xe @ | u(x) = M} & nao vazio e & fechado, pois u &
continua. Basta, portanto, provar que S & aberto em &, pois

como © & conexo, segue que S = @ e, pela continuidade de wu,
temos u(x) = M 'V x € ©. Para provar que § & aberto, seja

x, € 5. Entdo existe B(x,, ) =& tal que u(x) > u(x),

Vv x e B(x,, r }. Pelo teorema (3.1)

M==u(x°) = 1 A J u(y)do (y) 0 <R<rT_ .
4m R 5 (XO,R)

Como u & continua, segue que ufy) = MV¥ye S (x_,R}, 0 <R<r

De fato, caso contrario, existem Roe(O;ro) e ¥y, € S({x_, Ro)

tal que u(y,)) <M (note que este £ o tnico caso possivel, uma vez
que u(x) < MVx e B(xo,ro)). Entio, pela continuidade de u, exis

te vizinhanga N(yoj c 3(x_, R ) do ponto vy, onde uf(y} < M.

Portanto
Meux) = = | [umdm s [umaem | <
RT L Sx,, RONNGY) NGy )
p———Y J do (y) + M f da(y) | = M
41 R
S(x,, RANDY,)  Ny,)

uma contradigdo. Segue, portanto, que u(x) = M,Vx € B(x,, r,)) e o

teorema esta provade.

C.Q.D.
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Observacdo. Se @ e u sdo como no teorema (3.2) e u nio & cons

tante em &, seu maximo (e minimo) sdo atingidos apenas em 2.

Coroldrio 3.3. Existe, no maximo, uma solugio do problema
i} u e CE) & CE)
ii) du = £ e C(R)7

iii) u| =g e C(38)
1Y)

Demonstragao. Se u; e u, 556 solucgdes, entdo as partes real e
imagindria de w = u; - u, satisfazem

i) v e c2) n C@®

ii) Av =0 em &

iii) v|an =0

n
o

Portanto, pelo teorema (3.2), segue que Rew = Imw

€.Q.D.

Seja Q < IR3 um dominio limitado, onde vale o teorema da diver
géncia. Para motivar a jintroducdo da fungdo de Green, suponha que o
problema

. 2 e

i) u e C7(&)

ii) Au = f e C(Q)
iii) ul = geC(3)
R

tem a solugdo (e portanto apenas esta pelo coroldrio (3.3)). Entao,

a terceira identidade de Green implica



~38-

ux) = J (g(y) o (xy) - 52 ) F(x-y)) da(y) + j F(-y)£(7)dy
a0 Y Y Q

¥ x ¢ #. Esta representacao da solugdo tem um defeito: ela contém
g%i, que ndo € um dade do problema em questio e que, de fato, deve
ser determinada pelos dados f e g, uma vez que estes definem
unicamente a solugdo. E conveniente, portanto, obter uma represen-
tagao da solugdao u(x) que contenha apenas f = Au e g =‘u|aQ.
A id€ia basica &, entao, substituir F(x-y) por uma fungiao G(x,y),
com propriedades semelhantes 3as de F; mas tal que G(x,y) = 0 se
xe e ye 3@, de modo que o termo contendo g%i nio ocorra na

relagdo correspondente i terceira identidade de Green. Mais preci-

samente

Definigdo. Seja 2 um dominio limitado. A funcdo de Green do ope-

rador A em Q €& uma funcio da forma

(4.1)  G(x,y) = - F(x-y) +H(x,y), (x,y) € & * @
tal que para cada x & @ fixo

a) H(x,*) e C°(): n C(B)
.b) Ay H{x,y) =0 em @

¢) H{x,y) = F(x.y), v & 20.

Aplicando o corolario (3.3), ve-se imediatemente que existe no
maximo uma fungido H(x,y) satisfazendo a definicfo acima. Conse-
quentemente, a funciao de Green, se existir, € Unica. A existéncia
€ muito mais dificil e serd provada ho prdoximo capitulo, supondo

que 82 & de classe CZ. Além disso, & possivel provar ([39], ca-
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pitulo 21) que para cada x e Q fixo, G(x,y} tem derivada normal

interior, i.e., EE—(x,y) = lim VG(x,y + tv_)-v existe uniformemen
v- t40 oy -
te em y, onde o gradiente & calculado em relagdo i segunda varia

vel. Entdo, uma demonstragio andloga 3 da terceira identidade de

Green mostra que

(4.2}  ulx) = - [ u(y) %—(x,y)ddiyl - JG(XJ)AU(Y)dY
1o )

V x ¢ Q. Note que a integral sobre  existe no sentido de
Lebesgue pela mesma razdo que o éermo correspondente na terceira i-
dentidade de Green, uma vez que a fungio y e § + H(x,y), xe0 £i
xo € continua.

E interessante notar que se u & uma fungio harmdnica, entdo

(4.2) se reduz a

(4.3} ux) = - J u(y) ga;G—(&YJdﬁ(Y)
3%

V x e Q. A equacio (4.3) & conhecida como a férmula de Poisson em

&, enquanto a fungdo - é%i(x,y) & chamada o nicleo de Poisson de

. Por exemplo, se 2=B(0,1), a fungdo de Green e o niicleo de

Poisson sao dados por

1 1 | x|
(4.4)  G(x,y) = =| === +
bl x| Ix - |x|% y|
2
(4_5) - g%i(x,y) = __}_:_EiL_g
- dr |x- y|

Para a obtencgao de (4.4) veja, por exemplo, [181 ., As funcgdes
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G e - _é%i para bolas arbitrdrias B(a,R) pode ser obtida de

(4.4) ¢ (4.5) por meio da mudanga (x,y) + (a+Rx , atRy}. Aplicagoes

interessantes podem ser encontradas nos problemas do capitulo ITI.

Nesta secdo vamos descrever as propriedades da fungao G(x.y)
que utilizaremos para estabelecer a existéncia das solugoes do pro-
biema (1.4) do capitulo I. Daqui por diante vamos supor sempre que

@ & um dominio regular, i.e., um dominio limitado com fronteira de

classe -Cz {como definido na sec¢ac II-1). Sob estas condigoes pro
varemos, no proxime capitulo, que a fungdao H(x,y) existe, toma va-
lores reais e¢ pertence a C(R) na varidvel y para cada x g &
fixo fvejao corolario (3.4)do capitule III}. Conseqllentemente, G(x,y)
existe e pertence a C(N\{x}) para cada x ¢ Q.

3

Lema (5.1). Se¢ja & < R um dominio regular. Entio

a}) G(x,y) >0, ¥ (x,y)eq x @

b) G(x,y) = G(y.x) . ¥ (x,y) ¢ 2 xQ

¢y celiax® .

Demonstragdo. Para provar a) fixe x £ § e note que G(x,y) +«
quando y » x, pois (-F(x-y)) tem esta propriedade e H(x,y) &
limitada ~m vizinhanga de x . Portanto, V e€>0 suficientemente
pequeno, temos B(X,e) < & e G{x,y) >0 em 3B(x,e)..Seja &
o complementar de B(x,e) em &. Entdo G(x,y) & harmdonica em

Q. . pertence a CZ(Q) n C(N) e satisfaz G(x,y) =0 em 30,
G(x,y) > 0 em 9B(x,e).Oteorema II-(3.2) mostra entdo que G(x,y) >
> 0 em G (por qué?). Como e pode ser feito arbitrariamente pe-

queno, o resultado estd provado.
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Para provar b) note que se x=y , entdo G(x,y)=G(y,x} == .
Se x#y, seja e >0 tal que B(x,e) U B(y,e) < &, B(x,e) n
n B{y,e) = ¢, aplique a segunda identidade de Green {(proposicao

2.1 deste capitulo) is fungbes u(z) = G(x,z), v(z)'=G(y,z) em

QE = @\B(x,e) U B(y,e) e tome o limite quando e tende a zero
(utilizando o lema (2.3)); 0 resultado entio segue. Os detalhes sdo
deixados como exercicio.

Considere agora c¢). Como G(x,y) >0 em @ x 2 temos H(x,y) >
> Flx-y) ¥ (x,¥) ¢ @ x @. Agora, aplicando o principio do maximo
para fungoes harmdnicas (veja a observagao antes do corolario

I11-(3.3)) a y e @+ H(x,y), x e & fixo temos, H(x,y) =

< max H(x,y) = max (—71—-- < min ( 1 )_{ 1 v
y €90 yedn Nir {x-y] Y £ af dv |x-y] an |x-v|

y € @ . Portanto

1

— ¥ (x,y) e xQ.
2m jx-y|

{5.1) 0 < G{x,y) = - F(x-y) +H(x,y) <

Mas a fungic (x,y) =+ |>‘:—)'I_1 pertence a Lz(ﬂ x Q). De fato, pri-

meiro fixe x ¢ © e seja R tal que B(x,R) = ©. Entao

(5.2) [ . AN J L) A [ dzz —4r R <w
|x-y |2 |x-y}2 k3
Q B(X,R) B(O sR)

onde usamos 2z = x-y e calculamos a integral resultante em coor-
denadas esféricas. A afirmagdo segue entdo integrando em X pois

Q@ & limitado. Conseqiientemente G(x,y) (que & mensuravel) perten-
ce a L2(9><9) ., pois & limitada superior e inferiormente per fun-
coes desta classe.

C.Q.D.
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Observacoes. 1) Por definigfio, a fungdo G(x,y) €& harmonica na se-
gunda variavel e se anula quando esta pertence a 90 . A propriedade
b) provada acima mostra que estas afirmagOes também sdo verdadeiras

para a primeira variavel.

2) As propriedades b) e ¢) mostram que o operador integral em LZ(Q)
com nicleo G(x,y) € um operador compacto {de fato, Hilbert-Schmidt) e
auto-adjunto (veja os teoremas (2.6) e (2.7) do apéndice).

Nosso prdoximo objetivo & provar que a solucdo do problema

v e Co ) o O
(5.3) “Av = £ e CY(Q), limitada
v =
30

€ dada por (compare com {4.2)!)

G.4) v = - | ey £00 dy
Q

Este resultado serd utilizado na prdxima secdo para obter uma e-
gquagao integral equivalente ao problema (1.4) do capitulo I (com
n=3 e  dominio regular). A demonstracio em questiao & longa e
técnica, e € conveniente dividi-la em uma série de lemas e teoremas.
0 primeiro deles & um caso particular de um resultado técnico de me
dida e integracdo e sua demon5tracao serda deixada como exercicio
(problema 5).

Lema (5.2). Seja F(x) = (—4w|x|)—1 ., x # 0. Entdo

{(5.5) lim sup [F(x+y)-F(x)|Pdx =0, pe [1,3),
h+0  |y|<h
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P
5.6) 1im sw | |2Eeey) - 2ol ax, pe o1, Y,
h+0 ly|<h i i
2
1=1,2,3

0 proximo passo € estudar a contribuiczo da solucio fundamental
F(x) em (5.4) . Mais precisamente
Teorema (5.3). a) Seja £ e L¥(R). Entdo a funcao

(5.7} g(x) = J Flx-y)£(y)dy ., xe R
Q

pertence a C1(1R3) n Cm(IR3\ %) e satisfaz Ag=0 em ]Rs\ﬁ .

b) Suponha que f ¢ Cl(ﬂ) n L7(2) . Entdo g e Cz(ﬂ) e satisfaz

Ag = f em £ .

Demonstragdo. Para provar a) note primeiro que

3F X37Y4 .
(5.8)  gx—(x-y) = - = 13 ,» i=1,2,3
i be-y]
de modo que ' %(x—y) < —— 1 . E ficil verificar que as
i 4 |x-y|?®

condigdes do problema & deste capitulo sdo satisfeitas e portanto

g €& diferenciavel e

(5.9) &G0 = [% (x-y) £0) &y . i=1,2,3 .
2

A continuidade desta funcao segue de (5.6) com p=1. Agora se
xe RWNE , o processo de derivagio sob o sinal de integral pode

ser repetido indefinidamente pois x esta "longe™ de yeR e nao
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existem singularidades a considerar. Em particular Ag(x) =10,
x ¢ RM\T pois A F(x-y) =0 para Xx#vy. Se xe f, & fdcil

verificar que as derivadas ———(x-y) , 1,j=1,2,3,

Bx ax

ndo sao localmente integraveis e portanto nao € possivel aplicar o
probleﬁa 6 para derivar duas vezes sob o sinal de integral para

X e Q. 0 remédio & supor f e Cl(ﬂ) ¢ integrar por partes! Mais
precisamente, fixe 'x_& @ e seja B=B(x_,R) tal que 3 < Q.

Entao

(5.10) gix) = ( F(x-y) £(y) dy + J F(x-y) £(y) dy
B - o\B

e se X ¢ B{x_,R), & fiacil demonstrar por argumentos andlogos aos
anteriores que a integral sobre Q\B define uma fungio ¢c“. o pro
blema € a integral sobre B. Seja g(x) esta integral. Entao, pe-

la parte a)

- . -
(5.11) g%i(x) = J é%;(x“yj f(yJay , i=1,2,3 .
B
; y 5F _ 5F .
Por um calculo direto 5 —(x-y)=- 33—(X‘Y) , i=1,2,3, de modo
i 3-
que
9 = - OF i =
(5.12) axi(x) [ ayi(x )£ dy . i=1.2,3 .
B

Mas H2-(FGxy) £00) = 2 Gey) £0) +F(xey) 7 20 . oo
1 1
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(5:13) () = - J ayy (FOoy) £0)ay + J Fixy) - ()4 -
B B

Aplicando o teorema da divergéncia a primeira integral do lado

direito de (5.13), obtém-se

(5.14) -g¥§(x) - - J F(x-y) £(y) v;(y)dy + J Fx-y) g§g(y)ay
B : B

onde v, (y) € a i-&sima componente da normal v(y) a 9B no
ponto y. Pelo problema 6 e a parte a) segue que g(x) € de clas-
se CF em B(x_,R). Como x; € arbitrdrio, segue que g per-
tence a CZ(Q). Resta provar que Ag{(x) = f(x) em & . Paraisso, basta
mostrar Ag(x) = f(x) ¥xeB(x_ ,R), Vx_eQ. £ entio suficiente

provar que
(5.15)  (aBl®) = (£1¢) . ¥V ¢ e C(B(x,,R)

onde (-]|-) € o produto interno usual em LZ(B(xo,R)) e
CT(B@%,R)) denota a colegao das fungoes c” com suporte compacto
contido em B(x_,R). Como ¢ = 0 em vizinhanga aberta de 9B, a

segunda identidade de Green (equacao II-(2.2)) mostra que

(5.16) (Ag|4) = J Ag(x)e(x) dx = [ g(x) A¢(x)dx .
B B

Levando (5.7) em (5-16) e aplicando o teorema de Fubini (secao 2 do

apéndice)

(5.17)  (AE|4) = J £(y) ([ F(x-y) A¢(x)dx )dy
B B
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Para calcular a integral na varidvel x, fixe y £ B e seja

e >0 tal que' o fecho de BE = B(y,e) estd contido em B. En-
tao
(5.18) J F(x-y) A¢(x) dx = lim [ F(x-y) a¢(x) dx =

e+0
B B\BE

= lim J AF(x-y) 300 dx + l G(x—y) g CORETeY) %E(x—@do(x)
x X
B\B_ 9(B\B_)
onde utilizamos a segunda identidade de Green a B\BE. Como
AF(x-y) = 0 para x #y, o limite acima pode ser calculado utili-

zando o lema II-(2.3)

(5.19) { F(x-y} A¢x)dx = ¢(y)
B

Combinando (5.17) e (5.19) temos (5.15} e o resultado estd provado.

€.Q.D.

Observacao. Seja c®(®), o e(0,1) , a colecdo das f£:R+€ que
satisfazem uma condigdo de Holder local de ordem «, i.e.,
¥ xe existe vizinhanga aberta V(x) < @ tal que |Ex+y)-£(y)]| <

Cly|* ¥ yeV(x). Defina também ck+“(sa) , k=20,1,2,... como sendo

| A

o conjunto das f € Ck(ﬂ) tais que £ e suas derivadas parciais

até ordem k pertencem a c*(Q). Com esta notagao, argumentos mais
. . + -

delicados do que o5 usados acima mostram que se f e c® k(ﬂ), entao

g e C*2. Veja (18 1, paginas 97-102.

Vamos considerar agora a contribuigdo de H(x,y) para (5.4). De
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fina

(5.20 w(x) = | H(x,y) £(y) dy
Q

para f € Lm(ﬂj , de modo que (5.4) pode ser escrita na forma

v(x} = g(x) - w(x) . Tendo em vista o teorema (5.3}, para provar
que (5.4) é soluglo de (5.1) basta demonstrar que w-ecz(ﬂ) nC(M)

e Aw(x) =0 em . (A condigaoc f ¢ Ll(ﬂ) n L7(R) & necessiria
apenas para provar Ag = f em £ ; para as propriedades de w
discutidas abaixo, usaremos apenas f ¢ Lw(ﬂ)). A continuidade de
w(x) em § segue da estimativa |H(x,y) | < (411|x--y|)_1 provada
né demonstragao da parte c) do lema (5.1) desta segdo e do teorema
da convergéncia dominada (generalizado; veja a secio 2 do apéndi-
ce). A dificuldade & provar que W Cz(ﬂ) e AMw=0 em Q. Note
que formalmente Aw=0 pois H(x,y) =H(y,x) para x#y e H(x,y)
& harmﬁnica em relacdao a primeira varidvel. O problema é como usar
isto para obter o que queremos.‘Mais uma vez, a resposta € integrar
por partes! Mais precisamente, seja Cf(ﬂ) a colecao das ¢:E§ +C
tais que ¢ €& c® e tem suporte compacto contido em &. Usando o

teorema de Fubini e a segunda identidade de Green & facil ver que

(5.21) (w|a¢) = 0 ¥ ¢ e C(R)

isto €, w €& harmonica no sentido fraco como explicado na defini-

cac abaixo

Definig¢do. Uma fungdo mensurdvel wu:Q + L & dita localmente inte-

gravel em & se e s0 se J fu(x)|dx < = ¥ compacto K c Q. Nes
K
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1 | 1
te caso, escreve-se u e L loc (2) (note que C(R) < L loc(ﬁ))‘ Uma

1

fungdo u e L7, (%) & dita harmdnica em & no sentido fraco se e

c
- I 00
so se (ulag) =0 ¥ ¢eC () -
B claro que se u & harmdnica em  no sentido usual, enti3o u
& harmdnica no sentido fraco. O prdoximo teorema, conhecido como o

lema de Weyl diz que a reciproca & verdadeira.

Teorema (5.4). Suponha que u & harmonica no sentido fraco em @.

Entio ue C(®) e Au =0 no sentido usual.

Observagdo. A demonstragdo deste resultado & relativamente técnica
e estd esquematizada no problema 7 deste capitulo. Note que a hipd-
tese ''Q dominib regular" ndc tem a menor importincia no teorema
(5.4) assim como na definicdo que o precede (a final de contas, es-
tamos estudando propriedades locais da fungdo wu!l). Em outras pala-
vras, basta supor quer © & um aberto, Para uma formulacdo mais ge-
ral do teorema acima veia, por exemplo, [31], secdo IX.6 e as
notas correspondentes (pagina 112)}.

Combinando entdo os resultados e observagbes acima, obtém-se fa-

cilmente
Corolario (5.5). A {inica solugdo de (5.1) & dada por (5.4).

6. 0 probiema de auto-valores.

Nesta secgdo, vamos discutir o problema de auto-valores para
{=A) em £ com condigdes de conturno de Dirichlet. Mais precisa-
mente, vamos considerar

ue i@ an C@

(6.1) =Au = Au em 8

ul;'cm.: 0
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Come mencionado na secdo anterior, o operador integral

(6.2)  KgDW=| 60y Oy, £ e i)
Q

& um operador compacto {de fato, Hilbert-Schmidt) e auto-adjunto em
2 . . : -
L°(f) . E conveniente antes de mais nada, estabelecer certas proprie

dades de Kg. necessarias ao estudo de (6.1).

Lema {6.1). Se £ ¢ LZ(Q) entdo K, f = cia) e Kaflgg = 0 -

Demonstracdo. Note, antes de mais nada, que a igualdade em (6.2) va
le apenas em quase toda parte. O que vamos fazer & provar que o la-
do direito de (6.2) define uma funcio continua em § e portanto a
classe deequivaléncia de K;f contém uma fungdo continua. Com esta
interpretacido em mente, note que pela desigualdade de HElder, com

p=q=2, temos

1/2

(6.3) £,

[ G(x,y) £ (y)dy J G (x,y) 2dy
Q Q

¥ x ¢ @ pois 0<G(x.y) <(2w|x—yl)_1 em x0 e G(x,y)=6G(y,x),
(como provado no lema II-(5.1)). Seja entao h(x), x £ § a funcao

definida pela integral do lado esquerdo de (6.3). Entao, ¥x,x'efl

(6.4) [h(x) -h{x") IiJ [G(x,¥) - 6(x" V) | [E(y) |dy .
Q

Entf#o o integrando tende a zerc quando x' tende a x,Yy-qtp. e
& limitado por iﬁé%ll ([x—y|-1 +|x'—yi'1) £ Ll(ﬂ,dy)(novamente pe-
la desigualdade de Hélder). O resultado segue entac pelo teorema da

convergéncia dominada (generalizado, como ma secdo 2 do apéndice) e
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do lema TI-{5.2)
€.Q.D.

Lema (6.2). O operador K, & injetivo.

Demonstracdao. Vamos provar que se f e LZ(Q) e K. f =0, entao

G
= ) =%
f=0. Como KG KG N temos

(6.5) 0 = (Kg £]4) = (£]Kgz¢) ¥ ¢ e L7°(Q) .
Conseqilientemente, f & ortogonal A imagem de Lz[ﬂ) por KG.

Basta entao provar que KG(LZ(R)) € denso em Lz[n). Para isso,
vamos mostrar que Ci(n)_c KG(LZ(RJ}. Seja ¢ € CT{Q) e defina

¥ = -Ad. Entaoc ¢ satisfaz

o € CHQ) n C(M
(6.5) dAb = - v e CL(E)

laq = 0

trivialmente, pois ¢ € Ct(ﬂ). Pele teorema (5.5) da segido anterior

temos, entao
(6.7)  ¢(x) = - JG(X,Y)(‘IP()’)dy = (Kg ) {x)

€.Q.D.

Teorema (6.3). O problema (6.1) € equivalente & equagido u=2iK.u

G
em LZ(Q).

Demonstracac. Se u & solucdo de {6.1), entdo u ¢ LZ(Q) e pelo

corolario (5.5) da segdo anterior, temos
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(6.8) u(x) = x | G(x.,y) u(y) dy
&

e portanto u = AKG u em LZ(Q). Reéiprocamente, suponha que

u e Lz(ﬂ) € solugdo de u = AKy u. Vamos provar que u € solugao
de (6.1). Em primeiro lugar, note que pelo lema (6.1)_podemos supor
que ueC(R) e temos uj,, = 0. Em particular u e L°(%). Entido
KGLIE Cl(n) n C{) pelos teoremas (5.3) e (5.4) da segdo anterior.
Mas entao u € Cl[ﬂ) n C{R), pois u =2 KGu. Aplicando novamente
os tecorcemas {(5.3) ¢ (5.4) sequec quc u=2X KGu £ CZ(Q) n C(2) e pe-
le corolario (5.5), € solugao do problema (6.1).

C.Q.D.

Lema (6.4). Seja u uma solugdo nado trivial {i.e., uma auto-fungdo)

de {6.1). Entao 1 > 0.

Demonstragdo. Suponha que u & uma solug@o ndo trivial e A < 0.
Entdo, utilizando a primeira identidade de Green (proposigdo (2.1)

deste capitulo) e o problema (6.1), obtém-se

(6.9) ¢ < - Alu]u) = (Au|u) = - [ IVul2 dx< 0 .
' Q

Consegiientemente, U & constante em € (por que?) e como ulBR= 0
segue u = 0, uma contradigao.

€.Q.D.

Combinando os resultados acima com o teorema espectral para ope-

radores compactos auto-adjuntos (secdo 4 do apéndice), temos, fi-

nalmente,
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Teorema (6.5). O problema (6.1} tem solugdes nao triviais apenas

para uma colegdo enumeravel {Aj}?=l < R satisfazendo
. -2
(6.10) 0 < ll < AZ Coaw lim A, = =, I A" <=
- - ) jre J j=1 J

onde os nimeros 151 sac os auto-valores do operador KG (e tém,
portanto, multiplicidade finita). Além disso, a colegio {¢j}?=l
das auto-funcdes normalizadas correspondentes forma um conjunto or-
tonormal completo em LZ(Q) .

Vamos agora fazer alguns comentarios sobre a aplicagdo do teore-

ma acima ao problema de condugio de calor. Seja 12(Z+} a colegao

i _ @ . @ z _
das seqliencias complexas o = {an}nml tais que nﬁlianl < w, En
tao 22(E+j € um espaco de Hilbert com produto interno (af8) =
= T a b, . A fungao

n=1 * 1
(6.11) ke Z' » £(k) = | £{x) 9 (%) dx

9]

€ chamada a transformada de Fourier de £ em relacio a {¢k}§=1 .
Note que os valores desta funcado sdo precisamente os coeficientes
de Fourier de f que aparecem na equagao I-(3.16). Se ac 22(Z+),

defina a transformada inversa pela formula

(6.12) o = ak ¢k

N e48
=

v 2 . -
Note que o = L"(R). O teorema acima mostra entdo que vale a

identidade de Parseval

2 o - 2
(6.13) % = £ |20 |
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e mais ainda, qualquer f = LZ(Q) pode ser recuperada de sua trans

formada utilizando a formula de inversdo

(6.14) £ = £()e, = () -

et
e g
—

Portanto, a aplicagao f » £ & uma isometria (i.e., linear,
- 2 2,0t
continua e preserva norma) de L°(Q) sobre &°(Z ) . Agora, se

fe LZCQ} . & fdcil verificar quec a série
(6.15) ulx,t) = I £(k)¢(x) exp (-2, t)
k=1

converge uniformemente (em relagao a t) na topologia de LZ(Q),
i.e.

(6.16) sup |]u(-,t)-—uN(',t)f|2 > 0

t>0

quando N-= . Também n3o & dificil provar que Hu(-,t)-—f(-)[b + 0
quando t ¢+ 0, e além disso (6.18) € a Unica solugao do problema
de valor inicial para a equacgao do calor no sentido descrito no
problema 8) deste capitulo. Caso f ¢ Cz(ﬁ) e f\aﬂ =0 & possivel
provar que as séries em (6.13) e (6.14) convergem uniformemente a

f, e uma solugdo cldssica do problema I-(1.1) com n=3 e 3@ de

classe C2 (i.e., a fungdao wu(x,t), assim definida,é continuamente
diferenciivel, uma vez em relacdo a t , duas vezes em relagdo as
varidveis espaciais em £ x (0,=} , a equacgao do calor € satisfeita
ai, e u(x,t) converge uniformemente a f quando t + 0). A de-
monstragéo destes Ultimos fatos pode ser encontrada no capitulo 25

de £397.
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Obsefvagio. Uma grande parte dos resultados deste capitulo vale em
<4

1Rn, n > 2, substituindo a solucdo fundamental F(x) por

(z0) Y tn x| , no=2
(6.17) F(x) = 5
Ej—n . ) n> 3
(2-n)w -
n/2 n

onde w = 2m I‘(n/z)_l & a 4rea da esfera unitdria em TR e

I denota a fungdo gama. A dificuldade no casoc n>3 & que o ope-

rador K. nao & compacte e & preciso iterar a equagdo u=2XK.u, o
que se torna rapidamente muito complicado. Para essas técnicas, ve-

ja o capitulo 6 de [12] .
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Problemas.

1} a) Use (2.3) para provar que existe no mdximo uma solugio do pPro

blema
7.
u e C°(%)
fu =0 em &
ul =ge CZ(BQ)
lag

b) Use {2.3) e (2.4} para provar que o problema

u e Cz(ﬁ)
Au =0 em @
u-gecton

nao tem solugao, exceto se J g(x)do(x) = 0 e que se esta condigdo
af
€ satisfeita, entdo qualquer par de solucdes difere por uma constan

te.

Observagac. Um resultado de unicidade mais geral que o de a) esta
demonstrado no coroldrio II-(3.3). O problema em a) com u = CZ(Q)r

nC{) e ge C(3) & conhecido come o problema de Dirichlet interior

classico. Ele & tratado no capitule III. O problema em b) com

u e Cl(ﬁ) ¢ g e C(37) € conhecido como o problema de Newmann in-

terior. Ele ndo sera tratado no presente trabalho. Para maiores in-

formacoes referimos o leitor a [18] e'[29].
2) Seja u(x) harménica em IR"\{0}, n>2, e esfericamente simé-
trica (i.e., u(x) =-g(r) ¥ x # 0, onde g:(0,») T & uma fun-

gdo e T=|x|}). Prove que

=
n
[

A 1lnr + B , se
nea = A 1"2"n + B

| v
W

, se n
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(Sugestdo. Use a regra da cadela para escrever Af em termos de

g(r).)

3} O objetivo deste problema & provar a reciproca do teorema do va-
lor médio (descrito ma observagao que segue o teorema I1-(3.1)) e
apresentar uma aplicagdo simples. Neste problema & €& um aberto em

®r'.

a) Seja @¢c¢ CZ(B(O,I) esfericamente simétrica {i.e., ¢(x) =¢(r)

para alguma Y& C:(HU, r= Ix{) e tal que J 9(x)dx =1. Defina
="
@r(x) = 53 ¢(%) e o= {x ¢ @] B{x,r) cR}. Prove que Qr¢ ¢ ¥V r>0

suficientemente pequeno e que Yy + @r(x—y) tem suporte em & Y

¥ X ¢ Qr.

b) Suponha que wu = C(f) e tem a propriedade do valor médio, i.e.

u =ty | udem) = 75 J u(x+Ry) do (v)

qmr
S(x,R) 5(0,1)

v B(x.R) < Q. Proveque se ¢ & como ema), entao

u(x) = | e (x-yluly)dy

mS

e conclua que u e ¢ (a)y .

(Sugestio. Calcule o lado direito usando a mudanga y -~ E%X e en

seguida, coordenadas esféricas.)

c) Use o teorema da divergéncia e coordenadas esféricas para provar

que J pudx =0 ¥ r suficientemente pequeno e conclua que
B(x,r) ‘
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Au =0 em 8.

d) Como aplicacio, demonstre o seguinte teorema de convergéncia: se-
- oo I - fd - * . - -

ja {u } _; uma seqiiéncia de fungdes harmdnicas convergindo unifor
memente & u em subconjuntos compactoes de £. Entao u & harmoni

caem Q.

4} Seja @ ®® um dominio. Uma fungdo u:f » R & dita sub-har-

In

monica em 9 se e sése ueC(Q) e V ae® e toda bola

B(a,R), tal que B{a,R) = & vale a desigualdade:

1
u{a) = > | uly)do(y)
4R
5(a,R)
Observe que o lade direito € simplesmente o valor médio de u so-
bre a esfera de centro a e IR3 e raio R. Uma funcao v:0 + IR
€ dita super-harmonica em  se e s6 se (-v) & sub-harmdnica em

8.

a} Prove que se u e C(R) & sub-harmdnica em @ e atinge seu mi-

ximo ai, entdo u & constante em .

b) Seja u:@ + R uma funcio de classe c?. Entdo u €& sub-har-

monica em R se e s0 se Au >0 em Q.

¢) Enuncie e prove- os resultados correspondentes a a) e b) no

caso de funcoes super-harménicas.

(Sugestao. Em a), imite a demonstracio do teorema II—{3.1). Para
provar o resultado em b), use a terceira identidade de Green para

mostrar

1

( - iy - PO JauOnay - phi [ u(y)do(y)-u(a)

B(a,R) 3B (a,R)
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e conclua dai o resultado).
5) Seja g € Lploc(ﬂfﬁ , l<p<= (i.e., g ¢ LP(k) em relacio a me-
dida de Lebesgue ¥ compacto X contido em ﬂfﬁ .

n - . - . -
a) Prove que se E c R € um conjuntc mensuravel limitado, entao

1im  sup lg(x+y)-g(x)|Pax = 0.
b0  {y|<h

b) Prove o lema II-(5.2) .

(Sugestdg. Para provar a), basta mestrar o resultado em bolas fecha
das centradas na origem. Nesta situagio, demonstre primeiro para fun
¢bes continuas e em seguida use um argumento de aproximacdo. Voce
vai precisar da desigualdade (a+b)p < Yp(ap+bp) ¥ a,beR nao-

negativos e Yp==max{l,2p}.)
b) Sejam (E.M,n) um espago com medida, [a,b] <« R e fIla,bIxE~+
- L tal que
a) t ef@a,b]l - f(t,y) & absolutamenfe continua para y £ E u-qtp.
b) £(t,+) € LI(E) ¥V ¢ ela,b]
1
c) == L (Ta,b]l xE}.
Entao a fungao

t e [a,b]l » g{t) = J £(t,y)duly)
E

& diferencidvel em [a,b] e sua derivada & dada por

g0 = [ e
E
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(Sugestao. A condicao em a) significa que

t
f(t.y) = f(a.y) + J %:Ef—(s,y) ds Y - u-qtp.

a
Use esta formula e as condigles em b) e ¢) para demonstrar que

t
J £(t,y)duy) = J f(a,y)du(y) + J [%(S,Y)du(ﬂ ds

a

e dai concluir o resultado.)

-

7) O objetivo deste problema & demonstrar o lema de Weyl: se o @&
aberto em R° e u & harmdnica no sentido fraco, entdo ueC (R)
e & harmdnica no sentido usual. Note que o teorema & valido em IR"
e que a demonstragao abaixo pode ser traduzida sem dificuldades pa-

ra o caso geral.

a) Seja ¢ e C:(B(O,l)), com ( p(x)dx = 1.5¢ u e Lioc(g) de-
R3
fina
1 -
ur(x) = ;? [ dy @(E;X)U(Y) , Xxe R

Q

Prove que u, e cT(R) e que u_ *u em Ll(n') ¥ Q' com fecho
compacte contido em &.

b) Sejam 2,.=1{x ¢ 2] B(x.r) c 9}l e ¥ C:(Qr]. Mostre que & é
nao vazio para todo r > 0 suficientemente peqﬁeno e que V¢ Cz(ﬂr).

¢) Suponha que uc Llloc(ﬂ) & harmonica no sentido fraco. Prove

que (Aur|¢) =0 V ¢ ¢ CO(Qr). Conclua que Au = 0 em Q..
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d) Como wu_ € harmdnica no sentido usual, vale a propriedade do va

lor médio. Usa-a para provar que

w.(x)= 2 3 J u{y)do(y)

dme”
4

T

B(x,R)

¥V X ¢ e suficientemente pequeno.

(Sugestao. Como u, & harmonica em §., vale a propriedade do va-

lor médio, i.e.

u () =7 le ! u.(yldel(y) .
m
S(x,R)

Integre esta identidade em R de 0 a €.}

e) Use a convergéncia provada em a) ¢ a igualdade provada em <c)
para concluir que wu_ converge a u uniformemente em subconjuntos
compactos Q. Segue portanto que u € continua em Q e vale a

igualdade )

u(x) = 33 J u(y)do(y)
B(x,R)

¥ xe@ V ¢>0 suficientemente pequeno.

e) Use a igualdade em d) para concluir que u tem a propriedade do
valor médio e terminar a demonstragio do lema de Weyl usando o pro-

blema 3.

8) Sejam g, ¢k’ Ak’ como no teorema 1I-(6.5} e £, \oi, como em (0.14) e (6.15}.

a) Se f ¢ Cz(ﬂ), use a segunda identidade de Green para provar

que (-A£)"(k) = Ak £f(k}. Em outras palavras, quando restrito a
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tais fungdes, o laplaciano € transformade em multiplicagao pela fun
cao kel +A, Mo espago 22(2 "y (nete que {Akﬁ(k)} e 22(2-+}

neste caso!).

b) Estenda o operador (-A) para LZ(QJ definindo um operador T,

com deminio D(T_ ) pelas férmulas
_ 2 a e 2.+
D(T,)) = {felL”(Q)] {}\k £} e (2
k=1
T, £ = (h £(K))7

Prove que D(T_)] & um subespago denso de Lz(ﬂ) e que T_ & um

operador linear.

c} Seja w(t) = u(+,t) € LZ(R), a fungdc definida em II-(6.18).

Prove que v satisfa:z

w(t) e L2 vt o0

oo T W), £ 20
w{0} = £ ¢ D(T )

onde a derivada & por definigdo o iimite em LZ(R) do quociente u-

sual. 0 que acontece se retirarmos a restrigac f e D(T )7

(Sugestao. Use a identidade de Parseval para calcular

||l@ﬂllﬂ_‘__ﬂ £ T v(t) ] )

d) Prove que a solugac do problema de valor inicial em c) & Unica.

(Sugestao. Use a transformada de Fourier).
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Capitulo III.
1. Introdugao.

O objetive deste capitulo & provar a existéncia da fungdo G(x.y)
utilizada no capitule anterior para demonstrar ¢ teorema de expan-
sio em auto-fungdbes para o problema T-(1.4). Mais geralmente, va-

mos provar a exist&ncia de solugio para o problema de Dirichlet

clissico, i.e.,

ue CHR) nC(®
(1.1) au(x) = 0, X g £
u| =g e C{3Q)
1Y

onde, como no capitulo anterior, & € R> & un dominio regular
(aberto, conexo, limitado com fronteira de classe CZ). Existem mui-
tos métodos pelos quais & possivel resclver o problema (1.1), cada
um deles apresentando vantagen§ e desvantagens (veja o capitulo 7
de [ 16 1). Dentre estes, adotaremos o que nos parece mais coerente
com a filosofia do capitulo anterior: {1.l) serd reduzido ao estudo
de uma equacdo integral no espago de Hilbert Lz(aﬂ). A motivacdo
para o método vem da terceira identidade de Green (teorema 11-(2.2)).

Entfo, se u & harmdonica em f e pertence a Cz(ﬁ), temos

]
(1.2)  u(x) = { (ucy) - (x-¥) - (¥ F(x—y)) do (¥)
y ¥y
a8
para todo x € 2. Pelo coroldrio II-(3.3), a fungio u € inteira-
mente determinada pelos valores de u em 3%, e portanto (1.2)

nio & uma boa representagio de u(x). A idéia & entdo desprezar o
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termo contendo E%i(y) e procurar uma solugioc da forma
b4

(1.3)  u(x) = J ¢ (y) 5%5(x—y)d6(y)
Y
el

onde ¢ & uma fungzzo a determinar. Como veremos, serd necessario
estudar ndo s0 as propriedades da funcdo definida por (1.3}, chama-

da um potencial da camada dupla, assim como as da funcao

(1.4)  w(x) = [ o(y) Flx-y)do(y)
1Y

denominada um potencial de camada simples. A terminologia introdu-

zida acima provém do estado da eletrostdtica: a fungido (1.3) & o
potencial eletrostatico determinado por uma distribuigio superfi-
cial (i.e., sobre 23R) de dipolos elétricos com densidade ¢(y}
enquanto que (1.4) €& o potencial eletrostatico gerado por uma dis-
tribuigdo superficial de cargas com densidade ¢(y). Para maiores
detalhes sobre as interpretacoes fisicas de (1.3) e (1.4), veja por
exemplo [24] oul 42]. Além disso, € preciso notar que o método esco-
lhido envolve uma grande quantidade de detalhes técnicos, cuja ex-
posicdo em totalidade tende a obscurecer as idéias bdsicas envolvi-
das. Por esta razdo, vamos no que se segue, substituir certas de-
menstragoes especialmente técnicas por argumentos intuitivos que
sdo normalmente apresentados em cursos de eletromagnetismo e que,
na nossa opinide, ilustram claramente as idéias em jogo. As demons-
tracdes completas podem ser encontradas, por exemplo, em [18] e
[29].

Finalmente, deve-se observar que os resultados deste capitulo

valem em K com n > 2 se F(x) & a fimgdo definida em II—fﬁ.ZO].
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Para generalizagdes, outros usos do método aqui descrito, e outros
pontos de vista sobre o problema de Dirichlet veja, por exemple,

Le 1, L11, 0193, 03 1, [L381.

2. Propriedades dos potenciais de camada simples e dupla.

Nesta secao vamos estabelecer algumas propriedades das fungoes
definidas pelas equacdes (1.3) e (1.4) da seclo anterior. Os resul-
tados que se seguem serdo usados adiante para provar a existéncia

de sclugdo para o probiema de Dirichlet classico.

Teorema (2.1). Seja ¢ e L”(aa) e w(x) o potencial de camada
simples correspondente. Entao
a) w(x) & harmonica em R¥\ 30 e tende a zero quando |x]=e.

b) w{x) estZ bem definida para x ¢ 30 e de fato w ¢ C(IRs).

Demonstracdo. A demonstragio de a) € muito simples. Em primeiro lu-
gar, utilizando o problema 6 do capitulo II, & facil mostrar que
podemos derivar sob o sinal de integral tante quanto quisermos. Por
tanto, W g Cw(ﬂks\aﬁ) ¢ em particular A&w = 0 poils AXF(x—y) =0.
A segunda afirmagio segue imediatamente do tcorema da convergéncia
dominada (prove!). A demonstragdo de b) & mais delicada. Vamos mos-
trar em primeiro lugar que w(x,) estd bem definida V x e 3. Co-

mo Y € Lm(BQ) basta provar que

(2.1) f _QQLXl_ < w

|77 |
R .
para cada x, fixo em 3R. Sejam r > 0, S, = % nB(x ,1) e
cos & = v -vy como na segao 3 do apendice e Ze T(x ) + (&,h(&)}

o

a parametrizacdo de Sr al introduzida. A integral (2.1) pode en-
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tdo ser dividida na soma das integrais sobre Sr e BQ\Sr. Agora,
existe .« > 0 tal que Ixo—yi_>_a ¥ ye an\sr e portanto a inte-
gral scobre aQ\Sr € finita. O problema & controlar a integral so-

-

bre Sr' Ndo ha no entanto problema algum, pois 3R & "localmente

wm R e a singularidade em {2.1) & do tipo }E}Hl que & localmen

. - 2 . .
te integravclem IR Mais precisamente

2.2 doly) . at 1 <
@ Jix,,-v: ° 2
S, - P(x,) (el +1h(e) %)
- a 2T
<2 -id?‘i]-=2( pdp[%=4ﬂa<4ﬂr<w
F(in') J0 o

onde introduzimos coordenadas polares El =pcosy, 52 =p sen vy
em TI{x )={¢ ¢ IRZI |E| <a}. Portanto w(x) estd bem definida em
3. Para provar que W € C(IRSJ , basta mostrar que w & continua

em cada x_ ¢ 32 e para isso & suficiente que

11
lx-y|  Ix, -yl

do(y) » 0

(2.3)  I(x,x,} = [

quando x + x . Sejam r'e (0,r) e §'=32 n3B(x .r'). Entdo, um
cdlculo explicito em coordenadas polares (como o de (2.2))} mostra

que

.

(2.4) ' J %%é%% < Cr' ¥ x e B(x,,r")
Sl

onde C > 0 & uma constante independente de x ¢ h(xo 4T ) ‘Ago.ra



| do(y) | |
(2.5). I(x.x,) < J TQ:%T + J .y | +
5" st
1 1
' TyT ~ TR | )

GIANCE

e portante, dado € > 0 podemos escolher r tal que cada uma das
integrais sobre 8' pode ser feita menor que €/3+ A terceira in-
tegral também pode ser estimada por e/z tomando x suficientemen

te proximo de X, pois pelo teorema da convergéncia dominada, se-

gue que

1 1 -
Ix_yt - X 7] do(y) = 0. \
i

C.Q.D.

(2.6} lim
XX

o IENS'

0 proxime passo & provar um teorema andlogo ao anterior para po-
tenciais de camada dupla. Para isso & conveniente, primeiro, intro-
duzir a notagdao K(x,y) =A§%i(x—y) e fazer alguns comentarios pre-
liminares. Note que K(x,y) pode ser escrito na forma

cos (x-vy, u?}
(2.7 K(x,y) = ———"

2
| x~y |
onde cos{x-vy, vy) = filX%, vy € o cosseno do dngulo entre os ve-
x-y

tores (x-y) e vy.
cos (x-y, uy)

& limitada
|x=¥|

Lema {2.2). A fung¢do (x,y) £ 30 x 3ap —

Demonstracdo. Seja x e 3Q. Vamos provar que existe vizinhanga aber

cos(x-vy, vy)
ta de x em 32 onde

g ———T}:vT—-— € limitada. Usando, ent3o, o
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fato de que 232 @& compacta, obtém-se o resultado. Sejam T > 0,

sr = 3R n B(x_,T),c0s § = v_ v £ e P(xoj — (£,h(E)) como na

X, y’?
segao 3 do apéndice. Fixe um disco fechado D centrado na origem
(i.e, em x_ ) e contido em T(x ). Entdo se x = (§,h(g)) e
y = (n,h(n)) com £&,n £ D, a férmula de Taylor, {[271 capitulo

XV} mostra que
(2.8)  h(&) = h(n) + ¥h(n) + (&-n) + R(&,n)

onde [R(&,n)] < %§E'|E-nlz < %%L lx-y|? | K >0 & uma cons-
tante positiva independente de x e yeC & o maximo dos supremos
dos moédulos das derivadas de h até segunda ordem em D. Agora, a

normal vy € dada por
_ _ %h _h
vy A{n) ( —agl(n), ——agztn), 1)

5h 2 3h AN
A(n) = (1 (E-(n)) . (Wz(n))>

portanto, usanéo (2.8) e (2.9), obtém-se

(2.9)

+

‘cos(x-y, v.)
¥ h{g)-h(n) - ¥h(n) + (E-n)
el o) Ix-y|*
cos(x-y,vy)

[y=x]

it

(2.10)

KC

Portanto, 2 5 ¥ x=(g,h(8)), ¥ y={(n,h(n)) com

E,ned e o lema estd provado.
€.q.D

0 lema (2.2) & crucial para a demonstragdo do seguinte resultados

Teorema (2.3}. Seja ¢ € Ll(aﬂ) e u(x) o potencial de camada du-
pla correspondente. Entdo

a) u(x) & harmdnica em R%\ 90 e tende a zero quando |[x] — =
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b) se ¢ e LT(dR) entdo u(x) estd hem definida para x & 30 e
pertence a C(3R).
Demonstragdo. A demonstragio de a) € idéntica & da primeira parte
do teorema (2.1) e sera deixada como exercicie. Quanto a b), vamos

provar em primeiro lugar que u(x) estd bem definida. Como ¢«

€ Lm(aﬂ), basta provar que

}COS(XD"Y, \’y)ldo-{y} < e ¥ X, € 3 .

ke -y |2

(2.11) ]
30
Jcos (x-y, vy |

Mas, pelo lema (2.2), -3 M > 0 tal que

fx-y|

<M ¥V (x,y) £32x23¢ e portanto, a integral em (2.11) & limitada
por
(2.12} M[ da (y) . o

an

pois como vimos na demonstragao do teorema (2.1), a integral em

(212) &€ finita. A continuidade segue se provarmos que

(2.13) iﬂo [ |K(x.y) - X(x_,y)|d (y) = 0
af
quande x e 32 tende a Xx_ € 39. Com a mesma notagdo que no teore-
ma (2.1) desta segéo, a integral em (2.18) pode ser dividida na so-
ma das integrais sobre S' e 39\5' e esta soma pode entdo ser

estimada por

(2.14) M J (]XEYI + [xﬂl_y[ ) do(y) + [IK(:J(,)’)-K(Xc ) [dogy)
: s’

S|
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0 resultado segue entao por um argumento anidlogo ao utilizado na
demonstragao da continuidade no teorema [(2.1).

C.Q.D.

0 teorema acima mostra que se ¢ ¢ L {3Q), entdo o potencial de
camada dupla estd bem definido em ]R3 e pertence a cm(le\an) n
n C(32). E natural perguntar se ele & continuo em RS, A resposta
€: ndo! De fato considere, por exemplo, o caso ¢{x) =1

¥ x e 3R e seja

{2.15) ul(x) = K{x,y)do(y) , S

ait

Note primeiro que se x & R'\[, a funcio y e § — F(x-y) &
harmdnica em © e de classe C2 em . Portanto, pela primeira
observacio que segue a demonstragdo da proposicio II-(2.1), temos
ul(x} =0 se x & R™\TW. Por outro lado, aplicando a terceira
identidade de Green (teorema II-(2.2)) a fungao u(x) =1 ¥ xeQ
conclui-se que uj(x) =1 Ve . Portanto, a fung¢ao ul(x) defi-
nida em {(2.15 apresenta uma descontinuidade quando se atravessa 3.

Mais geralmente

Teorema {2.4). Seja ¢ eI?(BQ) e u(x) o potencial de camada du-

pla correspondente. Entao, para todo x_ e 3R onde ¢ € continua,

temos

. ¢(x.)
(2.16) 1im wu(x) = + K(x_,¥}¢(y)}do(y)
X+X, 2
Xefl £l
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d{x ]
(2.17) 1lim u(x) = - —— + | K(x_,y)¢(y)da(y)
XX
xeR 3\Q 1Y,

Alem disso, se ¢ e C(3R), entdo os limites acima sao uniformes em
x, & oft.

A demonstracdo deste resultade € longa e muito técnmica, utili-
zando ferramentas do tipo empregado nas demonstragtes dos teoremas
(2.1) e (2.3) acima. Vamos agoranos limitar a um argumento intuitivo,
referindo o leitor a [181 ou [29] para uma demonstragio rigorosa.

A idéia fundamental envolvida & que se r > 0 €& suficientemente

$(£,0)

114

pequeno, entdo Sz I'(x)) = {E ¢ R?| jg] <al, o0y

v ye S, e

(2.18) J K(x,y)¢(y)do(y) s‘[ K(x,(E,0)5¢(E,ﬂ}d£ .

S, |£l<a

Considere agora o que acontece ao longo da normal Ve - Mais

o
precisamente, seja It} a integral do lado direito de (2.18) cal-

culada no ponto x = -t Ve s t > 0. Vamos tomar o limite quando

o

t + 0. Para isso, note primeiro que

-3
2 2,772
- -or(e? + BT
(2.19) K(-ty , (£,0)) = Lk
Introduzindo entdo coordenadas polares El = pcos vy, EZ = psen Y
no disco aberto {f e R?I |gl < a} obtém-se

a 2w -3
(2.20) 10 = 7 a0 [ ay ot (tPepel?

/2 #{pcosy,pseny, 0) .
0 0 ’

Introduzindo a mudanca de varidveis st = p, segue que
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a/t 2

(2.21) 1(t) = A}—ﬁ J ds ——2)~37~ J dy ¢(st cos v, st seny, 0}

] C

Portante, tomando o limite gquando t + 0 tem-se

, *° -3
(2.22) 1im I(t) = $(00.0) J s(aesy) 72 gs
e

0 .
d 2,71/ 2,732 .
Mas ag {1+s*) ) = - g(I+s7) demodo que a2 integral em
(2.22) & igual a 1. Comoe no sistema de coordenadas que estamos usan
do, x_ = (0,0,0), a equagido acima diz .que

$(x,)
-

(2.23) 1lim I(t) =
t+0

Agora, divida a integral que define o potehcial de camada dupla
u(x} na soma das integrais sobre Sr e 3O\S . Como em B3NSy
estd "longe" de X ., podemos tomar o limite quando x.¢ £ tende a

X € 3¢ sem problema

L]

X+X

(2.24) 1lim [ K(x,¥)9(y)da(y) = J Kix_,¥y)¢(y)do(y) .
xR IS, IS

Se r & "muito pequeno"” (no sentido pouco rigoroso utilizado aci-
ma}, a contribuigdo da integral em- S. € dada por (2.23), enquanto
‘que a integral do lado direito de (2.24) & a 1ntegra1 sobre toda a
fronteira. Portanto, pelo menos se o limite for tomado ao longo da
normal por dentro de Q, obtém-se a relagﬁo {(2.16). A relagao (2.17)

segue intuitivamente por um argumento anilogo.

Observagao. Note que, usando (2.16), (2.17) e os cpmenférios que se-

guem (2.15) temos



-72-

) 1 , X e f
(2.25) { K(x,y)}do(y) = /2, x e a0
0 , xe& RA\T .

a2

A demonstracdo rigorosa de (2.25) & na verdade o primeiro passo na
prova do teorema (2.4). O segundo passo & mostrar que existe cons-

tante C > 0 tal que

(2.26) [ K(x,y) [do(y) < C ¥ x= R
EE9)
0 terceiro e Gltimo ingrediente consiste em provar que se ¢aL?(mn
& continua em x_ ¢ 8@ e ¢(x ) =0, entdo o potencial de camada
dupla correspondente & continuo (note que esta informacdo estd es-
sencialmente contida em (2.16) e (2.17)!). O teorema segue entdo

ara uma ¢ € LM(BQ), continua em x & 8%, escrevendo
p a

- )
(2.27) ulx) = ¢(x )| K(x,y)da{y) +[ K(x,y) (¢(y)=-¢(x,))do(y)
J
CIy an

e tomando o limite quando x —x_ por dentro e por feora de R .
Finalmente, & preciso estudar o comportamento da derivada normal
de um potencial de camada simples sobre 9. Para isso, se V €

€ ﬁ%(ﬂ) n cl(mﬁ\aﬂl introduza

} av .

(2.28) s—(x) = lim v = Vix + tv, ) |,
av+ ° t40 X, a X,
v = 11 . vyl

{2.29) av—(xo) %13 vxo Vvix, t t uxo)

Definigdo. Se o limite (2.28) (resp. (2.29)) existir uniformemente

em x_ e232, diremos que v tem derivada normal exterior (resp. in
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terior) em 3.
Utilizando entdo o mesmo tipo de té&cnica usada nas demonstracdes

dos teoremas desta segdo € possivel provar ([181, [291)

Teorema (2.5). Seja v e C(32) e w(x) o potencial de camada sim-
ples correspondente. Entao, w(x) tem derivada normal exterior e

interior dadas por

S pix,)
(2:30) Fx) = = ¢ [ Krx)emdey)
* a0
w vix,)
(2.31) 5= (x)) = - ——— + | K(y.x)¥(y)da(y)
an '
Em particular, w%i{xo) - g%i(xo) = $(x,) ¥ x e 3Q .
. e

3. A solucado do problema de Dirichlet clissico.

Vamos agora descrever a demonstracao de exist@nécia de solucio
para ¢ problema [(1.1) deste capitulo. Como mencionado na introdu-

¢do, a idéia € procurar uma sclugdo da forma

(3.1} u(x) = [ K{x,y)¢(y)da(y)
TR

onde ¢ € a determinar. Tendo em vista o teorema (2.4) e a condi-

¢do de contorno u1 =g, espera-se que ¢ satisfaga a equagao
1Y)
integral
$(x,)
(3.2 glx,) = — + K(x,,y)¢(y)do(y)

1]
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com X_ & 3Q. E conveniente entao considerar a equagao (3.2) no es-

paga de Hilbert Lz(aﬂ). Defina entao

(3.3) T¢(x) = { K(x,y)¢(y)da(y) , x g 3R
3n

para ¢ € LZ(BQ). Como veremos abaixo, (3.3) define um operador
completo en Lz(an) de modo que a equacdo (3.2) pode ser escrita

na forma

(3.4) g = (:% + E)eb .

Mostraremos também qﬁe (1/2) nao & auto-valor de T, e pertanto,
pela alternativa de Fredholm (secdo 4 do apéndice), a equagdo (3.4)
tem uma Unica solucdo para cada g ¢ LZ(BQ). Além disso, se geC(R)
entaoc ¢ £ C{3Q) e portanto, aplicando os teorem=ss (2.3) e (2.4) da

secio anterior, segue que o potencial da camada dupla (3.1) (onde

¢ & a solugdo de (3.4)), & a Unica solugdo do problema deDirichlet
clissico. Passemos agora a demonstracgdo detalhada destas afirmagoes,
lembrando que os resultados de medida e integracao e teoria de ope-
radores em espagos de Hilbert utilizados abaixo est@o enunciados

nas segoes 1, 2, 3, 4 do apéndice.

Teorema (3.1). A equagdo (3.3) define um operador compacto em
12 (30).

Demonstrac@o. Em primeiro lugar, note.que a fungao vl(x) =

= J |K{(x,y)|do{y) , x ¢ 3R & continua. De fato
an

(3.5)  |vi(x) - vi(x)] 2 [ |K(x,y) - K(x,.y) |do(y)
a0 o
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e o lado direito de (3.5) tende a zerc quando x & 30 — X, e 3R
(veja a parte final da demonstracio do teorema (2.3)). Argumentos

andlogos mestram gue v,(y) = J |K(x,y) |[do(X), ¥ £ 30 também per-
1] .

tence a C(3R) (verifique!). Como 3R é‘compacta, v, e, v, per-.
tencem a L (3R). Seja C = méx{HViELn,llvsz }. Bscrevendo |K(X.y)|=

|1/2

1 . X
= |K(x,y) | /2|K(xg0 e aplicando a desigualdade de Holder com

p=9q-=2, temos

| 1 o
(3.6)  ITe(x)]| < [ asly) X 172 k! 2 e | <
82

17, 2 2
K(x,y) | [¢(¥)]|"do(y) 2

|~

[ |K(x,y}do (y)
3an ‘ e

/2
1 2
C /

I A

J IK(x,y) | l6(y)% do(y
0 '

Elevando ao quadrado, integrando em relagao a do(x)} e aplicando o

teorema de Fubini obtém-se

(3.7 |Tell5- [ ITo(x) 12 do(x) < ¢ J do (y)lery) [ Jdc(x) IKEx) | <
af an

< sl

Esta estimativa mostra portanto que T & um operador limitado em
LZ(BQ),— satisfazendo ||T|] <'C. Para provar que T & compacto va-

mos utilizar um argumento de aproximagdo. Para n = 1,2,... defina
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| 1
(3 8) K ( ) K(X!y) H |X-YI > /rl
. x,y) =
n 0 , |x-¥| < W

- ) 2
com (x,y) & 30 x 3R. Entdo € claro aue K e L (9ax3R)

e portanto os operadores definidos por
2
(3.9 (T, x} = J K (x.y)é(ydda(y) . ¢ e L7(50)
a8

sao Hilbert-Schmidt, e em particular, compactos. Seja v(x,y) =
cos(x-v, vﬁ

= TRy T de hodo que POT (2.7) da seg¢io anterior, temos
K(x,y) = —f£%§ﬁl' Aplicando o lems III-(2.2), segue que
(3:10) I 000 - 1, 460 < livll, | L o)
|x-y| <¥n

Agora, integrando em coordenadas polares, & fiacil verificar que
Vxedt, V n suficientemente grande

7 do( . K
(3.11) doln) o X

|x=¥)
!X_Yi < %ﬁ
onde K & uma constante positiva independente de X e n. Proce-

dendo entdo como na demonstracdo de (3.7) (i.e., escrevendo h—yrl=

-1 -1/ )
= Ix-y| Z 1x-v| 2 , aplicando a desigualdade de Holder etc.),

" obtém-se

(3.12)  |lTe-T, ¢il, < Xl 4ll,



=
¥ 4 E]?(BQ) ou seja, lim HT—TnH = 0 e portanto T & compactos
. N>

C.Q.D.

O proximo teorema € um resultado técnico que permite conectar os

. . 2
resultados obtidos em L°(3Q) com ¢ caso em que estamos realmente
interessados, i.e., g e C{3R). Sua demonstracic estd esquematizada

no problema 7 deste capitulo.

Teorema {3.2). Seja ¢ ¢ Lz(aﬂ) tal que %-+T¢ £ C(98Q). Entio
¢ e C(3%). O mesmo vale para T* (veja (3.14)).

Agora estamos em posigdo de provar que a equagio g = % + T¢
tem uma Gnicg solucgao para cada g e Lz(aﬂj dada. Pela alternativa

de Fredholm basta provar que

(3.13) <%+T’> £=0 —= f=0

onde T*, a adjunta de T em LZ(BQ), ¢ dada por
2
(3.14) (T* ¢3(x) = l K(y,x)${y)do (y} , ¢ e L7(20) .
3R

Se f ¢ Lz(an) satisfaz (%— + T*} £ = 0, ent3o pelo teorema (3.2)
temos f e C(3R). Seja w(x) o potencial de camada simples com

densidade £, 1i.e.,

(3.15) w(x) = J £ly) F(x-y)da(y)
E]9)

Pelo teorema (2.5) da secdo anterior temos

(3.16) D) = EX 4 (mrey(x) =0 v xean .
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Agora, para t > 0 suficientemente pequeno, defina

(3.17) 99, = {x ¢ R?l x=yrty,, ye e}
e sejam R > 0 tal que 238, < B(O,R) e Qt R © dominio compreen
dido entre aQt e 93B(0,R). Aplicando entao a equag¢ao II1-{Z.3)
a w e Qt R ¢ tomando o limite quande t + 0 e R » =, conclui-

se que Yw = 0 ém ]Rs\ﬁ e portanto w(x) € constante em Rs\gi
Aplicando o teorema (2.1} da segfo anterior, conclui-se que w(x) =

=0 em R \0. Mas entdo, em T temos

we €y n C@
(3.18) ¢ Aw = O
w| =0
a0
e portanto, pelo principio do miximo, conclui-se que w(x) =0

- g -
¥ x € %. Em particular, Eﬁi(x) =0 ¥ x ¢ 30. Aplicando entao
(3.16) e a Ultima afirmagdo do teorema III-(2.5), segue que

(3.19) £(x) = 22(x) - M) =0 ¥V xedm .
'

Em resumo, acabamos de provar

Teorema (3.3). A equagdo g = %% + T¢ tem uma Tinica solugdo para

cada g € LZ(BQ).

Corolario (3.4). Sejam g e C(3Q} e ¢ e LZ(BQ) a Onica solugio

da equagao g-= % + T¢ . Entio ¢eC(8Q) e a Ginica solugdo do

problema de Dirichlet classico & dada por
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ux) = | e eMOMdsly) .

¥
as

Demonstragao. A fungdc ¢ & continua pelo teorema (3.2}. Pela pri
meira parte do teorema III-{2.3}, u(x) & harmbnica em £, en-

quanto que pelo teorema II1I1-(2.4)

. $(x o) ap
lim u(x) = 7 + 5;—(X°—Y)¢(Y)dU(Y)
X+Xa y
XEJR a8k

uniformemente, e o coroldrio estd provado.

€.Q.D.

Observacdo. E natural perguntar quais sio as propriedades de dife-
renciabilidade da solugdo u(x) em 3. E claro que a resposta a

esta questac &€ determinada pelasproPIiedades de diferenciabilidade
de 32 e do dado f. E possivel provar, por exemplo, (veja a se-

cao 17 da parte 1 de[191), que se 3Q ¢ sz-kk, g e Ck(Bﬂ),

2m+k-2(§)_ Em

k=0,1,2,..., entao a solucdo u{x) pertence a C
particular, se 32 e g sdo de classe C, a solucdo pertence a

@ .
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Problemas.

1) Seja B = B(a,R) =& bola de centro a ¢ R° e raio R. E possi

vel provar que S& U € Cz(ﬁ) entdo vale a formula de Poisson.

u(x) = l Py p(xy) uly)doly) xeB

9B
1 RE-|xy]? - -
onde Pa !R(x,y) ZFﬁ'H|x—y| € o nocleoc de Poisson de B(x,R).
Note que
i) ¥y fixo, P, R[x,y) ¢ harmonica em x # y

ii) Paﬂﬁx,y) > 0 se X & B

iii) Pa R(x,y}dc{y) =1 ¥ xeB

aB

Resultados anilogos valem em IR', n > 2 {veja [18] pidginas 124 ¢

134, e [411, pagina 145).

a) Seja f e Ll(aB) e defina v(x) = Pa R(x,y)f(y)dc(y), x ¢ 3B .
2B

Prove que v € harmdnica.

b) Suporha que f & continua em x_ e 3B. Prove que lim v(x) =
X+X,
XeB

H

£(x ). Além disso, se f £ C(3Q) prove que a convergencia a f

LY

uniforme. Conclua que se £ ¢ C(30) entao v(x) €& a solugdo do
problema de Dirichlet classico em B(a,R).
(Sugestao. Usando iii} acima, note que v(x) - f(xo) =

= J Pa R(x,y)(f(y)-f(xa))dc(y) . Divida esta integral em duas par-
QB
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tes: uma "perto” de x_ ¢ a outra "longe'" de x_ .)

a

2) Suponha que u & harmdonica no aberto A ¢ RS, Use a formula de

- o -
Poisson para provar que u e C (A) e também para demonstrar o teo-

rema IT-(3.1}).

3) Seja u harmdnica no aberto }\EJRS e nao negativa, a e A,
beB(a,R)y cA e p= |b-al|. Use a fdrmula de Poissen para provar

a desigualdade de Harnack

Q%) (ﬁ—ﬁ) ua) < u) < (%)(%%) u(a)

4) Prove o teorema de Liouville para fungoes harmbnicas: se u £

harmonica em Hé e limitada inferiormente, entdc -u €& constante.

(Sugestao. Adicionando uma constante conveniente, podemos supor
u > 0. Agora aplique a desigualdade de Harnack e tome o limite

quando R + =) .

5) Suponha que u & harménica em O\{x_} e que 1lim [x-x_|u(x) =0.
X+X

Entdo u pode ser definida em x_  de modo que a funcdo assim ob-
tida & harmGnica em & . O ponto x_ & chamado uma singularidade

removivel.

(Sugestao. Sem perda de generalidade podemos supor x, =0. Seja
R>0 tal que E = B(o,R} < & e seja v tal que Av =0 em B,
v =u em 3B. A idéia & provar que v=u em B\{0} e portanto
definir wu(0) = v(0). Para isso, dado ¢ > 0, considere a fungao
glx) = u(x)-—v(x)-e(|x|_l—R) em B\B(0,8), 0 < & < R. Use o prin-
cipio do miximo e a hipdtese sobre u para concluir que g(x} <0

"'¥ €>0, ¥ & suficientemente pequeno. Tome o limite quando e+0
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para concluir u-v < 0 em B\{0}. Use argumento andlogo para ob-

ter v-u <0 em B{0}.)

6) Seja o = {xelR” |a< |x] <b}, n > 2. Resolva o problema de

Dirichlet em & com condigdes de contorno u x| =A, u x| =B
: X|=a x|=b

onde A e B sao constantes.
(Sugestao. Em vista da simetria do problema, procure solugao esfe-
ricamente simétrica. Use os resultados do problema 2) do capitulo

anterior.)

7} O objetivo deste problema € esquematizar a demonstragdo do teo-
rema III-(3.2). Vamos considerar o operador T . A demonstracdo &
precisamente igual para T* (na verdade, o método descrito abaixo
se aplica a uma grande classe de operadores chamados operadores com
singularidades fracas; veja o capitulo 3 de [(181). Dado € > 0 es
colha o & C(3@x3Q) tal que 0 <% <1, P(x,y) =1 en |x-y| < /2,
V(x,¥) =3 em |x-y| >e. Defina X, =Ky e K; = (1-¥)K e sejam

T, e T1 0s operadores integrais correspondentes.

a) Use a desigualdade de HUlder com p=q9q=2 para mostrar que se

ue Lz(aﬂ) entdo Tyu e C(3R)
b) Prove que o operador T, € limitado em Pe0), p=Z e p=o.

Mais ainda, tomando e suficientemente pequeno, podemos fazer a

norma de T come operador em LP(s0), p=2, p=«©, menor que :H?.

¢} Seja ¢ € Lz(aﬂ} tal que %-+T¢ e C(89). Defina g = %~FT°¢. Pro
ve que g & continua e que tomando ¢ suficientemente pequeno,
temos % = (1 f.ZTo)_lg = kgo(—ZTo)kg, (veja o teorema (1.2) da se-

¢ao 1 do apéndice).
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d) Prove que cada um dos termos da s€rie € uma fungao continua e que
[ - - - o
a série converge uniformemente (i.e., na norma de L (3R)). Isto ter

mina -a demonstragao.



8

Apéndice.

0.0bjetivo deste apéndice & apenas coletar notagoes, defiqigaes
e resultados utilizados nos capitules anteriores, de modo a tornar
este texto razoavelmente auto-suficiente. No que s¢ segue, apresen-
taremos apenas algumas demonstracdes, na sua maioria de maneira es
quematica. As referéncias para detalhes e resultados nao demonstra-

dos serao dadas no fim de cada secdo.

1. Operadores limitados e operadores compactoes

Seja (E,]

-1} um espago vetorial normado sobre . Uma seqiiéncia

(x.}° . em B converge a x ¢ E se e 56 se lim[x -x{/=0. Uma
n-n=1 — UL !

e~ . <« - - - -
X - = U.
seqiiéncia {x } _; & dita de Cauchy se e s0 se nl;TmH n x || =0
3

£ claro que toda seqiiéncia convergente & de Cauchy. A reciproca &,
‘em geral, falsa. Um espago vetorial normado mno qual toda seqiiéncia
de Cauchy converge a um elemento deste espago & dito um espago com-
pleto ou de Banach. Um espago de Banach cuja norma provém de um pro

duto interno (+|+*) (que convencionaremecs como sendo linear na pri-

Exemplos. 1) O espago " munido do produto interno usual & um es-
pago de Hilbert.
2) 0 espago C([0,11) das fungBes continuas de T[0,1] em & muni

do da norma do sup, i.e., || £}l _ = sup |[£(x)|, & um espago de
xel0,

Banach’, mas ndo de Hilbert.
3) 0 espagco C([0,1]1) do exemplo anterier, munido do produto inter

1
no (flg) = J' f{x) g{x)dx, ndo € completo. Seu completamento em
0
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relagio & norma proveniente deste produto intermo € o espacgo

2 - . -
E'(C0,1]) descrito na proxima secdo.

4) Seja Z a colegdo dos nimeros inteiros e defina QP(ZD como

sendo a colecdo das seqliencias complexas a = {anamlxleZﬂ tais que

+oo
{1.1) HaHII;=E la |P <=, Lep<e

(1.2) llall =suwp  Jal <=, pme .
w© n .

Entdo, &F(Z) munido da norma ||-[p definida acima, &€ um espago
de Banach. Mais ainda, 2P(Z) & de Hilbert se ¢ sd se p = 2 e,
neste caso, 0 produto interno correspondente g

+o0

(1.3) (alb) = = a B .

Os espagos RP(Z) sdo casos particulares dos espagos LP(Xﬁq,u),

definidos na segao 2.

Um operador linear em E ¢ uma funcdoc T:E-~E tal que

T(ax + 8y) = «Tx+ BTy ¥ x,yeE, ¥ a,8 e L. T & dito limitado

se e sd se existe C > D tal que
(1.4)  JTxil < cil x| ¥ xeE .

E facil provar que

Teorema (1.1). Seja T:E—E linear. Entd3o as afirmagdes abaixo

sdao equivalentes:

a) T é limitado,
b) T €& continuo nia origem,
c) T & continuo.

Seja B(E) a colegio de todos os operadores limitados de E em
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E e .defina

(1.5) ||T|l =inf {C > 0| |[Tx|{ <C ||x|]] ¥ x ¢ E}
para T e B(E). Nio & dificil mostrar que T e B(E) — [|T{| define

uma norma em. B(E) e que, se E & de Bamnach, entdo B(E) munido

desta norma, também & de Banach. E possivel provar que

(1.6) |7l

70 1] xu NN

T
s Al
o<fixiza NIl
Note que Tl‘ T2 € B(E), entao o operador T = T1 TZ’ definido por
Tx = Tl(Tz(x)), também pertence a B(E) e sua norma satisfaz

.7y HTlh =it i NIT

NN

Exemplo. Considere C([0,1]) munido da norma do sup e seja
k(x,y) € C([0,1]1 x [0,1]). Defina o operador integral com niicleo

k(x,y) (em €([0,11)) pela formula
1
1.8 X0 = | ke 6 € C([0,11)

o]

Como [0,11x[0,1] & compacto, segue que k(x,y) & uniformemente con
tinua e limitada. Usando estes fatos, & fdcil ver que K¢ e C([0,17)

¥ ¢ ¢ C(£0,11) e satisfacz

(1.9)  |IKeil, = ikl Hoil,



-87-

onde || k|| = sup |k(x,y)|. Portanto % & B(C[0,1]1} e satis
£0,11x00,11 -
faz ||K|i < [kj|, . Cabe perguntar se |[K|| = |[k|[_. A resposta & ndo,

em geral. Tome, por exemplo, k(x,y)=y. Entdo ||k[|, = 1. No en-

tanto
1 1
(1.10)  Ket)] < Hloll, | vay = Lilell,
o]

¥ ¢ e C([0,11) e portanto [[K]| < /2. pe fato, |[|X|| = Yo, pois

tomando ¢ {x) =1, x e [0,11, segue que (K¢ )(x) = % v xel0,17,

e como K|l = sup ||K4l|, temos
Il ell=1
1, 1
(1.11) 3 =iKe ll, = sup |Ixéli =Kl <35 .
liell=1

Um operador T e B(E) & dito inversivel (em B(E)} se e sd se

existe S ¢ B(E) tal que

(1.12) TS = ST = I

onde I denota a identidade em E. Neste caso, escreveremos S =T'{

Um fato extremamente importante e 4til €

Teorema (1.2). Sejam E um espago de Banach e T g B{(E) tal que
|| Til < 1. Entdo (I-T) & inversivel e seu inverso & dado pela sé-

rie de Neumann

Tn

0

(1.13) (-7t =

I t1 8

n

onde a convergéncia vale na norma de B(E). Além disso
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(1.14) [a-m7H < a-fTpt

Demonstragdo. Usando a desigualdade triangular e (1.7) desta segio,

obtém-se
M a M n
(.1s) Jfe T < T {TfT—0
n=N n=N
N n .
quando M,N -+ = . Portanto SN = £ T & uma seqiincia de Cauchy
n=0
em B(E). Como E & de Banach, B(E) também o &, e portanto exis-

te S £ B(E) tal que S = lim SN na norma de B(E). Agora, note
N-reo

que Y N inteiro positivo, temos

(1.16) Sy (I-T) = (I-T)Sy = T - N+l
Tomando o limite quando N + «, obtém-se (1.13), pois [{T[{<1 e
portanto ¢ < lim H’TN+1H < 1im||T||N+1 = 0. Quanto a (1.14)
N-+o N
-1 o> no_ ‘ jy-1
117 jla-n < 2 i Th™ = -l
n:

C.Q.D.

Seja E um espago de Banach. Um operader linear T:E » E e di-

to compacto (ou completamente continuo) se e sd se ¥ S5 limitado

contido em E, a imagem T(S) « E tem fecho compacto. Equivalen-

- - - o 3 =

temente, T & compacto se e sO se qualquer que seja {xn} limi
n=1

tada, a seqiiéncia {T(xn)}n_ contém uma subseqiiéncia convergen-

te. A colegdo de todos os operadores compactos de E em E serd
denotada por B {E). E facil ver que se T e B (E), 'entao TeB(E).
Se dim E < », a reciproca é verdadeira. Caso dim B = =, este

resultado falha: a identidade & certamente limitada, mas nic & com-
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pacta.
Exemplo. Seja K o operador integral com nidcleo k(x,y) definido
em (1.8). Entao K e B_(C([0,11}). De fato, pelo teorema de Arzela-
Ascoli ([26] capitulo 3) basta provar que se {6 ). . & limita-
da, entio {K¢n]:=l ¢ uniformemente limitada e equicontinua. Mas estes

fatos seguem das estimativas.

(1.18) K ¢l < Ii kIl

nile < I

w 10l < Mk, ,

n
(1.19)  [Ko(x)-Ko(x') | <M sup {k(x,y)-k(x',y)!

onde H¢n|hni M ¥ h, lembrando que k{x,y}) € limitada e unifor-
memente continua em [0,1]x[0,11.

Algumas propriedades importantes dos operadores compactos sSao

Tecrema (1.3). a) Se T, S € B_(E), entao aT+B Se B _(E) Vofel.

b) Se T e B (E) e S e B(E), entdo T8 e ST sao opefadores
compactos.

c) Se {Tn}:=1 ¢ B_(E), T e B(E) e T, .tende a T na norma de
B(E), entdo T & compacto.

As partes a) e b) do teorema acima S3o consequeéncias imediatas
da definicao de operador compactc. A terceira afirmacaoc segue da de
finigio combinada com a desigualdade triangular e o método da se-
gliéncia diagonal (veja[30 1, capitulo VI). Deve-se notar que c) &
uma ferramenta poderosa para provar que certos operadores siq com-
pactos. Este método foi usado na demonstracido do teorema III-(3.1).

De agora em diante, até o fim desta seglo, vamos considerar ape~¥

nas o caso em que E = H € um espago de Hilbert com produto inter-

no (+|+). Muitos dos resultados e definigdes que se seguem podem
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ser generalizados para espacos de Banach. Vamos nos limitar a espé—
gos de Hilbert por simplicidade, uma vez que todas as aplicagoes

que fizemos no texto acima foram em espagos deste tipo. E conveni-
ente; antes de mais nada, descrever algumas definicOes e resultados

basicos. Um funcional linear continuo & uma fungio &£:H —[L 1linear

e continua. E fdcil ver que |[2]} = sup{|2(¢}|:¢ e H,[¢]i =1t <= e
que & — ||2|] define uma norma na colegdo H* de todos os funcio-
nais lineares continucs em H. O lema da representagao de Riezs mos

tra entao que H e H* s3o essencialmente o mesmo espago. Mais pre

cisamente

Teorema (1.4). Seja o ¢ H fixo. Entao 2¢(¢) = (¢]¥) & um fun-
cional linear continve. Reciprocamente, se £:H—E€ & um funcio-
nal linear continuo, entado existe um Unico ¢ € H tal que R = £¢’
ive., 2(9) = {o|v) ¥ ¢ e H. Além disso, [{&] =1lvil.

Agora, se T & B(H), vamos definir a adjunta T* do operader T.
'Note que para cada ¢ e H, a aplicagao ¢ € H — (T¢|¢) define um
funcional linear continuo. Portanto, para cada ¢ ¢ H, existe um
finico n e H tal que (T¢[w) = (¢|n) ¥ ¢ ¢ H. Defina, entao,
T* v = n. B ficil mostrar que a fungao ¢ ¢ H—T*yzH €& um ope-
rador linear continuo em H e [[T|| =||T*]|. Observe que T* satis
faz (Toly) = (o|T*¢¥) ¥ ¢,¥v € H. Um operador T = B(H) & dito
auto-adjunto se e s& se T = T*. Note que (T+§)}* = T*+5S*, (I8)*=
§*T*, (@T})* =a T* ¥ S,T e B(H), Yael equese T & inversivel, entao
" T* também o &, e (37! = (T_l)*.
Finalmente, um operador T e B(H) €& dito de posto finito se ¢

50 se existem ¢ j’w i j =1,2,...,k tals que
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(1.20) Té =

o=
[

(¢]v)0. V ¢eH.
j 1773

E fdcil ver que neste caso T ¢ BG(H). Os operadores de posto
finito tém um papel muito importante na teoria dos operadores com-
pactos em espacos de Hilbert: eles fornecem uma reciproca para o

teorema (1.3), neste caso. Temos

Teorema (1.5}. Seja T ¢ B_(H). Entdo, dado e > 0, existe T, de

posto finito tal que HT‘TE||E_E-

Demonstracdo. Seja S = {¢ € H| ¢l = 1} . Como T(S) tem fecho
compacto, existem $l,..., ¢n em T(S} com a seguinte proprieda-
de: dados € >0 e ¢ € S, existe jed{l,..., n} tal que

'HT ¢ - wj§|< e. Seja V o espago gerado por {y;,..., ¢i},
{el,..., ek} uma base ortonormal para V e P a projegdo orto-

gonal sobre V, 1i.e.

0 e

(1.21) PE ¢ =

1(¢|ej)ej -

]

Entdo T_ = P.T & de posto finito pels ¥ 4 e H temos

(1.22) TE¢ =

I3 =

; 1(¢lT*Ej)ej .

Como Pe ¢ a projegdo ortogonal sobre V, T€¢ = P€T¢ € o elemen
to de V = P_(H) mais proximo de Tg¢, (verifique!). Mas wje'V Y j

e portanto
(1.23) ||T¢-T€ oll < HT¢-¢j|}< e ¥jell,..., nhV ¢ = 5. Toman-

do o sup sobre ¢S, obtémn-se o resultado.
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Observagde. O resultado acima &€ falso em espagos de Banach. Em 1073

P.Enflo [15] deu um contra-exemplo em um espagce de Banach separa-
vel e reflexivo!

Finalmente, deve-se notar
Teorema (1.6). T e B (H) se e s6 se T* € B_(H).

Demonstragdo. Suponha que T ¢ B _(H). Entdo, dado ¢ > 0, existe
T, de posto finito tal que HT—TE|i< € . Agora, € fdcil ver que se
S & de posto finito, entﬁé §* também o &. Mas entao |IT*—T;H =
|| (T - TQ*‘-ﬂIF— || <e, e portanto T* & compacto pelo teorema

(1.3) desta segao. A demonstracZo da reciproca & a mesma, uma vez

que é facil verificar a igualdade T** =T,
C.q.D

Os resultados desta segdo, assim como generalizagBes e maiores
informagdes sobre operadores limitades e compactos podem ser encon-

trados em [ 18131, [ 291 [ 301 [ 331

2. 0s espagos LP(X;mu) .

Sejam ¢ © conjunto vazio, X # ¢ um conjunto qualquer e & (X)
0 conjunto das partes de X (i.e., a colecdo de todes os subconjun

tosde X). Uma o-dlgebra em X & uma coleciio ™ <P(X) tal que

i} ¢ YL
(2.1} ii) 8§ eM = X\ 8§ em
iii) {s. }1 1 e = LJ S ey,

-

0 par (X,m) & chamado um espago mensurdvel. E claro que F(X) &

una o-ilgebra. Se § <@ (X), a o-dlgebra gerada por J & a inter
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secao de todas as o-dalgebras que contém 4 {existe pelo menos uma,
a saber & (X)). Note que a o-algebra gerada por 4 & em sentido
Sbvio a menor o-algebra que contémd . Se X & um espago topo-
1logico, a o-dlgebra gerada pela colegio dos abertos de X & cha-

mada a o-algebra de Borel de X. Esta o-algebra serd denotada

por ®(X) e seus elementos sido chamados os conjuntos borelianos de

X. Além dos exemplos de o¢-&1gebras descritos acima, & interessan

te notar

Lema (2.1}. Seja (X,M) ‘um espago mensuravel. a) Se Y#¢ €& um
conjunto qualquer ¢ f:X —Y €& uma fungac, entao a Tn? =

= {8 c Y| f-l(S} e} € uma o-dlgebra em Y. b) Se Y < X, entdo

my ={SnY|Sem} €& uma o-dlgebra em Y.

Nosso préximo objetivo & introduzir o conceito de medida. Para
isso & preciso, em primeiro lugar, introdurir o intervalo [0, =].
Isto se deve basicamente ao fato que queremos integrar sobre conjun
tos de ‘"medida" infinita (afinal de contas, a reta tem comprimen-
to infinite!}. Além disso, & conveniente poder considerar fungoes
que tém ndescontinuidades infinitas". Seja entdo o um simbolo que

satisfaca as seguintes condigoes

X < @ , ¥VxeR

X + o = w + X = o | ¥Y¥xeR ou x ==
(2.2)

X » o =om » X = » ¥ x e R, x > 0

0 intervale [0,] consiste do intervalo [0,»)} acrescide do
simbolo « com as propriedades {2.2) e munido da ordem usual exten

dida pela relagao x<« V¥ xe R. Uma medida positiva no espaco men
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suravel (X,0) & uma fungio p:™M — [0,»], tal que

(2.3}, w{¢) =0 ,
(2.4) pClUs ) = ¢ p(s)
n=1 1 n=1 n
¥ colegao {Sn}:=l <M, tal que SnnSm =¢ se m#Fn. A tri-

pla (X, m,s) & chamada um espago com medida. Se SeM e u(8) =0,
diz-se que -S§ tem medida nula. Se uma propriedade P vale V¥V x
fora de um conjunto de medida nula, diz-se que P wvale em quase
toda parte e escreve-se P u-q.t.p. Assim, pot exemplo, se f e
g sao fungbes de X em um conjunto Y e pi{x|f(x) #g{x)}=0, diz-se

que f e g sao iguais em quase toda parte e escreve-se f = g

H=-q.t.p.
Exemplos:
1) Seja Z a colegio dos niimeros inteiros, e considere (ZG@).

Defina a medida de contagem por

#(8), se § € finito
(2.5} u(s) = )
C , Se S e infinito

onde # (S) & o nlmero de elementos de S.

2) Considere (R", 3 (R™)). vamos definir a medida de Lebesgue na

o-algebra de Borel de R". Para isso seja, em primeiro lugar, um

conjunto da forma
(2.6) I = (a;.by) x (a,,b,) x.. x(a_.,b )
onde qualquer dos intervalos (ai,bi) pode ser infinito e defina

2.7 ' u(1) = (bl —al)(bz—az)... (bn—an) .
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Agora, seja ¥ a colegdo de todas as unides disjuntas de conjuntos

a

oo .
da forma (2.7). Se UJ I e’ ., introduza .
n=1
(2.8) w (U )= £ u()
n=p 1 n=1 n

-

Finalmente, se S ¢®(R"), defina a medida de Lebesgue de S pe-

la formula

(2.9)  w(s) = influ(U 1) (8 U 1 7}
. n=1 n=1

3) Seja Q « R; um dominio regular, i.e., aberto conexo, limitado
com fronteira de classe Cz. Vamos agora definir a medida do(y),
utilizada nos cépitulos IT e III do texto. A condigde 3¢ C?
garante que V x_e30 podemos escolher r > 0, tal que Sr =

= 32 n B(x_,T) pode‘ser parametrizada, apds uma mudanga de coorde-
nadas conveniente, como o grdfico de uma fungido de classe CZ. Além
disso, & clarao que podemos escolher r > 0, de modo que cos@ =

= vty > Y2 ¥ y es . Isto & itustrado nas figuras abaixo

<

3 | Ax,
h 13 I'ix_)

A

L 4

Mais precisamente, Sr € representada na forma EeT(x )—(E,9(8)),

onde ¢ € uma fungido de classe c® definida na projecdo T(x 3} =
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=‘{E€H@ E] < a} de S, saobre o plano tangente a 39 no ponto

X . Podemos agora introduzir uma medida em S. a partir das seguin
tes consideragOes intuitivas. Seja y e S, e do{y) um "elemento
de superficie" em torno de y . Projetando du(y) sobre o plano

tangente a 3 no ponte X_, Vemos que

dg

(2.10) do(y) o

.,

“asty) -

onde dS(y) & o "elemento de superficie'" do plano tangente a 3Q

no ponto determinado pela projecdo de do(y) e di € a medida de

Lebesgue em IR desta projegao. Esta situagio & descrita na figu-
ra abaixo.
v
X, ! ///vy
8
dg,
- - >2

do(y)

Entao, se A € um conjunto de Berel em Sr’ podemos definir

(2.11) o(A) = [ -Cods—gﬁ
-1
Come 3R & compacto, podemos cobri-la por uma coleglo finita de
conjuntos do tipo S, e & possivel verificar que as medidas assim
introduzidas coiﬁcidem nas intersecdes de tais conjuntos. Agora &
facil extender as medidas.definidas nos conjuntos da cobertura fi-

nita a uma Unica medida o definida em B (3%). Na verdade esta me-
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dida também n#o depende da cobertura escolhida e & muitas vezes cha

mada a medida geométrica natural sobre 32. A construc@o acima pode

ser repetida sem dificuldades para um dominio regular @ < R, u-

n-1 Para maiores detalhes so-

tilizando a medida de Lebesgue em IR
bre medida e integragido em espagos topoldgicos de Hausdorff local-
mente compactos, veja por exemplo [ 28], capitulo XII (em conexdo
com a construgdo discutida acima, veja especialmente o teorema da
segdo 5 e seu corolidrio).

Resta introduzir a definigf@o de integral. Para isso & preciso,

em primeiro lugar, dizer que fungdes vamos integrar. Seja (X,M,u)

um espago com medida., Uma fungde f:X—IR & dita mensuravel em re-

=

lagcao a M se e sd se f—l(S) eM v S eB(R). Uma funcao
f:X—C & mensurdvel em relacdo aY¥| se e s0 se suas partes real e
imagindria s&o mensurdveis em relagio a ™. Uma classe de fungio

mensurdvel extremamente importante sdo as funcdes simples. Elas sao

fungoes da forma

(2.12) s(x) = g oy x, (x}

onde o, e £, A; ef, i=l,....n e ¥, denota a funcao caracteris
tica do conjunto A, i.e.
1 [ s¢€ X € A

2.13 )
( ) oxpfx  se x£A

Agora, se S ¢, a integral de uma funcio simples sobre S €& de-

finida por

(2.14) s(x}du(x) = )
i

n a2
=

a u(Ai n §)
s .
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Se f:X—[0,»], define-se a integral de £ sobre S como sendc

(2.15) [ f(x)du(x) = sup J s (x)du(x)
S S

onde o supremo & tomado sobre todas as fungdes simples tais que

0 <s < f. A fungdao f & dita integravel sobre S em relacio a

¥ no sentido de Lebesgue se € 50 s

(2.16) [ f(x)du(x) <w .
S
Se f:X;*-[-m,w] (onde(-«) & definido analogamente a (+«)}), in-
troduza £ =max {£,0} e f =max {-£f,0} de modo que £-= A
E possivel provar que f & mensuridvel em relagcdo a ™M se e sd se

+ - ~ . ~ - . - -~
f° e f o0 szo. Diz-se entao que f & integrivel em relagio a

- + - .
¥ sobre S se e 50 se f e £ o sao, e define-se

(2.17) [ £(x)du(x) = j £ (x)dp(x) - [ £ (x) du (x)
S S s

Finalmente, uma fungdo £:X — € & integravel em relagdo a u so-
bre S se e s0 se¢ suas partes real e imagindria o sdo, e introduz-

sé

(2.18) { f(x)du(x) = J Ref(x)du(x) +1i [ Im £f(x)du(x) .
S 8
Deve-se notar que para I em qualquer das classes de fungdes
consideradas acima, vale o seguinte resultado: f & integravel se
e s se |f| & integravel. Agora, seja LP(X,M,1) a colegdo das

f:X —L mensurdveis em relagdo a M., tais que
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(2.19) [ P dp(x) <w , 1<pew
< ‘

E relativamente fdcil verificar que os conjuntos assim definidos sao
espacos veteriais. No entanto nio € possivel usar a integral do la-
do esquerdo para definir uma norma, pois duas fungSes que diferem em
um conjunto de medida nula tem a mesma integral. A sblugﬁo da difi-
culdade €& simples: passa-se ao quociente pela relacio de equivalén-
cia fnog se esdse £f=g w-gqg.t.p. A colecao de classes de

equivaléncia assim obtida forma um espago vetorial com a norma
1/

1 _ P P
(2.20) |18}, = | [ £0 P dnco

onde f €& um representante da classe de equivaléncia {f}. 0s es-
pacos vetoriais normados assim definidos sao denotados por
Lp(X,Tm,u) . Todos sao espagos de Banach. Além disso, LP(X,ﬂT,u)

& de Hilbert se e s6 se p=2. Como na verdade ndo ha possibilida-
de de confusdo, & usual escrever f£ e LP(X.M,u) e Hfih) para
denotar os elementos e a norma em LP(X,Tn,u) onde f & um repre-
sentante qualquer da classe de equivaléncias em questdo. Finalmen-
te, para definir L7(X M ,u) & preciso generalizar a idéia de su-

premo. Uma fungio mensurdvel f£:X —C & dita essencialmente limi-

tada se e sO0 se existe g:X— L 1limitada, tal que fag. A colecao
das classes de equival&ncia de fungBes essencialmente limitadas (pe
la relagdo f v h se e sod se £=h w-q.t.p.) ¢& denotada por

L(x,m,u) . Se £ e L7(X,™M,u), podemos definir

(z.21) |||l =inf{sup|g(x)| | g ~ £} .
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0 lado direito de (2.21) & muitas vezes chamado o supremo essencial

de f. A aplicagdo f —||f]| torna L°(X,M,u) um espago de

Banach (mas nao de Hilbert).

Exemplos. 1} Os espacgos Pz ,e (m), W),l<p<e, onde u & a me-
dida da contagem definida em (2.5) sao precisamente 05 eSpagos
2P(7Z), definides em (1.1) e (1.2) da segio anterior.

2) Os espagos LP(R", & (R™,n) onde u & a medida de Lebesgue,

saQ 08 espagos P usuais em R". Neste caso, escreve-se por sim
plicidade, dx ao invés de du(x) . Fsta notacdo foi utilizada
nes capitulos I, II, III, assim como na definicao da medida geomé-

trica natural dada acima.

3) O0s espagos LP(s0,6 (39),0) sdo os espagos LP  definidos em
3 . O espago LZ(BQ) = LZ(BR,E:(BR),G) foi utilizado na solucado
do problema de-Dirichlet no capitule III.

De volta 4 situagdo abstrata, seja (X,Tn,uj um espago com medi
da. Daqui por diante, quando ndo houver possibilidade de confusio,
escreveremos simplesmente LP(X) = LP(x,m,u) .

Teorema (2.2). (A desigualdade de Hdlder). Sejam £ ¢ LP(X),gEIF(XL

onde % + % = 1. Entao o produtoe fg e Ll(X) e

(2.22) llgelly <li£l, llell,

Teorema (2.3). {0 teorema da convergéncia dominada). Seja {gn}i=l
uma seqiiéncia de fungles naoc negativas e integraveis convergindo

uw-q.t.p. a uma fungdo integravel g. Seja {f } uma seqiliencia

de funcdes mensurdveis tais que [f | < g e £~ converge a

f p-q.t.p. Suvponha qué ifg(x)du(x) =1im J gn(x)dymx) , onde
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S £ M. Fntao

f(x)duf{x) = lim fn{x)du(x)
e
S S
Observagdo. O teorema (2.3) & uma generalizagao do teorema da con-
vergéncia dominada usual. Na sua forma mais simples e mais conheci
da temos g, =g ¥ n. Paraa demonstragio, veja [ 35) (teorema 16
do capitulo 4, para o caso da medida de Lebesgue né reta e proposi-
¢do 18 do capitulo 11, para o caso geral).
Seja (X,M ,u) como acima. A medida u & dita finita se
ufX) < ». Ela & dita g-finita se X pode ser escrito como uni-
o enumeravel de conjuntos mensurdveis (i.e., elementos de M) com
medida finita. Se (X,™M,u) e (¥YMN,v) sao espagos com medida,
seja M amn a o-algebra gerada pelos conjuntos da forma MxN,
Mem, Nen. E possivel provar:se f:XxY —~{ & mensurdvel em re
lagio a M @M, ent8o para cada x e X, a fungdo y & ¥ — £(x,y)
& mensurdvel em relacdo a YU . Afirmagio andloga vale para

Xx e X —£(x,¥y) com y f£fixo. Pode-se entdo provar

Teorema (2.4). (0 teorema de Fubini). Suponha que u e Vv sido me-
didas o-finitas e que f & mensuridvel em relagio a ™ 8M . En-

tao

(2.23) l l [£x,y) [dv(y) )du(x) <=
X VY

se e sO se
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(2.24) J J [f(x,y) |du(x)}du(y) < =
Y X

e neste caso as integrais repetidas acima s3o iguais.

Observacdo. E possivel provar que existe uma dnica medida produto

usualmente denotada por u & v , definida em ™™ & Y} tal que
M Bev {(MxN) = pMV(N), ¥ Me™, N eY. Neste caso, (2.23) e
(2.24) sdo equivalentes a integrabilidade de f em relagdc a uBw

e vale a formula

(2.26) [ flx,y)d {(u8v) (x,y) ={ l flx,y)dv(y)|du(x} =
XxyY X Y

= J { f(x,y)du,(X)> dv'(y)
vy Vx

Finalmente, vamos considerar alguns operadores integrais em

LZ(X]. Suponha que y & . o-finita e seja k(x,y) & LZ(XXX) =

= Lz(X xX, ™ @M, u8w e defina o operador integral com niicleo

k(x,y) enmn LZ(XXX) pela férmula

(2.27) (X ¢)(x) = chx,mmducy)
X

¥V ¢ ¢ LZ(X) . Temos

Teorema (2.6). K ¢ B(LZ{XXX)). Alem disso, K* & o operador inte-

gral com niicleo k(y,x). Em particular, K=K* se e sb se k(x,y) =

=k(y,xJ, nwéu-q.t.p.
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Demonstracao. Note que aplicando o teorema (2.2) desta 5e¢ao com

r=q=2, obtém-se
r ",
{2.28) [Ko(x)] < [ Ik(x,y) | [o(y) [duly) < lk(XJOEZdUBO ”¢”2-
X

Elevande ao quadrado, integrando em relagio a X e aplicando o teo-

rema de Fubini obtém-se

(2.29) |IKelf < lloif [lkcx,mzd{ueu){x,y)
) X
Mas a integral do lado direito & precisamente a norma LZ(X=<X) de
k(x,y) e a primeira parte estid provada. Para as afirmagoes restan-
tes, combine a definig¢8o de adjunta com o teorema de Fubini.

€.Q.D.

Observacdo. Note que © teorema acima mostra que |/K|| < lkil,. © ope-

rador integral aqui definido & chamado um operador de Hilbert- Schmidt.

A fungdce K —»||K] = Hk|g € chamada a norma Hilbert-Schmidt de

s

X.

Um espago de Hilbert H €& dito separdvel se e sb se existe um
conjunto ortonormal completo, i.e., existe uma colegio {¢j};=1 de
elementos de H tais que

1, se j=k
(2.30) (o500} = 851 = Yo, se j #k

e toda ¢ ¢ H pode ser escrita na forma ¢ = El(¢|¢n)¢n, onde a
n=

série converge na norma de H.

Uma condigdo necessidria e suficiente para que uma colecdo {¢j}?=l

’
seja um conjunto ortonormal completo em H, & que (¢|¢j) =0 ¥ j
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:p-(‘t) = 0.

Os espagos LZ(X,&(X),u] e LZ(BQ,GB(BQ],G) onde XE@(]R“) e
b & a restricdo da medida de Lebesgue a (B (X) sao separdveis.
Deve-se notar no entanto que existem espagos L2 nao-separdveis

(veja o problema 25 do capitulo II de [301).

Teorema (2.7). Suponha que LZ[X) ¢ separidvel. EntHo o operador

integral definido em (2.27) & compacto.

Demonstragio. Seja {¢j}?=l um conjunto ortonormal ceompleto em
LZ(X). Entdo & facil verificar que a colegado de funcgoes gik(xgﬂ =
= %(x) ¢k(y) forma um conjunto ortonormal completo em LZ(X><X).

Conseqiientemente, o nitcleo k(x,y) pode ser escrito na forma

{(2.31) k= % (kle, ) e,
k=1 i.k jk

onde a série converge em LZ(X><X). Seja

(2.32) k, =

N N=1,2,...

Entdo Ky & de posto finito ¥ N, e & fdcil ver que HK—KN|E—+ 0
quando N—». Portanto K & compacto pela parte c) do teorema

(1.3) da secdo anterior.

€.Q.D.

Observacdo. E importante observar que se X & um espaco de
Hausdorff localmente compacto e (X."h,u) um espago mensuravel, en
tdo a colegdo C_(X) das fungGes continuas de X em L, com su-

porte compacto, é densa em LP(X), 1< p<=, i.e., dadoes >0
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e £ e LP(X), existe ge C,(X) tal que ![f—ng < g. 0 resultado

§ falso em L (X). Neste caso, o fecho de C,(X) € a colegdo C (X
das fungoes continuas que tendem a zero no infinito (i.e., £ eC_(X)
se e 560 se f & continua e dado e > 0, existe um compacto K, tal
que |f(x}<e fora de KE). Para estes resultados, assim como para
a maior parte desta segl3o, veja [34 ]. Outras referencias de inte-

resse sao [ 51, [221, [287], {3571.

3. A alternativa de Fredholm.

~

0 objetivo desta secdo € enunciar e dar um-esquema da demonstra-

gao do teorema abaixo conhecido como a alternativa de Fredholm em

Teorema (3.1). Seja T ¢ B_(H). Ent3o os espagos de solugoes das

gquacoes
(I-T)¢ = 0 (a)
(3-1) {(I—T*)w =0 )
teém a mesma dimensao finita d. Se d = 0, entdo as equagoes

(I-T)p = £ (a)
(5.2) {(I—Tl)w SRR

tém uma unica solugdo para cada f,g ¢ H dadas. Se d # 0, entdo
(3.2)(a) tem solucfo se e s6 se f & ortogonal a toda solugido de
(3.1)(b). Neste caso a solugdo nao é Unica, pois a qualquer solu-

¢io podemos adicionar a solugido geral de (3.1)}(a).

Observacdo. O resultadd acima, e na verdade o conceito de operador
compacto, originou-se no estudo das equagoes integrais. Para ter

uma idéia intuitiva, considere a equacdo integral

13
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1

(3.3) $(x) = £(x) + | k(x,y)¢(y)dy ., x e[0,1]

onde por simplicidade suponha k(x,y) continuaem (0,11 x £0,17. Discretize o
problema dividinde [D0.1] em n intervalos de comprimento

Ax = Ay = /4 “e introduza

kij = k(iax,jay)
(3.4) o5 = o(iax)
£, = £{isx)
onde i,j=1,2,..., n, e substitua entdc (3.3) pelo sistema algé-

brico

N

n
(3.5)  #; = £ * I kjs 658, . i71,2,0.0,n .

A alternativa de Fredholm & um resultado padrdo de ilgebra linear
no caso de dimensdao finita. Para resolver (3.3), resolve-se primeiro

(3.5) e toma-se "limites apropriades'.

Demonstracdo. O resultade & bem conhecido se dim H <. Suponha ago
ra que T & um operador de posto finito, i.e.
n

(3.6) T, = iilc¢iwi)¢i
Note que sem perda de generalidade podemos super que ¢ conjunto
{¢1,...,¢n} g linearmente independente. Caso contrarioc, uma delas
pode ser escrita como combinagf@o linear das outras e (3.6) pode ser
reescrita utilizande (n-1) termos. Considere entdo a equagao

£f = (1-T)¢. Utilizando (3.64), ela pode ser escrita na forma
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n
(3.7) ¢ = £+ ;B og by, 0y = (¢|wj)

e portanto, para resolvé-la, & preciso calcular os coeficientes

oy e Mas para i=1,2,..., n temos
n
para i=1,2,..., n . Note que (3.8) & um sistema algébfico de n

equagoes a n incdgnitas. A alternativa de Fredholm segue entdo
para operadores de posto finito aplicando a alternativa em dimensao
finita a (3.8).

Finalmente, se T ¢ B_(H) & qualquer escolha T de posto fini-
to tal que HT—%|I< 1. Seja S=T - T e note que a equacgio ¢ =

= f+T¢ pode ser escrita
(3.9) ¢ =£f + T¢ + S¢ .

Como {|8!| <1, o teorema (1.2) da secdo 1 deste apéndice mostra que

1

(1-8)~ " existe. Portanto,

(3.10) o= (1-8)" e + (1-8)"FTe .
Como (l—SJI_1 T & de posto finito, podemos aplicar o caso anterior
para obteT a.alternativa em geral.

€.Q.D.

Para detalhes, maiores infurmagbes e o teorema no caso de espagos

de Banach, veja por exemplo [16 ], [2971, [331.

4. 0 teorema espectral para operadores compactos autg-adjuntos.

Sejam H um espago de Hilbert e T ¢ B(H). Um vetor nac nulo
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$ ¢ H & dito um auto-vetor de T pertencente ac auto-valor

j
|t
1]

se e 50 se Th=2xd. E facil provar

Lema (4.1). Seja T=T*¢B(H) . Entao

a) os auto-valores de T (se existirem) sao reais;

b) auto-vetores correspondentes a auto-valores distintos sdo orto-
gonais;

c) |IT| =sup {[(T¢]e) | [lell =11

0 resultado crucial necessdric 3 demonstracgio do teorema espec-

tral é&:
Lema {4.2). Seja T =T* ¢ B_(H), T#0. Entao T tem pelo menos

um auto-valor nao nulo.

Demonstracdo. Pele lema (4.1)c), existe uma seqiiéncia {fn}§=1 c H

tal que l(Tfnlfn)l—rllTH quando n— ® com ”an =1 ¥ n. E-

xiste portanto uma subseqiiencia {fnk} , tal que (T fn 10y 1y
onde u; = ITil ou (-iTi). Vamos provar que n; & auto-valor de
T . Em primeiro lugar, note que 1im.HT‘fnk-u17fnk|| = 0. De fato
koo
. 7 2
(4.1) ”(T'ul}fnkll = HTfnk“ - 2 Ul(Tfnklfnk) + Ul =

2 2
i“T” —2].11(T fnk!fnk) g s 2 Ui“ZU]_(T fnklfnk)

. 2
Portanto 11E3f£p H(T-uy ) fnydl“ <0 . Como I(T-udEnyll>2 0 ¥ k, a
afi;magéo segue. Para concluir o lema vamos utilizar (pela primeira
vez!) a compacidade de T . A seqiiencia {fnk} € limitada e por-

tanto existe subseqiiencia {gj } de fp, tal que ng converge a
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algum ¢ ¢ H. Como ngH =1 e ng - uy gj‘+0 quando j > %, segue

que y # 0 e que gj + ¢, =+ . Como ng -up gy 7 0 quando -j =+

=

e T e B(H), obtem-se Téy =, ¢; com &, # 0 e o lema esta pro-

vado.

C.Q.D.

Teorema (4.3). (O teorema espectral). Seja T e 3 (H), T =1 £0.

Entdo existem seqlidncias {“j}?=1 c R ¢ {¢j}§=1 cH onde N po-
de ser infinito, tais que
o, j £k
(4.2)  Téy = uy by o (051 ¢ = L et
N
(4.3) T, = 21 (o ley) ¥ ¢eH

onde os niimeros reais W sdc ordenados de modo que ]pjizv}pj+ll >0

V j.Caso N==, a série em (4.3) converge na norma de H e

lim |u.| = 0. Além disso, se M & o fecho do espaco gerado pelo
jrreo
conjunto {¢j}?=l , entao TIML = 0.

Observacdo. Se V & um subespago de H, o subespago ortogonal a

Vv & definido por

(4.4) v+

{pe H| (¢]v) =0 ¥ ¢V}

Note que V' & sempre um subespago fechado e que se V denota o

1l

fecho de V, temos V' =¥ e H=7Voav',.
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Demonstragdae. Pelo lema (4.2) existem ny e Roo¢; € H tais que,

Ty =y ¢, H¢1I|= 1. Sejam H; o espago gerado por ¢, . Entao

1

H = H1 5} H1 , e se Y g Hi temos

(4.5} (Tw[¢y) = (¥]Toy) = uy(¥léy) = 0

ou seja T{Hi) c Hi - Defina T, =T gt Entdo & claro que T, &
1 .

um operador compacte auto-adjunto em Hl' Se T1 =0, o teorema

estd provado, pois neste caso

(4.6) T = T(f) + £1) = TH = T(E[¢1)9;)

= (£19)Toy = 1w (£9;)¢,

v f=fl+fi e H = Hl ® Hi . 8Se Tl 70, o lema (4.2) mostra que exis
tem u,, ¢, tals que T¢, =T, ¢, = Uy 4,5, lo il =1. Seja H, o
espago gerado por {¢1,¢2} . Bntdo H =H, 8 Hg , T(H;) S H; e 0 0-

L

erador T, =T & compacto e auto-adjunto em Hi. Se T,=0,
P 2 1 P J 2 2
5 .

o teorema estd provado. Caso contririo, aplique o lema (4.2) como
antes, para definir um T.

3
mina apds um nimero finito N de passos, obtem-se a férmula

e assim por diante. Se o processo ter-

N
(4.7) Tf = kzl uk(f]¢k) . ¥y feH .
Caso contridrio, constroem-se seqiiéncias {uj};=1 ) {¢j}?=1 tais
que T¢k = My ¢k’ H¢k|| =1 e (¢k|¢j) =0, k¢ j. Agora, pelo
lema (4.2), temos
@8 il = Ul = sup (TElO] | £ et lie]= 1)

para k=1,2,... onde T_=T e H_=H. Entdo & claro que
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i”jl > ]pj+1| >0 ¥ j=1,2,... Agora, se N=«, temos
fuy

| v

[uy ] 3...3|uj13,..3() e portanto lim [p.]= § >0 existe.
HZ 2 2

= uj u > Y3 52 . Como T €& com-

pacto e {@ﬁ?=1 € uma segqiiéncia limitada, {T¢n} tem subseqiién-

Mas & fdcil ver que HT¢k-T¢j

cia convergente e portanto se &>0, a Gltima desigualdade acima e

uma contradiacdo. Portante 1lim |u.|=0.
j+m

Finalmente, seja M o fecho do espago gerado por {¢j}?=1' Entdo,

- 1 - L
se £=£, + fM ¢cH=M 8 M
- . n
(4.9 £ = kil(f|¢k)¢k + £y .
Como T & um operador linear continuo:

= iy ! 1
(4°10) Tf - kzluk(fl¢k)¢k + T(fM) -

Resta provar portanto que T L= 0. Se ge M' , entdo g € orto-
M

~

gonal a todos os espagos Hp construidos acima. Entdo

@D | Tele) | = lele ! < Tl Ieh? =l el

¥ k=1,2,... Portanto tomando limite quando k - ® obtém-se

(Tglg) =0 ¥ g= MY . Mas T‘ . € compacto e auto-adjunto de mo-
’ M

do que pelo lema (4.1) c) / ) .

1]
=
P

1]
L=

(4:12) IIT| 1l = sw](Telo)| | & e llgll

e o teorema estd provado.
C.Q.D.
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Observagoes. 1) Note que pela alternativa de Fredholm, todos os au-

to-valores 1wy sao de multiplicidade finita.

2) 0 conjunto {¢k}¥=1 forma um conjunto ortonormal completo em H
se e 560 se T & injetivo (i.e., zero ndo & auto-valor de T).
Sejam X e Q(R™) e k(x,¥) e LE(XxX) = LE(XxX, 8 (X) 88 (X).

u®u), onde u &€ z medida de Lebesgue restrita a @(}(). Se

k(x,y) = k{y,.x) u®u-q.t.p., sabemos que o operador K com niicleo k &
compacto e auto-adjunto. Se X €& injetivo, entdo N = = no teore-
ma acima e {¢j }?=l forma um conjunto ortonormal completo em

L2 (X). Note que este & precisamente o caso do operador integral cu-
jo niicleo & a fungdo de Green do laplaciano em Q c r> (veja o le-
ma II-(6.2)). Conseqlientemente, a colecao ij,n(x,y) = ¢j (x} W
forma um conjunto ortonormal completo em L°(XxX) e portanto

4.13) k= 3 (k|8& )o,
(419 ; (el 95,005,

j.n=1 n

.

. 2
onde a serie converge na norma de L (XxX) e

(4.14) (k| ¢j,n} = [ k(x,y) ¢>j’n(x,yJ dx dy
XxX

Usando o teorema de Fubini, a definigao de K e as propriedades

das auto-fungdes

4.15) (k' %a = {g«

3

L
|
=]

de modo que (4.13) se reduz a

4.16) k = % 9. .
{ ) n=1un ¢J fbj
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Além disso, € facil ver que

2
R

a7 kg s, = Il = £l
n=

Finalmente, sobre a teoria apresentada nesta secao, referimos o

leitor a [167, [3037, [3371 .
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