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PRE F-KCIO

¢ objetive deste trabalho ¢ apresentan, de modo siste-
mitioc, vs procedimentos de previsdo para sehies Lemporais u-
nivariadas, Nao incluimos, porntanto, modelos mbiivaniados [eo-
mo modefos de funcoes de trans fenencia,modelos de intervengdo,
modefos MARMA), que sendo objfete de estfudo futfurc,

0 nived do thabalho & introdutonic,destinads a alunos de
graduacae de Estatistica e aneas afins. Podend, contude, sen
wtifizado em outhas areas com as devidas adaptacoes. Embena

elementar, o tratamento & Aigoroso e semphe que podsivel a fus-

tificacds fommal de wum procedimente & apresentada.

Tivemos a preocupacao de incfuin um nuamere variado de e-
xemplos e estes sdo desenvolvidos wtilizando-se,namaionia das

vezes, s2ries temporais reais. Em particular, as senies wti—

Pizadas sdo sehies econdmicas brasilfeiras, com fodas as Limi-,

tacoes que tais senies nommalmente sdo colhidas..

As pantes 1, 7 e 3 sa0 dedicadas aos chamades metodos
automaticos de previsdo. Para alguns destes nao existe um Lfra-
tamento estatistice adequado mas devido ao fato de serem fa-
eilmente aplicdveis e apresentorem resubtados satisfatonios em
muitas sdtuacoes, a sua inclusdo & fustificada.

As partes 4 e 5 sac dedicadas @ duas metodologias que
#om recebide muita atencdo na ltima decada; a parte 4 apre-
senta o5 modelos de Box £ Jenkins e o connespondente procedi-
mento de previsdao e a parte 5 o metodo Bayesiano de previsdo.
Estudos empinices necemtes mestram a ghrande vantagem do megto-
do de Box & Jenkins em nelacdo aos demais. A apficagdo do me-
- todo Bayesdiano T bastante recenfe ¢ a nao disponibilidade de
proghamas de computadoh adequados Lem sddo um faton inibidon

-vii-



- viii -

de sua maion difusdo. Ambes s metodes reguerem do usudidlc um
conhecimente foamal mals sofisticade do que aguele necessaric
pare a utilizacao dos metedes auwtewdticos.

A parte 6 do trabalho faz uma comparacas dos principais
metodos de previsdo, com o intulto de estabelecen qual [ou
quais) defes o (ado) "mais eficiente(s)" em feamos de forne-
cen melhones previsoes, segunds algum critenio gixado.

Muitas pessoas contribuiram para que este trabalhe fos-
se Levado a bom femwmo. Quenemos extermard wnodses agradecdmen-
foa:

— & Comlssao Organizadora do 132 CoISqu_io Brasileiro de Mate-
matica, pelo convite para minisiranmos um curso baseado no
conteide deatas notas;

— a Francisco A. Pino, pot nos fer oferecido as senies genadas,
utilizadas na parte 4: e parnte das series do Apendice A;

— @ Marli Mikael da Costa .Néves, por fen Lido s originais e
ten apontado eiros e omissoes;

— a Reinaldo €. Souza e Joac José Farias Neto, pok nos Lekem
fornecido o pregrama de computadon referente ao Mztodo Baye-
sdano e por foda a afuda a4 nos prestade,atraves de cantas e
conferencias;

— a Basilio de Braganga Pereira, por nos ten fornecido, emdi-
versas ocasibed, referinedias sobre o Mitede Bayesiano.

— a Celso L. Martone, por nos ter foanecido algumas das series.
economicas do Apendice A. '

Finalmente, quenemos aghadecer ao Si. Jomo Baptista Es-
teves de Oliveira, pelo magnifice trabalho de preparagao dos
oniginais, especiafmente dificeis, dada agrande quantidade de
“figunas e fabelas.

Sao Paulo, maio de 1981

Pedro Alberto Morettin

Clelia Maria de Castro Toloi



CAPITULD
PRELIMINARES

1.1 - CONS IDERACOES GERAIS

Una série temporal & qualquer conjunto de observa-
goes ordenadas no tempo. S3o exemplos de séries temporais:
i} estimativas trimestrais do PNB;
ii) valores didrios da temperatura da cidade de S3o Paulo;
iii) Indices didrios da Bolsa de Valores do Ric de Janeiro;
iv) quantidade mensal de chuva na cidade de Avaré;
v) valores mensais de vendas de automdveis no Brasil;

vi) um registro de marés no porto de Santes.

Nos exemplos i)} —v) temos séries temporais discretas,
enquanto vi) & um exemplo de uma série contlmua. Muitas vezes,
uma série temporal discreta & obtida através da amostragem de
uma série temporal continua em intervalos de tempos iguais,A.
Assim, para analisar a série vl) seriZ necessario amostra-la
(em intervalos de tempc de uma hora, por exemplo), converten{

do a seérie continua, observada no intervalo [0,T], digamos, em

- . T
uma serie discreta com N pontos, onde N = A+ Em outros casos,
como para séries iv) ou v}, temos que o valer da série num da-

do instante & obtido acumulando-se (ou agregando-se) valores em
-1-



intervalos de tempos iguais.

Ha, basicamente, dois enfoques usados na anilise de
séries temporais. Em ambos, o objetivo & construir modelos pa-
ra as series, com propdsitos determinados. No primeiro enfo-
que, a analise & feita no dominio femporal e os modelos propos-
tos sao modefos parametrices (com um nimero finito de parametros).
No segundo, a andlise & conduzida no dominic de fregiiencics e os
modelos propostos sdo modelos nas parametrdicos.

Dentre os modelos paramétricos temos, por exemplo,
os modelos ARIMA, que serdao estuados com detalhes nos Capitu-
los 10 e 11.

No dominic de fregqiliéncias temos a analise espectral,que
tem indmeras aplicagoes em ciéncias fisicas e engenharia,eque
consiste em decompor a série dada em componentes de fregiién-
cia e onde a existéncia do espectrs & a caracteristica fundamen-
tal. Este tipo de andlise ndo sera estudado nestas notas e pa-
ra detalhes o leiter deve consultar- Jenkins § Watts (1968),

Koopmans (1974) ou Morettin (1979).

1.2 - NOTAGAD

A definigaoc formal de processo estocdstico e série
temporal sera dada ne Capitulo 2. No momento, para motivar a
discussdo, considere o exemplo a seguir. Imaginemos gue dese-
jamos medir a temperatura do ar, de dado local,durante 24 ho-
ras; podemos obter um grdfico semelhante ao da Figura 1.1.

Vamos designar por Z(t) a temperatura no instante t

(dado em horas, por exemple). Notames que, para dois dias di-

LS
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FIG. 1.1 -Temperatura do ar, de dade local,
durante 24 horas

ferentes, obtemos duas curvas que nio sio, em geral, as mes-
mas. Estas curvas sao chamadas tiafetonias do processo fisico
que estd sendo observado e este (0 processo estocdstico) nada mais
€ do que o conjﬁnto de todas as p?ssiveis trajetdrias que po-
deriamos observar. Cada trajetdria & tamﬁém chamada uma serie
temporal ou funcdo amostraf, Designando-se por. Z(l) (15} o valor da
temperatura no instante t =15, para a primeira trajetdria (pri-
meiro dia de observagao), teremos um nimero real, para o se-
gundo dia teremos outro nimero real, Z(Z)(isj. Em geral,deno-
taremos uma trajetdria qualquer por Z(jJ(t). Para cada t {ixo,
teremos os valores de uma varidvel afeatoria Z(t), que terd cer-
ta distribuigdo de probabilidades.

Na realidade, o que chamamos de série temporal, & u-
ma perte de uma trajetSria, dentre muitas que poderiam ter si-
do observadas. Em algumas situacdes (como em Oceanografia,por
exemplo), quando temos dados experimentais, & possivel obser-
var algumas trajetérias do processo sob consideracio, mas na

maioria dos casos {comc em Economia ou Astronomia),quando nio



& possivel fazer experimentagoes, temas uma sG trajetdria pa-
ra analise.

Temos referido o parametro t como sendo o tempo, mas
a série Z(t) poderd ser funcdo de algum outro parametro fisi-
co, cComo espago ou volume.

De modo bastante geral, uma série temporal podera
ser um vetor Z(E), de ordem T x1, onde por sua vez, t & um ve-
tor p x1. Por exemplo, Z(t) =[21(EJ’22(E)=23{E)]" onde as 3
componentes denotam, respectivamente, a altura, a temperatura
¢ a pressdo de um ponto do oceano e t = (tempo, latitude, lon-
gitude). Dizemos que a série & multivariada (r =3) e mulitidinen-
sdonal (p =3). Como outro exemplo, considere Z(E) como sendo o
niimero de acidentes ocorridos em rodovias do Estado de Sao Pau-

lo, por més. Aqui, r=1 e p=2, com t = (meés, rodovia).

1,3 - OBJETIVOS DA ANALISE DE SERIES TEMPORAIS

Obtida a série temporal Z(tlJ,...,Z(tN), observada
nes instantes tl,...,tN, podemos estar interessados em:

a) investigar o mecanismo gerador da série temporal; por
exemplo, analisando uma série de alturas de ondas,po-
demos querer saber como estas endas foram geradas;

b) fazer previsdes de valores futuros da sérieiestas po-
dem ser a curto prazo, como para séries de vendas,pro-
ducdo ou estoque, ou a longo prazo, como para Séries
populacionais, de produtividade, etc.:

c) descrever apenas o comportamento da série;neste caso,

a construgdo do griafico, a verificagdo da existéncia



de tend8ncias, ciclos e variacoes sazonais,a constru-
¢do de histogramas e diagramas de disperséd, etc. ,po-
dem ser ferramentas Uteis :

d) procurar periodicidades relevantes nos dados; neste
caso, a andlise espectral, mencionada anteriormente,
pode ser de grande utilidade.

Em todos o0s casos,modefos probabilisticos ou estocdsticos
sao construidos, no dominio temporal ou de freqiiencias. Estes
modelos devem ser simples e parcimoniosos (ne sentido que o ni-
mero de pariametros envelvidos deve ser o menor possivel) e se,
possivel, sua utilizagdo ndo deve apresentar dificuldades &s
pessoas interessadas em manipula-los.

Muitas situagdes em ci&ncias fisicas,engenharia,ci-
éncias bioldgicas e sociais envolvem o conceito de sistema di-
nimico, caracterizado por uma série de entrada X(t), uma série

de salde Z(t) e uma funedo de transferneia v(t) (Figura 1.2).

_X(2) | Z(1)

V{t) | i S

FIG. 1.2 - Sistema dinamico

De particular importancia sfo os sisfemas Limeares,on-
de a saida & relacionada com a entrada através de um funcio-

nal linear envolvendo v(t). Um exemplo tipico &

Z(t) = ;V(T)X(t—T). (1.1)
=0

Problemas de interesse aqui sdo:

a) estdmir a qunedo de fransferéncda v(t), conhecendo-se as sé-



ries de entrada e saida;

b} fazer previsoes da série Z(t), com o conhecimento de ob-
servagoes da série de entrada X(t);

¢) estudar o comportamento do sistema, simufando-se a série
de entrada;

d) eontrnolar a série de saida Z(t), de modo a traze-la o
mais proxime possivel de um valor desejado,ajustando-
se convenientemente a série de entrada X(t);este con-
trole & necessario devide a perturbagoes que normal-
mente afetam um sistema dindmico.

A equacgdo (1.1) € tambéﬁ chamada modelo de §funcdo de

tuansferdnein. Para detalhes, a referencia & Box § Jenkins (1970).

1.4 - ESTACIONARIEDABE

Uma das suposigOes mais freqlientes que se faz a res-
peito de uma série temporal é a de que ela & estaciondria, ou
seja, ela se desenvolve nc tempo aleatoriamente ac redor de u-
ma média constante, refletindo alguma forma de equilibrio es-
tivel. Todavia, a maior parte das séries que encontramos na
priatica apresentam alguma formaz de nio estacionariedade. Assim,
as séries economicas apresentam em geral Zfendéncins,sendo o ca-
50 maislsimples aquele em que a sérje flutua ao rvedor de uma
reta, com inclinag3o positiva ou negativa (tendéncia linear).

Podemos ter, também, uma forma de n3o estacionarie-
dade explosiva, como o crescimento de uma colonia ﬁetwct&ﬂﬂs.

Uma série pode ser estaciondria durante um periodo

muito longo, como a série vi) da secdo 1.1, mas pode ser es-



taciondria apenas em perfodos muito curtos, mudando de nivel
e/ou inclinacgiao.

A classe dos modelos ARIMA, ja mencicnados antes, se-
r2 capaz de descrever ae maneira satisfatdria séries estacio-
nirias e séries nio estacionarias, mas que nd3o apresentem com-
portamento explosivo. Bste tipo de nio estacionariedade & cha-
mado homogeneo; a série pode ser estaciondria, flutuando ao Te-
dor de um nivel, por certo tempo, depois mudar de nivel e flu-
tuar ao redor de um novo nivel e assim por diante, ou entdo
mudar de inclinacdo, ou ambas as coisas. A Figura 1.3 ilustra

esta forma de nao estacionariedade.

Z{t)

t

FIG. 1.3-Serie nao estacioniria quanto
ao nivel e ineclinagio

Como a maioria dos procedimentos de anidlise estatis-
tica de séries teﬁporais supdem que estas sejam estacionarias,
serd necessario transformar os dados originais, se estes nao
formam uma série estaciondria. A transformacdo mais comum
consiste em tomar diferengas sucessivas da série original, até
se obter uma série estacioniria. A primeira diferenca de Z(t)

€ definida por

AZ(t) = Z(t) -Z(t-1), (1.2)



a segunda diferenca &

A2Z(t) = ACAZ(t)] = ALZ(t)-Z(t-1}1, (1.3)

ou seja,

APZ(t} = Z(t) - 22(t-1) +Z(t-2). (1.4)

De modo geral, a n-8sima diferenga de Z(t) €

Atz ey = ara™lzceya. (1.5)

Em situagoes normails, sera suficiente tomar uma ou
duas diferengas para que a série se torne estacioniria.Volta-

remos a este assunto mais tarde.

1.5 - MODELOS E PROCEDIMENTOS DE PREV!SAQ

Vimos que um modelo € uma descrigao probabilistica
de uma série temporal e cabe ao usudrio decidir como utilizar
eske modelo tendo em vista seus objetivos. Na segao 1.3 vimos
quais sdo 0s principais objetivos ao analisar uma série tem-
poral. O propdsito destas notas & estudar certos procedimentos
ou matodos de previsdo. Embora estas duas palavras irao ser u-
sadas livremente no texto, o termo 'método” ndo & de todo cor-
reto. Segundo Priestley (1979), "ado ha algo chamado "método"
de previsdo ou algo chamado "método' de previsao ARMA (ou Box-
Jenkins). HaZ algo chamado método de previsaoc de '"minimos qua-
drados", e este, dé fato,fornece a base para virtualmente to-
dos os estudos tedricos". Além disso, "todos os 'métodos' de
previsio sao simplesmente diferentes procedimentos computacio-

nais para calcular a mesma quantidade, a saber, a previsao de



minimos quadrades de um valor futuro a partir de combinagoes
lineares de valores passades".

Umn modelo que descreve uma'série nao conduz, neces-
sariamente, a um procedimento {ou formula) de previsioc. Sera
necessdrio especificar uma funcio perda, além do modelo, para
se chegar ao procedimento. Uma fungao perda que € utilizada
freqlientemente & o ewnw quadrdtico médio, embora em algumas oca-
sides, outros critérios ou fungdes perdas sejam mais apro-
priados.

Suponhamos que temos observacdes de uma série tem-—
poral até o instante t e queiramos prever o valor da série no

instante t+h (Figura 1.4).

b Z(t)

x
(S H
[
—~
=2
[

fe -~ — - -®
F— - - —— e - - %

rt

t+h

FIG. 1.4 - Observacoes de uma série temporal com
previsoes de origem t e horizente h

Diremos que t & a onigem ¢ Z,(h) & a previsdo de Z{t+h),

de origem t e horizonte h. O erro quadritico médio de previsdo &
E[Z(t+h)-Z (h)12. (1.6)

Entﬁo, dado o modelo .que descreve a série temporal

até o instante t e dado que queremos minimizar (1.6), obtere-

mos uma fArmila mawa 7 WY
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Etimologicamente {paae e videre), a palavra previsao su-
gere que se quer Ver uma colsa antes que ela exista.Algus au-
tores preferem a palavra prediedo, para indicar alge que deve-
T3 existir no futuro. Ainda outros utilizam o termo projegdo.
Nestas notas, iremos usar consistentemente a palavra previsao,
com ¢ sentido indicado acima.

E importante salientar que a previsdo ndo constitul
um fim em si, mas apenas um meio de fornecer informagodes para
uma conseqilente tomada de decisodes,visando a determinados ob-
jetiVos.

0s procedimentos de previsao utilizados na pratica
variam muito, podendo ser simples e intuitivos ou mais quan-
titativos e complexos. No primeiro caso pouca ou nenhuma ana-
lise de dados € envolvida, enquanto que no segundo caso esta
anilise pode ser comsideravel.

’ Em Economia hd dois procedimentos predominantes: e-
conométrico ¢ de séries temporais. No primeiro, o analista se
baseia fortemente na teoria econdmica para construir um mode-
lo, incluinde muitas varidveis, enquanto que no segundo ndo ha
esta limitacgao, dado que o estatistico deixa "os dados fala-
rem por si'' para construir seu modelo, estando mesmo prepara-
do para usar um modelo que nao se harmonize com a teoria eco-
nomica, desde que produza previsoes superiores.

Neste trabalho nos restringiremos acs procedimentos
estatisticos de previs@o de séries temporais, ou seja. a pro-
cedimentos que conduzem a uma equagac de previsao obtida di-

retamente dos dados disponiveis, sem recorrer a uma possivel



teoria subjacente.

Contudo, parece razoavel adotar um enfoque hibrido,
pois tipicamente, os procedimentos econométricos e de séries
temporais produzem previstes de qualidades compardveis (Ash-

ley § Granger (1979)).

1.6 - TRANSFORMAGOES

Ha,basicamente, duas razdes para sé transformar os
dados originais: estabilizar-a vari3ncia e tornar o efeito sa-
zonal aditivo (ver Capitulo 4). E comum em s&ries econdmicas
a existéncia de tendéncias e pode ocorrer um acréscimo da va-
ridncia da série (ou de suas diferengas} & medida que o tempo
passa. Neste caso, uma transformacio logaritmica pode ser a-
dequada.

Entretanto, Nelson (1976) concluiu que transformagoes
nao melhoram a qualidade da previsao; Makridakis & Hibon (1979)
verificaram que os dados transformados tBm pouco efeito na me-
lhoria da previsao e, sob bases mais tedricas, Granger § New-
beld (1976) mestram que as previsoes dos anti-logaritmos dos
dados transformados s3ac estimadores viciados & deveriam, por-
tanto, serem ajustados, mas isto ndo & feite nos principais
programas de computador, o que significa que depois que os da-
dos sao fransformados, um vicio & introduzido nas previsoes,
decorrente de tal transformagido. Além disso Granger § Newbold
observam que a heteroscedasticidade ndo afeta a adequagdo da
previsfo, pois ela nao implica em estimadores viciados, como

no caso de regressdo miltipla.
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Quande se tem um conjunto de dados que apresenta um
padrao sazonal qualquer, € muito comum fazer um ajustamento sa-
zonal dos dados e depois usar um modelo ndaoc sazonal para se
fazer a previsdo. Plosser (1979) analisa este problema e con-
clui que "parece ser preferivel fazer a previsao usando dire-
tamente o modelo sazonal ao inves de ajustar sazonalmente a

série e depois utilizar um modelo nic sazonal.
1.7 - ALGUMAS SERIES TEMPORAIS REA[S

Nesta seg@o vamos apresentar algumas séries que se-
rao utilizadas para ilustrar as técnicas a serem desenvolvidas.
As observacoes de cada série e o respectivo grafico sdo dados

no Apéndice A.

Série A (Leite): Produgao de Leite no Estado de S3c Paulo,com-
posta de 60 dados medidos mensalmente e com

periodicidade aparente de 12 meses;

Série B (M1): Meios de Pagamentos no Brasil (= moeda circulan-
te + depdsitos a vista), composta de 120 ob-
servagoes mensais e com periodicidade aparen-

te de 12 meses;

Série C (IP1): Indice de Produto Industrial do Brasil, compos-
ta de 132 observagCes mensais e com periodi-

cidade aparente de 12 meses;

Série D' (Revista): Vendas de uma Revista no Brasil,composta de
82 observacoes mensais, com periodicidade a-

parente de 12 meses;

Série E (Ovos}: Pregos médios de Ovos Recebidos pelos Produto-
res do Estado de S3o Paulo, com 142 observa-
¢oes mensais com periodicidade aparente de 12

meses;
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Serie F (Café): Preco Médio de Café Recebido pelos Produtores
do Estado de S30 Paulo, com 144 observagdes

mensais e nao sazonal;

Série & (Energia): Consumo de Epergia Elétrica no Estado do Es-
pirito Santo, com 141 observacdes mensais e

aparentemente nao sazonal;

Serie H (1CV): Tndice de Custo de Vida de 530 Paulo, com 126

observacoes mensais e ndo sazonal;

Série | (Importagdes): Importagdes feitas pelo Brasil, com 158
observagoes mensais e aparentemente n3o sazonal;

Série J {Feijao): Pregos médios de Feijdo Recebido pelos Produ-
tores do Estado de Sao Paulo, com 132 obser-
servagoes mensais e aparentemente nao sazonal.

1.8 -0BJETIVO E ROTEIRO

Como ja dissemos, o objetivo do trabalhe & apresen-
tar os principais métodos de previsio de séries temporais.que
podem ser divididos em duas categorias:

a) automdticos: que sdc aplicades diretamente com a uti-
lizagcao de um computador:

b) ndo automdticos: exigem a intervencido de pesscal es-
pecializado, para serem aplicados.

Dos métodos utilizados,o de Box § Jenkins mereceu en-
foque maior que os demais, por sua recente e ampla divulgacido,
dificuldade de aplicagde (n3o automdtico) e aparente superio-
ridade. Para o método Bayesiano, embora a teoria seja desen-
volvida de modo geral, a aplicagdo seri feita apenas para um
caso particular (modelo de crescimento linear), dada a inexis-

téncia, até o momento, de programas de computador adequados.
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Sera feita uma comparagao entre os diversos proce-
dimentos, para as séries listadas na segdo anterior, com ex-
cecdo do método Bayesiano, que sera comparado com os demais a-
penas para algumas das dez séries, devido % dificuldade men-
cionada acima.

No Capitulo 2 introduzimos algumas definigoes basi-
cas, necessarias para a melhor compreensao do trabalho e apre-
sentamos os modelos mais utilizados para séries de tempo. Nos
Capitulos.3 e 4 apresentamos o modelo cldssico que consiste em
decompor uma série temporal em componentes de tendéncia, sa-
zonal e aleatdria, devide 4 sua utilidade, notadamente em E-
conomia.

Os Capitulos 5, & e 7 trazem os prin ipais métodos
de alisamento exponencial e nos Capitulos 8 e ¢ sac desenvol-
vidos os modelos de auto-regressao.

A metodologia de Box § Jenkins & discutida nos Ca-
pitulos 10, 11, 12 e 13, o Filtro de Xalman no Capitulo 14 e o Me-
todc Bayesiano no Capitulo 15. Finalmente, nos Capitulos 16 e

17 sao feitas comparagdes entre os métodos.

0s programas uUtilizados no decorrer do trabalho fo-
ram:
a) PDQ, ESTIMATE e FORECAST, do Econometric Software Pa-
ckage (ESP), para o método de Box & Jenkins.
b) MCL-EM, apresentado em Farias Neto (1980), para o mé-
todo Bayesiano;

¢) uma montagem do programs O2R do Biomedical Computer
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Package (BMD), para o método de Regressfo;

d) programas apresentados em Silva (1975), com algumas mo-
dificagoes, para os métodos adaptativos;

e) programas especialmente désenvolvidos para os demais
nétodos; '

f) BMD-OZT, para avaliar possiveis periodicidades das sé-

ries, através da analise espectral.

1.9 - PROBLEMAS

1. Classifique as séries a seguir (discreta ou continua,
multivariada-ou multidimensional). Eépaﬁfique i(t),t,
r, p: . -
a) Indices didrios da Bolsa de Valores d¢ Rioc de Ja-
neiro, de janeiro de 1860 a dézembro de 1970
b) registro de maré&s no porto de SantOS,afravés'de um
aparelho medidor (marégrafo), durante 30 dias:
¢) medidas da pressdo uterina e pressio sanguinea de
uma mulher durante o parto;
d} nimero de ocorréncias de meningite por més e por
municipio de S3o Paulo;
¢) medidas das tr&s componentes de velocidade de um
fluxo turbulento (como o oceano) durante certo in-
tervalo de tempo.
2. Considere a série temporal abaixo.
a) Faca o grafico da série; ela & estaciondria?
b) Obtenha’a primeira diferenca da série e faga o gra-

fico correspondente; a diferenca & estacionaria?
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c) Mesmas questoes de b} para a segunda diferenga.

Produto Internc

Ano Bruto do Brasil
1964 27.614
1965 44,073
1966 63,746
1967 86.171
1968 122.430
1969 161.900
1970 208,300
1871 276.807
1972 363.167
1973 498, 307
1974 719,539

Dados em milhdes de Cruzeiros,
FONTE: Boletim do Banco Central, dez. 1976.
Considere a Série A do Apéndice A: producio de leite
no Estado de Sao Paulo.
a} A série & estaciondria?
b) Obtenha AZ, e AZZt; estas séries sdo estaciondrias?
Considere a Série G do Apendice A: Consumo de Energia
Elétrica no Estado do Espirito Santo.
a) A série & estacionidria? Tem tendéncia?
b) Considere a série diferengada AZ; & estaciondria?
c) Tome agora log Z,; a série & estacionaria?
d) Investigue se a série 4log Z, & estaciondria cu mndo.

Responda as questdes a)—d) do Problema 4 para a série abaixo:

Exportagoes de suco concentrado de laranja

1970 15 1273 64 1976 101 1979 432
1971 35 1974 60 1977 177 1980 460
1972 41 1975 82 1978 333

Dados em US$1.000.000
FONTE: Revista Veja, n? 468, Fev, 1981,

_®_



CAPITULO

MODELOS PARA SERIES TEMPORAIS

2.1 ~ INTRODUCAD

.

Os modelos utilizados para descrever séries tempo-
rais sdo processos estocdsticos, isto &, processos controla-
dos por leis probabilisticas.

. Qualquer que seja a classificaglo que facamos para
os modelos de séries temporais, podemos considerar um nimero
muite grande de modelos diferentes para descrever o comporta-
mento de uma série particular. A construcao destes modelos de-
pende de varios fatores, tais como o comportamento do fendme-
no ou ¢ conhecimento a priori que temos de sua natureza e do
objetivo da analise. Na pritica, depende, também, da exist®n-
cia de métodos dtimos de estimagio e da disponibilidade de pro-
gramas {("software') adequados.

Como veremos em secdo posteriores, nas aplicacoes em-
piricas, os tipos de modelos para séries temporais, para os
quais eiistem procedimentos Otimos de estimagao, s3o em nlme-

ro limitado e estdo longe de serem os melhores.

2.2 - PROCESSOS ESTOCASTICOS

No capftulo anterior introduzimos informalmente a no-
-17-
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cdo de processc estocastico ou fungao aleatdria. Vamos dar,a-

gora, a definigdo precisa.

DEFINICAO - Seja T um conjunto arbitrdrio. Um processe estocds-
tico & uma familia Z ={Z(t),t€T}, tal que, para cada t€T, Z(t)
& uma varidvel aleatoria.

Nestas condigdes, um processo estocdstico & uma fa-
milia de variaveis aleatdrias (v.a.), que suporemos definidas
num mesmo espago de probabilidades (9,A,P). O conjunto T & nor-
malmente tomado como o conjunto dos inteiros Z ={0,il,i2;...}
ou o conjunto dos reais R. Também, para cada t€T, Z(t) serd
uma v.a. real.

Como, para t€T, Z(t) £ uma v.a. definida sobre 2, na
reazlidade Z(t) & uma funcgao de dois argmwntos;Z(t,m),tET,wGQ.
A Figura 2.1 ilustra esta interpretacdao de um processo esto-

castico.

» L?(Z)

FIG. 2.1 - Um processc estocastico interpretado como
s e - .
uma familia de variaveis aleaterias.
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Vemos, na figura, que para cada t€T, temos uma v.a.
Z(t,w), com uma distribuigdo de probabilidades;& possivel que
a funcao densidade de probabilidades (fdp) no instante t; se-

ja diferente da fdp no instante t;, 7para dois instantest, e

1
t, quaisquer, mas a situacdo usual € aquela em que a fdp de
Z(t,w) € a mesma, para todo tET,

Por outro lado, para cada w€Q fixado, obteremos uma
fungiao de t, ou seja, uma realizagdo ou trafefenia do processo,
ou ainda, ulma seiie temponal.

Vamos designar as realizagoes de Z(t,w) por Z(IJ(t),
2(2)(tJ, etc. 0 conjunto de todas estas trajetorias € chamado
o ""ensemble". Observemos que cada realizacao Z(j)(t) € uma fun-
¢do do tempo t ndo aleatdria e para cada t fixo Z(j)(t) g un
numero real. Uma maneira de encarar a distribuigao de proba-
bilidades de Z(t,w), para um t fixado, & considerar a propor-
gao de trajetdrias que passam por uma "janela" de‘amplitude A,
Tal proporcgao sera f(z)-a, se f(z} & a fdp de Z(t,w). Ver Fi-

gura 2.2.

Z(t,w)

Z(l)(t)
2 (0

]

1

L}

i
t £

1% 0% n

FIG. 2.2-Um processo estocastico interpretado

Far. 2

Arma tema Lo
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0 conjunto dos valores {Z{t),tET} & chamado espago
dos estados, E, do processo estocastico, e os valores de Z(t)
sao chamados estados.

Se o conjunte T for finito ou. enumerdvel, como T =
= {1,2,...,N} ou T =E, o processo diz-se com pardmetro discreto.
Se T for um intervaloc de R obtemos um processo com pardmetro
contlnue. O espaco dos estados, &, também pode ser discreto
ou continuo. Ne primeirc caso, Z(t) pode representar uma CoOm-
tagem, como por exemplo, o numero de chamadas telefonicas que
chegam a uma central durante um periodo de duas horas. No se-
gundo caso, Z{t) representa uma medida que varia continuamen-
te, como temperatura, veltagem, altura de ondas, etc.

Em nossas consideracdes futuras teremos para estudo
uma seérie temporal Z(j)(t) (uma reazlizacao de um processo es-
tocastico), que denotaremos simplesmente Z(t) e observacbes
feitas em instantes discretos e equiespagados no tempo,que de-

notaremos ZI’ZZ’°"’ZN ou,entao, Zt’ t=1,2,...,N.

2.3~ ESPECIFICAQI-\O DE UM PROCESSO ESTOCASTICO

SejamAtl,tz,...,tn elementos quaisquer de T e con-

sideremos

F(z 3t

10 eyt 1,...,tn) = P{Z(tl)szl,...,Z(tn)szn]. (2.1)

Ent3o, o processo estocdstico 2 ={Z(t),t€T} estara
gespecificado se conhecermos as distnibuicoes §inito-dimensionais
(2.1), para todo n=1. Isto significa que, para n=1, noés co-

nhecemos as distribuicdes uni-dimensionais da v.a. Z(tl),tIGT,
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para n =2, nds conhecemos as distribuigoes bi-dimensionais da
v.a. (Z(tlJ,Z(tZJJ, t;,t,€T, e assim por diante.As fungOes de
distribuicde (f.d.) (2.1) devem satisfazer as duas condicBes
seguintes: ‘
i) (Condigao de Simetria) para qualquer permutacio jl"‘
.,jn, dos indices 1,2,...,n, temos .
F(z, ,.va,2: 3t. ,oei,ts ) =F(z.,...,2_:t seesat ) (2,2)
-y Iy i in 1 n’"1 n
ii) (Condigdo de Compatibilidade) para m <n,

F(zl,..._,zm,+m,...,+eo;tl,...,tm,tm+1,...,tn) =, )

= F(Zg,eennzpity et ), (2.3)

0 nmembro esquerdo de (2.3) deve ser entendido como
lim P(zl,...,zm,zm+l,...,zn;tl,...,tn),

para z ., — t®,..., 2 — +o,

Pode-se demonstrar que qualquer conjunto de £.d. da
forma (2.1) satisfazendo as condigbes {2.2) e (2.3) define um
processo estocdstico Z sobre T.

Contudo, em termos priticos, nio conhecemos todas es-
sas distribuicdes finito~dimensionais. 0 que se faz, entdo, &
estudar certas caracteristicas associadas a (2.1) e que sejam
simples de calcular e interpretar.

Notemos que uma maneira equivalente de especificar o processo

Z seria determinar tedos os momentos produtos de ordem (rl,. ..,rn) das

v.d. Z(tl},...,Z(tn), para qualquer n z1. Qu seja, determinar
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T T
) _ 1 n _
u(rl,...,rn,tl,.a.,tn) = E{Z (tl)...Z (tn)} =

o r1 Y
= I_wJ 2y eeeZy f(zl,...,zn;tl,...,tn)dz-l...dzn (2.4)

-
onde f(zl,...,zn;tl,...,tn) & a fdp correspondente a {2.1),su-
posta existir, por simplicidade.

0 que se faz, no entanto, € restringir o estudo & mo-
mentos de baixa ordem. Em particular, para a classe dos pro-
cessos que val nos intereséar, os chamados processos estacio-
nirios de segunda ordem, consideraremos somentelos momentos de

primeira e segunda ordem.

A funcdo medéa, ou simplesmente midéia de Z &

p(l,t) = m(t) = E{Z{1)} = J zf(z;t)dz, {2.5)
enquanto que a fungdo de auto-covarianeia (facv) de Z &
p(1,15t,t,) - w(lstdu(lsty) = v(ty,ty) =

= B{Z(t)2(ty)} -E{2(t)}E{Z(t,)}, (2.6)

tl,tzeT.
Observe que m{t) & uma funcdo de tET e que y(tl,tzj
depende de dois argumentos, T, € ﬁz.-Em particular, se t;=t,=

= t, (2.6) nos d&

v(t,t) = Var{z(t)} = E{Z2(t)} -E*{Z(D)}, (2.7)

que & a (funcdo) varidneia do processo Z, e serd indicada por
v(t).

Voltemos a Figura 2.1. Para cada t, temos uma v.a.
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Z(t), que tem uma média ﬁ(t} e uma variancia V(t). Na figura;
extio indicadas as médias m(ty), m(ty) e m(tg). A facv y(t;,t,)
da a covaridncia entre as duas v.a. Z(tl) e Z(tz),para quais-
quer tl,tZET. A fungdo m(t) & obtida "unindo-se" todos os pon-
tos m(t), teET.

Consideremos, agora, a Figura 2.2. Para cada t€T,te-
mos um ceonjunto de valores Z(l)(t), Z(z)(t),...,corresponden-
tes ds varias realizagdes do processo. A Fungio m{t) & cbtida
determinando-se, para cada t, a média dos valores Z(j)(t),né—
dia esta calculada em relagdo a j.

Resumindo, os parimetros importantes a considerar se-

rdo a média e a funcio de auto-covariancia,
m(t) = E{Z({t)1},
Y(tlatz) = CDV{Z(tl),Z(tz)}- (2.8)

Quando houver possibilidade de confusao,ugaremos as
notagoes m,(t) e v, (ty,t;) para indicar a média e a facv de Z.
Observemos, também, que na priatica, teremos que estimar as quan-
tidades m(t) e Y(tl,tz), bem como V(t)}. Veremos mais adiante

como fazer isso.

2.4 - PROCESSOS ESTACIONARIOS

Naquelas situagoes em que se pretende utilizar mo-
delos para descrever séries temporais, & necessdrio introduzir
suposigcoes simplificadoras e que nos conduzem a analisar de-

terminadas classes de processos estocasticos. Assim, podemos
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a) processos estaciondrios ou ndo estacionidrios,de acor-
do com a independ8ncia ou nao relativamente & origem
dos tempos;

b) processos normais (Gaussianos) ou nao normais, de a-
cordo com as fdp que caracterizam 0S Processos,;

¢) processos Markovianos ou ndo Markovianos, de acordo
com a independéncia dos valores do processo, em dado
instante, de seus valores em instantes precedentes.

Intuitivamente, um processo Z & estacionario se ele
se desanvolve no tempo de modo que a escelha de uma origem dos
tempos ndo & importante. Em outras palavras, as caracteristi-
cas Je Z(t+t), para tedo t. s3o as mesmas de Z(t). As medidas
das vibragdes de um avido em regime estavel de vOCo horizental,
durante seu cruzeirc,constituem um exemplo de um processo es-
tacioniario. Também, as virias formas de "ruidos" podem ser con-
siderados processos estacionarios.

Tecnicamente, hd duas formas de estacionariedade:

fraca (ou ampla, ou de segunda ordem) e estrita (ou forte).

DEFINICAO - Um processo estocdstico Z ={Z(t),t€T} diz-se es-
tritamente estacionanio se todas as distribui¢des finito-dimensio-
nais (2.1) permanecem as mesmas sob translagOes do tempo, ou

seja,
F(zl,...,zn;tl+r,...,tn+T} =F(zl,...,zn;t1,...,tn), (2.9)

para quaisquer tl,...,tn,r de T.

Isto significa, em particular, que todas as distri-
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buigdes uni-dimensionais sdo invariantes seb translagdes do
tempo, logo a média m(t) e a variincia V(t) sao constantes,is-

to &,

[
=

m(t)

V(t) = v, : (2.10)

para todo t€T. Sem perda de generalidade, podemos supor que

m=0 e v=1; sendo, considere o processo [z(t ml
v

Do mesmo mode, todas as distribuigBes bi-dimensio-
nais dependem de ty-ty. De fato, com v(ty.ty) = y(t1+t,t2+t),

fazendo t =-t, vem que
YEEhts) = v{t-t,,0) = y(1), (2.11)

para T =t;-t,. Logo, y(t;,t,) & uma fungdo de um s5 argumento,
no caso do processo ser estritamente estacionirio.

Genericamente de (2.9} segue-se que os momentos de
ordem n dependem apenas das diferengas tj-tl, e sao funcdes de
n-1 argumentos.

Como dissemos anteriormente, estaremos,interessados
em caracterizar os processos estocasticos atraves de um nime-
ro pequeno de fd (2.1) ou de momentos. Desta maneira,restrin-
gindo-nos aos momentos de primeira e segunda ordens,somos le-
vados 3 seguinte
DEFINIGAO - Um processo estocastico Z ={Z(t),tET} diz-se fua~
camente estacionaiis (ou estaciondrio de segunda ordem ou em sen-

tido ‘amplo) se e somente se
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i) E{Z{t)} =m(t) =m, constante, para todo t€T;
ii) B{Z2(t)} <=, para todo tE€T; (2.12)

iii) y(ty,ty) =Covi{Z(ty),2(ty)} e uma fungao de ti-t,.

A partir de agora, estaremos interessados somente
nesta classe de processos, que denominaremos simplesmente de
processos estaciondriios. Note-se que, se Z & estritamente estacio-
nario, ele nio necessita ser fracamente estaciondrio, pois
{2-12)-(ii) acima pode nao estar satisfeita. Um processo Z tal
que (ii) esteja satisfeita diz-se um processo de segunda ordem.

Ha diversos tipos de nao estacionariedade, mas como
ja salientamos no Capitulo 1, iremos tratar de modelos que sdo
apropriados para os chamados processos nao estacionirios homo-
géneos, isto €, processos cujo nivel e/ou inclinacao mudam com
o decorrer do tempo. Tais processos (ver Figura 1.3) podem se
tornar estacion@rios através de diferengas sucessivas.

0s processos estocisticos ndo estacionirios que a-
presentam um comportamento evolucionaric, tal como crescimen-

to de bacterias, sao denominados processos explosivos.

DEFINICAO - Um processo estocdstice Z ={Z(t)},t€T} diz-se Gaus-

adane se, para qualquer conjunto tl,tz....,t de T, as v. a.

n
Z(ty)see-nZ(t)) t8m distribuic¢fo normal n-variada.

Se um processo for Gaussiano (ou normal) ele sera
determinado pelas médias ‘e covari@ncias; em particular, se e-
le for estaciondric de segunda ordem, ele serd estritamente
estacionario.

Consideremos um processo Z ={Z(t),t€R} estaciondrio.

A facv v(t1) definida por
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v(t) = Cov{Z(t),Z(t+1)}, (2.13)

t,1€R, satisfaz ds seguintes propriedades:
a) y(0) >0;
b) y(-t) = v(z);
c) [y(o)| sv(0);
d) v(t) & positiva definida, no sentido que

(2.14)

n

n
jhy by t%r (7m0 =0

 para quaisquer nimeros reais Bpsenes@y € TyaesssT

1
(Ver Problema 2}.
A fungac de auto-connelagdeo (fac) do processo Z & defi-
nida por
Y(t)

elr) = ———. (2.15)
¥ (0)

TET. Segue-se que p(0) =1 e propriedades analogas a (2.14) va-
lem tamb&m para p{Tr).
Se observarmos uma série temporal Zl""’ZN’ entéo‘

v(k} sera estimada por

N-k .
1 = =
% * E (Ze~2) (24,4 0)s k=0,1,...,N-1, (2.16)
= 1 N - -
onde 7 =g B I, ¢ a media amoatnal; ¢) & denominada facv amosinal
t=1 .

e a {uncao de autfo-connelacio amostral

= . k=0,1,...,N-1 (2.17)

¢ um estimador de p(1).



2.5-TiPDS DE MODELOS

‘ Podemos classificar os modelos para séries temporais
em duas classes, segundo o nimero de parametros envolvidos:
a) modelos paramétricos, onde este nimero de parimetros
& finito:
b) modelos nio paramétricos, que envolvem um numero in-
finito de parametros.

Na classe de modelos paramétricos a analise & feita
no dominio do tempo. Dentre estes modelos os mais freqiiente~
mente usados s3o os modelos de erro {ou de regressao), 0OS MO-
delos autoregressivos — médias moveis (ARMA) e os modelos au-
toregressivos — integrados — médias movels (ARIMA).

0s modelos ndo paramétricos mais utilizados 530 a
fungio de auto-covaridncia (ou auto-correlagao) e sua transfor-
mada de Fourier, 0 espectro.

Do ponto de vista matematico estas fungdes sao pa-
res de Fourier e portanto equivalentes. A vantagem de se des-
crever a serie no dominio de freqiiéncias estd no fato de se
eliminar o problema da correlagac serial, pois na analise es-
pectral os componentes sao ortogonais.

Se Z={Z(t),t=0,+1,+2,...} & um processo estaciona-

©

rio e se § |y(D]<® definimos o espectro de Z como

T=-c0

£(2) = 7%; T oy(tye T, (219

T=~®

]
=
IA
>
1A
=

Segue-se que
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I .
y(t) = j e T E () dw, =0,¢1,... . (2.19)
-

As relagoes (2.18) e (2.19) mostram o espectro e a
fungdo de auto-covariidncia como pares de Fourier.

Embora importante para a constru¢ao de modelos, es-
pecialmente em engenharia e fisica, a andlise espectrél tem se
mostrado mais relevante em estudos de resposta de freqliéncias
e na area de planejamento de experimentos para otimizar o de-
sempenho de processos industriais.

A fungdo de auto-covariincia desempenha um papel im-
portante na andlise de modelos paramétricos., notadamente dos
modelos ARMA . ARTMA, como veremos nos Capitules 10,11,12 e 13,

Uma outra possibilidade & escrever uma série tempo-

ral observada na forma

Z, = £(t) +a,, t=1,...,N, (2.20}

onde f(t) & chamada sinaf e a, o auldo,
De acordo com as hipdteses feitas sobre f(t) e a.,
podemos ter duas classes de modelos: modelos de erro ¢ modelos

ARTMA.

a) Modelos de erro ou de regressdo

Aqui o sinal £(t) € uma funcao do tempo completamen-
te determinada (parte séstematica ou detenministica) e a, & uma se-
giiencia aleatdria, independente de f(t}. Além disso, suple-se
que as v.a. a, sao nao correlacionadas, tem média zero e va-

ridncia constante, isto €,



E(a,) = 0, E(a}) = o}, E(a,a,) = 0, s=t. (2.21)

Desta maneira, qualquer efeito do tempo influencia
somente a parte deterministica f(t) e modelos onde Z, depende
funcionalmente de Z,_;,Z,_5.--- N0 estdo incluidos em (2.20),
com estas suposigoes. '

A série a, satisfazendo (2.21) & chamada nuldo bran-
co.

Segue-se que, neste modelo, as observagoes sao in-
dependentes. Este modelo & classico e foi, talvez, um dos pri-
meiros a serem utilizados notadamente em Astronomia e Fisica.
No primeiro caso, 0 interesse era determinar a posicio de um
planeta em dadoe momento do tempo € e claro que o erro obtido
a0 estimar a posigdo num instante ndo tera infludncia na po-
sigéé do planeta em instantes posteriores. Por outre lado, o
modelo (2.20) & bastante utilizado em Fisica, quando por exem-
ple, os a, representam erros de mensurag¢ido de uma quantidade

¢ e o modelo reduz-se aoc caso mais simples
Ly = Qtag, t=1,...,N, (2.22)

onde Q € constante.
Além do modelo (2.22), dito de media constante, ou-

tros exemplos sao:

i) Modelo de tend8ncia linear:

Z, = g tBRt ta

. t=1,...,N (2.23)

t?

com £(t} =a +At, que & uma funcdoc linear dos parametros.



-~ 31 -
ii} Modelo de Regressao:
Ly = o +B8xy +tag, t=1,...,N, (2.24)

com f(t) =qa +BXys sendo Xy uma quantidade observavel.Novamen-
te, f(t) e uma fungdo linear de parimetros.
Nestes casos, onde f£(t) & uma funcio linear dos pa-

rametros, estes podem ser estimados usando-se o método de mi-

- .
minimos quadrados.

iii) Medelo da curva de crescimento:

Bt+a

I, = a-e ou log Z_ = logs +Bt +a

. (2.25)

£
Neste caso, £(t) ndo € uma fungdo linear dos pard-
metros, embora log Z, o seja,
Em geral, ha dois tipos diferentes de fungdes para
£(t):

1) polindmio em t, em geral de grau baixo, da forma
£(t) = By +Byt +... +Bmtm, (2.26)

de modo que a componente sistematica se move lenta,suave
e progressivamente no tempo. f(t) representa uma fen-
deneda polinoméal detenministica de grau m. Resulta que o pro-
cesso Z, serd nio estaciondrio, se m > 0.

2) polindmio harmdnico, ou seja, uma combinacdo linear de

5enos e cossenos com coeficiente constantes,da forma

f(t) = E {ancosknt+5nsenknt}, (2.27)
n=1
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_2mn

com X, , se f(t) tem periodo p.

0 modelo de erro & clissico para a andlise de séries
econdbmicas, onde £(t) & composta da adig¢do ou multiplicagao de
ambos os tipos de fungao: (2.26) representari a tendéncia e
(2.27) as flutuacles ciclicas e as variagdes sazonais. Qu se-
ja,

£(t) = T, +S¢» (2.28)

de modo que

[nN]
1]

+ T, +st M (2.29)

Normalmente, T, € a componente ciclo-tendéncia, in-
cluindo as flutuagdes ciclicas de longo periodo, que nao po-
dem ser detectadas com os dados disponiveis, enquanto que Se

% a componente sazonal ou anual. 0 medelo (2.29) serd estuda-

do com algum detalhe nos Capitulos 3 e 4.

b) Modelos ARIMA

A hipotese de erros nao correlacionados introduz sé-
rias limitagoOes na validade dos modelos do tipo (2.20), para
descrever o comportamento de séries econdmicas e sociais, on-
de os erro§ observados sao auto-correlacionades ¢ influenciam
a evolugao do processo.

Para estes casc, os modelos ARIMA sdo Uteis para os
propositos que temos em vista. Duas classes dec processos po-
dem ser descritos pelos modelos ARIMA:

1) processos Lineanes estacionarios,passiveis de representagio -

na forma



L

Iy oW o= ag+yqgd  thoa 5 .. = kzowkat_k, Vg =1. (2.30)

Em (2.30) a, e ruido branco e m =E(Zg)5 Uty ... &

uma seqiiéncia de parametros tal que

ne~ 8

2 [ee]
P2 <.

k=0

‘Existem trés casos particulares de modelo (2.30) que
serdo muito utilizados a seguir:
1. processo auto-regréssivo de ordém p: AR(p);
2. processo de médias moveis de ordem q: MA(q);
3. Processo auto-regressivo — médias moveis de ordem p e

q: ARMA(p.q).

ii) processos Lineares ndo estacionanios homogeéneos,que constituem
uma generalizagdao dos processos lineares estacionérios,
que sundem que o mecanismo gerador da sé&rie produz
erros auto-correlacionados e que as séries s3o ndo es-
tacionarias em nivel e/ou em inclinacdo. Estas séries
podem se tornar estaciondrias através de um ndmero fi-

nito (geralmente um ou dois} de diferencas.

Estes processos 530 descritos de maneira adequada pe-
los chamados modelos auto-regressivos-integrados — médias mo-
veis de ordem p,d e q: ARIMA (p,d,q)., que podem Ser gemerali-
zados pela inclusido de um operador sazonal.

Os modelos ARIMA serac estudados na Parte 4.

Para finalizar, devemos observar que,algumas vezes,

o sinal f(t) no modelo (2.20) nao pode ser aproximado por uma
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funcio simples do tempo, como {(2.26) acima. Para estimar a ten-
déncia temos que utilizar, entdo, procedimentos ndo paramétri-
cos de suavizagdo e este procedimento serd utilizado no Capi-
tulo 3.

Por suavizagao ou alisamento entendemos um procedi-
mento que transforma a série Zt’ no instante t, em uma série

ZE, dada por

*
Zt =

','M::!

b 2 , t=n+1l,...,N-n, (2.31)
k=en k" t+k

Ou seja, usamos 2n+l observagoes ao redor do instan-
te t para estimar a tendeéncia naquele instante. Observe que
perdemos n observacdes no inicio da série e outras n no fi-

nal da série. {2.31) diz-se um §{iltre Linear e usualmente

2.6 - PROBLEMAS

1. Use a equagdo (2.4) para provar que, se Z(t) & estri-
tamente -estaciondrio, entdo m(t) e V(t) sdo constan-
tes.

2. Prove as relagdes (2.14).

3. Seja Z(t) =j§1(Ajco§ljt+BjsenAjt), onde t = 0,+1,...,
& Ayseeendy $3a0 constantes positivas e Aj,Bj SE0 v.a.
independentes, com médias 0 e variancias o5 = VarU%) =
= Var(BjJ, j=1,...,n. 0 processo Z(t) & estaciond-

rio? Encontre a média e a facv de Z(t). .
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Considere o modelo (2.20), com a, satisfazendo (2.21)

t
e suponha que
n

= Z bk2t+k, t=n+1,...,N—n.
k=-n :

ot %

a) Escrevendo iy = £*5(t) +ags dé as expressOes para

£f*(t) e a;.
b) Calcule Var{a;); é possivel escolher os bi de modo

que Var(a;) éVar(a;}? Como?
c) Prove que

n
2 =
Gak=_%+hbkbk“h’ h=0,1,...,2n
* * =
Cov(ag,ag,y)
0 , h=2n+1,...
Responda as questoes de 4. para o caso em que
1
bk = —=57» bara todo k,

Considere as observacgodes:

t 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967

Zt 15 19 13 17 22 18 20

Calcule Cy € Ty» k=0,1,...,6.
Considere o modelo (2.20) com as suposices (2.21) e
com f(t) =a +Bt. Obtenha os estimadores de minimos qua-

drados de o e B para os dados do problema 6.

. Suponha f(t) dada por (2.26), com m=2.0btenha AZ£f(t)

e A'F(t}. De modo geral, para um m qualquer, calcular
Adf(t), isto €, a d-ésima diferenca de f(t), d um in-

teiro qualquer.

. Obtenha os valores suavizados 1} definidos no proble-

ma 4, para os dados do problema 6. Faga um grafico pa-
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11.
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14.

15.

16.
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1
ra Z, e Zf. Usen=1c¢e bk =%, para todo k.
Para o problema anterior, supondo Var(at) =0; =1, ob-
* * *

tenha Var(at) e Cov(a ’at+h)'

Considere os dados de PIB do Brasil, do problema 2 do
Capitulo 1, arredondados em bilhdes de cruzeiros.Cal-
cule a media amostral Z, Cps€1:Cp:€3.Cy:FsT a5, F3o
Ty
Considere o processo estocastico I, =34, onde a, & rui-

e faca o grafico de i j=0,1,...,4.

do branco, com t=0,x1,£2,... e

a =

{+1, com probabilidade 1/2
t

-1, com probabilidade 1/2.
a) Obter a média do processo Z.s
b) Calcule v(1), T=0,1,+2,... .
c) Calcule p{t), t=0,%#1,... e faga o seu grafico.
Prove que Ath =ji0(—l)j(§)zt‘j'
Considere os dados do problema 5, do Capitulo I.
a) Obtenha 13, para bk=<1/3, qualquer que seja k;
b) Calcule Z, C1€1:Cg:C3, TaTy:Ty:T3 € fagca os res-
pectivos graficos.
Suponha {at,t=1,2,...} uma seqiiencia de v.a. indepen-
dentes e identicamente distribuidas, com
P(a,=0) = P(a,=1) = 1/2.
a) O processo a; +a, cos t € estacionario?
b) O processo a; +a, cos t va; sen t £ estacionidrio?
Se {X,,t€T} e {Y ,t€T} sdo estacionarios, {axf&ﬁi,ﬂﬂ?

sera estacionario?

_(:) -
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COMPONENTES NAO OBSERVAVEIS






PARTE 1

MODELOS DE DECOMPOSICAQ:
COMPONENTES NBQ OBSERVAVEIS

Un modelo classico para séries temporais supde que

a série temporal Z t=1,...,N, possa ser escrita como a soma

t,
de trés componentes: uma tend8ncia, uma componente sazonal e

um termo aleatdrio:

Z, = Tt +St +a

1 £ t=1,...,N.

Observando a Série H do Apéndice A,notamos que ha um
aumento gradual das observacgoes,; dizemes que a série apresen-
ta uma tendéncia, crescente no caso. Pode haver um declinio da
série, em outros casos. De modo geral, a tendéncia em séries
economicas ou demogrdficas € causada por fatores que sdo me-
didos durante periodos longos de tempo.

A componente sazonal aparece quando as observagdes
sao intra-anuais, isto &€, registradas mensalmente,trimestral-
mente ou semanalmente, por exemplo. E também chamada componente
anual ou estacional e pode ser considerada aproximadamente pe-
riddica. A Série A do Apéndice A apresenta uma periodicidade mar-
cante de 12 meses enquanto que na Série B o fendmeno ndo & tdo

evidente.
_.37_
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Era comum, historicamente, incluir no modelo uma com-
penente ciclica, para representar movimentos com periodos lon-
gos, geralmente maiores que um ano. Contudo, como destacam Gran-
ger § Newbold (1977), 'ndo ha evidencias que séries macroeco-
ndmicas modernas contenham componentes periddicas além da sa-
zonal'. Por outro lado, aquilo que parece Ser uma tendéncia na
série pode ser parte de um ciclo com periodo muito grande,que
nio & detectdvel devido ao fato de estamos observando a série
em um intervalo de tempo pequeno comparado COm © periodo do
ciclo. No que segue ndc consideraremos a existencia de ciclos
com periodos maiores que doze meses.

Removendo-se as componentes T, ¢ S, o que sobra € a
componente aleat6rié ou residual a,. A suposigao normal e gue

a, seja um processo estoc@stico puramente aleatdric (ruido bran-

t
co), se bem que em alguns casos podemoes consideri-lo um pro-
cesso estacionario, digamos, com média zero e variancia cons-
tante.
0 modelo acima & dito aditive, que & adequado por e-
xemplo quando S, néo depende das outras componentes, como T,.
Se as amplitudes sazonais variam com a tendéncia um modelo mais
adequado & o mubtiplicative.
Zt = Tt-St-at,
que obviamente pode ser transformado num aditivo tomando-se lo-

garitmos: se Z; =10th, T; =10th, etc., obtemos

* = * *
Z Tt +St +a

*
t t’
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E possivel considerar modelos mistos, da forma

Lo = TSy *ag,

por exemplo, ou entdo modelos mais complicados. Este assunto
serd discutido no capitule seguinte.

¢ problema que se apresenta'é o de modelar conveni-
entemente as tres componentes Tt’ St e a., a fim de se fazer
previsoes de valores futuros da série. 0 que se faz usualmen-
te & representar f(t) =T, +S$, por alguma fungdo suave do tem-
po, por exemplo, uma mistura de polindmios e fungdes trigomo-
métricas. Deste modo, encara-se f(t) como uma fungio determi-
nistica do tempo. Todavia, & possivel considerar sazonalidade
estoc@stica, por exemplo, quando ela varia com o tempe e neste
caso serd necessdrio usar modelos diferentes para S..

Uma discussio elaborada sobre a histdria da idéia de
utilizar componentes nio observdveis em séries temporais eco-
nomicas pode ser encontrada no Capitulo 1 de Nerlove, Grether

§ Carvalho (1979).



CAPTTULO
TENDENCIAS

3.1 - INTRODUCAD

Consideremos as observacgdes {Zt,t=1,...,N} de uma se-
rie temporal. Vimos que um modelo de decomposicac consiste em

escrever Zt como uma soma dé treés componentes nio observaveis,

Zt = Tt +St AL, (3.1)

onde Tt'e S, representam a tendéncia e sazonalidade,respecti-
vamente, enquanto gque a, & uma componente aleatdria, de média
zero e variancia constante 03. Se {at,t=1,...,N} sao observa-
goes de um ruido branco, entao E(atas) =0, s #t, mas podere-
mos, eventualmente, relaxar esta suposicdao, tomando {at} como
um processo estaciondrio. Segue-se gque {Z,} serd uma série nao
estacioniria.

0O interesse principal em considerar um modelo do ti-
po (3.1) serd o de estimar St e construir a série livre de sa-

zonalidade ou sazonalmente ajustada. Isto &, se St € uma es-

timativa de St’
Z =7, -85 (3.2)

& a série sazonalmente ajustada. Hi virias razBes para consi-
-40-
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derar este procedimento de-ajustamento sazonal, que serao es-
tudadas no Capitulo 4. As componentes T, e S, sao, em geral,
bastante relacionadas e a influencia da tendeéncia sobre a com-
ponente sazonal pode ser muito forte, por duas razoes (Pierce
(1979)):

a) metodos de estimagdo de St podem ser bastante afeta-

dos se nio levarmos em conta a tendencia;

b) @ especificacao de S, depende da especificagao de T,.

Por isso, nac poderemos isolar uma das componentes

sem tentar isolar a outra. Estimando-se Tt e St e subtraindo

de obteremos uma estimativa da componente aleatdria a

£
Neste capitulo vamos supor que a componente sazonal

Zy

St nio esteja presente. Ou seja, o modelo que consideraremos

sera

Zt = Tt ta.., (3.3)

onde a, & ruido branco, com média 0 e varidncia a3,
Hi virios métodos de se estimar T.. Os mais utili-
zados consistem em:
i) ajustar uma funcdo do tempo, como um polinomio, uma
exponencial ou outra fungao suave de t;
ii) suavizér‘(ou filtrar) os valores da série ao redor de
um ponte, para estimar a tendéncia naquele ponto.

Estimando-se a tendencia através de Tt’ podemos ob-

ter a série ajustada para tendéncia ou livre de tendéncia,
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Um procedimento que & tamb&m utilizado para elimi-
nar a tendéncia de uma série & aquele de tomar diferengas,co-
mo foi definido na secio 1.4. Normalmente, para séries econo-

micas por exemplo, a primeira diferenca

-

jd & estaciondria.

3.2 - TENDENCIA POLINOMIAL

Um procedimento muitas vezes utilizado & ajustar u-
ma curva aos valores observados da serie para estimar Tt e fa-
zer previsSes, Tradicionalmente s@o utilizadas fungOes expo-
nenciais, logisticas, de Gompertz mas vamos nos limitar a des-
crever brevemente o ajuste de um polindmic. O problema mais sé-
rio que se encontra ao estimar Tt através de um polinomio & que,
embora ele possa se ajustar bem ao conjunto de valores obser-

vados, extrapelagbes futuras podem ser bastantes ruins.

Suponha, entao, que

= m
Tt—50+31t+...+8mt, (3.4)

onde o grau m do polindomio & bem menor que o numero de obser-
vacGes N. Para estimar os pardmetros Bj utilizamos o método dos

minimos quadrades, ou seja, minimizamos
N m'z
£(Bgsve-aBy) = tzl(zt-so—slt-... -8t (3.3)

obtendo-se os estimadores de minimos quadrados usuais Eo’él"

"’ém' Este & um assunto conhecide (ver, por exemplo, Draper §
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Smith, (1966)) & nzo sera discutide mais aqui., Assim como mno
problema usual de regressdo, também aqui € possivel transfor-
mar ao "variiveis independentes" l,t,tz,...,tm em ''varidveis
'independenfes ortogonais’. Especificamente, ncsso modelo pas-

sa a ser escrito
T, = a; +u1¢1N[t) N +am¢mN(t), (3.6)

onde ¢0N(t) =1, ¢1N(t),...,¢mN(t) sdo polinomios ortogonais de
graus zero, um, ..., m, respectivamente. O polindmio ortogo-

nal de grau k € dado por
Pypbtl) = £k +.C (k N)tk'1 + +C, (k,N)t +C, (k,N)
XN k-1 s TS g LN

k=1,...,N-1 ¢ onde os Cj(k,N) dependem de N e do grau do po-

1indmio e sfo determinados por

N
t§1¢jN(t)¢kN(t3 =0, j =k

Segue-se que hi uma relagao entre os oy e os Bj e

os estimadeores de minimos quadrados dos oy em (3.6) s3o dados

por

N
. tz Z .¢jN(tJ .
aj = . j=0,1,...,m. (3.7)
Z 93y (t)

Para detalhes, ver Anderson (1971, pdg.31) e Draper
& Smith (1966, pag. 150).

EXEMPLO 3.1 - Na Tabela 3.1 apresentamos parte dos dados da

Série G: Consumo de Energia El&@trica no Espirito Santo. S3o 24
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observacbes, referentes aocs anos 1977 e 1978 e arredondadas.
Notamos que, pa este perfedo, um polinomio de primeiro grau é
adequado para representar T,.

TABELA 3.1- Série G, Consumo de Energia

Elétrica no Espirito Santo,
jan.de 1977 a dez.de 1978

t z, t Z,
1 84,6 | 13 1i0,3 -
2 89,9 | 14 18,1
3 81,9 | 15 116,5
4 a5, 4 | 16 134,2
5 91,2 | 17 134,7
6 89,8 | 18 k4,8
7 89,7 | 19 145,54
8 97,9 | 20 159,2
9 . 103,4 | 21 168,2

.10 107,6 | 22 175,2

11 120,4 | 23 174,5

12 109,6 | 24 73,7

FONTE: Tabela A-7, apendice A

0 modelo (3.3) reduz-se a
Z, = By Byt +a, (3.8)
e minimizande a soma dos quadrades dos residuos
N
= n - 2
f(BU’Bl) - tzl{zt BO Blt)

obtemos as equagoes noumals

N N
NBg * & tzlt ) tzlZt
(3.9)
N . N N
B t+8 t2 = tZ .
0 LR LT L
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As solugbes de (3.9) sao

Bg = Z-B;T) (3.10)'
b
81 1 N 1N tzl (3.11)
Lo (LA
onde
Z = %’tglzt

€ a média amostral das N=24 observagdes e

t~12

= 1
t = t.
TTt 1

Levando em conta que

N N
P o= MO 500, 2= 2.915,2, Z-121,47, T=12,5,
t=1 t=1
N N
et = NOERDCGNID oy 990,  § £z, - 41.318,6,
t21 £=1
obtemos
By = 68,445,
B, = 4,242.

Logo, um estimador de T, é

Tt = 68,445 +4,242¢t,
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Podemos verificar facilmente, neste caso, que as for-

mulas (3.11) e (3.7) coincidem. Pode-se mostrar que

¢0N(t) = 1,

"

¢1N{t) t ——(N+1)

e que os coeficientes Bj e aj sao relacionados por
B - =aj+Cj[J+l,N]aj+l+...+Cj(m,N]am, (3.12)

j=0,1,...,0.

Usande (3.7) vemos que

N
tE Zodn(t) Z[t- 7{N+1)] tz tZ —f{\+1) X Z,

_t=1 1=
b
Z

I
1| b1
b~
et

- _.I'_ 2 J;ﬁ\ I ] 2
¢1N(tJ [t-5(N+1)] tii“: 2(n+1)]

que coincide com (3.T1). Por outro lado, Bl =dg, usando (3.12).

Também,

N N
L Zeogy(0) L2t
ao t= . =

oy (1)

lIMZi—'

t=1

enquanto que
BO = o +C0(1,N)a1 = o —12,5@1,

ou seja,

Cque € (3.10).
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Para calcular os estimadores &j através de (3.7) u-
tilizamos tabuas de polindmios ortogonais, que s3o construidos
para diversos graus m e diversos valores de N. Ver Fisher §
Yates (1964),por exemplo.

Utilizando o‘modelo estimado para Tt podemos prever
valores futuros'éaisérie. Por exeﬁplo, na Tabela'S.Z, temos o0s
valores rgais e previsfbs para janeiro, fevereiro, margo e a-
bril de 1979. Observe que o valor para marco de 1979 € bastan-
te "anormal"™ e o erro de previsio neste caso & grande.

TABELA 3.2 - Valores reais e previstos para
a Série G, jan.-mar. de 1979

E erro de
h Zt ZN(h) previsaoc (eN(h))
T 179,8 174,5 5,3
2 185,8 178,7 7,51
3 270,3 183,0 : 87,3
L 196,9 187,2 9,7

De modo geral, o valor previsto h passos a frente
é EN(h), dadas as observagoes até o instante t =N e o erro de

previsdo correspondente €

VVeN(h) = Zyup - Iy (3.13)
ﬁor sua vVez,

Zy(h) = Ty, (3.14)

para h =1,2,3, 00 o
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Na Figura 3.1 temos os griaficos de Z, e de Tt dada

pela reta de regressio.

3.3 - SURVI ZACAOD

Quande supomes que a tenddncia possa ser representa-
da por um polinomio de baixo grau, isto implica que usamos fo-
dat as observacbes Zt‘ t=1,...,N para estimar o polindmio, que
representara Tt sobre todo o intervalo de tempo considerado.

A idéia de se usar algum tipo de suavizagdo & que a
tendéncia num instante t seri estimada usando-se observagoes
Zg. com s ao redor de t, por exemplo, usamos as observagoes

Z "Zt+n para estimaxr Tt‘

t-n‘zt—n+1"'
0 que fazemos & usar um filtro Linear, ou seja, uma o-

~ . - - % .
peracac que transforma a serie Zt na serie Zt.

* = = .

Zt F[Zt], t=1,...,N. (3.15)

Dado o modelo (3.3), transformando-o através de F,

cbtemos

(3.16)

onde T =F[Tt],a; =Fla,]. Queremos que F seja tal que TE =T,
e ay =0, de modo que suavizando-se as observacoes Zy obtenha-
=7% o
mos F[Zt] Zt Tt'
Dadas as observacoes Zl”"’ZN’ o filtro F comumen-

te vutilizado & da forma

2= .1 ejlygs t=n+l,...,N-n,  (3.17)
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n
onde § € -1. Observe que perdemos n observagbes no inicio
j=-n

e n no final da série original. Zj sera uma estimativa da ten-

. déncia no instante t e também dizemos que (3.17) & um filtro

de médias moveis. O caso mais simples & aquele em que ¢ =

n+l’
para todo j, de modo que
1 2
k —
2t = . L Tiege - (3.18)
j=-n
" De (3.3) temos
3 ) ) )
* = c.Z, . = c.[T, .+a, . .1 = c.T, .+ K T
t j=__nJ t+] j=—‘]13 T+y U] j=-n3 t+] ‘=_nJ't+J
ou seja,
% . .
7% = c.T. . +a*, (3.19)
CRRNPIL NG RS t
onde
Iil .
a* = c.a,_, .~ (3.20)
t j:—n ] t+J .
Como E(aj) =0, pois E(at) = (), para todo t, Segue-se
que -
n n
* - ~ = =
E(2%) = __[ S Tyuy = __[ 5Ty T, = E(Z2),  (3.21)
J=-n ©]=n

dado que Tt+j =T,, supondo-se a tendéncia ''suave'. Ou seja, a
série original e a série suavizada tém praticamente a mesma

média, para cada t. Por outro lado,

Var(a}) = o2 ) c%, (3.22)
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dado que Var(at) =d;J'constante. Como Var(Z,) =0l e Va;(Zé) =
= Var(a;), Segug—se de (3.22) que a serie suavizada terd hma
variancia menor se ¢ >0, ¥j. Mas o filtro (3;17) introduz u-
ma correlacio nos residuos. De fato, nossa suposigdo era -que
‘E(atas)==Cov(at,aS) =0, s#t. E facil ver (Problema 4 do Ca-

pitulo 2) que

n
2

)
& j=-n+h “3%j-h-

* *
Elafalyy) = 0 h=0.1,...,2n
(3.23)

=0 : h=2n+l,... .

A série livre de tendéncia serd Z, -2} e E(Z, -1%)

representa o vicio de estimacao, dado por

v(t) = T(t) -~ | LTRSS (3.24)

e como vimos, v(t) =0, ja que E(Z}) QE(Zt).

0 erro quadratico médio do estimador €

E(Tt—ZE)z Var(Z%)'Pvz(t)

(3.25}

1

n
2 7 cZey2(t).
j=-n ’

A idéia & escolher n (dado que o] € conhecido) de
modo que (3.25) seja o menor possivel; todavia, o vicio v(t)
e a variancia de ZE variam de modo oposto em relacgdo a n (por

que?). Desta maneira, cabe ao usuario selecionar o valor de n

adequado; para dados mensais usualmente tomamos médias moveis
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de 12 observacoes sucessivas.
Segundo Anderson (1971}, hd trés desvantagens prin-
cipais neste processo de suavizagao:

i) Inferencias estatisticas derivadas do método sao 1li-
mitadas, dade que ele niao & baseado em nenhum modelo
probabilistico;

1i) nfo podemos obter-as estimativas da tend&ncia nos ins-
tantes t=1,...,n e t =N-n+l,...,N;

iii) nao fornece um meic de fazer previsodes.

A idé€ia de estimar Tt através de (3.17) surge quan-
do tentamos ajustar um polinOmio aos primeiros (2Zn+l) valores
da série e usamos este polindmio para estimar Tt no instante
(n+l1}, depois aos (2n+1) pontcs seguintes, etc.Resulta que Tt

Z com coeficientes

sera uma combinacao linear de Zt-n""’ t+n®

independentes de t. Para detalhes, ver Kendall (1973, Capitu-
1o 3) e Durbin (1962). Em particular, Durbin mostra que © mé-
todo de suavizacdo e o método de tomar diferengas, a ser dis-
cutido a seguir, s3o equivalentes a ajustar polindmios de bai-

xa ordem.

EXEMPLO 3.2 - .Para ilustrar o procedimento, consideremos os da-
dos da Tabela 3.1 e n=1 em (3.18), ou seja, teremos médias wi-

.veis centradas de trés termos:

1 1
=TZ Y t=2,3%,...,23.

Assim,

84,6+89,9+81,9

3 = 85,5, etc.

= A -
23 = 3 (Qgr2yris) =
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Os valores estimados esféo na Tabela 3.2, juntamen-
te com a série Y, =2y - 2%, livre de tendéncia.-Dadec o modelo
(3.3) esta série deveria satisfazer as suposigoes do mesmo.
Verifique se isto acontece.

0s valores de Z% estdo na Figura 3.1; observe que o
grafico de 3 € mais suave que Zos dando uma idéia melhor da
existencia de tendéncia na série.

Se o nilmero de termos que entram na média mével for
par, entaoc estaremos estimando a tend8ncia para um valor Tt

tal que t nao coincide com um dos instantes de tempo consi-

derados.
TABELA 3.2 - Médias mdoveis centrada de trés termos
para os dados da Tabela 3.1
® ®

t Zt, Zt Yt ﬁZt t Zt Zt Yt AZt
i 84,6 - - - 3 110,33 12,7 -2,4 —3{1
2 89,9 85,5 4,4 5,3 14 118,1 115,0 3,1 7,8
3 81,9 89,1 -7,2 -8,0 | 15 116,5 122,99 6,4 -1,6
4 95,4 89,5 5,9 13,5 16 134,2 128,5 5,7 17,7
5 91,2 92,1 -0,9 -4,2 |17 134,7 137,92 _3,2 9,5
6 89,8 90,2 -0,4 -1,4 18 144,8 141,3 3,5 10,1
7 89,7 92,5 -2,8 -0,1 | 19 144,4 149,5 -5,1 -0,4
8 97,9 97,0 0,9 8,2 20 159,2 157,3 1,9 14,8
9 103,4 103,0 - 0,4 5,5 2% 188,2 167,5 0,7 9,0
10 107,6 110,5 -2,9 4,2 22 175,2 172,6 2,6 7,0
11 120,4 112,5 7,9 12,8 23 174,5 174,5 0,0 ~0,7
12 109,66 113,4 -3,8 -10,8 24 173,7 - - -0,8

Z, =dados da Tebela 3.1; Zi =mgdia movel centrada

- 4 - . a s -
Yt=ser1e livre de tendencia; AZt=a 1= diferenga da serie.

Assim, considerando-se a média dos 4 primeiros valo-

23 - 2.5.pa-

Tes, estaremos estimande a tendéncia T, para t=
ra centrar em um instante de tempo dado,considera-se cada termoda

media mbvel como média de 2 observacbes sucessivas.
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' Por exemplo, para médias moveis de 12 observacgdes,
tomamos

P
2y T 74 {Zt-6+zzt_—5+ et ZZt+5+Zt+6}’ (3.26)
t=7,8,...,12p+6,

sendo a série observada durante (p+1) anos.

Por exemplo,

_ 1
= 24{21 fZZZ *223 ... +2212 +213}.

Neste caso, perdemos 6 observagoes em cada extremo
da série observada. Estimativas da tendéncia para os instan-
tes iniciais e finais podem ser obtidas por uma extensdo do
método exposto. Nio trataremos deste assunto aqui. Ver Kendall

(1973) para detalhes.
3.4 - DIFERENGAS

Considere Tt representada por um -polinomio; entdo to-
mando-se um nilmero apropriado de diferengas obteremos uma COns-

tante. Por exemplo, se
-T_ = BO +Blt,

ATy = Ty -Tyy = (Bgteit) - [BgYBy (¢-1)1 = By

£ fdcil ver que se T, & dada por (3{4), entao

re
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d!Bd, sem=d
AT, = (3.27)
0 , sem<d.

Ou seja, dade o modelo {3.3), tomando-se d diferen-

¢as obtemos

onde Ath

d . ad d
A Zt = A Tt thva, (3.28)

€ dado por (3.27) se T, € um polinomio de grau m.

Temos que, neste caso,

AdT = constante, se m=d

d
E(A Zt) ¢

(3.29)
= 0 , sem«<d,

pois E(A%a,) =0 (por que?).

onde a, &

mas ha um

Consideremos, por exemplo,

.= By t Bt *a

t t?

ruido branco. Entao,

S T

Segue-se que esta série é estacionaria (por que?)},

problema agqui: ela n3o & "invertivel"”, no sentido que

serd explicado no Capitulo 10.

Se o numero de diferencas for menor que m, entio

ainda resultari um processo com tendéncia, que serd nio esta-

cionario.

Por exemplo, se

— 2
Ly = By #B T +B " va,,



BZy = By =8y *2Bpt *ap -ay g = By rEitra -a g,

que tem uma tendncia linear. A segunda diferenga A%Z, sera

estacionaria.
Chamando a; =Adat, pode-se demonstrar (ver Andersom,
1971) que
Var(a}) = GZ[Zd} - oz L2d): (3.30)
t al d vy 2
.(d)
* _ s, | 2d _
Cov(a},af,.) = oZ(-1) [d+sJ’ s=0,1,...,d
(3.31)
=0 s s=d+1,...

¢ que mostra que tornando-se diferencgas introduz-se correla-
¢io nos residuos.

Pelo exposto, segue~se que tomando-sé uma diferenca
elimina-se uma tendeéncia linear, se o modelo € aditivo (e eli-
mina-se uma tendéncia exponencial, se o modelo for multipli-
cativo, da forma Zt =Tt-at). Como séries econdmicas geralmen-
te tem um crescimento exponencial, freqlientemente o procedi-

mento mais adequado para estas séries € tomar

* =
AZt = Alog Zt’ (3.32)

isto &, a diferenga do logaritmo da série original.

Se a série temporal sob consideragio ndo tiver um
comportamento explosive (sua nZo estacionariedade for do tipo
homogéneo, como definido anteriormente), tornando-a wma ou duas
diferencas € suficiente para se obter estabilidade ou estacio-

nariedade.
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EXEMPLO 3.3 - Retomemos o Exemplo 3.1 e calculemos a série de
diferencas, ou seja, Az; =Zt—Zt_l. Os valores estdo na Tabela
3.2 ¢ o grifico na Figura 3.2. Observe-se o cardter "mais es-
taciondario" de AZ,.

Notemos que, tomando-se uma diferenga da série Z.,

estamos na realidade utilizando um filtre do tipo descrito na

secdo anterior, onde os coeficientes Cj sdao dados peor

0, para os demais valores de j.

0 mesmo pode ser dito de AZZt e, em geral, de Adzt,

para um d inteirc positive qualquer.

3.5~ TESTES PARA TENDENC!A

Como jd salientamos antes, um primeiro passo na ani-
lise de uma série temporal € a comstrucdo de seu griafico, que
revelara caracteristicas importantes, como tendéncia, sa-
zonalidade, variabilidade, observacoes aberrantes (“outliers"},
etc.

Além dessa inspecio grafica, & possivel utilizar tes-
tes de hipdteses estatisticos para verificar se existe tendén-
cia na série. Isto pode ser feito de duas maneiras: a) antes
da estimacao de Tt; h) depois que se obtém uma estimativa de
Tt'

No segundo caso & possivel efetuar testes formais so-

mente no caso do ajuste polinomial, pois aqui temos uma teo-
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ria desenvolvida para os estimadores de minimos gquadrados. Des-
ta maneira, podemos obter intervalos de confianga para os pa-
rametros Bj do polinomio bem comeo testar hipdteses a respeito
destes parametros.

Assim, no Exemplo 3.1, podemos testar a hipStese que
Bl =0, ou seja, que nio existe tendéncia, contra a alternati-
va que By >0, ou seja, existe uma tendéncia crescente. Este
teste &€ amplamente conhecide e nZo sera discutido aqui.

Todavia, & aconsclhavel estabelecer se¢ existe compo-
ponente de tendéncia na série antes de aplicar qualquer procedimen-
to para sua estimagao.

Se existe outra componente {como S ) na série, além
de T, teriamos que eliminad-la antes de testar a presenca de
T,. Esta observagio também vale para o caso em que quisermos

t
testar a presencga de St: teremos que eliminar, antes, T,. Es-

t
se assunto serd tratado no Capitulo 4.

Existem alguns testes nic paramétricos que sido Uteis
para se testar se hi tendéncia em um conjunto de observagoes.
Contudo, estes em geral se baseiam em hipdteses que podem ndo
estar verificadas para o caso de uma série temporal; em par-
ticular, uma suposig8o comum & que as observagbes constituem
uma amostra de uma populagdo, e assim elas serao independen-
tes.

Deste modo, estes testes devem ser utilizados com
cautela ¢, em geral, sio pouco poderosos para detectar alter-
nativas de interesse.

Teste de Segiiencias {Wald-Wolfowitz)

Considere as N observagdes Z,, t=1,...,N de uma sé-
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rie temporal e seja m a mediana destes valores. Atribuimos a
cada valor Z, o simbolo A se ele for maior ou igual a m e B
se ele for menor que m. Teremos, entdo, N =(n1 pontos A} +(n2

pontos B). A estatistica usada no teste é

T, = nimero total de seqiiéncias (isto &, grupos

de simbolos iguais).

Rejeitamos a hipdtese nula H de que a seqliéncia &
aleatdria contra a alternativa K que existe uma tendencia se
ha poucas segiiéncias, ou seja, se T, & pequeno. Para um dado
o, rejeitamos H se T, <w,, onde w, & o a-quantil da distribui-
gao de T,. que & tabelado. Ver, por exemplo, Tabela 23 de Co-
nover (1971}).

Para n; ou n, maior que 20 podemos usar a aproxima-
cioc normal, isto &, T1-N(u,cz), onde

Zn.n
1 =__i+l,

.- \V/innz(annz-Nf
NZ(N-1)

Teste do Sinal {Cox-Stuart)

Agrupamos as observagoes em pares (Z1’21+c)’(22’22+c]’
R [ZN_C,ZN), onde c =J%, se N & patr e C =E%l, se N & Impar.
A cada par [Zi*zi+c) associamos o sinal + se Zi <Zi,. © 0 5i-
nal - se Z; >2;,., eliminando os empates. Seja n o nimero de

o R L
pares onde Zl Zisc



Queremos testar:

H: P(Zi<2i+cj = P(Z.>Z., ), ¥i: nao existe

1 1+c

contra

. L .
K: P(23<25,.) #P(24>2;,

tendéncia

), ¥i: existe tendéncia.

Este ¢ um teste bilateral. Um teste unilateral para

testar H: nado existe tendéncia positiva contra
déncia positiva € obtido substituindo-se = por
respectivamente em H e X acima.
Seja T, =nimero de pares com sinal +.
Entdo, para n <20, a regra de decisio
distribuigao binomial e para n >20 podemos usar

normal.

K: existe ten-

£ e = por >,

€ baseada na

a aproximagdo

Considere o teste unilateral mencionado acima. Va-

lores grandes de T, indicam que + & mais provdvel que -, por-

tanto rejeitamos H se T, xn-t, onde t € encontrado numa tabe-

la da distribuigi@e binomial, com pardmetros p =% € n, para um

dado nivel .

Teste Baseado no Coeficiente de Correlagac de Spearman

Este teste €, em geral, mais poderoso que o teste de

Cox-Stuart. Chamemos de Rt 0 posto de Z, dentre

‘as N observa-

¢oes. Se houver observagles empatadas use postos médios.

Seja

=)
(]
ne-1.z

2
[Rt t1°,

t=1

onde t=1,2,...,N sao 0s postos "naturais" dos

—— et il = e - e e e e
— L 5 R T TR e =
S AR T e oy

instantes de




tempoe.
Rejeitamos a hipftese de que ndo existe tendéncia se
T, for grande ou pequeno.
A distribuigao de T, & tabelada; ver, por exemplo,

Tabela 9, de Conover (1971). O teste pode ser feito também em

funcdo do coeficiente de correlagao de Spearman, dado per
6T3

p=1-
N(N?-1}

EXEMPLO 3.4 - Vamos considerar os testes acima para os dados
da Tabela 3.1. Na Tabela 3.3 temos os cdlculos necessirios pa-
ra se obter as estatisticas Tl’ T2 e T3. Fixemos o = 0,05 em
todos 0os testes.

TABELA 3.3 =~ Valores da Série G (Emnergia) e valores
de R e (R.-t)2

-t72 —r2

t Zt Rt ERt t] t Zt Rt [Rt t]
"1 84,6 2 1 13 110,3 12 1

2 89,9 5 9 14 18,1 14 0

3 81,9 1 4 15 116,5 13 4

4 95,4 7 9 16 134,2 16 Q

5 91,2 & 1 17 134,7 17 0

6 89,8 4 4 18 144,8 19 1

7 89,7 3 16 19 144,4 18 1

8 97,9 8 0 20 159,2 20 0

9 103,4 9 0 21 168,2 21 0
10 107,6 10 0 22 175,2 24 4
11 120,4 15 16 23 174,5 23 0
12 109,86 11 1 24 173,5 22 4

Teste de Segiiencias -

A mediana € m =113,4, n, =0, =12 e T1 =4,
Consultando uma tabela, encontramocs wa =8, logo rejeitamos H:

nio existe tendencia.
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Teste de Cox-Stuart

c =12 e os pares (Zi,Z ) sao (Z

i+l2 1’213)"“’
(212,224), facilmente identificaveis na Tabela 3.3. Aqui T2 =
= 12 e obviamente rejeitamos H. Como n <20, a aproximagao nor-

mal nao € adequada.

Teste baseado em T3

Aqui T3 =76 e os quantis Wo/2 © Y1.4/2 sho dados por

1.366 e 3.234 respectivamente (ver Tabela 9, Conover). Como

T3 WL/ rejeitamos H.

3.6 - PROBLEMAS

1. Prove que se Tt =BO +Blt, entao os estimadores de mi-
nimos quadrados sao dados por (3.9).

2. Obtenha (3.10) e (3.11) de (3.9).

3, Usando ¢ modelo encontrado no Exemplo 3.1, encentre
previsdes EN(h) para h=1,2,...,12. Encontre o erro
quadritico médio de previsdo.

4. Prove (3.22) e (3.23).

5. Para os dades da Tabela 3.1, obtenha um estimador sua-
vizado de T, utilizandp médias moveis de 4 termos.

6. Obtenha a série A%Z ﬁara os dados da Tabela 3.1.Fa-

t’
ga seugrafico e compare com AL, .

7. Considere a série PIB do Problema 2 do Capitulo 1;

a) teste para tendéncia, usando o teste de seqiiéncias;

h) estime Tt,\no modelo (3.3), supondo Tt =Bo'eslt;

c) quais serdc as previsdes do PIB para 1975 e 1976,

usando Tt?

~
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d) obtenha uma estimativa de T, utilizando médias mo-

veis de 3 termos;

e) calcule AL, e verifique se € estacionaria.

Responda os mesmos itens a} —e) do Problema 7 para a
série de exportagdes de suco de laranja (Capitulo 1,
Problema 5}, supondo Tt =aeBt.

Uma seqliéncia {D .} € chamada deterministica seexiste u-
ma funcao de valores passados e presénte, ¢ =g(Dt_j,

j=0,1,2,...) tal que E{(D )2} =0. Se £¢ & linear,

t+17 8t
entao {D.} diz-se deterministica Linear. Prove que D, =.
= a_.ebt,b conhecido e D ='§ Bjtj, Bj conhecidos, sdo
deterministicas lineares. =0
Suponha que o modelo seja da forma Zt =g(t)+h(t) tag,
onde g(t) & periddica de periIodo T e h(t) representa
tendéncia, por exemplo. Admita que % g(t) =0. Mostre
que uma média mdvel com T termos e zaéficianﬁs iguais
eliminara g(t), isto e,

T
E[-%-jzlz

1 T
o= = h(t+j).
t*J] T jzl (t+3)

Prove as relagtes (3.30) e (3.31).



CAPTTULO
SAZONALIDADE

L1 - INTRODUGAOD

Neste capitulo nosso objetive serd ajustar uma sé-
rie para a componente sazonal, ou seja, estimar St e subtrair

a série estimada de Z, no modelo

Z :Tt+5t+a (4.1}

t t’

t=1,2,...,N.
Desta maneira,um procedimentc de ajustamento sazonad con-

siste em:

a) Obter estimativas St de St;

b) calcular

SA _ ., a2
23 =7, -8,. (4.2)

Se o modelo for multiplicativo, da forma
Z, =T,S;a (4.3)

a série sazonalmente ajustada sera

SA _ =
zyt = 2,08, (4.4)

AComo jd salientamos, o modelo (4.3) € muitas vezes
65~
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adequado para séries economicas, gue apresentam um crescimen-
to exponengial. Tomando-se logaritmos, obtemos o modelo adi-
tive (4.1).

Ao se estimar St estaremos, em geral,cometendo um er-

ro de ajustamento sazonal, dado por
(4.5)

Dizemos que um procedimento de ajustamentco sazonal
& otimo se minimiza E(81).

A importancia de se considerar procedimentos de a-
justamento sazonais pode melhor ser ilustrada pelo seguinte
trecho, extraido de Pierce (1980):

"Tem havidoe no passado um interesse em se ter dados
disponiveis sobre fendmenos importantes, sociais e econdmicos,
para os quais a variagdo sazonal foi removida. As razoes re-
lacionam-se, geralmente, com a idéia que nossa habilidade em
reconhecer, interpretar ou reagir a movimentos importantes nao
sazonais, numa série (tais como pontes de mudanca e outros e-
ventos ciclicos, novos padrbes emergentes,a ocorréncias nao es-
peradas para as quais causas possiveis sdo procuradas) € per-
turbada pela presenga dos movimentos sazonais".

Além disso, & dific¢il defimnir, tanto do ponto de vis-
ta conceitual como estatistico, o que seja sazonalidade.

Empiricaﬁente, considéraremos como sazonais os fe-
nomencs que ocorrem regularmente de ano para ano, COMO um au-
mento de vendas de passagens aéreas no verdo, aumento da pro-

duciao de leite nos meses de novembro, dezembro e janeiro (se-
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rie A), aumento de vendas no comércio na época do Natal, etc.

Consideremos a Série A do Apéndice A. Vemos que a sé-
rie tem um comportamento aproximadamente periddico, havendo
semelhangas a cada s =12 meses. Chamaremos s de perlods, mes-
mo que o padrdo ndo seja exatamente periddico. A Tabela A.1 do
Apendice A mostra as observacles da S&rie A, de dezembro de 1975
a novembro de 1980, Temos uma tabela com s (=12) colunas e ha
dois intervalos de tempo que s&o importantes, més e ano.Q que
se observa em séries sazonais & que ocorrem relacdes:

a) entre observagdes para meses sucessivos em um ano par-
ticular;

b) entre as observagbes para o mesmo més em anos suces-
sivos.

Assim, a observacgao Z, corresponde a janeiro de 1977
¢ Telacionada com os demais meses de 1977 bem como os demais
meses de janeiro de 1976, 1978, etc.

Notemos a semelhanga com Analise de Variancia,os me-
ses representando ''tratamentos' e os anos representando as "'ré-
plicas".

Assim, Z, & relacionada com Z Z mas tam-

t-1%t-2*"" "

bém com Z Z . Isto implica que séries sazonais sao

t-s5>"t-2s7"""
caracterizadas por apresentarem correlagio alta em "lags sa-
zonais", iste &, lags que sdo miltiplos do periodo s. Um pro-
cedimento de ajustamento sazonal serd tal que esta correlagio
serd destruida (ou pelo menos removida em grande pa;te).

Sem perda de generalidade consideraremos o caso que

temos dados mensais e o numerc total de observagoes, N, & um
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maltiplo de 12, isto &, N=12p, p =nidmero de anos. Suporemos,
também, que temos um nimero completo de anos, de mode que os
dados podem ser representados como na Tabela 4.1.

TABELA 4.1 - Observagdes mensais de uma série
temporal com p anos

Meses
Anos Jan Fev Mar ... Dez Médias
1 2 3 12
! L Lz Bz e I | G
2 Zy; Zyy Ipz e Iy g9 | I,
ven 2 z

P ZPT ZPZ Zp3 p,12 p*

Medias | I, Z,, Z. ... I, z

A notacgao da Tabela 4.1 & padric e

_ 1 12
Z;. = 7ET.Z zij, i=1,...,p, (4.6)
Lj=1
5 1 .
7 . = =~ Z-:, =1,...,12, 4.7
. 5 izl ij j _ (4.7)
12 N
= 1 E 1
Z = = L Z;: =5 1 Z (4.8)
2p 32y =3 M0 N ot

Vemos, pois, que & conveniente re-escrever o modelo

{4.1) na forma

i=1,...,p
(4.9)
j=1,...,12.

No modelo (4.9) estamos supondo que a sazonalidade
€ constante, ou seja, nao muda de ano para anco. No caso de sa-

zonalidade nao constante o modele fica



i=1,...,p
Z.. =T..+S.. +ta.., (4.10)
1 R S j=1,...,12.

No modelo (4.9) temos que o padrdo sazonal nio va-
ria muito de ano para ano e pode ser apresentado por 12 cons-
tantes, o que nao ocorre com (4.19).

Existem varios procedimentos para se estimar St’ sen-
do que os mais usuais sao:

a) Método de regressdo;
b) Método de médias moveis.
.

Um outro enfoque € incorporar a variacio sazonal e

a tendencia em um modelo ARIMA, a ser estudado na Parte 4.

4.2 - SAZONALIDADE DETERMINTSTICA — METODO DE REGRESSAQ

Os métodos de regressio s@o Otimos para séries que
apresentam sazonalidade detenministica, ou seja, esta pode ser pre-
vista perfeitamente a partir de meses anteriores.

Entao, no modelo (4.1), temos que

t .

m .
T, = ¥ B.tl; (4.11)
j=0 )

(4.12)

n
|

E;
= o
t 1

s
:27 173t
J._
onde {djt} sdo varidavels periddicas (senos, cCOSSenos ou varia-
veis sazonais "dunhies"):
. oy e 2
a, € ruldo brance, com &edia zero e variancia 04t

Come estamos supondo sazonalidade constante, @ nio

depende de T. Podemos ter mor exemplo,
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Il, se o periodo t corresponde ac mes j - j=L,...,12

d't = (4.13)
) -
LO, caso contrario.
Neste caso,
d1t+d2t+...+d12,t =1, t=1,.._.,N, (4.14)

de modo que a matriz de regressao nac & de posto completo,mas
de posto m +12 {observe que temos m +13 parametros: R
60,81:"';Bm)'

Impondo-se a restrigao adicional

12
Y e, = 0. (4.15)
j=1 J

obtemos um modelo de posto completo

? 3 lg
7. = g.tJ+ § a.D., +a (4.16)
t =0 J j=1 it t

onde agora

1, se o periodo t corresponde a0 mes j,
D.. = 4-1, se o periodo t corresponde ao més 12, . (4.17)

0, caso contrario, j=1,...,12

Deste modo podemes utilizar a teoria usual de mini-
mos quadrados e obter os estimadores de aj e Bj, ou seja, pa-

ra uma amostra Zl,...,ZN obtemos o modelo

oy
n
1]
1T
-+
[
R
+
1R

(4.18)

onde



Zl 11 ... 1 BU
12 L2 Bq
z = g = , E =
Nx1 N (m+1) ‘ J (m+1)x1 :
|y _ LN . LB,
{4.19)
Dy D1+ P o 2
b - | Pz P2 D 2%
z - R » a4 =
Nx11 | ceeeeee Peresaaeens 11x1 + 3 Nx1 :
LDy Doy «e Dyg oy oy a
A equagdo (4.18) pode ser escrita na forma
Z=7ZXy+a, {4.20)
onde
.
X = ICiDI e ¥ = fem
v .
de modo que
oo 1 -1 1
y = [X'X] "X'Z (4.21)

sdo os estimadores usuais de minimos quadrados.

EXEMPLO 4.1 - Consideremes a Série G — Indice de Produto In-
dustrial do Brasil, janeiro de 1969 a julho de 1980, com N =
= 139 observagoes. Analisando o grdfico da série resolveu-se
considerar o modelo (4.16) com uma tendeéncia linear, ou seja,

11

Zy = By *Bit* ] ajD.

ta,. (4.22)
t j=1 jt t

Utilizando-se um programa de regressido para resol-
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7.470,82
97,95 |

ver (4.21), obtemos,

[ o~
il
—
w W
= [sm]
[
It

(4.23)

[« ] [ -816.67 1
. -1.404,12
-50,65
. -667,69
' 32,11

e = . = 215,66 |,

712,87
918,51
. 281,19
. 1.142,24

\_ o717 L 154,38 |

de modo que a constante sazonal para dezembro sera -517,84,
devido a (4.15)}.

Na Tabela 4.2 temos as previsdes para os meses de
agosto a dezembro de 1980, utilizando (4.22) e (4.23).

TABELA 4.2 - Previsdes para a Série € (IP1)
de agosto a dezembro de 1980

mes h 2139(h)
1980 agosto 1 22.101,83
setembro 2 21.562,46
outubro 3 22.521,46
novenbro 4 21.631,55
dezembro 5 21.057,28

Por exemplo,
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Y

Z,39(1} = 7.470,32 + (97,95) (140) + 918,51 = 22.101,83

enquanto’ que

2139[5) = 7.470,32 + (97,95) (144) - 517,84 = 21.057,28.

Os valores estimados &j sio chamados medias mensals ow

constantes sazonais.

EXEMPLO 4.2 - Séries economicas em geral apresentam um cres-
cimento exponencial, dal o uso de modelos multiplicativos;to-
mando-se logaritmos e uma diferenca obtemos, em geral,uma s&-

rie estaciondria.

Donde, se Zf =1og Z,, um modelo adequado para um gran-

de nimero de séries econdmicas &

12
k= *
Azt B+ z C‘] :It at, (4.24)

(4.24) também pode ser escrita

onde dgt =Adjt e a; =Aat.
* = + a* .
AZt B+ 2163 jt g (4.25)
3
onde
=0, -0, 5, §=2,40.,12
85 7 % %51 .
(4.26)
§p = % %12

.3 - SAZONAL|DADE ESTOCASTICA — METODO DE MEDIAS MOVEIS

No Capitulo 3 vimos como estimar T, no modelo
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atraves de um filtro linear, ou seja,

n
T, = j}_ncjz”j, t=n+l,...,N-n. (4.27)

estimara, entao, a série residual a,

Agora, além de T, temos a componente S., que que-

A serie Zt -Tt
remos estimar. 0 procedimento a ser utilizado & semelhante:
dado o modelo (4.1), estimamos Tt através de (4.27) e consi-

deramos
Y, =2, -T,. (4.28)

Esta série fornecera méios para -estimar S_.

0 método de médias mbveis & apropriade quando temos uma sé-
rie temporal cuja componente sazonal varia com o tempo,ou se-
ja, para sériles cuja sazonalidade & esfocastica.

Todavia, este procedimento & aplicado usualmente mes-
mo para padrdo sazonal constante. Pode-se demenstrar (ver Pierce
(1979)) que este procedimento & 6timo‘para a classe dos mode-
1os ARIMAY. Isto &, se modelanosT,_ e S_ por modelos ARIMA da

forma

{(4.29})
Bg(B)S, = b (BIE,,

onde €, ¢ &  sdo ruidos brancos, entdo & possivel encontrar um

filtro da forma

(1) -Para a notagdo a seguir, ver Capitulo 10.
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R V. =V . (4.30})

tal que
2y = (& _ 2
E(6%) (St St}

seja minimo.
Observemos que se %t &€ dado por (4.27), entao Yt em

(4.28) pode ser escrito na mesma forma.

De fato, seja B o operador tal que BZt = Z En-

t-1°
t3o, (4.27) pode ser escrito

n : n .
T = Y c.z, .= ¥ c.Blz, =c(B)Z,,
t jeon jot-] jeon ] t t

n .
onde c(B) = 7§ chJ. Segue-se que
j=-n

Yo =2, =T, =17, —c(B)Zt = [l—c(BJ]Zt
e chamando v(B) =1-c(B), temos que

Y, = v(B)Z, = )

t ijt~j’

e S, serd Y, ou uma forma modificada de Y, {note que se c(B)
& simétrico, entao 1-c(B) tambem sera).

Um dos meétodos de ajustamento sazonal mais utiliza-
dos & o Método X-11 do Bureau do Censo dos EUA (ver Shiskin,
Young § Musgrase (1967}), que € do tipo (4.30).Cleveland (1972)
mostrou que o Método X-11, embora planejado sem referencia cons-

ciente a um modelo subjacente, do tipo ARIMA, por exemplo, &

consistente com um modelo ‘para Zt da forma (4.29), ou seja,
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A(B)Zt = w(B)at (4.31}

No caso em que as componentes (e consequentemente a
série Zt) sio modeladas por processos ARIMA & possivel dar u-
ma formula explicita para vw(B), tanto no caso de Zt se esta-
ciondria (A(B) =1) (Whittle (1963)) como no caso de Z, nio es-
tacionaria (Cleveland § Tiaoc (1976)).

Como ja salientamos, embora este procedimento seja
mais apropriado para o caso de sazonalidade estocdstica,vamos
considera-lo aqui para o casc em que temos um padrao sazonal
constante. Na Parte 4 voltaremos a tratar de modelos ARI-
MA sazonais.

Dado que a tendéncia € estimada por (4.27), as com-
ponentes sazonals, supostas constantes sao estimadas num Sse-
gundo estdgio.

A partir de (4.20) tomamos médias dos meses: janei-
ros, fevereiros, etc.:

.ZJYiJ., j=1,....12, (4.32)

v 1
Y .= —
*J Ty oiE1

usando a notacgao refente a Tabela 4.1.
Como a soma dos Y.

J
vas das constantes sazonais

em geral ndo € zero, tomamos como estimati-

Sj = Y.j-Y, (4.33)
onde

= 1 12_

¥ = _TszlY'j' (4.34)
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0 modelo pode ser escrito como

Z, = T +Sj +a (4.35)

t t’

com t =12i+}, i =0,1,...p, j =1,...,12, havendo (p*l) anos. En-

tao, (4.32) pode ser escrita como

?.5m %?1E1Y121+j, j=1,....6
. (4.36)
- i§i§0y121+j, j=7,....12.
A série livre de sazonalidade €
ZEA -z -§._. (4.37)

E possivel demonstrar que, para o modelo aditivo, ndo
& necessidrio estimar T, para obter os éj' Ou seja, & possivel
obter as médias mensais Y_jdiretamente dos desvios das médias
mensais da série original em relagdo 3 média geral da série,
mais um termo de correcdo dependendo somente do primeiro e 0l-
timos doze termos da série. Ver Durbin (1962) e Problema 3.

Se o modelo for multiplicativo, obtemos Y, = Zt/Tt,

¥.,:,Y como antes e estimamos S; por

J J
8, = ¥ ./Y. .
sJ Y_J/ (4.38)
Também,
SA _ =
23" = 2, /5, (4.39)

EXEMPLO 4.3 - Consideremos novamente, os dados referentes ao

Tndice de Produto Industrial do Brasil (Série C do Apéndice A),
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s0 que agora para o5 anos 1973 —1876. Na Tabela 4.3 calculamos

Tt através de uma média mdvel centrada de 12 méses,

5 .
-~ _ 1 B i
T, = 24[ __Z 1:J,j+zp+6}, t=7.8,...,42. (4.40}

(é facil ver que este procedimento gera uma série que ndo con-
tém uma componente sazonal; ver Problema 2).

A tabela mostra os residuos Yt =Zt-§t ¢ 0s valores

de Y.j,j=l,...,12- Segue-se que
s _ 1 12
Y= 1z = jl%§g£.= 34,75.
1=1
A Ultima coluna fornece as estimativas das constan-
12
tes sazonais, j’ j=1,...,12, com Sj J—Y Observe que } S
371

= 0,04, devido aos arredondamentos.

TABELA 4.4 - Série C {IPI) livre de componente sazonal,
de janeiro de 1973 a dezembro de 1976

MEes 1973 1974 1975 1976

Janeiro 12.671,68 | 14.450,68 | 14.481,68 | 15.702,68
Favereirc | 12.746,22 13.919,22 14.262,22 16.765,22

Margo 12.335,28 14.246,28 14.279,28 16.720,28
abril 12.139,51 14.256,51 14.999,51 16.248,51
Maio 12.825,63 14.371,63 14.636,63 16.714,63
Junho 13.381,97 13.668,97 15.090,97 17.172,97
Julho 12.983,04 14.649,04 15.033,04 16.838,04
Agosto 13.587,62 14.622,62 14.740,62 17.211,62
Setembro 13.576,68 L4.454:68 15.277,68 17.132,68
Outubro 14.098,38 14.610,36 14.954,36 16.823,36

Novembro 14.502,32 14.284,82 15.208,82 16.924,82
Dezembro 14.602,15 14.289,15 15.425,15 17.242,1%
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A Tabela 4.4 mostra a série livre da componente sa-

zonal, isto &, ZEA =Zt-§t. iy e ZEA estao ilustradas na Figu-

ra 4.1.

4.k - MODELC COM COMPONENTES DETERMINTSTICAS E ESTocASTH:As(D

Un medelo para Zt que levaria em conta componentes

T, e St deterministicas e estocdsticas seria

Z, =T, +T

t 1t *5

+ S5 +a

1t "S2¢ (4.41)

2t t’

onde
m -
T, = 1 Bjtj, tendéncia deterministica, representada por
Ly

]
um polinomio de grau m;

12 2
Slt zjglajdjt, sazonalidade deterministica com jglaj =0;
T,,: tendéncia estocdstica, representada por um modelo

2t
ARIMA . (B)ay,;

2t " sazonalidade estocdstica, representada por um mo-

delo ARIMA wS(B)aZt.

Este tipo de modelo ndo serd estudado nestas notas.
Problemas relacionades com estimagdo de tendéncia e sazonali-

dade estocdstica podem ser encontrados em Pierce (1979).

L.5 - TESTES PARA SAZONALIDADE DETERMINTSTICA

Dado o modelec (4.16), sazonalidade deterministica

(1) - Esta segao pode ser omitida sem perda de descontinuidade na leitura,



- 82 -
existe se os o naoc sao todos nules. Se
H: @ = ... Ty T 0 (4.42)

& aceita, nae & necessdrio ajustar a série para efeito sa-
zonal.

E claro que supondo os a, ruidos brancos, as supo-
sicoes do modelo linear geral estao satisfeitas ¢ os testes
usuais podem ser aplicados para testar H. Ver Draper § Smith
(1966), por exemplo. |

Como usamos o procedimento de médias moveis como um
“modo alternativo de estimar a componente sazonal (embora nao
seja mais adequado para sazonalidade deterministica) seria in-
teressante que tivéssemos algum teste formal para verificar a
existéncia de sazonalidade na série.

Podemos usar aqui dois ‘enfoques, paramétrico e nio
paramétrico, e antes de usaf qualquer um deles & conveniente

eliminar a tendéncia, se ela estd presente na série. Assim, o

teste serd aplicado aos resIduos Y, =Zt—Tt, no caso do modelo

aditivo.

Considere, pois, a Tabela 4.1, onde os Zij s3ao subs-
tituidos Por Yij ;Zij —Tij’ i=1,...,p; j=1,...,12, p = numero
de anos.

Testes nao-paramétricos

Uma possibilidade & usar o teste de Kruskal-Wallis.
Aqui, cada coluna da Tabela 4.1 & suposta uma amostra de uma

populacdo, isto &, temos k (igual a 12, no caso) amostras, de
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tamanho nj (iguais a p, para a Tabela completa 4.1), ou seja,
as observagdes sdo

Yijo 3=1,.-0k, i=l,ooeng, No= o §ong.

As observagoes Yij sd0 substituidas por seus postos
Rij’ obtidos ordenando-se fodas as N observagoes. Seja R,j a
soma dos postos associades 4 j-ésima amostra (coluna),

.-
R . = R.., i=1,...,K.
“] j_il 1) J

A hipétese H de nio existéncia de sazonalidade € re-
jeitada se a estatistica

2

- 12 )
T, = N jéluﬁj_ - 3(N+1) (4.43)

®3

maior ou igual ao valor critico Tie onde T, & tal que PH(Tlﬁflc) =
= g, a =nivel de significancia do teste. Ver Tabela 12 de CO-
nover (1971), por exemplo.

Para nj suficientemente granae, sob H, a distribui-
¢do de Ty pode ser aproximada por uma variavel x? com k-1 graus
de liberdade (11, no caso de dados mensais).

Uma critica 3 aplicagdo do teste de Kruskal-Wallis
& que uma de suas suposigdes diz que as variaveis dentro de
cada ameostra sejam independentes 2 que as amostras sejam inde-
pendentes entre si, o que evidentemente nao oCorre no caso em
questzo: hi dependéncia entre observagoes de um mesmo mes,pa-
ra diferentes anos, e entre observégaes de varios meses, den-

tro de um mesmo ano.
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Outra possibilidade & aplicar o Teste de Friedman,
para amostras relacionadas.Neste caso os meses sdao considera-
dos "tratamentos" e os anos sao considerados "blocos”. A or-
denacdo & feita dentro de cada bloco ao invés de otrdenar to-
das as N observacdes. Mas mesmo aqui, os blocos sao conside-
rados independentes, ou seja, as observagoes de um-ano sao in-
dependentes das observagbes de outro ano qualquer.

A estatistica de Friedman &

k
= 12 2
T, = SR(FIT jle_j—:‘)p(lHl), (4.44)

onde p =nimero de blocos =nimero de anos, k =nimero de trata-
mentos =12, e R,jdenota a soma dos postos na j-&sima coluna,

isto &,
R, = % R...
] =1 HJ

onde Rij =posto-de Yij dentro do bloco i, de 1 até k. A dis-
tribuigao de T, pode ser aproximada por um ¥? com k-1 graus de

liberdade.

Testes paramétricos

Podemos utilizar um teste F rotineiro a uma analise

de variincia. O modelo subjacente €

Y.. = 8. +e.., i=1,...,n., j=1,....k,
ij 3 elJ i nJ j=1 k

supondo €53 ~N(0,5%), independentes. Sob a hipétese nula H:

Sl =... =Sk‘ a estatistica



tem uma distribuigio F(k-1,N-k).

Vemos, pois, que condigdes para se aplicar este tes-
te incluem a validade do modelo aditivo e normalidade dos re-
siduos.

A conclusdo & que devemos ser cautelosos ao utili-
amos estes testes, devido ds suposigOes envolvidas para sua a-
plicacao e a possibilidade das mesmas nio serem validas para
o modelo sob consideracao. Neste sentido, o uso do modelo de re-
gressao (4.16) oferece vantagens, jd que podemos usar toda a teg;—
Tia estatistica disponivel para o modelo linear geral. Para o mé-
todo. de médias moveis nio hi uma feoria desenvolvida, de modo
que propriedades dos estimadores 31"“’§k nio sdo conhecidas,
exceto o trabalho de Durbin (1962), no qual sdo obtidas as va-
ridncias de éj’ j=1,...,12, para o caso de médias méveis cen-

trada de 12 meses.

4,6 - COMENTARIOS FINAIS

Apresentamos, acima, alguns procedimentos que tém si-
do utilizados para o ajustamento sazonal de uma série tempo-
ral. Evidentemente, nio sendo este o tema central destas no-
tas, muito se omitiu e o leitor interessado poderd consultar
as referéncias mencionadas para outros desenvolvimentos nesta

importante drea de aplicagGes. Em particular, sdo de importan-
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cia os trabalhos de Jorgenson (1864), Cleveland et al.{1979),
Durbin § Murphy {1975}, Nerlove (1964), Stephenson §& Farr
(1972).

Dois excelentes artigos que fazem uma resenha so-
bre o assunto sio Pierce (1978) e Pierce (1980). Ver também
Gait (1975).

Un dos métodos de ajustamento sazonal mais utiliza-
dos, notadamente por agéncias govern;mentais, & o chamado Mé-
todo X-11 do Bureau do Censo dos EUA. Para uma observacao des-
te procedimento ver Shiskin, Young § Musgrave (1967).

Um método, comhecido por X-11-ARIMA, foi desenvol -
vido pelo Statistics Canada. Ver Dagum {(1975).

Uma estratégia para construir modelos para uma sé-
rie temporal, em pafticular para tratar de tendéncias e sazo-
nalidade & apresentada por Parzen (1978).

Finalmente, os anais de uma importante retmido sobre ajusta-
mento sazomal realizada em Washington, em 1976, aparecem om

Zellner (1979).

;.7 - PROBLENAS
1. Para os dados da Tabela 4.3 verificar a existencia de
sazonalidade através de um teste paramétrico e um nao
paramétrico.
- 2. Suponha Tt dada por (4.40). Prove que:
a) Tt =f(t) +aj, onde f(t) nio contém componente sa-

zonal ;
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b) encontre E(a%} e Var(a%);

c) os ay sdo independentes?

Considere as médias mensais (4.32) e a média geral

(4.34). Defina médias mensais e geral da série origi-

nal Zt,Z e Z, respectivamente, como nestas relacgdes.

*j
Prove que

{ +5
- =— __ 1 _ _ .
Y'j "j Z+ i ZJ+6+2i£7(Zi lep+i) 212p+j+6]‘, 3—1,...,6

6
-7 me 1] - e
= z_j Z+ﬂ§{ zj+6+zi=§_5( Zi+212p+i)+212p+j—6}’ i=7,...,12.

12
Prove que se } S =0, entdo S, pede ser escrita na
t=1

forma

t

6
. ... +“12D12,t = jzl(yjcoskjt +y§senxjt),

S =a1D1

2] .
onde A. = . Relacione os y., y! e a..
5 =17 AEARRS R
TABELA 4.5

Trimestre Zt Trimestre Zt

1962 1 3 1964 1 6

2 2 2 3

3 4 3 5

4 3} 4 8

1963 1 3 1965 1 4

2 5 2 9

3 4 3 10

4 7 4 =4
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Considere os dados da Tabela 4.5 e o modelo 4.1:

a) estime a tendéncia através de uma média movel cen-
trada de 4 termos;

b) Obtenha a série livre de tendéncia e faga seu gra-
fico;

c) obtenha estimativas das constantes sazonais Sl"'
...54¢€a série sazonalmente ajustada;

d) obtenha os residuos aj =Z, “Tt -§t; hd evidéncias

de que eles ndo sejam aleatdrios?

Considere a Série A do Apéndice A:

a) baseado em uma inspecio visual da séfie, sugira um
modelo para Zt;

b} estime as componen s que forem postuladas no mo-
delo; .

c) teste para a existéncia destas componentes.

Para o5 dados da Tabela 4.5 obtenha estimativas de Tt

e St usando o modelo

4
Z, = By ¥Ryt Vo

+a .
t j=1

305¢ Y2

Obtenha previsGes para os 4 trimestres de 13966,

(Teste para modelo aditive) - Vimos que a estrutura de uma
série temporal e aditiva se S¢ independe de ’I‘t e & mul-
tiplicativa se existe uma dependéncia entre estas duas
componentes. Um teste para verificar se o modelo € a-

ditivo ou multiplicative & baseado em um grafico da
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amplitude sazonal contra a tendencia anual, definidas
abaixo (Morry (1975)). Cada ano da série & represen-

tado por um ponto neste grdfico (Figura 4.2).

3]

multiplicative

— = aditivo

crh

FIGURA 4.2 — Grafico da amplitude sazonal
X tendencia anual

Se a reta ajustada a estes pontos for paralela ao ei-
xo das abcissas, hd uma indicagao que a amplitude sa-
zonal nio depende da tendéncia e o modelo & aditivo.
Se a reta tem inclinagao diferente de zero, temos uma
dependéncia de S, sobre T, e o modelo € multiplicati-
vo. Além do grifico, podemos encontrar a reta de mi-
nimos quadrados e testar a hipdtese de que a inclina-
c3o & zero (o que pode ser questiondvel, pois o teste
t usado nesta situagic & baseado na suposigao de nor-
malidade dos dados).

A tendéncia anual € definida por

Il B~y
33

! .
t. =.— sy i=l,444,.D,
1 nJ 1 1}
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p =nimero de anos, n =12 para dados mensais e n=4 para

dados trimestrais; a amplitude sazonal & definida por

n

=_1_z
n 551 ij *

Em ambas as férmulas Tii & uma estimativa para a ten-

deéncia do ano i, meés j. No caso de estimar Tij atra-

v8s de umz média mével de 12 meses, hid problena em

obter t; ¢ §i para os primeiros e 0ltimos meses.Nes-

te caso, definimos:

para o primeiro ano:

) L1z, ) L 12
tp =5 LT 51 = 7.1 124 -1y
=7 i=7
para o Gltimo ano, p:
6 6
- ~ 1 -
T ., = -T ..
L5+ Sp 21 pj ™ Tpj!

a) Para o Exemplo 4.3, verifique se o modelo g adi-
tivo ou multiplicativo;

b) Idem, para a série do Problema 5.



PARTE 2

MODELOS DE ALISAMENTO

EXPONENCIAL






PARTE 2

MODELOS DE ALISAMENTO

EXPONENCIAL

A maioria dos métodos de previsaoc se baseia na idéia
de que observagGes passadas contém informacdes sobre o padrio
de comportamento de série temporal. O propdsito dos métodos &
distinguir o padrdo de qualquer ruido que possa estar contido
nas observagdes e entdo usar esse padrao para prever valores
futuros da série.

Uma grande classe de métodos de previsio, que ten-
tam tratar ambas as causas de flutuagoes em séries de tempo,
€ a dos alisamentos. Técnicas especificas desse tipo assumem
que os valores extremos da éérie representam a aleatoriedade
e, assim, através do alisamente desses extremos, pode se iden-
tificar o padraoe bidsico.

Como veremos a seguir, a grande popularidade atri-
bufda aocs métodos de alisamento & devida 3 simplicidade, 3 e-
ficiencia computacional e & sua razodvel previsio.

Analisamos, inicialmente,'no Capitulo 5, alguns mé-
todos de alisamento exponencial para processos com média local-
mente constante; processos que apresentam tendencia sio abor-

-91-
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dados no Capitulo 6 e, finalmente, no Capitule 7 estudamos os
Processos Sazomnais.

Apresentamos, para cada método, o procedimento uti-
lizado e a equacac de previsao, discutindo a melhor escolha de
seus parimetros, vantagens e desvantagens de sua aplicagao, fi-

nalizando com a apresentagao de um exemplo.



CAPITULO

MODELOS PARA SERIES LOCALMENTE CONSTANTES

Vamos considerar, neste capitulo, o caso de uma sé-
rie temporal, Zl,...,ZN, localmente composta de seu nivel mais

um ruido aleatdrio, isto €,

Z t=1,..4,N (5.1)

t = Mgt

onde E(at) =0, Var(at) =U; e ug € um parametro desconhecido que

pode variar lentamente com o tempo.
5.1 - MEDIAS MOVEIS SIMPLES (MMS)

5.1.1 ~Procedimento

A técnica de média mével consiste em calcular a mé-

dia aritmética das T observacdes mais recentes, isto &,

Z, tL ... +2
M= t t-1 t-r+l (5.2)

ou
M, =M + — (5.3)

Assim, M, & uma estimativa do nivel 1 que nio leva

em conta (ou ndo pondera) as observacOes mais antigas, o que
' © 93~
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2 razoavel devido ao fato do parametro variar suavemente com
0 tempo.

0 nome média mdvel & utilizado porque; a cada perio-
do, a observacdo mais antiga & substituida pela mais recente,

calculando~se uma média nova.
5.1.2 -Previsao

A previsdo de todos os- valores futuros € dada pela

fltima média mdvel calculada, isto €,

Z,(h) = M, Yh >0 (5.4)
ou de (5.3)
= 5 :t “lioy
Zt(h) = Zt_l(h+1) —— ¥h>0. . (5.5)

A equagdo (5.5) pode ser interpretada como um meca-
nismo de atualizacdo de previsao, pois a cada instante (ou a
cada nova observagao) corrige a estimativa prévia de Zitne

A média e o EQM de previs3o sdo,respectivamente.da-

dos por
- _ 1T-1
Bz () E[—T_kzo t-k]
(5.6)
_ 1r—l
) Tkzout‘k
EQM(E. (h)) = E(Z -7 (h))? = E[Z _T'il Zt—-k)z
- Bt th gy, T
r-h-1 2 2

= E[Z - t"h"‘k] - 5.7
t kZU T (5.7)
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: ) —%—1 r—%—l r-?rl
= E(Z.) -= E(Z,Z = E(Z, 3 12, 1 .}
keg  tt-h-k 350 t-h-k"t-h-j

2 =g2 2 2 - l = =
onde E(Zt oL tul, of Var(Zt) Var(at) constante,

E(Z,Z

t t-h-k) = Cov(Z

tr 2o peid *HgHeanak
Uma maneira de tornar a expressaoc (5.7) mais compac-
ta € substituir E(ZtZt_h) por C,.(h), ¥h. Assim,

r-h-1 ‘ , T-h
EQM = C (0)— Z C (h+k) + Z
T2 k=

h
_)10 Cpopy (3K (5.8)
J:

No ecasc pantieulorn, em que o modelo tiver média global-

mente constante,

teremos, de (5.6)

E(Z,(h)) = — Z i (5.9)

|
=

o que equivale a dizer que a previsdo € um estimador nao vi-
ciado do nivel.

A variancia € dada por

. r‘l Z 2
5 t-k Ta
Var (2, (h)) = Var[ —?;—] = . (5.10)
. k=0 r?

Assuminde que atlvn(O,c;}, podemos afirmar que
2
o
Zt(h)rvN[u,?g] e construir um intervalo de confianga com coe-
ficiente de confianga y para Zt+h dado por

i, (h a5 (h) 4z -2 5.11
(Zy (h) _ZYTE? ¢ () ZYTE:) (5.11)
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onde ZY & o valor tabelado de uma distribuig@e N(0,1} tal que

PP?Y<N<ﬂJ=Y-

5.1.3 - Determinagao de r

As propriedades do método dependem do namero de ob-
servagdes utilizadas na média (valor de r). Um valor grande de
r faz com que a previsdo acompanhe lentamente as. mudangas do
paradmetro u; um valor pequeno implica numa reagdo mais rapida.
Existem dois casos extremos:

i) se r=1, entao o valor mais recente da série & utili-
zado como previsdo de todos valores futuros (este & o
tipo de previsdo mais simples que existe e & denomi-
nado "métode ingénuo'};

ii) se r =N, entao a previsdo serd igual & média aritmeti-
ca de todos os dados observados. Este caso s6 & indi-
cado quando a série & altamente aleatoria {aléatorie—
dade-de ay predominar sobre a mudanca de nivel).

Assim o valor de T deve ser proporcional a aleato-
riedade de a,.

Um procedimento bem objetivo € selecionar o valer de
r que fornece a "melhor previsio" a um passo das observagﬁes
ja obtidas ("backforecasting”}, ou seja, encontrar o valor de

T que minimize

N

S = -7 2 .

onde % & escolhido de tal modo que o valor inicial wutilizade
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em (5.3) nd3o influencie a previsao.

5.1.4 - Vantagens e desvantagens do metodo

As principais vantagens sio:
i) simples aplicagio;
ii) & aplicdvel quando se tem um nimero pequeno de obser-
vagoes;
iii) permite uma flexibilidade grande devido & variagdo de
r de acordo com o padridoc da série;r
e as desvantagens Sao:
i) deve ser‘utilizado somente para prever séries estacio-
narias, caso contrdrio a precisao das previsoes obti-
das serda muito pequena, pois 05 pesos atribuidos ds T
observacdes sdo todos iguais e nenhum peso ¢ dado as
observagbes anteriores a esse periodo;
ii) necessidade de armazenar pelo menos (r-1) observagoes;e
iii) dificuldade em determinar o valor de .
Na pridtica, o método de médias méveis ndo & utili-
zado frequentemente pois o Método de Alisamento Exponencial

Simples, que veremos logo a seguir, possui todas as vantagens

anteriores e mais algumas, que o tornam mais atraente.

5.1.5 - Exemple

Vamos aplicar o método de MMS 5 série de Consumo de
Energia Elétrica (X10-1) no periodo correspondente a janeiro

de 1968 — dezembro de 1969.
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TABELA 5.1 - Ajustamento pelo metodo de MMS - Série G - Energia
de janeiro.de 1968 a dezembro de 1963

Perodo Valor Real _r=2 _r=3 nr=’+ _r=5
t Zt Zt“i(l) zt-!(l) Zt-l(l) Zt—l(”
1 1.095,10 .
2 1.067,10
3 1.364,30 1.081,10
4 1.510,90 1.215,70 1.175,50
5 1.260,20 1.437,60 1.314,10 1.259,35
5] 1.229,50 | 1.385,55 1.378,47 1.300,63 1.259,52
7 1.205,60 1.244,85 1.333,53 1.341,23 1.286,40
8 1.237,60 1.217,55 1.231,77 1.301,55 1.314,10
9 1.414,60 1,221,608 1.224,23 1.233,23 1.288,76
10 1.299,30 1.326,10 1.285,93 1.271,83 1.26%9,50
11 1.420,60 1.256,95 1.317,17 1.289,28 1.277,32
12 1.360,30 1.359,95 1.378,17 1.343,03 1.301,54
13 1,304,40 1.390,60 1.360,07 1.373,70 1.332,48
14 1.213,20 1.332,35 1.361,77 1.346,15 1.345,84
15 1.360,60 1.258,80 1.292,63 1.324,63 1.305,56
16 1.587,60 1.286,90 1.292,73 1.309,63 1.317,82
17 1.431,60 1.474,10 1.387,13 1.366,45 1.351,22
18 1.267,50 1.509,60 1.459,93 1.398,25 1.365,48
19 1.429,00 1.349,85 1.428,90 %.411,83 1.358,10
20 1.517,00 1.348,25 1.376,03 1.428,93 1.401,26
21 1.506,50 1.473,00 1.404,50 1.411,28 1.432,54
22 1.627,30 t.511,75 1.487,17 1.430,00 1.416,32
a3 1.650,50 1.566,90 1.550,27 1.519,95 1.455,46
24 1.606,00 1.638,90 1.594,77 t.573,33 1.532,06
EQMajustamento 24.091,94 19.869,50 13.763,68 14.534,43

TABELA 5.2 - Previsao utilizando MMS, com origem
dezembro de 1969 - Série G- Energia

Valor Real

Perfodo Periodo
t Zt ZZ’-I (h)
25 1.696,4 1.597,57
26 1.767,5 1.597,57
27 1.554,8 1.5%7,57
28 1.727,5 1.597,57
29 2.231,8 1.597,57
30 2.111,7 1.597,57

h=1,...,5er=4

em



- 99 -

A Tabela 5.1, apreseﬁta o ajustamento do modelo pa-
ra valores de r=2, 3, 4 e 5 e o correspondente Erro Quadra-
tico Médio de Ajustamento, indicando que o melhor valor de r
g 4.

As previsGes para o periodo janeiro 1970 — junho de

1970, com origem em dezembro de 1969, bem como os valores reais,

encontram~-se na Tabela 5.2, onde

. Loy v Lo, v 2, +1
Byg(h) = —2L 22 23 24 .4 597,57,  yn>o.

4

Na Tabela 5.3, refazemos os calculos dessas previsodes, mudan-

do a origem a cada nova observacio.

TABELA 5.3 - Previsao atualizada a cada nova observacio,
utilizando MMS —Série G - Energia

Periodo | Valor Real | Previsdo
t z, z,.,(1)
25 1.696,4 1.597,57
26 1.767,5 1.645,05
27 1.554,8 1.680,10
28 1.727,5 1.656,17
29 2.231,8 1.686,55
30 2.111,7 1.800,40
r=4,
Obtemos:
Z + 7 + 7 +Z
7, (1) 22 23 24 25 _ ) 645,05
25 4
. Lo, %2 vL, . +I
1) - 20 2T 28 29 4 830,40
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-

5,2 - ALISAMENTO EXPONENCIAL SIMPLES (AES)

5.2.1 - Procedimento

0 AES pode ser descrito matematicamente poT

I, = ol +(1-e)Zi gy Zg 72y t=1,....N (5.12)
ou
ted K ty
. =a Z (1-0) 2,y * (1-e) "Zg, t=1,...,N {5.13)
k=0
onde Z_ & denominado valor exponencialmente alisado & a & a

t
constante de alisamento, 0Dza=sl.

A equacido (5.12) pode ser obtida de (5.3} substi-

. 1
tuindo Z._. POT Zt—l e - por a.

Efetuando a expansao de (5.13) temos que
Zt = 0Z, +a(l-0)Z,_q +a(1-a)22t_2 o {(5.14)

o que significa que o AES 5 uma média ponderada que di pesos
maiores as observagles mals recentes, eliminando uma das des-

vantagens do método de MMS.

5.2.2 - Previsao

A previsdo de todos os valores futuros €& dada pelo

Gltimo valor exponencialmente alisado, isto €,

Z.(h) = £ ¥h >0 {5.15)

ou

Z,(n) = aZy + (1-a)Z,_q (b*1), (5.16)
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que pode ser interpretada como uma equagdo de atuzlizagdo depre-
visdo, dado que temos uma nova observagdo. Além disso, a pre-
visao feita de acordo com (5.12) reduz o problema de armaze-
nagem de observagbes, pois pode ser calculada utilizando ape-
nas a observacdo mais recente, a previsao imediatamente ante-
Tior ¢ o valor de ao.

Para h =1, pode-se demonstrar que (5.16) se reduz a
Z,(1) = ae, +Z,_ (1) (5.17)

onde e, =7, -it_l{l) € o0 erro de previsdo a um passo. Assim, a
nova previsdo pode ser obtida da anterior, adicionando-se um
miltiplo do erro de previsio, indicando que a previsdo estd
sempre alerta a mudangas no nivel da série, revelada pelo er-
ro de previsio.

0 cialculo da média e do EQM de previsdo & feito de

modo andloge ao do método MMS e fornece os resultados:

. t-1 X
E(Zt[h)) = akgo(l-a] Wiy {5.18)
. t-h-1 «
EQM(Z, (h)) = C,(0) =2a ) (1-u)"C,(h+k) +
' (5.19)
,th-1 t-h-l K+ o
+ g kZO jZO (1-a) Ct_h_j(j— Y.

No caso particular, em que o modelo tiver media glo-

balmente constante,

L, = p+a t=3,...,N

t’

teremos, de (5.18)
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t

- 1
E(Z (1) = an

(l—a)k = u[l—(l—a)t]

e quando t — ®
E(Z (h) = u, (5.20)

ou seja, a previsdo & ndo viciada quando temos uma série tem-

poral com um grande nimero de observacgbes.

Var[tflﬁ(l—a}kzt_k]

Var(it(h))
k=0

t-1
Var[ 7 a(l—a)k(u+at_k)]

1

t-1
I az(l—aJch2
k=0

002 [1-(1-a)?t3

2-a

e quando t — «

var(it(h)) = zfao; ‘ (5.21)

Novamente, supondo atlvN(O,cz), podemos construir um
intervalo de confianga assintdtico para Z .., utilizando (5.20)

e (5.21). Tal intervalo & dado por,

[Zt(h) -ZY 7%50;; Et(h) +zY zgagg] (5.22)

onde ZY e o coeficiente da N(0,1) e Et(h) € dado por (5.15).

No Apéndice C, prova-se que o método de AES & dtimo
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(no sentido de fornecer erros de previsao que sao ruidos bran-

cos) se Zt & gerado pOoT um processo ARIMA(0,1.1).

5.2.3 - Determinagao da Constante o

Quanto menor for o valor de ﬁ, mais estdveis serido
as previsodes finais, uma vez que a utilizacio de baixo valor
de a implica que pesos maiores sao dados as observagdes pas-
sadas e, consequéntemente, qualquer flutuagdo aleatéria, no
presente, exercera um peso menor mo cdlculo da previsdo. Em
geral, quanto mais aleatéria for a série estudada,menores se-
rao os valores da constante de alisamento. 0 efeito de o gran-
de ou pequeno & completamente analogo (em direcioc oposta) ao
efeito do parametro r no método MMS.

Brown (1962), faz alguns comentdrios sobre a deter-
minagdo dessa constante, de acordo com alguns critérios tais
como tipo de autocorrelacao entre os dados e custo de previ-
sao. Um procedimeﬁto mais objetivo € selecionar o valor que fornece a
"melhor previsio'" das observacdes j4 obtidas, como foi espe-

cificado no método MMS, secdo 5.1.3.

5.2.4 -~ Vantagens e Desvantagens do AES

0 AES & um mé&todo muite utilizado devido as seguin-
tes vantagens:
i) facil entendimento;
ii) aplicacao nao dispendiosa;
iii) grande flexibilidade permitida pela variacdo da cons-

tante de alisamento o}
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iv) necessidade de armazenar somente Z., Zt e o, €
2 . = p
v) ¢ valor de o =—;:T-fornece previsoes semelhantes ao me-

todo MMS com parametre r (Montgomery § Johnson,1976) .

A principal desvantagem & a dificuldade em determi-
nar o valor mais apropriado da constante de alisamente que po-
de ser superada através da utilizacgao do alisamento exponen-

cial adaptativo de Trigg §Leach {secao 5.3).

5.2.5- Exemplo

0 método‘é aplicado i Série de Prego de Feijao (Sé-
rie J — Apéndice A), no periodo entre janeiro de 1970 edezem-
bro de 1979, para valores de o no intervalo [0,01;0,99] com in-
cremento de 0,01. O valor para o qual se obtém melhor ajusta-

mento & « =0,99, como ilustrado na Tabela 5.4.

TABELA 5.4 - Soma dos Desvios Quadraticos de
Ajustamento utilizando AES,para
para alguns valores de o - Serie
J - Feijzo

Soma de Quadrados
o de Ajustamento (S)
(formula 5.12)

0,80 512.195,53
0,90 486.856,43
0,95 477.802,71
0,96 476.269,58
0,97 474.828,00
0,98 473.477,64
0,99 472.218,23

As previsbes para todos os meses de 1980,com origem

em dezembro de 1979 (t =120), sdo dadas por
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ilzo(h] = 0Zy,q * (1-a) *7

1 119 (1)

0,99 x 945,80 +0,01 x 835,02,
portanto
leo(h) = 944,69, Yh >0,

que podem ser atualizadas a cada nova observagdo, cujos cdl-

culos sdo apresentados na Tabela 5.5

TABELA 5.5 - Previsdo atualizada a cada nova observagao
e seu respectivo erro, utilizando AES—Sé-
rie J - Feljao

Perfodo | Valor Real | Previsao ;rrq de
t Z z (]) revisao
t t-1 e, (N

121 1.228,90 944,70 284,20
122 1.316,90 1.226,06 90,84
123 1.735,20 1.315,99 419,21
124 1.978,20 1.731,01 247,19
125 2.116,30 1.975,73 140,57
126 2.191,80 2.114,89 76,91
127 2.436,10 2.191,03 245,07
128 2.946,40 2.433,65 512,75
129 3.002,10 2.941,27 60,83
130 4.708,20 3.001,49 1.706,71
131 4,500,80 4.691,13 -190,33
132 4.262,40 4,502,770 -240,30

0 fato dos erros de previsio serem guase que todos
positivos & normal quando se aplica o método a uma série que
apresenta tendéncia positiva, o que também justifica o alto

valor encontrade para a comnstante de alisamento.

5.3 - ALISAMENTO EXPONENCIAL ADAPTATIVO DE TRIGG & LEACH

5.3.1-Procedimento

Este método tem uma vantagem com relagio ac AES por
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nao necessitar especificagdo da constante de alisamento a. Ele
¢ adaptativo no sentido de possibilitar alteracac no valor de
o, quando ocorrer uma mudanca no padrdo basico da série.

0 método & baseado na quantidade

Et '
S, = W t=1,....N (5.23)
t
onde
E, = Bey + (1-B)E  _{» (5.24)
M, = sE'eU +{1-8)M, ;> (5.25)

e =Zt —Zt_l(l),'erro de previsio no instante t e B =0,1 ou

Pode-se mostrar que a quantidade (5.23) varia no in-
tervalo [-1,1]. Valores de St préximos de zero indicam qpe o
sistema de previsdo esta sob controle {erros de previsio pe-
quenos), valores proximos de #1 indicam erros muito grandes

(sistema fora de controle).

5.3.2 -Previsao

E baseada no seguinte argumento: aumentar a constan-
te de alisamento gquando o sistema estiver fora de controle (St
proximo de 1), de modo a2 dar pesos maiores aos dados mais re-~
centes e diminuir a constante de alisamento quande o sistema
estiver sob controle (Sf 50). Trigg & Leach (1967) definem es-

.

sa constante por



Et
o = -M—-
t

¢ t=2,...,N. (5.26)

A previsio & feita de maneira semelhante ao AES,

substituindo o por a, em (5.16),

t

Zo = Zy(h) = apZy + (e )Z,_; (h+1), Vh>0. (5.27)

Wheelwright § Makridakis (1978) utilizam em (5.26)

a em lugar de o, introduzindo uma defazagem de um periodo, que

t+1
permite uma estabilidade maior ao sistema, de modo a "evitar

a sensibilidade 3s observacdes esplrias".

5.3.3 - Vantagens e Desvantagens

Possui todas as vantagens do método AES e a vantagem

adicional de ndo ser necessdrio especificar a constante de a-
lisamento. .

Uma desvantagem € que sua extensao para métodos que
utilizam varias constantes de alisamento, nic € muito clara.

Chow (1965} descreve um procedimento adaptativo que pode ser

estendido-para o caso de miltiplas constantes de alisamento.

5.3.4 - Exemplo

Vamos aplicar o método & série de Consumo de Ener-
gia Elétrica (Série G — Apéndice A), no periodo de janeiro de
1968 a dezembro de 1969.

Os resultados do ajustamento do modelo sao apresen-

tados na Tabela 5.6.
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Os valores iniciais das equagoes de recorrencia (5.27),

{5.24) e {5.25) foram

2, = 2;(1) = %y
E1 = 0
e
M1 = 0.
TABELA 5.6 - Ajustamento pelo método de Trigg & Leach - Série G
Energia, de janeiro de 1968 a dezembro de 1969
- Valor Valor Erro
PerLOdo Real Ajustado 7 _%rro(]) Alisado Mt Oy

z, Zt_1(1) t "=l E, (r=0,2)
1 10.951
2 10.671 10.951,00 . -280,00 -56,00 56,00 0,20
3 13.643 10.895,00 2.748,00 504,80 594,40 0,85
4 15.109 | 13.230,80 1.878,20 779,48 851,16 6,92
5 12.602 14.958,74 -2.356,74 152,24 1.152,28 0,13
[2) “12.295 14.652,36 -2.357,36 -349,68 1.393,30 0,25
7 12.056 14.063,02 -2.007,02 -681,15 1.516,04 0,45
8 12.376 | 13.159,86 -783,86 | —701,69 | 1.369,60 0,51
9 14.146 12.760,09 1.385,91 -284,17 1.372,86 0,21
10 12,993 | 13.051,13 -58,13 | —-238,96 1.109,91 0,22
11 14.206 13.038,34 1.167,66 42,36 1.121,46 0,04
12 13.603 13.085,05 17,95 137,48 1.000,76 0,14
13 13.044 13.157,56 -113,56 87,27 823,32 0,113
14 12.132 13.145,07 -1.013,07 -132,80 861,27 0,15
15 13.606 12.993,11 612,89 16,34 811,59 e,02
16 15.8B76 13.605, 37 2.870,63 587,20 1.223,40 0,48
17 14.316 14.383,27 -67,27 456,31 992,17 0,46
18 12.675 14.352,33 =-1.677,33 29,58 1.129,20 0,03
19 14.290 14.302,0 -12,01 21,26 905,76 0,02
20 15.170 14.301,77 868,23 190,65 898,25 0,21%
21 15.065 14.484,10 580,920 268,70 834,78 0,32
22 16.273 14.66%,99 1-603,01 535,56 988,43 0,54
23 16.505 15.535,62 969,38 622,32 984,62 0,63
24 16.060 16.146,33 -86,33 480,59 804,96 0,60

Por exemplo,

21(1) = Zl'
e, = Z2 —Zl[l) = 10,671 - 10.951 = -280,00;
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E2 = pe, = 0,2%(-280,00) =-56,00,

M, = Ble21 = 56,00,

22(1) = azzz-k(l-az}il(l} = 0,2x10.671+0,8>x10,951 = 10.895,

= 23—22(1) = 13.643 -10.845 = 2.748,

El = Ber + (1-B)E, = 0,2 %2.748 +0,8%(-56,00) =504,80,

Mg = Blesl +(1-B)M, = 584,40,
_\5s
My

s = 0,85.

() = aslst (1-g)Z,(1) = 0,85%13.643+0,15%10.895 = 13.250,80,

etc.

’

As previsdes com origem em dezembro de 1969,para os

meses subseqqéntes a esta data {(t =24) sdo dadas, de

com (5.27), por

224(h) = u24224 +(1—a24)223(1), ¥Yh>0,

I

224(11) 0,60 x16.060 + 0,40 x 16.146,33
portamto

524(11) = 16.094,53 Yh0,

acordo

e sdo comparadas com alguns valores reais, na Tabela 5.7.
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TABELA 5.7 - Previsao utilizando o método de Trigg-Leach,

com origem em dezembro de 1969 — Série G -

Energia
Periode | Valor Real Previsdo Erro de
t 7 3 (h) , h=t-24 Previsao
t 2430, e, (h)
2k
25 16.964 16.094,53 869,47
26 17.675 16.094,53 1.580,47
27 15.548 16.094,53 =546, 30
28 17.275 16.094,53 1.180,47
29 22.318 16. 094,53 6.223,27
30 21,117 16.094,53 5.022,47

Podemos notar da tabela acima que os erros de pre-

visdo tendem a aumentar com ¢ tempo, o que € natural,

devido

a forte tendéncia existente nas observagdes. Refazendo os cal-

culos das previsGes, mudando a origem a cada nova observagao,

obtemos a Tabela 5.8.

TABELA 5.8 - Previsao atualizada a cada nova observagdo e seu respectivo
erro, utilizando o método de Trigg-Leach -Série G - Energia

. .- Erro de
Periodo | Valor Tea] ﬁrevxsao Previsio Et Ht o,

t Z, Z_., e, (1}

25 16.964 16.094,53 869,47 558,37 817,86 | 0,68
26 17.675 16.685,77 989,23 644,54 852,13 1 0,76
27 15.548 17.437,58 | -1.889,58 137,72 | 1.059,62 { 0,13
28 17.275 17.191,93 83,07 126,79 864,31 { 0,15
29 22.318 17.204,39 5,113,861 | 1.124,15 | 1.714,17 | 0,66
30 21.117 20.579,37 537,63

5.4 - PROBLEMAS

1. Provar a equagdo (5.17).

2. Provar as equagoes (5.18) e (5.19).
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3. Provar que S, {equacdo (5.23}) € uma quantidade que va-
ria no intervalo [-1,11.

4. Considere os primeiros 24 meses da série de Prego Men-
sal de Café {Série F — Apéndice A). Calcule as previ-
sGes, com origem em dezembro de 1971, para os meses de
janeiro a junho de 1972, utilizando:

i) o metodo de médias moveis com r =5;

ii) o método de alisamento exponencial com a =0,9.

Pergunta-se

a) Qual dos dois métodos fornece as melhores previsoes
de acordo com o critério de erro quadridtico medio
minimo?

b) Atualizando as previsdoes a cada nova observagao,qual
seria sua conclusio?

5. As observacdes da Tabela 5.9 referem-se a vendas de um
determinade produto. Responda as seguintes questoes:

TABELA 5.9 - Série de vendas de um determinado produto elétrico

no .
nas 1975 1976
Jan 19,0 82,0
Fev 15,0 17,0
Mar 39,0 26,0
Abr 102,0 29,0
Mai 90,0
Jun 29,0
Jul 90,0
Ago 46,0
Set 30,0
out 66,0
Nov 80,0
Dez 89,0

FONTE; Makridakis (1978).
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a) Qual & a previsfo para maio de 1976 utilizando mé-
dias moveis de 3 meses, 5 meses e 9 meses?

b} E utilizando alisamento exponencial simples com
ea=0,1; 0,3; 0,7 e 0,987

¢) Assumindo que & padrdo da série continue avaler no
futuro, que valores de r ¢ ¢ forneceriam erros de
previsdo minimos?

Aplique o método de Trigg-Leach &s observagces da Ta-

bela 5.9, com o mesmo objetive de prever as vendas de

maio de 1976. Utilizando os resultados do exercicio an-

terior, responda as questdes:

a) Qual dos trés métodos fornece o melhor ajustamen-
to?

b} E a melhor previsao?

Considere as observacdes da Série de Produgdo de Lei-

te (Série A — Apéndice A}, de janeiro de 1976 adezem-

bro de 1978:

a} Ajuste médias mbveis com r =6,9 e 12;

b) verifique qual delas fornece © melhor ajustamento
e justifique o resultado. e

¢} utilize-as para prever os meses de janeiro de 1979,
fevereiro de 1979 e margo de 1979, atualizando as
previsdes a cada nova observagac e verifique se a
que fornece a melhor previsido coincide com a de me-

lhor ajustamento.

- (:) -



CAPITULO
MODELOS PARA SERIES QUE APRESENTAM TENDENCIA

As técnicas vistas anteriormente nio sao adequadas
para analisar séries temporais que apresentem tendéncia.

Consideraremos, agora, o caso de uma série temporal nao
sazonal, que & composta localmente da soma de nivel,tendéncia
¢ residuo aleatdrio com média zero e variancia constante Gozh
isto €,

Z, = B +Tt +a

t t=1,...,N. . (6.1)

t,
6.1 - ALISAMENTO EXPONENCIAL LINEAR DE BROWN {AELB)

6.1.1 - Procedimento

0 método de AES, quando aplicado a uma série que a-
presenta tendencia linear positiva (ou negativa),fornece pre-
visbes que subestiman (ou superestimam) continuémente 0s va-
lores reais. Para evitar esse erro sistemdtico, um dos méto-
dos desenvolvidos foi o AELB.

A base do método €& calcular um segunde valor expo-

nencialmente alisado,

-113-
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I, = al, +(1-a)Z

. (6.2)

t-1°

onde Zt =al, +{1-a)2t_1 & equivalente a (5.12).

6.1,2 - Previsao

Supondo que a série apresente uma tendéncia linear,

Zt = b1+b2t tag, t=1,...,N (6.3)
a equacio de previsao & dada por
1,(h) = El+52(t+h), h>0, (6.4)

onde b1 e 52 sdo estimativas dos parametros b1 e b, de (6.3],
tendo como origem da variivel tempo o instante correspondente
a primeira observagio.

Mudando a origem para o instante da t-&sima obser-

vagao, temos

Zt(h) = al,t +b2,th (6.5)
onde
al,t = Zt +(Zt -Zt) = ZZt —Zt (6.6)
- a .= -
bZ,b = l-atzt -Zt) (6.7)

sd0 estimativas assintdticas do intercepto e da tendéncia no

instante t, respectivamente, pois utilizando (5.13) e (6.3),

t-1
akzo(l—a)kB(Zt_k) +(1-a) 7

i) E(Z,)

T 1) Kb, b, (£-10) + (1) 2
a - + t- + (1- .
et R A + %o
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Quando t — o, (1—a)t — 0 e

E(Z.) =(b;+h,.) 3 1-)% <boa T k(1-w)¥
t {1 7¢ akzo( a) zakzo (1-a)

- __(1-0)
= bl +b2t __?T—_bz'
Como E(Zt) =b1 +b2t, temos
E(Z.) = E(Z.) -[llﬁ]b
t t o 2°
ii) Analogamente, utilizando (6.2) temos,
5 - 7 4 _ (1-0) :
E(Zt) E(Zt) 3 b2
ou seja,
-E(Z,)3.

= o 5
by = T-glE(4y)

Assim, de uma maneira que parece ser ldogica

(6.8)

(6.9)

(6.10)

Substituindo o valor de b2 de, (6.9) em (6.8) temos

1-a

E(Z E(Z) +— —f%;[E(it)—(E(it)]

)

2E(Z,) 'E(ft)'

Assim uma estimativa razodvel para E(Z,) €

t - *1,t

™

Zt = ZZt—

e 4 previsao para o instante (t+h), com origem em t, e

h) = a) ¢ +hb2,t'

(6.11)
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6.1.3 - Determinagac da constante o

A constante de alisamento & determinada de modo a
minimizar a soma de quadrados dos exTos de ajustamento (como

foi feito para os métodos MMS e AES).

6.1.4 - Vantagens e Desvantagens

Possui todas as vantagens do método AES além de ser
adequado as séries que apresentem tendeéncia linear.As maiores
desvantagens sao a determinagdo da constante de alisamento e

a propria restrigao de tendencia linear.

6.1.5 - Exemplo

- A titulo de ilustracdo, utilizamos o AELB para ajus-
tar asérie de Indice de Custo de Vida (Série H — Apéndice A),
para valores compreendidos entre janeiro de 1976 (t =1) e de-
zembro de 1577 (t =24), calculando, em seguida, previsoes pa-
ra aiguns valores posteriores.

O valor para a constante de alisamento foi escolhi-
do, arbitrariamente, igual a 0,2. Certamente, este nao & o va-
jor mais adequado; isto pode ser observado, analisando os va-
iores ajustados {coluna (2) da Tabela 6.1) que, até o periodo
20, subestimam continuamente o valor real. Tal fatormdéria ser
evitado, utilizando um valor maior para a constante de alisa-
mento, de forma a dar peso maior i observacao mais recente e

fazendo com que o modelo se adaptasse de maneira mais rapida

% tendéncia crescente das observagoes.
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TABELA 6.1 - Ajustamento pelo metodo de AELB — serie H - 10V,
de janeiro de 1976 a dezembro de 1977

(1) (2) {3) (4) (5) (86)

Perfodo Valor }Ialor Alisamento Alisamento - -

Real Ajustado Simples buplo a b
t 7 5 (1) 5 s 1,t 2,t

t t=1 £ t

1 238 - 238,00 238,00 - -
2 251 - 240,60 238,52 242,68 a,52
3 256 243,20 243,68 239,55 247,81 1,03
4 263 248,84 247,54 241,15 253,93 | 1,60
5 270 255,53 252,03 243,33 260,73 2,18
6 275 262,91 256,62 245,98 267,26 | 2,66
7 280 269,92 261,30 249,05 273,55 3,06
8 299 276,61 267,04 252,65 281,43 3,60
9 298 285,03 273,23 256,77 289,69 4,12
10 305 293,81 279,58 - 281,33 297,83 4,56
11 310 302,39 - 285,66 266,20 305,12 4,87
12 318 309,99 292,13 271,38 312,88 5,19
13 ‘320 318,07 299,50 277,01 321,99 5,62
14 343 327,61 308,20 283,25 333,15 6,24
15 359 339,39 318,36 290,27 346,45 7,02
16 375 353,47 329,69 298,15 361,23 7,88
17 383 362,11 340,35 306,592 374,11 8,44
18 393 382,55 350,88 315,45 386,31 8,86
19 400 395,17 360,70 324,50 396,90 92,05
20 407 405,95 369,96 . 333,59 406,33 9,09
21 415. 424,35 378,97 342,67 415,27 2,08
22 424 433,29 387,98 351,73 424,23 9,06
23 436 443,43 397,58 360,920 434,26 9,17
24 - 449 . 443,32 . 407,86 370,29 445,43 9,39

Na realidade, deve-se fazer o ajustamento para to-
dos possiveis valores de o e estolher o que fornece EQM de a-’
justamento minimo. Para tal, & necessario o auxilio de um com-
putador,

Na Tabela 6.2, apresentamos as previsoes do custe de
vida para os meses de janeiro a junho de 1978 (h =1,...,6),com.
origem em dezembro de 1977 (t =24). A seguir, Tabela 6.3, a-
tualizamos as previsdes, a cada nova observacgio (t=24,...,20 e

h=1).
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TABELA 6.2 - Previsdo utilizando AELE, com origem
em dezembro de 1977 - Série M -— [CV

Perfodo | Valor Observado | _ Previsao
t Zt Zzh(h)’ h=t=-24
25 456 454,82
26 474 464,21
27 486 473,60
28 495 482,99
29 510 492,38
30 535 501,77

Observe que

Zog(h) = a3 54 *by 54

= 445,43 +9,30h.

TABELA 6.3 -Previsao atualizada a cada nova observagao,
utllizando AELB — Série H — ICV

Periodo | Valor Observado | Previsdo 3 3 3 B

t Zt zt_i(l) t t 1,t 2,t
25 456 454,82 417,49 379,73 455,25 9,44
26 474 464,69 428,79 389,54 468,04 9,81
27 486 477,85 440,23 399,68 480,78 10,14
28 495 490,92 451,18 409,98 492,38 10,30
20 510 502,68 462,94 420,57 505,31 10,59
30 535 515,90

6.2 - ALISAMENTQ EXPONENCIAL BIPARAMETRICO DE HOLT

6.2.1 - Procedimento

ferenga € que, ao inveés de utilizar um alisamento

Este método & similar, em principio, ao AELB, a di-

duplo,

ele

alisa diretamente os valores da tend8ncia. Isto permite a gran-

de flexibilidadade de se utilizar constantes de alisamento com

valores diferentes para o nivel e tendéncia.
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0s valores do nivel e da tendéncia da série,no ins-

tante t, serao estimados por

t~
1]

AZ, + (1-A) (2, +T, ), 0<A<le t=2,...,N (6.12)

-
|

= C(Z,-2, 1) + (1-O)T 0<C<1 e t=2,...,N (6.13)

t-1°

respectivamente. A e C sdo denominadas constantes de alisamen~
to. As formulas (6.12) e (6.13), como em todos os métodos de
alisamento, modificam estimativas prévias quando uma nova ob-

servacdo € obtida.

6.2.2 - Previsao

A previsdo para o valor Z com origem em t,E dada

t+h’

por
h) = Z_ +hT ¥h>0, (6.14)

ou seja, a previsio & feita, adicionando-se ao valor bdsico
(Zt) a tendéncia multiplicada pelo nimero de péssos a frente
que se deseja prever (h), como no alisamento exponencial 1i-
near de Brown.

As equacdes (6.12) e (6.13) podem ser utilizadas pa-
ra atualizagdo da previsdo, tendo-se uma nova observagao Zeyy

Assim,

[}
I

a1 T Algag * AR (2 4T,

T = (2

t+1 -2g) + (-0)T,

t+l

’

e a nova previsdo para o valor Zt+h sérd

.
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By (h-1) = I+ (h-1)T (6.15)

t t+l°

Para gue as equagdes acima possam ser . utilizadas, temos que
fazer hipoteses sobre os seus valores iniciais. O procedimento mais sim-
ples & colocar §2==Zz-21 ) 22==Zz. Prova-se (Apendice C) que {6.15) for-
nece previsdes Otimas se Zt for gerado por um processo ARIMA(O,2,Z2).

6.2.3 - Determinagac das Constantes de Alisamento

0 procedimento & anidlogo ao de determinagao da cons-
tante de alisamento o de um AES, $6 que ao invés de escolher-
mos o valor de o que torna a soma dos erros quadraticos de pre-
visio ("backforecasting”) minimo, escolhemos o valor do vetor
(A,C) tal que isto ocorra. Para maiores detalhes ver Granger

& Newbold (1977) e Winters (1960}.

6.2.4 - Vantagens e Desvantagens

As vantagens sdo semelhantes ds do método anterior.
A desvantagem principal & a dificuldade em determinar os va-
lores mais apropriados das duas constantes de alisamento, A ¢

C.

6.2.5 - Exemplo

0 método foi aplicado & série de Tndice de Custo de
Vida (Série H — Apéndice A), mno periodo de janeiro de 1970
{t =1) a junho de 1979 (t =114), ou seja, isolamos as 12 al-
timas observagbes com o objetivo de comparar as previsoes com

os respectivos valores reais.

As 20 cbservacfes iniciais sdo utilizadas para elimi-
4



nar o efeito dos valores iniciais, necessarios para se fazer
o ajustamento. O vetor (A,C) que fornece a menor soma de qua-
drados, iguwal a 1.628,2691, & (0,90:0,30). Tais

calculadas, com a utilizacgdo de um computador, para todo par

121 -

de valores entre 0,1 e 0,9, com incremento 0,1.

As previsdes para os

1979, sic apresentadas na Tabela 6.4 e sdo calculadas através

da formula {6.15). Temos

meses subsequentes a junho de

TABELA 6.4 - Previsdo utilizando Holt,com origem
em junho de 1879 — Serie H — ICVY

Perfodo | Valor Real | . Previsao
t z, Zy(R), h=1,...,12
115 812, 00 801,15
116 840,00 825,26
117 894,00 849,37
118 936,00 873,49
119 980, 00 897,60
120 1.049,00 921,71
121 1.096,00 945,83
122 1.113,00 969,94
123 1.182,00 994,05
124 1.237,00 1.081,16
125 1.309,00 1.042,28
126 1.374,00 1.066,39
- _ o
Z1140) = Zy14 *PYae
2114(h) = 777,04 +h24,11, h=1,2,0e0 +

~
Atualizando as previsDes a cada observacao, obtemos

os valores da Tabela 6.5.

somas
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TABELA 6.5 - Previsdo atualizada_a cada nova observagao,
utilizando Hoilt - Serie H - ICV

Perfodo | Valor Real | . Previsao
t z, Z, (1, t=11h,...,125
115 812,00 801,15
116 840,00 837,96
117 894,00 867,39
118 936,00 926,12
119 980,00 972,46
120 1.049,00 1.018,73
121 ©1.096,00 1.093,63
122 1.113,00 1.144,06
123 1.182,00 1.156,02
124 1.237,00Q 1.226,33
125 1.309,00Q 1.285,74
126 1.374,00 1.362,76

‘ 6.3-ALI§AMENTO EXPONENC 1AL QUADR.E\'TICO DE BROWN (AEQB)

6.3.1 - Procedimento

E uma forma um pouco mais complicada de alisamento,
que € adequada para prever sé&ries cujo padrdo de tendéncia &
quadrdtico ac invés de linear. Na realidade, & uma extensio do
AELB e o procedimento & incorporar um novo nivel de alisamen-
to (alisamento triplo) e estimar o parametro adicional.

Assim, por hipdtese,

= 1 2 -
Z, = by +hyt +§b3t +a t=1,...,N {(6.16)

t t’
e as equagOes para o alisamento, sao dadas por

t=2,...,N (6.17)

)
]

aZt +(l-a)Zt_1,

[yl
[

ol +(1-a)Z t=2,...,N (6.18)

t-1"

. . e Tt A i m et
BT T T -
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™~
it
N

t +[1 a)Z t=2,...,N (6.19)

t-1°

6.3.2-Previsao

A previsdo para o valor Zy4p utilizando os parame-
tros estimados, Bl’ b2 e 53, com a origem natural do tempo (Zl

corresponde a t =1), & dada por

2o (h) = by +B,(t+h) +7bs (1+h)? (6.20)

Entretanto se mudarmos a origem dos tempos para o

instante t, '

Zo(h) = &)  +8, thedy h? (6.21)
onde
) ¢ = 3L, =30 42, (6.22)
8y ¢ = = 0(6-50)Z, - 2(5-4a) I, + (1-30)Z,1, (6.23)
: 2(1-u)?

BE (6.24)

\__..z
NII
+
[l 1H]

0

A determinagao da constante o & feita de modo ani-
logo aocs métodos anteriores. As vantagens ¢ desvantagens sao
semelhantes ao AELB, com a diferenca dg que o método & adequa-
do ds séries que apresentem tendéncia quadritica. A generali-
zagdo para tendéncia de ordem maior pode ser encontrada em Mont-

gomery § Johnson (1976).

6.3.3 - Exemplo

Vamos aplicar o AEQB i série de Importacio (Série I
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_ Apéndice A) para o pericdo de janeiro de 1973 a dezembro de
1974. '

Os valores iﬁiciais utilizados para as equacoes (6.17),
(6.18) e (6.19) foram il fil =§1 =Z, e a constante de alisa-
mento escofhida foi o =0,3. A Tabela 6.6 aprésenta, a cada pe-
7 riodo, os valores alisados da variavel.

TABELA 6.6 - Ajustamento pelo método de AEQB — Série | —
Importacoes — janeiro de 1973 a dezembro de

1974
Periodo | Valor Real = 5 =
t z Zt Zt Zt
t s

1 370,7 370,70 370,70 | 370,70
2 390,3 376,58 . 372,46 | 371,23 .
3 405,3 385,20 176,28 | 372,75
4 418,2 395,10 | . 38%,9> | 375,50
5 479,2 420,33 393,45 | 380,89

"6 436,9 425,30 453,01 | 387,52
7 534,1 457,94 419,49 § 397,11
8 588,7 497,17 442,79 | 410,81

-9 520,1 504,05 461,17 | 425,92
10 696,7 561,85 491,37 { 445,55
11 626 ,4 581,22 518,33 | 467,39
12 725,6 624,53 550,19 | 492,23
13 773,5 669,22 585,90 | 520,33
14 827,6 716,73 625,13 | 551,78
15 923,2 778,67 671,21 | 587,61
16 907,4 817,29 715,03 | 625,84
17 1.212,5 935,85 781,28 | 672,47
18 988,2 951,56 832,36 | 720,44
19 1.191,3 1.023,48 889,70 | 771,22
20 1.228,0 1.084,84 948,24 | 824,32
21 1.102,0 1.089,99 990,76 | 874,25
22 1.223,0 1.129,89 | 1.032,50 | 921,73
23 1.136,1. 1.131,75 | 1.062,28 | 963,89
24 1.128,5 1.130,78 | 1.082,83 | 999,57

a=0,3

-

Utilizando a Gltima linha dessa tabela e as equagoes

(6.22), (6.23) e (6.24) podemos estimar os valores dos para-
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metros no instante 24,

a1,24 = 3224 - 37 + 4

3x1.130,78 -3x1,082,83 +999,57 =

1.143,42,

a —c(e -50)Z,, - 2(5-40)Z, , + (4-32)Z,,]
2,24 2(1-)? 24 24

= EE——E—_3;£(6 5x0,3)1.130,78 - 2(5—4x0 1. 082 83'*(4 SXO 3)999,571
1

-12,96,

Il
—_——
(== =)
-
o
—
~
[a
]
[
=]
|
[es]
1
A
X
o]
o
o
at
-]
ot
+
w
w
w
(2]
-3
~—

-6,49

]

e utiliza-los na equacgdc (6.21) para fazer previsdes {ver Ta-

bela 6.7).

TABELA 6.7 - Previsao utilizando AEQB, com origem

em dezembro 1974 - Série | - Importacoes

Perfodo | Valor Real . Previsao

t Zt 224(h)’ h=1,...,6

25 812,4 1.123,97

26 1.108,5 1.091,54

27 1.043,8 1.046,13

28 1.036,6 987,74

29 1.026,0 813,21

30 990,4 832,02
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6.4 - PROBLEMAS

1. Demonstrar a equagdo (6.9)

TABELA 6.8 ~Vendas de 0leo Lubrificante

Anc Jan. |Fev. [Mar. [Abr. [Mai. [Jun. |Jul. |Ago. |Set. {Out. [Nov. [Dez.

1975 317 1194 [ 312 | 316 | 322 | 334 | 317 | 356 | 428 | 411 | 494 | 412
1976 460 { 395 | 392 | 447 | 452 | 571 | 517 | 397 ; 410 | 579 [ 473 | 558
1977 538 | 570 | 600 { 565 | 485 | 604 | 527 | 603 | 604 [ 790 [ 714 | 653
1978 626 | 690 | 680 | 673 [ 613 | 744 | 718 | 767 | 728 793 | 726 | 777

Fonte: Montgomery & Johnsomn (1976).

2. As observagdes da Tabela 6.8 referem~se a vendas de
oleo lubrificante. Assumindo que os dois primeiros a-
nos de observagdes (1975 e 1976) sao utilizados para
ajustar o modelo, utilize o AELB com o =0,10 ¢ proce-
da da seguinte maneira:

a) calcule as previsges para os proximos dois anos
(1977 e 1978);

b) calcule as previsoes atualizadas a cada nova obser-
vagdao, para o mesmo periodo, e

¢) faga um griafico de vendas x erro de previsio um pas-

so 4 frente, isto &, Z xet_l(l), t=25,...,48.

t

3. Da mesma forma que existe o AELB como uma extensdo do
AES para séries que apresentam teﬂdéncia linear,pode-
mos utilizar uma extenszo do método de MMS, denomina-
do médias mdveis linear cuja equagdo de previsdo &
dada por

Zt(h) = a, +hbt



- 127 -

onde
ag = Mg+ (Mg -Mp) = 2M -M,,
_ 2 n
bt - N-1 (Mt Mt)’
T s D s
t 7
T
[
M o= My *Meog ¥ oee "M
£ .
T

Considere os primeiros 24 meses‘da série de Cafe tSé—

rie F — Ap&ndice A). Utilize o método de m&dias moveis

linear com r =5 e faga:

a) previsodes, com origem em dezembro de 1971, para os
meses de janeiro a junho de 197Z;

b) atualizacgbes das previsdes a cada nova observacio,
e

c) comparacdo desse método com os resultados do Pro-

.

blema 5 do Capitulo anterior.

4. Responda as perguntas do Problema anterior, utilizan-
do o AELB com a =0,9 e fazendo a comparagdo do método
“n

com os outros trés (MMS, AES, medias moéveis linear).

5. Considere a série de Feijdo (Série J — Apéndice A),no
periodo compreendido entre janeiro de 1978 ¢ dezembro
de 1979. Utilize o AEQB com a =0,2 e calcule previsdes

para todo o ano de 1980, com origem em dezembro de 1879,
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comparando-as com os respectivos valores reais.

Utilize o Alisamento Exponencial Biparamétrico' de Holt

com A=0,3 e C=0,2, 4 série apresentada ﬁo exemplo da

secdo 6.1.5, calculando:

a) previsdes para os meses de janeiro a junho de 1978,
com origem em dezembro de 18977

b) previsbes para o Mesmo periodo, atualizando a cada
nova observagao.

Compare os resultados com os obtidos no exemplo.



CAPTTULO
MODELOS PARA SERIES SAZONAIS

Para séries temporais que apresentam um padrdo de
comportamento mais complexo, existem outras formas de alisa-
mento tais como os métodos de Holt-Winters e o método de ali-

samento exponencial geral {ou alisamento direto).
7.1 - ALISAMENTO EXPONENC |AL SAZONAL DE HOLT-WINTERS (HW)

7.1.1 - Procedimento

Existem dois tipos de procedimentos cuja utilizacdo
depende das caracteristicas da série considerada. Tais proce-
dimentos sdo baseados em trés equaglGes com constantes de ali-
samento diferentes, que sio associadas a cada uma das compo-

nentes do padrido da série: nivel, tendéncia e sazonalidade.
a) Serie sazonal multiplicativa

Considere uma série sazonal com periode s. A varian-
te mais usual do método de HW comsidera o fator sazonal F, co-
mo sendo multiplicative enquanto a tendéncia permanéce aditi-
va, isto &,

Z, = ]Jt-Ft_+Tt ta,, t=1,...,N. (7.1)
~129-
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As trés equacdes de alisamento sdo dadas por

~ Z -
Ft = D{—t} +(1—D)Ft , 0<b<l, t=s+1,...,N (7.2)
Zt -s

Z

— _ t _ - - -

zt-{; }+(1A)(Zt_1+Tt_1), 0<A<1, t=s+l,...,N (7.3)
t~5

o~

T, = CC - Z,_ )+ 1-OT_y, 0<C<1, t=s+l,....N (7.4)

¢ representam estimativas do fator sazonal, do nivel e da ten-
dencia, respectivamente. A, C e D sao as constantes de alisa-

mento.

b) Série sazonal aditiva

0 procedimento anterior pode ser modificado para tra-

tar com situagdes onde o fator sazonal € aditivo,
Zt = Uy +Tt +F +a,. (7.5)

As estimativas do fator sazomnal, nivel ¢ tendéncia

da série sio dadas por,

-~

Fy = D(Z-2) + (1-D)Fy_q. 0<D<1 (7.6)
Zt = A(Zt—Ft_S) +(1-A)Z 1 *Ty s D<Ac<l (7.7)
T, = C(Z,-Z, ) +(-0)T, 4, 0<C<1 (7.8)

respectivamente. A, C e D sao as constantes de alisamento.
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7.1.2 -Previsao

As previsbes dos valores futuros da série para os

dois procedimentos szo dadas a seguir.

a) Série sazonal multiplicativa

2 (h) = (ZATOF . h=1,2,...,s

(2, +hT)F

Z,(h) h=s+1,...,2s (7.9)

t+h-2s

onde Z ¥. e T. sao dados por (7.3}, (7.2) e (7.4),respecti-
vamente.

Para fazermos atualizacgBes das previsdes,quando te-
mos uma nova observacao Zt+1’ utilizamos as equagdes (7.2},

(7.3) e (7.4). Assim

. z
Foo = D{_Z_—} + (1-D)F g
t+1
7 = a{—trl I, +T
SR i L t)
t+l-s
Teeq = CCgaq=2y) + (1-O)Ty

e a nova previsdo para a observagdo I, serd
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(. . +h-1T

Zyq B-1) LTI o I S

£+l

{7.10)
Ty 071 = Qg (DT I o Des92,.00,2501

etc.
O0s valores iniciais das equa¢bes de recorréncia sio

calculados através das seguintes formulas:

 J— R 521,200 ..5

[}
It
|-

b) Seérie sazonal aditiva

Neste caso, as equagbes (7.9) siao modificadas para

Zt(h) = Zt +hTy +F e oo h=1,2,...,8

(7.11)

Zt(h) h=s+l,...,25
‘E‘tC .

onde zt’ T, e §t sdo dados por (7.7), (7.8) e (7.6),respecti-

Zg *hTp +Fepogso

vamente.
As atualizagaeé sip feitas utilizando (7.8), (7.7) e

(7.8},
F

a1 T Dy " 2gag) T DIFeyy o



- 133 -

~

z = A(Z F

i1 +{1—A)(2t+Tt)

e+1 Fra1og)

Tepg = C(Z 4 -Z) + (1-O)T,

¢ 2 nova previsdao para o valor Zisp serd

Lo, (1) = Z,o + (0-1)T

FUTES UURTRRIR ' SOPY 01

B0 = 2w DT g #F Ly oo Bese2,.l 291 (7.12)
etc.
Prova-se (Apéndice C) que a previsdo obtida através de (7.12) & Otima se
Zt for gerado por um processo ARIMA sazcnal.

7.1.3 - Vantagens e Desvantagens

As vantagens sdo semelhantes as da utilizagdo do mé-
todo de Holt sendo que os métodos de HW sio adequados & ana-
lise de séries com padric de comportamento mais geral. As des-
vantagens saoc as dificuldades em determinar os valores mais a-
propriados das constantes de alisamento e a impossibilidade
e/ou dificuldade de estudar as propriedades estatisticas tais
como média e variﬁnqia de previsao e consequentemente, coOns-
trugao de um intervale de confianga. Um procedimento alterna-
tivo gue n3o possui tais desvantagens & o Alisamento Exponen-
cial Geral de Brown (ver secao 7.2).

A determinacgzo das constantes de alisamento (A,C,D)
€ realizada de modo a tornaf minima a soma dos quadrados dos
erros de ajustamento.

Para maiores detalhes ver Granger & Newbold (1977)

e Winters (1960).
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7.1.4 - Exemplo

Aplicamos o método HW multiplicativo 4 série IPI

.

(série C — Apeéndice A), que € periddica com s =12, durante o

periodo de janeiro de 1969 (t =1) a julho de 1979 (N =127).

TABELA 7.1 - Previsdo utilizande HW multiplicativo,
com origem em julho 1979 - $érie C = IPI

Periodo | Valor Real | _ Previsao
t z, 2127(h), h=1,2,...,12
128 21.614,00 21.418,04
129 19.717,00 20.724,74
130 22.133,00 21.839,38
131 20.503,00 20.603,24
132 18.800,00 19.834,87
133 19.577,00 19.338,89
134 18.992,00 18.500,37
135 21.022,00 20.678,62
136 19.064,00 19.919,52
137 21.067,00 21.059,73
138 21.553,00 21.276,02
139 22.513,00 21.930,14

TABELA 7.2 - Pravisho atualizada a cada nova observagao,
utilizando HW multiplicativo - Serie C - IPI

Periodo | Valor Real | _ Previsao
t z, 2, (1), £=128,...,139
128 21.614,00 21.418,04
129 192.717,00 20.787,00
130 22.132,00 21.540,37
131 20.503,00 20.480,11
132 18.800,00 19.715,21
133 19.577,00 18.921,75
134 18.992,00 18.276,10
135 21.022,00 20.676,11
136 19.064,00 20.034,13
137 21.067,00 20.861,99
138 21.553,00 21.133,07
139 22.513,00 21.919,51
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0 valor do vetor (A,C,D) que fornece menor erro qua-
dritico médio do ajustamente, igual a 186.746,29 & (0,3;
0,1 0,3).

As previsdes para valores subsequentes a julho de
19479 sao apresentados na Tabela 7.1, e as previsoes atualiza-

das a cada nova observacido, na Tabela 7.2.
7.2 = ALISAMENTO EXPONENCIAL GERAL (METODO DE BROWN} (AEG)

7.2.1 - Procedimento

Consideraremos, agora, um métode de ajustamento e
previsao de séries temporals que se utiliza de um conjunto de
funcoes arbitrarias. Este método & um contraste em relagzo as
demais técnicas que separam a tendencia das componentes sazo-
nais e ciclicas, introduzindo falsas autocorrelagoes nos re-
siduocs. ‘

Por hipftese, temos uma série temporal composta lo-
calmente por uma combinagdo de k fungdes do tempo,determinis-
ticas e conhecidas, mais um residuc aleatdrio, .

k
Z, = [a_f.(t—N)+et, t=1,...,N (7.13)

t j=1 3]

onde e, & um ruido branco de média zero, as k fungoes fj
sio geralmente, polinomios, expomnenciais ou misturas de ter-
mes SEencs e COSSencs e o0s coeficientes (parﬁmetros]zﬁ sao tra-
tados, localmente, como constantes.

A utilizagiZo mais importante do método de Brown, tam-

bém conhecido como alisamentd direto, & com fungoes trigomno-
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métricas com o objetivo de modelar e prever séries sazonais.
0 modelo (7.13) &, por hipdtese, valido localmente

portanto um procediménto de estimacio natural &€ o de minimi-

zar a soma descontada dos erros quadridticos, ou seja,determi-

nar os valores das constantes aj que minimizem
N _ k 2
s = 7 8 t{zt— ) a.f.(t-—N)} : 0<B<l (7.14)
t=1 j:l J ]

onde B & fator de desconto.

7.2.2 -Estimagao dos Coeficientes

Esta estimacio pode ser discutida, mais compactamen-
te, utilizando a notagao matricial.

Sejam

o vetor (Nx1} coluna das N observagoes da série temporal,

o vetor (kx1) dos coeficientes a serem determinados,
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B £,(1-N) £,(1-N) cee o £ (W) - £ (1-N) ]
£1(2=N)  £,(2-N) e £ (2-N) £1{2-N)
H = =
£, (0) £,(0) - £,00) _ £'(0)

a matriz (N xk) dos valores das funcoes fj(t—N), j=1,...,k, e

t=1,...,N,

- g (-1)/2 -

g(N-2}/2

matriz (N xN) cuja diagonal & formada pelos pesos.
-~

Escrevendo (7.13) em notagdo matricial temos

Z = Hg +E

onde £ € o vetor (Nx1) de ruidos brancos.

A quantidade (7.14) a ser 'minimizada, pode ser re-

escrita,
S = (WE-WHg)'(WE—WHg). {(7.15)

Derivando (7.15) em relagio a a, o minimo ocorre no

valor dado por

a(N) = (H'w'WH)'IH'w'wg, ‘ (7.16)
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onde a(N) &, agora, uma fungdo de N.
A equagdo (7.16) podé ser reescrita como
- -1 ,
a(N} = F “(N)g(N),

onde

Bh
1

F(N) = H'W'WH = “LE(t-NY £ (t-N)

t

Il 12

(7.17)

{7.18)

depende do nimero de observagdes disponiveis, do conjunto de

fungoes utilizadas para descrever o processo e do fator de des-

conto B, e

-

N
g(N) = H'W'WZ = 7§

BN_tth(t—N}
t

1
envolve o vetor de observagodes.

De {(7.18) temos que

FON) = EN-1) + 8V LE(1-N) £ (1-N) .

(7.19)

(7.20)

Entretanto, quande as fungoes ajustadas sac polino-

mios ou fungOes trigonométricas e 8 <1, BN — 0 mais rapida-

mente do que f{1-N) — o, desSe modo a matriz de fungdes ajus-

tadas alcanga um valor estdvel, isto &,
F(N) — F
onde

F=F(=) = ] gV E(t-N) £ (£-N).
=1

(7.21)

(7.22)

Agora, suponha que existe uma matriz L, nfo singular tal que
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F(N) = LE(N-1) = £(N) = LNgco) s (7.23)

onde L & denominada matriz de transigdo que, em geral, nao @
simétrica mas tem uma inversa, L-l. Essa matriz existe somen-
te para funcdes que sio solugles de uma equacdo linear de di-
ferengas, tais como as funcdes polinomiais, exponenciais ¢ si-
nusoides. Ver Brown (1962).

De (7.19) temos

N-1 N-t
g(N) = F(0)Zy+ ] B L (e-NvD)

e utilizando (7.23)
g(N) = £(0)2y +BL g(N-1). (7.24)

De (7.17) e (7.21) os coeficientes do .modelo podem

ser estimados por
i) = Flgmn (7-25)

onde F ¢ g sdo dados por'(7.22) e (7.24), respectivamente.
0 estimador a{N) possui as seguintes propriedades:

i) & mndo viciado pois

E(E(N)) = ECCH'W'WH) TH'W'W2)
= (H'W'WH) TH'W'WHa
e desse modo,
EGGN) = 2.

ii) a matriz de covariidncias & dada por



ou seja,

- _ 2
Cov(ai,aj) Vijge

onde
Vij & o elemento da i-&sima linha ¢ j-ésima coluna da ma-
triz de covariancia V.

U; & a varidncia do processo de ruide branco,
a matriz F & dada por (7.22) €

a matriz K¢ € dada por

BN TE (N-£)£7 (N-1) .
1

-~
1l
e~ 8

t

7.2.3 - Previsao

A equacdo de previsdo h passos 4 frente, com ori-

gem no instante t & dada por

Z,(h) = £'(h)a(t) {7.26)
ou, utilizando (7.25).

i, - £ mF lgit) (7.27)

onde g(t) & calculada recursivamente de (7.24), a matriz F &
obtida aplicando (7.20), também recursivamente, até que a comn-
vergéncia seja obtida e f£(h) & um vetor de constantes conheci-
das '

A média e a varidncia da previsio sdo dadas por
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E(Z, (h}) = EC£'(h}3(t)]
(7.28)
= £'(h)a(t) = L, -
Var(Z,(h)) = Var{f'(h}a(t))
(7.29)

f'(h)Vf(h)oé.

Se a suposigdo de normalidade dos residuos estiver
satisfeita, podemos construir um intervalo de confianga com

coeficiente de confianca y para Z,,. dado por

(2, (h) - 2 vETURVE(R)GZ; 2y (h) + 2 /T (R)VE(R)oZ (7.30)
onde ZY & o coeficiente da N(0,1) e Et(h) e dado por (7.26).
Para fazer a.atwalizagao das previsdes €& necessirio

obter uma nova estimacao dos coeficientes

ar(e+l) = (&1(t+1), 52(t+1),...,£k(t+1)).

Com o objetivo de simplificar o cdlculo computacio-
nal vamos desenvelver um método de atualizagaoc baseado no ul-

timo erro de previsao.

Sabemos de (7.26) que

Z.(h) = £'(hE(T) = £ (h)F ‘().
De (7.17) e (7.21) temos que
g(t+1) = Fa(t+1)
portantp, utilizando (7.24)

FA(t+1) = £(0) + 8L IRA (1) (7.31)

2ty
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multiplicando por F-l, temos

1

a(te1) =z, Fleco) +aF LT RA (). (7.32)

+1

Assim, os valores atuais dos coeficientes sio defi-
nidos em termos de um vetor ¢ de constantes, que nao depende
do tempo, multiplicado pela observacgao corrente e de uma ma-
triz C, que também nég depende do tempo, multiplicada pelo ve-

tor prévio dos coeficientes, portanto

a(t+l) = cl,,q +Ca(t) (7.33)
onde
R}
¢ = F-£(0), {7.34)
¢ =g 17 1R, ' (7.35)

Além disso, C=L'-cf'(1), como demonstrado abaixo.
1

Comecemos pela matriz L 1F. Multiplicando por L'"1L' temos
lenclne =y gt legon i sGgen ne
i=1
1 1 1
= ﬁf[F"f(O)f (0y1L’.

Entao substituindo em (7.35)

Ip = r-rlecoye (o)L

C = gFiL”
mas, bor (7.34),

C=1L"=-c[Lf(0}1' = L' ~cf£'(1).
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Assim, podemos reescrever (7.33) como
a(t+l) = cligy +L‘§(t) -cf " {1)a(t) (7.36)

e, como £'(1)da(t) = it(l) & a previsdo da (t+1)-&sima obser-
vacio, obtida com dados até o instante t, podemos reescrever

(7.36) do seguinte modo
d(t*1) = L'a(t) +c(Zy,q ~2, (1)) (7.37)
ou, finalmente

a(t+1) = L'a(t) +ce (7.38)

-
Desse modo, o AEG atualiza as estimativas através de
uma média ponderada da estimativa prévia e do iltimo erro de previsdo.
Esse método &€ estritamente vdlido para © estado es-
tdvel (quando F(N) — F). O vetor inicial dos coeficientes a(0)
pode ser calculado através de uma regressdo multipla descon-
tada, utilizando um grande conjunto de dados do mesmo proces-
so. Quando isso & impraticdvel por qualquer razdo, um ‘'valor
inicial™ 4(0) pode servir. Obviamente, quando mals adequado
for esse valor, melhor ser3o as previsdes iniciais. Se tiver-
mos uma grande confianga na predigdo inicial §(0), o valor de

B deve ser grande, caso contrdrio B deve ser pequenoc.

7.2.4 - Vantagens e Desvantagens

A principal vantagem & a de atualizar eficientemen-
te os coeficientes do modelo, sem haver necessidade de inver-

ter a matriz F(t) a cada instante, como seria usual em mode-
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los de regressio miltipla,

i)

ii)

iii}

Trés problemas particulares devem ser mencionados:
Reid (1969), notou que os erros do modelo ajustado sdo
serialmente correlacionados e sugere o ajustamento de
um modelo AR{l) a esses residuos, resultando melhores
previsoes;

& dificil saber quantos harménicos ajustar a uma Sé-
rie temporal sazonal. Talvez a melhor técnica fosse
adicionar termos a mais e fazer um teste para o ajus-
tamento; entretanto, quanto maior o numero de coefi-
cientes ajustados, menos eficiente se torna a estimagao e Reld
conclui que "& normalmente desejdvel manter o nimero de fungoes
ajustadas tanto menor quanto possivel, dado que elas ainda des-
crevem adequadamente a série temporal, e

problemas quanto a utilizagdo de uma Unica constante
de alisamento. Para estimar modelos mails complexos, B
deveria ser razoavelmente grande, de modo a permitir
que um grande nimero de observagdes tenham pesos apre-
cidveis; por outro lado, frequentemente & necessario
um procedimento de alisamento exponencial que se adap-
te rapidamente is mudangas que ocorrem, entdo devemos
colocar pesos maiores em poucas observagdoes mais re-

centes. Essas duas exigéncias sdo incompativeis.

7.2.5 - Determinag3o do Fator de Desconto

Existem diferentes maneiras para se determinar o va-

lor de B:
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i) B pode ser determinade por inspegi@o visual das carac-
teristicas da série considerada;
ii) por otimizacao scbre um conjunto de valores;
iii) Brown (1962Z) sugere escolher 8, de modo que, Bk este-
ja no intervalo (0,75;0,95), e |

iv) Harrison (1965) propde um valor prdoximo de Bk =0,80.

7.2.6 - Exemplo

Aplicamos o m&todo AEG sazonal 3 série Revista (Sé-
rie D — Apéndice A) no periodo entre janeiro de 1974 {t =1) e
outubro de 1979 (t =70). Ajustamoé a essa série as seguintes
fungoes:
. 2nt” Znt
i) a; *a, sen —T7-+as cos 7
ii} al-+a2 sen,—ﬁﬁ; '3-;Q5-37—+a4 sen j%ﬁﬂ-as coé i%};
| Ant

L. Zmt 21t 4t
1ii) aj ta, sen 77 *a; cos T7 * 24 sen 7ET'+aS cos 7 *

6Tt 6Tt 8t 8nt,
+a6 5€en —1—2—"’3.7 COS 12 +3-8 sen _1‘—2_+ag COs _12 3
. 2T 2nt
iv) ay tast +ag sen ———~+a4 cos 73
2nt 2t 2rt
V) a; +a,t+ag sen —1--2~-+a4 cos g7 *agt sen 5 ¢+
t 2wt
36 CoSs 7

. 2m 2T 2rt
vi) a; +a2t tag sen 7ﬁf + a, cos 12 +ast sen 7 *

+a6t cos %2f'+a7 sen $¥§-+a8 cos i&},

sendo que o melhor ajustamento, EQM= 597,806, & obtido utili-



- 146 -

zando a fungao (iv), ou seja,

B 2%t Znt -

Zt = a ta,t +a3 sen 5 +34 cos Ty te,, t=1,...,70

e o valor de B tal que B* =0,75, isto &, B =0,9306.
Substituindo os valores dos parametros, por aqueles

estimados através de (7.21), (7.26), (7.34) e (7.36), a equa-

¢ao de previs@o com origem no instante t =70, & dada por

Z,y(h) = £7(M)a(70),  h >0,
358,658
21h 2wh 3,775
= [1,h, senS5"-,cos ] g
12 12 -0,207
7,077
logo
5 (h)=358,658+3,775h - 0,207 sen 2™+ 7077 cos 2. h=1,2

70 2 * » 12 ’ 17 1L, .y

cujos valores sfo apresentados na Tabela 7.3.

TABELA 7.3 - Previsac utilizando o método de Alisamento
Exponencial Geral, com origememoutubro de
1979 — Série D — Revista

Perfodo | Valor Real | _  Previsdo
t z, Z79(h), h=t-70
A 347,30 368,46
72 408,70 369,57
13 321,70 369,78
74 276,20 370,04
75 284,20 371,30
76 282,90 374,23
17 296,60 379,06
78 288,10 385,50
79 287,30 392,84
80 292,30 400,13
81 301,00 406,42
82 282,70 411,04
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Podemos atualizar as previsOes a cada nova observa-

cdo, ou seja, utilizar a formula

TABEEA 7.4 - AEG: Valor dos coeficientes do vetor
a— Série D — Revista

t 51(t) az(t) 53(t) ay, (1)

70 358,658 3,775 -0,207 7,077
71 354,806 3,481 -6,130 -0,596
72 388,559 4,648 4,563 22,897
73 349,265 2,955 -21,293 | -16,207
74 315,381 1,535 -21,987 | ~56,661
75 321,571 1,714 10,762 | -56,023
76 332,639 2,075 40,289 | -35,016
77 143,827 2,426 55,282 -2,270
78 333,171 1,922 44,874 14,319
79 316,369 1,200 25,781 18,583
80 303,506 0,658 8,589 16,776
81 297,494 0,401 ~3,060 13,032

TABELA 7.5 - Previsao atualizada a cada
nova observagcac, utillzan-
do AEG — Série D — Revista

Periodo | Valor Real | Previsao
t Zt Zt-l(])
7 347,30 368,46
72 408,70 354,71
73 321,70 415,14
74 276,20 327,54
75 284,20 256,85
76 282,90 280,15
77 296,60 324,53
78 288,10 371,93
79 287,30 369,93
80 292,90 346,55
81 301,00 322,99
82 282,70 307,65
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Z,(1) = £1(13-3(1), t=70,71,...,81

[1,1,sen %%,cos %%]é(t],

onde os valores do vetor é(t) estao na Tabela 7.4 e obter os

resultados apresentados na Tabela 7.5.

7.3 - PROBLEMAS

TABELA 7.6 - Série de vendas de Refrigerantes,
janeiro de 1970 a dezembro de 1973

Ano | jan. | fev.|mar.|abr.[mai.|jun.[jul.|ago.[set. [out. [nov. jdez.
1970| 143| 138| 195| 225! 175| 389) 454; 618! 770| 564 327; 235
1971| 189| 3267 289| 293{ 279 552| 664 827,1000( 5027 512| 300
1972] 3591 264| 315| 361 414| 647| 836) 901{1104| 874, 683 352
1973 332| 244| 320! 437 544| 830(1011(1081 (140011123 713 487

FONTE: Montgomery & Johnson (1976).

1.

As observacdes da Tabela 7.6 referem-se a uma série de
vendas de refrigerantes no periodo de janeiroc de 1970
a dezembro de 1972. Utilizando o Alisamento Exponen-
cial Geral, com B =0,95, as primeiras 24 observagoes,

ajustou-se o modelo

- 2rt _ 2t
Y24 = 534,37 +10,34t "231,64 sen BVE 96,22 COS T3 +

+ 58,73 sen 51“—23-107,53 cos 4—1"21+ ey

Calcule as prévisﬁes com origem em dezembro de 1971

(t =24), para todo o ano de 1972 e faga um graficocom
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o objetivo de comparar o valor real com o valor pre-

visto.

Considere a série de vendas de uma Revista (Série D -

Apéndice A) no periodo compreendido entre janeiro de

1977 e outubro de 1980. Utilizando o método de Holt-

Winters multiplicativo com s =12, A=0,2, C=0,3 eD=

= 0,2 proceda da seguinte maneira:

a) utilize o primeire ano (1977) de observagdes para
calcular os valores iniciais necessdrios ds equa-
goes de recorréncia;

b) utilize os anos de 1978 e 1979 para ajustar o mo-
delo ("backforecasting'};

¢) calcule as previsoes, com origem em dezembro de 1979,
para as ohservacgdes de 1980;

d) atualize as previsoes, a cada nova observacao (pre-
visao a 1 passo), e

e) facga um grifico par. comparar o valor real com o

valor previsto.

Utilize as observagoes do Problema 1 e aplique o© me-

todo de Holt-Winters multiplicativé, com s =12, A=0,2,

C=0,1eD=0,1, da seguinte maneira:

a) Utilize as observacoes de 1970 para calcular os va-
lores iniciais;

b) utilize o ano de 1971 para ajustar o modelo ("back

forecasting");
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c) calcule as previsdes, com origem em dezembro de 1971,
para todo o ano de 1972, e

d) compare os resultados com os obtidos no Problema 1.
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PARTE 3

MODELOS DE AUTO-REGRESSAD

Durante muito tempo a Analise de Regressao teve ra-
zoavel aceitagdo como um método de ajustar modelos auto—TEgres-
sivos, com o objetivo de calcular previsdes de séries temﬁo—
rais. Entretanto, quande o nimero de observagdes & muito pe-
quena, tal andlise nfo & apropriada pois a hipOtese bdsica de
independéncia dos residuos & quase que sempre violada, produ-
zindo estimadores inconsistentes e, consequentemente, nos im-
possibilitando de testar hipdteses e estabelecer intervalos de
confianca para os parametros. Nesta situacio, os métodos de
alisamento s3ao o0s mais utilizados, embora eles neﬁ Sempre se-
jam adequados. Um procedimento alternativo € a técnica de fil-
tragem adaptativa, que nao faz discriminagfo entre ruido e pa-
drdo bidsico e conceitualmente intuitiva, aplicdavel mesmo com
um nimero pequeno de observagdes.

Apresentamos, no Capitulo 8, o método baseado na teo-
ria de regressdo linear, discutinde as condigées para que ela
possa ser aplicada de modo a minimizar os problemas citados

anteriormente. A técnica de filtragem adaptativa & apresenta-

-_

da no Capitulo 9.
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CAPTTULO

MODELO DE REGRESSAD

8.1 - MODELO GERAL

Suponha que a variavel aleatdria Z, & linearmente

relacionada com seus proprios valores defasados, isto €,
Zt = Blzt_l+822t_2 *e. +Bkzt_k +Et: t=l,-..,N (8-1]‘

que & um modelo auto-Tegressive geral de ordem k.

0 modelo (8.1) pode ser reescrito na forma matricial

I="Ws+e : (8.2)
onde
1
Z-= .
iy

& o vetor de observagdes de ordem (N x1),

-152-



- 153 -

€ uma matriz de ordem (N xkJ,

L Tk

& o vetor de erros de ordem {(Nx1).

rias as
i)
ii)

1ii)

iv)

L

Para que o modelc (8.1) seja analisado sdo necessa-
seguintes suposigoes:
E(e) = 0;
Varfe) =c2I, onde I & a matriz identidade;

Zy.Z_q»+--sZy_y S30 vistos como seqliencias de constan-

tes; e
k-j

k
- - k - -
as raizes da equagdo x + J Bjx , em X, Sdc em mo-
&g
&

J

dulo menores que um. Esta a condigdo que garante a
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estabilidade do modelo. Para maiores detalhes, ver Durbin,

(1959).

8.2 - ESTIMACAD DO MODELO

A estimagi3o dos parametros da auto-regressdao e a obten-
cdo de suas propriedades apresentam uma série de preblemas,re-
lacionados com o fato de termos como varidvels independentes,
valores defasados da propria variavel dependente. 'Por este mo-
tivo os estimadores obtidos terdo propriedades 6timas (nda vi-
ciados, eficientes e consistentes) assintoticamente, e as a-
plicacgdes do método so serdo validas para grandes amostras.

0s estimadores de minimos quadrados ordimarios (MQO)
do vetor B s&o obtidos de maneira que

N
=1Z< (Zy =B12q_q =Bpleog = -or ~Bli)?

t=k+1

seja minima. Essas estimativas sao dadas por
b= (ww lwz. (8.3)

Se W fosse uma matriz de constantes, de ac&rdo com
o Teorema de Gauss-Markov, b seria um estimador nao viciado de
varidncia minima, dada por OZ(W'W)_I, o que nio & o caso,pois
a matriz W é constituida por varidveis aleatdrias.

Podemos, entretanto, obter resultados andloges in-

troduzinde a matriz

1

t* = [E(W'WY1 "wW'W

onde E(W'W) & a matriz cujos elementos sao os valores espera-
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dos dos elementes correspondentes de W'W. Pode-se mostrar que

t* tende em probabilidade para a matriz identidade, isto &,

P
t*ml.

Durbin (1959) mostra que
i) E(t*(b-8)) =0, o que & equivalente a dizer que
‘ E(b) = B+O(N ")
ii) Var(t*(b-8)) =o?[E(W') 171 on
Var(b) = o?[E(W'W) I 1{1+0(N"5))
onde 1,5 em geral sdo iguais a um;
1

iii) E(Z-Wb)'(Z-Wb) =E(e'e) = (N-K)a® + (N 7).

Durbin mostrou, também, que se os erros forem nor-
malmenteé distribuides, a Var(b) & minima. Assim, para "gran-
des amostras'" o estimador b de (8.3) € nao viciado de varian-
cia minima e s? =7$%?(Z—Wb)'(Z—Wb} € um estimador ndo viciado
de o?. Além disso, o vetor b & assintoticamente multinormal.

Portanto, a teoria de minimos quadrados ordinirios &
assintoticamente correta se o modelo tem como variéyeis inde-
pendentes valores defasados da varidvel dependente. Esta con-
clusao 4omente € valida se os erros forem niao autocorrelaciona-

dos (suposigao ii)).

8.3 - TESTES DE HIPOTESE E INTERVALOS DE CONFIANCA

Para se obter testes de hipotese e intervalos de con-
fianca, procede-se de modo andlogo a uma andlise de regressido

comum, lembrando sempre que os resultados so serfo validos pa-
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ra grandes amostras.
Se o vetor £ ~N(0,Ic?), Durbin (195%) mestra que
b -2 w(p, oWl

Utilizando essa informagdc podemos construir intervalos de con-

fianga para os parametros e efetuar testes de hipoteses.

a) Intervalos de Confianga

0 intervalo de confianga, com coeficiente de confi-

anga y, para cada componente de B, quando ¢® & conhecido, € da-

Ean®
(bi "z x Var bi; bi +ZY x\/ Var bi) (8.4)

‘ ~~
onde Var bi & dada pelo i-ésimo elemento diagonal da matriz
; ‘

do por

sty e Zy & o coeficiente de uma M0,1). A utilizag@o de Zy
em (8.4), ao. invés do coeficiente da t-Student, € justificada

pelo fato de estarmos trabalhando com grandes amostras.

b) Hipbtese Linear Geral
0 interesse, aqui, & testar a hipdtese
Hy: M'6 = m (8.5)

onde M' & uma matriz de ordem S xk, com posto Se m & um ve-
tor de ordem §x1, com a :estrigio de que S =k.

Em particular se m=0, entdo a hipdtese se reduzird
a M'g =0.

Sob HO’
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. .D 2 - The ' vy~ -1 Ty &
i) 7?; o X onde Q= (M'b-m)'{M'(W'W) "M} “(M'b-m) & a
soma de quadrados devido a regressio;

.. SQE D
i) 2F o ek

quadrados do residuo.

1

onde SQE = Z'(I-W(W'W) "W'Z) & a soma de -

Desse modo,
£=—S P, pisN-k) (8.6)
SQE/ (N-1
onde F & a distribuigdo de Fisher-Snedecor. Assim, rejeitamos

H, se f >FC(S,N-k), que & tabelado.

0
8.4 - PREVISAD

Suponha que a equagac (8.1) continue a valer para

algum ﬁempo futuro (t+h). Entdo

Zesh = WeenB *Equn (8.7)
onde
Wieh = Ceape1 Zewnoz vor Deen-ide (8.8)
Assintoticamente, o melhor previsor nac viciado &
dado por
- k.
= 1 =
Zo(h) = Wi b -jzlbjzt*h-j | (8.9)
onde

z,(h-3), se h-j >0
- (8.10)
se h-j =0.

zt+h-j
Zyopoios
t+h-j
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Para se calcular a média e a variancia do errc de
previsao & necessario algum c6nhecimento da metodologia de Box §
Jenkins que serad abordada na Parte 4. Basicamente, pode-se mos-
trar que se temos um processo auto-regressive da forma (8.1),
nodemos Teescrevé-lo como uma soma ponderada de valores prévios

e atual de ruidos brancos. Assim

Z, = jzom.et_j, com ¥, =1 {8.11)

i) o valor da observac3o no instante (t+h) &

b t+h
Zean ~ jZOwj€t+h_j = jj_mw“h_jaj: (8.12)

ii) a previsao de L.,y © dada por

T.(h) = gfe vud ge g e = ‘20¢;+het_j (8.13)
J:

onde os pesos ¢* sao obtidos da equacde (10.9) (Capi-
tule 10), substituindo os parametros do modelo auto-re-
gressivo, Bk, pelas estimativas de MQO do modelo de
regressao, bk' De acordo com Malinvaud (1966), para N
grande, essas estimativas de bk diferem muito pouco do
verdadeiro valor Bk e, consequentemente,wg cwj. Logo,
iii) o erro de previsao € dado por
h-1

e (h} = 2, -Z,(h) = jzgszt+h-j‘ (8.14)
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De (8.14) podemos concluir que

E(e,(h)) =0, - N — (8.15)

Var(e (h)) = (1*¢i*-o-+wﬁ_1302, N — =

@, sob a suposicao de que os erros de previsdo sejam normal-
mente distribuidos, temos que um intervalo de confianga para

a previsao, com coeficiente de confianca de aproximadamente v,

- et CEEN
Zy(h) -z s\ / jzowj; 2 (M) +z2.s\ / jzowj (8.17}
1

onde s =—=p=(Z-Wb) "(Z-Wb) e zy € o numero tal que

& dado por

P(- <X < =
(Z.Y Z.Y) Y,

onde X ~K(0,1).

8.5 - ERROS AUTOCORRELACIONADOS

A caracteristica geral do problema de auto-correla-
gao & a de existir uma variag3o sistemitica nos valores dos re-
siduos de observagOes sucessivas;quando isto ocorre dizemos que
0os residuos s3o serialmente correlacionados ou auto-correlacio-
nados.

Erros auto-correlacionados em modelos que nao apre-
sentam valores defasados da variavel dependente ndc produzem
estimadores viciados, mesmo em pequenas amostras; modelos au-
to-tegressivos com erros aleatdrios fornecem estimadores de MQO

que s3o comsistentes, embora sejam viciados para pequenas amos-
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tras. Entretantc, quando o modelo contém variaveis defasadas
¢ erros auto-correlacionados, o método de MQO fornece estima-
dores inconsistentes e o teste convencional de Durbin-Watson
ndc & aplicavel.

Os dois ultimos fatos, acima mencionados, sdao cita-
dos e ilustrados por Johnston (1972), Malinvaud (1966),0strom
(1978) e podem ser vistos através do seguinte exemplo pafti—
cular onde k =1.

Seja Z, =BZ,_ +{rt com v, =m}t_1 +e,, t=1,...,Non
de [B| <1, [p|<1 e 0s & sdo nao correlacionados.

Seja

o estimador de B, fornecido pelo método de MQO.
Johnsteon (1972) mostra que o limite em probabilida-

de de b & dado por

-r2
Cplimb - 2GR (8.18)

_p2
TABELA 8.1 - valores de _wﬁ_)_

1+Bp
B 0,2 0,2 0,2 0,5 0,5 0,5 0,8 0,8 0,8
P ¢,» 0,5 0,8 0,1 0,5 0,8 0,1 0,5 0,8

vicio
sssintdtico 0,09 0,44 0,66 0,07 0,30 0,43 0,03 0,13 0,10

r
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Assim, o vicio assintotice € positivo ou negativo de
acordé com 0 sinal de p. A Tabela 8.1, mostra alguns valores
desse vicio assintdtico para varios valores de B e p.

0 principal resultado da Tabela 8.1 & que o vicio
torna-se particularmente grande para combinagoes de baixos va-
lores de B e altos valores de p.

De dcordo com (8.18), quando p tende para a unidade,
o vicio assintdtico tende para o valor (1-B). Este resultado
mostra o YPerigo da aplicagio de MQO, ignorando o fato de que

i
0Ss erros possam estar correlacionados.
Além disso, se o estimador b for utilizado para cal-

cular-os residuos,

-~

Vo= 1, -bI g, t=2,...,8 (8.19).
e a estatistica de Darbin-Watson
N o o 2
tzz{vt-vt—l)
a = - (8.20)
1 ¥
t=1 *t

for calculada, entdo Johnston (1972) mostra que

. _nt
plim d = a* +ﬁﬁ__£)_ (8.21)

onde d* & o valor verdadeiro da estatistica de Durbin-Watson
se 05 €rros verdadéi}qs fossem conhecidos. Desse modo, © vi-
cio assintdtico da estatistica d € duas vezes o vicio assin-
tético da estatistica b e podemos concluir que os estimado-

res de MQO dos residuos estdo longe de fornecerem uma idéia
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adequada do seu verdadeiro padrie. A justificativa de tal fa-
to € a de que os valores defasados de Et tendem a abscrver o
impacto sistematico dos erros, Ostrom (1878),

A Tabela 8.2 mostrz o plim &, para virios valores de

g8 para um modelo em que p =0,5 ¢ d* =1,0.

TABELA B.2 -Valores do limite em probabilidade de d

B 0,9 0,7 a,5 0,3 -0,5 -0,7 -0,9

plim d 1,13 1,38 1,60 1,79 2,00 1,78 1,35

A conclusao que podemos tirar da tabela acima & que
o vicio € sempre positivo e algumas vezes bastante grande. Ma-
linvaud (1966) mostra que a presenca de varidveis exdgenas re-
duz ¢ valor absoluto dos vicics assintoticos, embora permane-
cam significantes em muitos casos. E, portanto, importante de~
senvolver um novo indicador de correlac@o serial e m&todos de
estimacio que possam ser utilizados na presenga de correlagao
serial significante.

Se o valor de p for conhecido, um procedimento sim-
ples e priatico de estimacgdo & aplicar uma transformagio no mo-
delo auto-regressivo (8.1) de modo que os erros associados ao
modelo transformado sejam independentes. Johnston (1972) mos-
tra que a transformacdo que possui a propriedade acima & dada
por
' 2] = 1m0l
15 = L -9L, (8.22)

It _ =2, -pl

t-1 t t-1
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Assim, o modelo amto-regressivo transformado

ZF = Byli_q *B 23 o v eeu ¥ B LY tEL (8.23)

possui erros nao correlacionados. As estimativas resultantes
da aplicacd@o de MQO ao modelo (8.23)}, embora viciadas,sao con-
sistentes e assintoticamente eficientes.

Este procedimento de transformar os dados ¢ aplicar
MQO & usualmente referido como MInimos Quadrados Generaliza-
dos (MQG). Se nio conhecemos o verdadeirc valor de p, & pos-
sivel estimar o seu verdadeiro valor e entao transformar os da-
dos e aplicar MQO, conduzinde ao<ue Hibbs (1974) denomina de
pseudo MQG; existe um nimero grande de técnicas para estima-
¢ao0 de pseudo MQG como, por exemplo, Hildreth-Lee e Cochrane -
Orcutt, ver Ostrom (1978). Todavia, na falta de qualquer in-
formagao acerca de p, o procedimento mais utilizado e/ou su-
geridp pelos econometristas € o de toma-lo como sendo aproxi-
madamente igual a um, em cujo caso a transfermagac apropriada

& calcular a primeira diferenga das observagoes.

8.6 - TESTE PARA CORRELAQEO SERIAL EM MODELOS AUTOREGRESSIVOS

Como vimos anteriormente, o© teste convencicnal de
Durbin-Watson & viciado e, portanto, nido & apiicévelcmando um
modelo do tipo (8.1) & analisada.

Durbin (1970), recentemente, desenvolveu um teste pa-
ra grandes amostras, com a grande vantagem de que a estatis-
tica necessaria para sua aplicagdo & gerada rotineiramente na

computagao de M. O teste € aplicado com o objetivo de testar
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a hipdtese Hyi @ =0, no modele

o=Ble g ¥ ees ¥ BZ B Xyt B X b, =l N

onde ups ..Uy & uma amostra de tamanho N do modelo AR(1),
up = Gug_q tE. la] <1. ' (8.24)

L 8bvio que, de acordo com o modelo (8.1), estamos
interessados no casc particular de Bk+1 =, =Sk+s =0.
Para que o teste seja aplicado s%o necessirias as
seguintes supeosicoes:
i) {e,} & uma seqiiencia de variaveis aleatérias indepen-
dentes com distribuicio N(0,c%);
ii) 20’2—1""’21—k’X10"'f’
uo'é constante, embora desconhecida;

XsO sao constantes conhecidas,
iii)} os X's sao constantes, ou podem ser ‘tratados como tal
e a matriz
P—Iqu X :| i,9=1 s
W & Mithje] PedTheernSe
converge para uma matriz positiva definida duandd
N e—s w; g

iv) o modelo & estdvel, isto as raizes de

k :
X - ¥ g.x5"3 = o
j=1’

$a0, em mdédulo, menores do que um,

que no caso particular, estap todas satisfeitas.
De acorde com Durbin (1970), o teste consiste dos se-

guintes passos:
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a) ajusta-se o modelo (8.1) utilizando o método de MQO;
b} calcula-se os valores dos residuos do modelo ajustado,
Uy, t=1,...,N;

c) computa-se o valor da estatistica

onde

N oL,
Zztu i,_q)
N

t t
~2
Elut

d =

t

€ a estatistica de Durbin-Watson, e

d) utilizando r, calcula-se

h = T\/'——*er—
1—NV(b1)

o~
onde V(bl) € a estimativa da variancia de bl’ dada pe-

la analise de MQO.

Sob HO’ h~n(0,1). Assim, se h>1,645 rejeitamos a
hipotese de autocorrelacdo nula, ao nivel de 5%.

0 tesfe acima so & valido se NVEE;) <1. Se isto nao
ocorrer, entac o teste nao pode ser baseado no valor de r. Um
procedimento alternativo, e assintoticamente eficiente, pode

ser obtido fazendo-se uma regressio de ﬁt sobre

RS RS KL EEER L

e testando a significdncia do coeficiente de ﬁt-l’ utilizando
-

o procedimento de MQO.
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Ambos o0s testes sdo baseados em "grandes amostras”
e os resultados podem ser estendides para O caso em que Upses

-y & uma amostra de tamanho N do processo AR(p), isto &,

up = oquq toaan +uput—p + By

8.7 - REGRESSAO "'STEPWISE"

Considere uma série temporal Zl""’ZN e o modelo au-

to-regressivo de ordem k,

k
Y =-£1Bjyt-j +e,, onde y, =2, -1, 4, t=2,...,N. (8.25)

Modelos deste tipo, como vimos anteriormente, podem
ser ajustados a qualquer conjunto de observagoes, entretanto,
a menos que o valor de k seja pequeno, & provavel que o mode-
lo esteja superparametrizado. Uma maneira de eliminar este pro-
blema & empregar a técnica de regressio "stepwise'", que pode
ser realizada de duas maneiras distintas.

O primeiro procedimento consiste em selecionar ini-
cialmente o valor de yt_jl,que, de acorde com o critéric de
SQR (Soma de Quadrados do Residuo), mais contribua para a
explicacao de Y+ No segundo estagio, & adicionado o valor de-

fasado yt-j , que mais aumente o ajustamento da equagio
2 X
Y¢ T blyt—j1 TE¢

obtida no primeire estagio. O procedimento continwa até que a

adic2o de novas variiveis nio melhore significantemente o ajus-
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tamento da equagio de regressao, obtida no estdgio anterior.
Varidveis que entraram em estagios anteriores e que cessaram
de contribuir significantemente podem ser retiradas.

Um procedimento alternativo, & operar de maneira
inversa, tendo inicialmente ajustado o modelo completo (8.25).
No primeiro passo, ¢ valor defasado que menos contribuir para
a explicacao de Ve € retirado da regressao. Contimua-se a pro-
ceder desse modo, até que a retirada de mais termos piore sig-
nificantemente o ajustamento da equagido de regressdo. Varia-
vels retiradas em estigios anteriores, podem ser novamente a-
dicionadas, se produzirem uma melhora significante na regres-
sao encontrada.

As previsGes de futuros valores ‘da série, serao ob-
tidas projetando no futuro a equagao de regressio determinada
por um dos dois procedimentos.

Quando se realiza o ajustamento do modelo.auto-regres-
sivo através de "stepwise", tres decisOes devem ser tomadas:

iy deve-se escolher um valor k para a maxima defasagem
permitida em {8.25);
ii) deve-se escolher um nivel de significancia para tes-
tar a incluslic ou exclusdo de variaveis; e
iii) deve-se escolher um teste de hipdtese apropriado para
determinar uma regra de parada adequada.

A escolha do valor de k depende da natureza da sé-
rie em estudo e da quantidade de dados disponiveis. Segundo
Granger § Newbold (1977), a experiencia indica que k deve ser

igual a 13 para séries nao sazonais, trimestralmente sazonais
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¢ sazonais de periodo menor que um mes e k = 25 para séries cu-
ja sazonalidade tem periodo maior que um mes. O nivel de sig-
nificincia escolhido para testar a inclusao ou exclusao de va-
ridveis & geralmente constante e igual a 5%.

Para a terceira decisao, supondo que r termos este-
jam incluidos na regressdo, Payne (1873} sugere a utilizacido
da estatistica . .

F'" = m-rnk_

d k-1 k

m-k
k-7

8 ou seja, todos os

para testar HU: B r+2= e. = Br+k= 0,

coeficientes das varidveis excluidas sao iguais a zero. Aqui,

r+L=

onde SQR & obtida quanto j termos estao incluidos na regres--

sao, m=N-k-1. Sob HD’ F' ~F{k-T,m-k).

De acordo com Mamn & Wald (1943), o emprego dos tes-
tes da teoria normal de regressio, para modelos auto-regressi-
vos & assintoticamente correta e € este critério que vamos u-

tilizar em nossas aplicagoes.

8.8 - EXEMPLO

Utilizamos o modelo de auto-regressio, de acordo com
a técnica de regressio "stepwise' com k =25, a série de Leite
(Série A — Apendice A) no periodo de dezembro de 1975 (t=1) a

novembro de 1979 (t =48). 0 modelo obtido foi
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Ye © -0,2657¢9 +0,84727yt_25

onde y, =2, -2, 4.

As previsoes para os instantes posteriores a novem-

bro de 1979 sao dadas por

Fag(h) = -0,26579 +0,84727F 4. e, h o> o0,

ou,voltando a variavel original,
Z,8(h) = F,g(h) +Z,0(h-1), ho> 0,

Qndelz48(ﬂ) =Z48'

Os resultados dessas previsoes estao apresentados na
Tabela 8.3 e suas atualizacdes a cada nova observagdo na Ta-

bela 8.4.

TABELA 8.3 -Previsao utilizando o método
de '"Regressac Stepwise'', com
origem em novembro de 1979 =—
Série A - Leite

Perfodo | Valor real Previsao
t Zt Zhg(t'ha) )
49 149,28 164,93
50 149,76 169,68
51 145,27 170,54
52 142,80 160,84
53 132,88 - 159,85
54 129,91 152,12
55 127,50 146,44
56 134,06 143,25
57 135,97 146,41
58 138,43 ' 146,95
59 144,82 144,52
60 151,56 150,24
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TABELA 8.4 ~Previsao_atualizada a cada nova
observagao, utilizando "Regres-

530 Stepwise' - Serie A - Leite
Perfodo | Valor real | Previsao
t z, Zt_1(1)
49 142,28 164,93
50 149,76 154,02
51 145,27 150,62
52 142,80 135,57
53 132,88 141,81
54 129,91 125,16
) 127,50 124,23
56 134,06 124,30
57 135,97 137,22
58 138,43 136,51
59 144,82 136,00
60 151,56 . 150,54

8.9 - PROBLEMAS

1. Provar a equacao (8.3).

Z. Considere a Série de Ovos (Série E — Apéndice A).Uti-
lizando as observacoes compreendidas entre janeire de
1969 e outubro de 1979 (N =130 observagoes) ajustou-se

o seguinte modelo de regressao "stepwise':

Yt

0,19859 +0,23395y, _( +0,39522y, ¢ -

0,54331y +0,49872y +0,52178 +
t-19 t-24 Ye-25

+

0,6808y, s, 26 <t <120

onde y, =2, -Z 4, & a primeira diferenga da variavel
original e k =25,
a) Justifique a transformagao utilizada sobre o0s da-

dos originais;
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b) calcule as previsdes para a série original, com o-
rigem em outubro de 1979, para o periodo de novem-
bro de 1979 a outubro de 1980 e seus respectivos
erros;

c) atualize essas previsSes a cada nova observagdo, su-
pondo que os coeficientes do modelo permanecam cons-
tantes no tempo;

d) faga um grafico para comparar as previsdes obtidas
nos itens b) e c) e seus respectivos valores reais;

e) compare as previsdes obtidas em c) com aquelas ob-
tidas utilizando os métodos adaptativos de Silva e
Makridakis 4 mesma série de Ovos (sec@o 9.8).

Considere, agora, a série de Feijdo (Série J —Apeéndi-

ce A). Utilizando as observagOes compreendidas entre

janeire de 1970 e dezembro de 1979 (N =120 observagoes)

ajustou-se o seguinte modelo de regressao "stepwise",
¥, = 6,73222 +0,41649y, <, t=14,...,120

onde, como no problema anteripr, Ve € a primeira di-

ferenga da variavel original e k =13.

a) calcule os residﬁos (et] do modelo ajustado paré a
série original e faga um grafico de e, xe¢, | para
verificar se existe alguma evidéncia de auto-—corre-
lagdo nos residuos;

b) calcule as previsdes para pregos de feijao, com o-
rigem em janeiro de 1970, para tode o ano de 1971;

¢) atualize essas previsoes a cada nova observagao, su-
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pondo que os coeficientes do modek)pemmnegem Cons-
tantes no tempo;

d) faca um grifico para comparar as previsces obtidas
em b) e c) e seus respectivos valores reais: e

e) compare as previsCes obtidas em ¢) com aquelas ob-
tidas aplicando o AES d mesma série (secdo 5.2.5).

Utilize um programa de computador adequado parz ajus-

tar o modelo
Ve = BV 1 FBaYpig e BV qg T,

onde Ye "Ll € 2, € a série de Café (Série F — A~

pendice A) no periodo compreendido entre janeiro de

1970 ¢ junho de 1978 (N =102 observacdes). Depois pro-

ceda da seguinte maneira:

a) faga um grafico dos residuos & o teste de Durbin pa-
ra verificar se 0s erros sao autocorrelacionados e
comente o resultado; !

b) utilize o modelo ajustado para fazer previsdes com
origem em junho de 1978, do preco do café até ju-
nho de 1979;

¢) atualize as previsdes acima a cada nova observagao,
supondo que os coeficientes do modelo permanegam

~._constantes no tempo; e

jdi;f&égihﬁ grafico com o objetivo de comparar as pre-

- visoes com 05 valores reais.



CAPITULO
FILTRAGEM ADAPTATIVA

9.1 - PROCEDIMENTO

0 método de Filtragem Adaptativa (FA) & uma técni-
ca baseada em uma média ponderada dos valores passados Jé uma
série temporal, onde 05 pesos sio determinados através de um
procedimento de mInimos quadrados nio linear,utilizando o mé-
todo "'steepest descent', que permite a adaptagio dos parame-
tros, para que 05 valores previstos se aproximem dos valores
reais da série tempoxal.._..

A hipbtese bésica, para que se faga uma previsio de
boa qualidade, utilizando-se o filtro adaptativo, € que o pa-
drao de comportamentc da série possa'sér representado por uma
soma ponderada de observagoes passadas. Assim, uma grande clas-
se de formas funciomais, tais como uma constante, uma tendén-
cia linear, um padrac sazonal ou qualquer forma polinomial,

podem ser previstas utilizando-se esta técnica.

9.2 - PREVISAD

Sejam Z,...,2y valores de uma série temporal. A pre-
visao de Zt+1’ com origem no instante t, & calculada por

-173-
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t

7. (1) Y Z.P._ (9.1)
T i=t-k+1 1 21 t+k

onde
Zi & o valor da série no i-ésimec instante;

P € o peso aplicado ao valor Z., e

i-t+k
k & o nimero de observactes (periodos) que estdao sendo

ponderados para obtencdo da média.

56 serdo ponderados os k periodos mals recentes por-
que:
i) sao considerados mais relevantes, e

ii) se considerarmos todos os t valores da série temporal,
seriam necessarios t pesos, que poderiam ser determi-

nados de modo‘a obter exatamente o termo de ordem (t+l),

o que nio & desejavel porque estariamos fazendo com que

eles se adaptassem nio sO ao padrao de comportamento

da série, mas tambdm i componente aleatdria.

Dessa maneira, a utilizacao do filtro adaptativo en-
volve dois parametros: o nimero de pesos utilizadoes (k) e a
constante de atualizag¢ao destes pesos (§), como veremos a se-

guir.

9.3 -~ VANTAGENS E DESVANTAGENS

Existem trés vantagens principais:
i)} o métode nio exige qualquer suposigao inicial a res-
peito do padrao de comportamento da série;

ii) pode ser utilizado quando se tem uma quantidade limi-
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tada de dados, e

iii) se os pesos forem periodicamente corrigidos, eles se
adaptarao inclusive a possiveis mudangas no padraoc de
comportamento da série, permitindo que o métedo seja
aplicado is séries que modificam seu padrio de compor-

tamento com o tempo, isto &, series mao estacionarias.

Portanto, esse método pode adaptar-se tanto a mudan-
ca dos coeficientes quanto 3 mudanga da fungdo que representa
a série, desde que utilizemos um niumerc de pesos que seja su-
ficiente.

As principais desvantagens sio:

i) a dificuldade em determinar o numero de pesos adequa-
do e o valor da constante de atualizacao dos mesmos;

ii) o tempo computacional necessdrio para a andlise de u-
ma série sazonal, que na maioria das vezes exige um ni-
mero de pesos igual a seu periodo; este tempo torma-se
critico quando a série tem um grande nimero de obsexr-
vagoes, e

iii) o método s& & adequado para previsao a um passo.

9.5 - DETERH!NAQ.EO INICIAL DQS PESOS

Antes de verificar os procedimentos de determinagio
dos pesos, € necessario determinar o nimero de pesos a serem
utilizados.

tr

De acorde com Makridakis & Wheelwright (1977), o
numero k de pesos deve ser escolhido de tal forma que k cor-

responda ac ''lag" do maior coeficiente de correlagac, em va-
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lor absoluto". Chatfield (1978), afirma que ''este pode ser um
procedimento razodvel para séries sazonais mas, em geral, cer-
tamente ndoc & vilido" e sugere os métodos de determinagao da
ordem de um pfocesso auto -regressivo dados por Box & Jenkins
(1970), Chatfield (1977) e Tong (1977).

A determinagdo inicial dos valores dos pesos. pode
ser feita de duas maneiras, gerando dois métodos diferentes de

previsao.

a) Método de Makridakis (1973}

Primeiramente sao especificados valores iniciais to-
dos iguais a 1,0, isto &, Py =1,0, i=1,...,%k. A seguir & cal-

culada a previsio para Z Et(l), utilizandc se a equagao

t+1°

{9.1), que & comparada ao valor observado Z sendo calcula-

t+1
do o erro de previszo. Os pesos sdo, entao, ajustados de modo
a reduzir o erro da prdxima previsao, 2t+1(1), de acordo com
a sec¢do 9.5. O processo & repetido até que o melher conjunto

de pesos seja obtido. Para maiores detalhes, ver Wheelwright

§ Makridakis (1973a, 1973b).

b) Método de Silva (1575)

Dados N valores de uma série temporal, os k pesos

(k <N) sz@o determinados de modo a minimizar a soma de quadra-
dos dos erros de previsao, isto e,
N-k

§= ) E?
j=1 *
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onde

- k- ,
By % Zippe mZippe1 () = 2, - jzl Pj_i+12j (9.2)

€ 0 erro cometido na i-&sima projecgao.
0 problema se resume, (ver Silva,(l1975)),.em resocl-

ver o seguinte sistema de equacoes lineares em Pi:
2
T3Py + D225 )Py % oo # DT )Py = DC25250)
2 =
NCRA RS AL NI INIE LA D ( AT

{9.3)

L L R e e I T e R L T ) .

2 -
B3 20Py F D g1 23ap)Pp * -+ D200 Py = 025000
Todas as somatdrias sao de i =1 a i =N-X.

Ao resolvermos o sistema pelo método de Cramer pode
ser que o determinante da matriz formada pelos coeficientes dos
pesos, seja igual a zero. No método em estude, isto significa
que estamos utilizando um nimero maior de pesos do que & ne-
cessario.

0 conjunto de pesos determinadeos a partir do siste-

ma (9.3) & unico.

9.5 ‘ATUALIZAQEO DOS PESOS

Os pesos iniciais serdo utilizados para projetar va-
lores futuros da série. Naturalmente, continuara havendo um

erro no valor projetado, que pode ser ocasionado pela presen-
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¢a de um componente aleatdrio (neste casoc os peses mnao deve-
riam ser modificados) ou mudanca do padrdo de comportamento da
série. O procedimento de atualizagao de pesos & adotado a ca-
da periodo em funcdo do erro de previsao anterior.

Se quis&ssemos adotar um procedimento de um modo a

tornar nulo o erro de previsac anterior (et), utilizariamos a

expressao
el .
Pl = P+ kf tok+d i=1,....k (9.4)
Y22 ...
j=p Tkl
pois
k
ef = Ly~ 1 Pilryeg
i=1
k e Z .
- - t7t-k+1i
‘e '-Zl[Pl'* K Ze-xei
1 y 2 -
= t-k+i
k 2
k iZletzt—lﬁl
=2y L Pl K
i=1 Z Zz
i1 t-k+1i
ou seja,
e, = e, -8, = 0

Entretanto, a utilizacao de (9.4) faria com dgue oS
pesos se adaptassem também em fungao do componente aleatorio,
o que ndo & conveniente. Uma solugao mais adequada, & corri-

gir os pesos de forma a diminuir o erro de previsdo sem anu-
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e 2. . -
pi=Pi+sktt—‘1‘“ i=l,....K (9.5)
2 .
L Pk

onde 0 £§ £1. Com esta corregdo estaremos fazendo com que o0
erro de previsao anterior‘seja reduzido de uma fragio §.

A determinacdo de § apresenta alguns problemas uma
vez que nio & possivel identificar a fragdo do erro devido a
uma mudanga no padrio de comportamento da série. Para séries
estacion@rias § deveria ser igual 2 zero e para séries nao es-
taciondrias & deveria ser tanto maior quanto mais freqlientes
forem essas mudangas.

Makridakis § Wheelwright (1973b) analisam,empirica-
mente, a relagio que existe entre a constante §, o nimero de
pesos (k), o nimero de iteracBes necessirias para a determi-
nagao desses pesos, o padrac dos dados e a quantidade de alea-
toriedade presente nos mesmos.

Widrow (1966) mostra que uma condigao necessaria e

suficiente para a estabilidade do procedimento ''steepest-des-

cent" de atualizagdo & que 0 <§ <3 1 , onde A € o maximo
max

autovalor da matriz formada pelas correlagbes cruzadas entre

cada par de valores observados (Zi,Zj). Este mesmo autor for-

nece como um métode alternative, a condigao

1
Tk A~
|:izlz ﬂ max

que & suficiente, embora nao necessaria. A expressao

0 <6 <
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k
5,4
i=1 Mpax

indica a maior soma dos elementes ao quadrado dos possiveis
vetores de k cobservagodes.

Uma maneira pritica & selecionar para & um valor pe-
queno, de modo a assegurar a convergéncia.Makridakis § Wheel-
wright (1973c) observaram que se o vetor de observagdes &€ nor-
malizado a priori, dividindo cada valor pelo maior valor da
série, uma boa regra & escolher § igual a %?, onde kX & o ni-
mero de pesos.

Na realidade, essa constante determina a velocidade
com que‘o sistema se‘adapta as mudangas no padrio de compor-
tamento da série. Se 0s erros de previsio tendem a crescer com
o tempo, pode-se tentar corrigir os pesos, mais rapidamente,
aumentando-se o valor de §; se os resultados ndo forem satis-
fatdrios deve-se recalcular os valores dos pesos, wutilizando

os valores mais recentes da série.

9.6 ~ ALGUMAS CRITICAS FEITAS POR DIVERSOS AUTORES

i) Chatfield & Newbold (1974), afirmam que os pesos ini-
cials todos iguais a 1,0 sao ineficientes,ﬁodendo.obw
ter valores muito melhoreﬁ resolvendo as equagaes.de
Yule-Walker, que tém sido utilizadas'para estimar os
parametros de um processo auto- regre551vo,

ii) Ekern (1976) afirma que a fdrmula de atuallzagao dos
pesos niao esti justificada para o objetivo de prever e

que 4 constante de aprendizagem (§), que fornece bons
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iv)

v)
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resultados na fase de ajuétamento, pode nao ser a mes-
ma para a fase de.previsao. Ele também nfio concorda com
a afirmacdo feita em Makridakis & Wheelwright (1973b),
de que o método de FA se comporta, no minimo, t3o bem
quanto o AES e para jusfificar tal conclusao ele re-a-
nalisa a mesma série (série de Vendas de Champanha na
Franga) uﬁilizada em tal infeféncia, obtendo melhores
previsoes com o AES do que com a FA;

Golder § Settle (1976) ‘éxaminaram com maior detalhe a teoria
do método e mostraram que ela deixa muito a desejar;
eles tambem dao alguns exeﬁploé mos trando como o pro-
cesso iterativo pode, ou ndo, convergir;

Montgomery §& Contreras (1977)'também re—analisarém a
série de Champanha e mostraram que os méfodos de Box §
Jenkins e Helt & Winters_fornecem melhores resultados;
Chatfield (1978) diz que "qualquer critica & base ted-
rica da FA & dificultada por duas razdes. A primeira,
tambem c¢riticada por Golder § Settle (1976), & que as
poucas informagoes sobre a FA sio confusas e com mui-
tas recomendagtes que foram substituidas, mais tarde,
sem qualquer comentaric. Segundo, a descricdo da téc-
nica nem sempre € matematicamente rigorosa ou mimucio-
sa",Para ilustrar esses dois pontos, ele considera a
escala das observacgoes. Em Makridakis § Wheelwright
{197%) ele nao faz nenhuma observagdo quanto & trans-
formagdo das observacgbes, entretanto em artigos pos-
teriores ele sugere a divisdoc das observacgdes por a-

quela de maior valeor abseoluto ou transformar os dados
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de modo a obter média igual a zero e desvio padrao igual a 1,0.
Para tal, Makridakis sugere, como um procedimento satisfatorio,

dividir cada observagido por

o que & imcompreensivel e suspeitamente incorreto,segundo Chat-
field. Além do mais, ele conclui que "as evidéncias empiricas
sugerem que a utilizagao da FA & desaconselhdvel ,em vista das

dificuldades tedricas e praticas'.

9.7 - APLICAGAD DO METODO

Pode ser dividida em-quatro partes:

i) determinacao inicial dos pésos;
ii) calcular a previsio para o proximo periodo, como a mé-
dia ponderada dos valores mais recentes da série;
iii) comparar a previsao com o valor real e atualizar os pe-
sos de modo a corrigir uma fragao 6 do erro; €
iv) se o erro estiver sob controle veoltar ao item 1i) ca-

so contrdrio voltar ao item i}.

9,8 - EXEMPLO

Aplicamos o método adaptativo @ série de Pregos Men-
sais de Ovos (Série E — Apéndice A), para o periodo compreen-
dido entre janeiro de 1969 (t =1) e outubro de 1979 (t = 130)
utilizande um conjunto de 12 pesos (nimero de pesos igual ao

periodo de sazonalidade da série).
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0 menor EQM de ajustamento, com L =80, de acordo com

a Tabela 9.1, & obtido para & = 0,36,

TABELA 9.1 - Valor do EQM de ajustamento — Método
Adaptativo — Série E - Apéndice A

§ EQM, L =80

0,10 159,0642
0,20 142,2331
0,30 135,4721
0,31 135,1932
0,32 134,9747

0,33 134,8139
0,34 134,7082
0,35 134,6553
0,36 134,6526
0,37 134,6979

0,38 134,7891
0,39 134,9239
0,40 135,1004
0,49 138,2656

Utilizando-se o procedimento de Makridakis a equa-

¢do de previsdo obtida & dada por

Z,(1) = 0,3923Z ., +0,22052,_;, +0,0971Z, 4 -0,0203Z ¢ +

11 1 8

+

+0,00972, _, +

4

0,0532Z _, +0,05312, _( -0,0635Z .

+

0,11422 __, -0,00322, _, =0,0711Z, _; +0,48392,

e cuja utilizac@o para periodos posteriores a outubro de 1979
(t >130), com e sem atualizagdo dos pesos, fornece os resul-

tados apresentados na Tabela 9.2,
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Tabela 9.2 -Previsao, com e sem atual i_zag;éo dos pesos,
Metodo Adaptativo de Makridakis — Série E

Apendice A

Periodo | Valor Real Pre\nséo Previsao
t ’ Zt : t 1() 1(]); 6=0:36
i 432,90 388,35 388, 3B
132 455,10 413,58 430,32
133 432,30 437,16 463,91
134 465,30 452,81 468,66
135 620,07 494,06 509,22
136 677,80 _573,56 632,32
137 633,60 577,62 657,48
38 534,70 564,07 639,28
139 613,50 562,68 603,65
140 653,40 625,21 671,80
141 635,70 629,12 670,53
142 715,50 618,08 648,08

Tabela 9.3 - Previsao, com e sem atuallzagao dos pesos,
Método Adaptatlvo de STlva—Serie E - Apen-

dice A
Perfodo | Vator Real | _ Previsao . Previsao
t Z, 2,0, 8=0 | Z_(1), 6=0,36
131 432,90 407,96 407,96
132 455,10 420,55 429,92
133 432,30 443,711 462,94
134 465,30 433,78 442,23
135 620,70 495,86 513,18
136 677,80 661,21 720,60
137 633,690 632,69 679,49
138 539,70 574,82 607,06
139 613,50 529,06 537,90
140 653,40 633,45 670,83
141 635,70 543,83 675,76
142 715,50 626,35 644,73

N

Utilizando-se o procedimento de Silva, temos que

0,13442
0,12712Z

0,33432

1 +0,1158

eo7 *0,22152

43 =0,0580Z

Zi_ 10 *0,10242Z

g +0,1271Z

¢cop = 0,51242

t-5

-9 ~0,12052

-0,34532

gy *1.2109Z

t-8

t-4

+

+*
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cujas previsoes, com (8 =0,36) e sem atualizacao (6§ =0} ,esto

na Tabela 9.3.

9.9 - PROBLEMAS

1.

Utilizando a série de Revista

(88rie D - Apendice A)

no periodo compreendido entre janeiro de 1974 e outu-

bro de 1979 (N =70 observacdes) e um conjunto de 12

pesos, obtivemos os resultados apresentados na Tabela

9.4.

TABELA 9.4 - Valores dos pesos obtidos pelos Métodos
Adaptativos de Silva e Makridakis com

6=0,51 e L=80 iteracdes

Peso Métqﬁo de Metodo de
Makridakis Stlva

1 0,5870 0,0512
2 0,3880 0,4295
3 -0,0776 -0,3049
4 -0,0741 -0,0808
5 -0,0060 0,0534
6 0,0145 -0,0144
7 0,0081 0,0761
8 -{(,0718 -0,1288
9 -0,0096 0,1435
10 -0,0493 -0,03t5
11 0,0081 0,0348
12 0,2757 ¢,8917

a) Calcule as previsdes a um passo para o periodo de

b)

novembro de 1979 a outubro de 1980, utilizando

(837

métodos de Makridakis e Silva sem atualizacao dos

pesos (8 =0);

recalcule as previsdes anteriores, atualizando

‘pesos (6 =O,51);

0s
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c} compare as quatro previsoes obtidas nos itens an-
teriores, segundo o critério de erro quadritico mé -~
dio minimo de previsao;

d) compare o EQM da melhor previsdo obtida em c} com

aquele obtido pelo método AEG (segdo 7.2.6).

Utilizando a série de I.C.V. (Série H —Apéndice A) no
periodo compreendido entre janeiro de 1970 e junho de
1979 (N =114 observagdes) € um conjunto de 5 pesos,

obtivemos os resultados apresentados na Tabela 8.5.

TABELA 9.5-Valores dos pesos obtidos pelos Métodos
Adaptativos de Silva e Makridakis com
§=0,99 e L=10 iteracoes

Peso Método de Método de
Makridakis Silva

1 0,2529 0,2003

2 0,2361 -0,3543

3 0,2193 0,0578

4 0,2051 0,0069

5 D,2015 71,1139

a) calcule as previsdes a um passo para o periodo de
julho de 1979 a junho de 1980, utilizando os Méto-
dos de Makridakis e Silva sem atualizacdo dos pe-
sos (6 =0);

b) recalcule as prévisGes anteriores, atualizando os
pesos (8 =0,99);

c) compare as quatro previsdes obtidas anteriormente,

segundo o critério de erro quadrdtico médio minimo

de previsao; e
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compare o EQM da melhor previsao obtida em c¢) com

aquele obtido pelo métode de H.W. (secdo 6.2.5).

3. Utilize um programa de computador adequado e a Série

de Leite (Série A — Apéndice A) no periodo compreen-

dido entre dezembro de 1975 e novembro de 1979.

a)

b)

c)

d)

e}

£}

g)

escolha um nimero de pesos que seja adequado para
a aplicacio do método adaptativo de previsdo e jus-
tifique tal escolha;

determine o valor dos pesos de acordo com o méto-
do de Silva;

determine-os segundo o método de Makridakis para
todos os valores de 0,1 <6 0,9, com incremento 0,1,
e escolha os que fornecerem melhor ajustamento;
calcule as previsGes a um passo, para o periodo de
dezembro de 1979 a novembrd™de 1980, utilizando os
conjuntos de pesos determinados em b) e ¢), sem a-
tualiza-los (§ =0);

recalcule as previsoes anteriores, atualizandoc os
pesos com o valor de 8 determinado em c),

compare as quatro previsdes obtidas nos Iitens an-
teriores segundo o critéric de EQM minimo de previ-
s30; €

compare o EQM da melhor previsdo obtida em £} com
aquele obtido pele método de regressio "stepwise",

{segao 8.8).

4, Utilize um programa de computador adequado e a série
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de Energia (Série G — Apéndice A) no perfodo compreen-

dido entre janeiro de 1968 e setembro de 1978 (N =129

observacoes):

a) escolha o mefhor nlmero de pesos, dentre as alter-

b)

c)

d)

nativas 2, 5, 8, 10 e 12 pesos, para a aplicagdao do

‘método adaptativo de previsdo. (Escolha o nimero de

pesos e o valor de ¢ que fornega o melhor ajusta-
mento das observagdes segundo o método de Makrida-
kis};

determine o valor dos pesos de acordo com o método
de Silva;

calcule as previsdes para o periodo de outubro de
1978 a setembro de 1979, utilizando os métodos de
Silva e Makridakis com e sem atualizacdo dos pesos;
escolha um critério de comparacdo de previsdes e

3 - . ~ -
classifique as quatro previsoes obtidas em c).
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PARTE 4

MODELOS DE BOX & JENKINS

Na andlise de modelos param@tricos, o método de Box &
Jenkins tem recebido muita atencao na Ultima década., Tal me-
todo consiste em ajustar modelos auto-regressivos — integra-
dos — médias moveis, ARIMA (p,d,q), a um conjunto de dados.

A estratégia para a construgio do modele serd basea-
da em um ciclo iterativo, no qual a escolha da estrutura do mo-
delo € baseada nos proprios dados. Os estdgios do ciclo ite-
rative sdo:

a) uma classe geral de modelos & considerada para a ana-
lise (especificagdo);

b) ha a Jidentificacdo de um modelo, com base na anialise de
auto-correlacoes e auto-correlagdes parciais;

c) a seguir vem a fase de estimagdo, na qual os parametros
do modelo identificado sido estimados;

d) finalmente, ha a verificacdo do modelo ajustado,através
de uma andalise de residuos, para se saber se este & a-
dequado para os fins em vista (previsiao, em noss¢ ca-
50).

Caso o modelo ndo seja adequado, o cicle & repetido,
voltando-se & fase de identificacdo. Um procedimento que mui-

~189-
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tas vezes & utilizado & identificar ndc s0 um Unico modelo, mas
alguns modelos que serdo entido estimados e verificados. Se o
propdsito & previsdo, escolher-se-i qual dos modelos ajusta-
dos & o melhor, per exemple, no sentido de fornecer o menor er-
ro quadratico médio de previsio.

A fase critica do procedimento acima € a identifi-
cagdo. B possivél que varios pesquisadores identifiquem mode-
los diferentes para a mesma série temporal.

7 Varios métodos alternativos de identificacgdo tém si-
do sugeridos na literatura. No Capitulo 12 voltaremos a este
assunto.

Em geral, os modelos postulados sao parcimeniodos,pois
contém um nimero pequeno de parametros e as provisces obtidas
sao bastantes precisas, comparando-se favoravelmente com 0s de-
mais métodos de previsac. Ver Capitulos 16 e 17.

 Unma desvantagem da técnica de Box § Jenkins & que a
sua utilizagdo requer experigncia e algum conhecimento além do
mero uso automiatico de um pacote de computador.

A referéncia bdsica para o que segue € o livro de Box § Jen-

kins (1970; edigao revisada,1976). Referencias mais acessiveis sdo Nelson
{1973}, Anderson {1976) e Jenkins (1979).

Una dificuldade para a aplicagdo do método & que ele requer a
utilizagdo de programas adequados. Atualmente, ha um nimero grande destes
disponiveis ao usuiric. Mencionamos os programas de Pack (1977), Meeker
(1977) e ESP (Econometric Software Package) (1974}. Nos capitulos seguin-
tes foram utilizados os programas PDQ (identificacao), ESTIMATE (estima-
¢do e verificacao) e FORECAST (previsdo), incluidos no ESP.



CAPTTULO
MODELOS ARMA i

10.1 - INTRODUCAD

Preliminarmente, vamos introduzir uma notagdo de o-
peradores que serd usada extensivamente neste e nos capitulos
seguintes. A familiaridade com esta notacdo facilitara bastan-
te a manipulagido dos modelos a serem estudados.

Estes operadores sdo:

a) operador translagao para o passado, denotado por B e

definido por

b) operador translagio para o futuro, denctado por F e de-

finido por

- I - .
th - Zt+1’ F Zt B Zt+m’

c) operador diferenca, jid definido antes,

AZy = 2y -Z,_ 4 = (1-B)Z,.

Segue-se que

A=1-B; e
~-191-
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d) operador soma, denotado por S e definido por

~1 8

S - i} )
SZt j=02t_j Zt +Zt"‘1 + o, .. {1+B+B +"‘)Zt’
do que segue
= a1 _ 1
SZt = (1-B) Zt = A Zt’
ou seja,
s = a L.

0s modelos que serdo estudados neste capitulo sao ca-
sos particulares de um modelo de filtro Einear. Este modelo supoe
.que a série temporal & gerada através de um filtro linear (ou

sistema linear)}, cuja entrada & ruido branco; ver Figura 10.1.

(B
2y Filtro 2y
— N e
Linear

FIGURA 10,1 - Filtro linear, com entrada a., saida Z, e
fungao de transferencia P(B)

Formalmente, temos que

[a]
Il

Z, = wragtvga, g t¥oa, % ..
(10.1)

u*§(Bla,,

onde

Y(B) = L+y B+ry,BE+ ... (10.2)
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& denominada juncde de Zransferdncia do filtroc e © € um parametro
determinando o nivel da série.
Z, dado por (10.1) & um processo Linexr (discreto).Lem-

bremos que

E{at) =90, Yt
= 2
Var{at] ol Yt
E(atas) 0, s=t

Chamando zt =Zt -y, temos que
Z, = v(Ba,. (10.3)

Se a seqliéncia de pesos {wj,jzl} & finita ou infi-
nita e convergente o filtro € estavel [gomﬁvel) e L, & esta-
cioniria. Neste caso, u & a média do processo. Caso contrdrio,
L, & ndo estaciondria e u nio tem significado especifico, a ndo
ser como um ponto de referéncia para o nivel da série.

De (10.1) temos que

E&t)=”+E( ZthjJ

e como E{a.) =0, para todo t, temos que E(Zt] = u se a série

) wj converge.
J= - .
E facil ver que a varidncia de Z, & dada por

=]

= 2 2
Var(Zt) ol jzowj’ (10.4)
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com Y, =1, se '20w§ <w ¢ g facvy Y; ¢ dada por
j=

- 2
Yj =0, izowilbi,,j, (10.5)

(=]
se 7§ wiwi+j existe, para todo j =0,£1,+2,... . (Ver Problema 6).
i=0

Observe que (10.4) & obtida de (10.5) para j =0, pois Y0=Var(2t}.
Temos, pois, que a média e a variancia de Ze sio constantes €
a covaridncia s depende de j, logo Z, € estacionaria.

Podemos escrever Z_ em uma forma alternativa, como

t
uma soma ponderada de valores passados zt-l’zt—Z"" mais um
ruido a,:
— — — g ~—
Zt = nlzt_l +n22t_2 tao. vy jzlﬂj £ a.- (10.6)

Segue-se que

j=1’
ou
w(B)Z, = a, (10.7)
onde w(B) &€ o operador
n{B) = 1-uB —WZBZ - - {10.8)

De (10.7) e (10.3) temos

T(B)V(Blay = a.,

de modo que
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7 (B) = ¢ 1(B). (10.9)

Esta relacao pode ser usada para obter os pesos T

em fungao dos pesos Uy e vice-versa.

10.2 - COND l§5ES DE ESTACIONARIEDADEs E INVERTIB{LIDADE

Vamos ilustrar com dois exemplos antes de enunciar

as condigoes.

EXEMPLO 10.1 - Considere o processo (10.3) onde y; =¢), j=1,

2,3,-.., e |¢] <1. Temos que (Yy5=1)

logo E(th = u. Do mesmo modo, usando (10.4) e (10.5),dado que

as séries X¢§ e Zwiw. convergem, obtemos

i+]
o
Yo T &
0 1_@2
e
*
¢j 2 -
y: = ——a?, izl (10.10}
J 1_¢,2 a

Suponha por exemplo que ¢ =1 e u =0; entdo

e ij nao converge; o Processo sera nao estacionario. Como

Zt = Zt-l +at,
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segue-se que

BZ, = Z,-Z._ | = a,. (10.11)

Dizemos que I, & um passelo casual; seu valor no ins-
tante t & uma "soma" se choques aleatdrios que "entraram” no
sistema (¥igura 10.1) desde o passado remoto até o instante t;

por outro lade, a primeira diferenga & ruide branco.

Como
w(B) = 1 +¢ B +y,B? +... = 1 +¢B +¢2B2 +... =
= 1 o0Bd = ] ()
j=0 . j=0

vemos que a série converge se |[B| <1, ou seja, o processo €
estacionirio se o operador y(B) converge para |B| <1, isto &,

dentro de e sobre o circule unitario.

EXEMPLO 10.2 - Consideremos, agora, um caso particular de (10.3),

Z =

¢ = ap -Bag 1. {10.12)

ou seja, by = -6, wj =0, j>1. Como ij =1-8, vemos que (10.12)

define um processo estaciondrio para qualquer valor de 6. Ve-

jamos como deve ser € para que possamos escrever I, em termos

de valores passados Et_l,it_z, etc. De (10.12) temos

7 - — _ -1 _ 2n2 =
Zy (1-8B)a, = a, = (1-8B) "Z, (1+0B+07B*+...)Z .

Comparando com-[(10.7), vem que

n(B) = L+6B+02B2 +... = J oIl o g, = -9l j=1.
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A sequéncia formada pelos pesos 5 serd convergente se || <1

e neste caso dizemos que o processo & J{nventivel. Segue-se que
] -~ -

para o processo ser invertivel o operador w(B) deve convergir pa-

ra |B] =1, e

-Bzft_z +... Fa

£
PROPOSICAO 10.1 - Um processo linear serd estaciondrio se a
série y(B) convergir para !B| <l:& invertivel se n(B) conver-

gir para |B| =1.

Para uma demonstragdo deste fato, ver Box § Jenkins (1970).

10.3 - MODELOS AUTO-REGRESSIVOS

Se em (10ﬁ6) ﬂj =0, j >p, obtemos um modelo auto-ie~

ghessdvo de ordem p, que denotaremos AR(p):

Zt = ¢lzt-1 +¢22f—2 ool 4 L ta,, (10.13)

renomeando os pescs de ﬂj para ¢j’ de acorde com a notagao u-
sual.
Se definirmos o operador auto-regressivo estaciond-

rio de ordem p
=1 - - 2 . - P
¢(B) = 1-¢;B-¢,B% - ... -3, (10.14)
entdo ‘pode-se escrever

O(BIZ, = a,. (10.15)
EXEMPLO 10.3 - O caso mais simples € o modelo auto-regressivo

de ordem p =1, AR(1):



. = ¢Zt_1 ta, (10.18)

de maneira que Z, depende apenas de I, ,. e do ruido no ins-

tante t. (Z, & um processe de Markov).

t

Como w(B} =¢(B) =1-¢B, o processo & sempre inverti-

vel.

Substituindo-se, sucessivamente, Z L L

-1 etc., em

t-2°
(10.16) obtemos

ou seja,

Zt = y(Ba, = (1+¢B+p*B2+. .. )a, .

Vemos, entao, que

1

oJ8d =rp®)17! = (1-0B)7?t

v(B) =

i~z g
[}

]

e de acordo com a Proposicfio 10.1, o processo sera estacioni-
rio se y(B) converge para |B| =l. Segue-se que devemos ter
|¢] <1. Como a raiz da equagdo ¢(B) =1-¢B =0 € B = ¢_1, esta

condigdo € equivalente a dizer que a raiz de ¢(B) =0 deve cair

fora do circulo unitdrio.

EXEMPLO 10.4 - A Tabela 10.1 e a Figura 10.2 apresentam dados
e o grafico de uma série de 50 observacdes geradas de acordo
com o modelo AR(1)

Ze = 0,82, *a,

onde a, ~N({0,1).
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TABELA 1C.1 - Série simulada, modelo AR(1): Z =0,8Z, ,+a,

t z, t Z,

1 0,656 | 26 4,853
2 1,057 | 27 4,649
3 -1,750 | 28 4,821
4 -0,489 | 29 4,441
5 -2,86% | 30 5,496
5 -2,227 | 31 3,892
7 -2,014 | 32 4,290
8 -3,773 | 33 3,746
9 -3,333 | 34 3,723
10 -0,626 | 35 1,111
11 -0,731 | 36 3,480
12 -0,549 | 37 2,144
13 -1,8011 38 1,252
14 -0,538 1 39 -0,006
15 -0,292 | 40 0,412
16 -0,444 | 41 1,958
17 1,648 | 42 1,883
18 2,183 | 43 0,344
19 -0,253 | 44 -0,708
20 -1,069 | 45 -1,852
21 -2,092 | 46 -2,318
22 -1,993 | 47 -2,300
23 -1,187 | 48 -0,937
24 1,394 | 49 -1,799
25 3,098 | 50 1,698

rt

<

\_/\’c

FIGURA 10.2 - Grafico da série simulada, modelo AR(1): Zt=0,82t_1+at
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Vejamos, agora, as principais caracteristicas de um

processo representado pelo modelo AR(p}.

A) Estacionariedade e Invertibilidade

Como m{B) =¢ (B} =1-¢{B -... —¢pBP € finito, ndo ha
restricdes sobre os pardmetros para assegurar & invertibili-
dade de Z..

Sejam G;l, i=l,...,p, as raizes da equagdo caracteris-

iica ¢(B) = 0; entdao podemos escrever
$(B) = (l-GlB)(l—GZB]...(l—GpB)

e, expandindo em fragbes parciais,

-1 _
IP(B)=¢ (B) - .§ _FG}:T. (10.17)

i=1 1

Se U (B) deve convergir para |B| =1 devemos ter 1Gi!<L
i=l,...,p. Esta condigdo & equivalente 4 de que a equagao ca-
racteristica ¢(B) =0 tenha raizes fora do circulo unitdrio. Es-

ta é a condigcdo de estacionariedade.

B) Fungac de Auto-correlagao

Multiplicando-se ambos os membros de (10.13) por

Zt—j e tomando-se a esperanga obtemos

B2, ) = $EC 47y 0BT gL )+ et i T ) *E@a )

)

Como por (10.13), sd envolve ruidos até a nio cor-

t'j’ t_j;

relacionados com a,, E{atit_j) =0, j>0, do que resulta
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'Yj = ¢1Yj_1 +¢'2'Yj_2 ... +¢ij_p-: j>0. (10.18)
Dividindo-se per vy =Var(Zt), obtemos
j>0. {10.19)

pj = ¢1Dj_1+¢'20j_2+--° +¢ppj_p,

que também pode ser escrita

¢(BJpj =0, {10.20)
onde o operador B.agora age em j:-Bpj =pj_1, etc. Se
B
$(B).= I (l"GiB),
i=1

entio pode-se demonstrar (ver Box § Jenkins, 1970) que a so-

iugdo geral de (10.19) &

= j j j
Py = A6 +ALG) . +A,53. {10.21)

Como lGil\ﬁl, se as raizes forem distintas,duas si-
tuacdes podem ocOrrer:
- a) se G; for real, o termo AiGg decai geomettricamente pa-
ra zero (amortecimento exponencial);
b} um par @e raizes complexas conjugadas contribui com um

termo da forma Ad’sen(2nfj+F) (sendide amortecida).
Genericamente, a fungdo de auto-correlagdo de um pro-
cesso auto-regressivo & constituida de uma mistura de exponen-
ciais e sendides amortecidas.
Para j =0 na expressdo de E{Ztit_j) obtemos

Var(Z,) = Var(Z) = vp = $gY_q *-e- FOY 5t
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e como Yo5 =Yy obtemos
o3
S LR LTS
ou seja,
0.2
Var(Z,) = o} = 2 (10.22)
1_¢’1p1_ "'¢_Ppp

Se fizermos j =1,Z,...,p em (10.19) obtemos

T SR 21 PR PR I

pp-1
Py = Oypyt Oy ten- +¢ppp-2 (10.23)
pp ¢1pp—l +¢2pph2+. .+ ¢ps

que sao denominadas equagoes de Yule-Welker. Em forma matricial po-

demos escrever

S R I A | P1
09 Lrrrog g || $2] = | P2 (10.24)
Pp-1 Pp-2ttt 1 dL9 Pp
Podemos estimar os coeficientes ¢1,...,¢P do modelo

AR(p) através de (10.24), substituindo-se as fac pj por suas

estimativas s dadas em (2.17).

EXEMPLO 10.5 - Voltemos ao modelo AR(1), dado por (10.16). J&
vimos que -1 <$<1 & a condigao de estacionariedade. De (10.15)

temos que
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que tem solugdo

p; = ol zo. (10.25)

A varidncia do processo € dada por (10.22):

a? a?
o = 2 = az. (10.26)
1—¢‘p1 1“1’
A facv é dada por
2 ¢j J :
.YJ = O»a. = Yolcb . 321. (10-27)

Suponha que ¢ =0,8, entao o5 =(O,8)j, j2z0,ea fun-
gao de auto-correlacdo decai exponencialmente, os valores to-
dos positivos; se ¢ =-0,8, pj =(-0,8)j, 320 e a funcao de
auto-correlagdo decai exponencialmente, alternando valores po-

sitivos e negativos ({Figura 10.3).

1 1)
l 1 ] ] L1 1 3 I > | ’ i ? 1
12345678 910 2|4l6|8|10
$=0,8 ' “i ¢ = -0,8

FIGURA 10.3 -fac de um processo AR(1)

No Exemplo 10.4 vimos uma série gerada com ¢ =0,8;

a Tabela 10.2 e a Figura 10.4 apresentam as estimativas de p_j

e os verdadeiros valores para j=1,2,...,10. As fac amostrais
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foram calculadas pela formula (2.17). Observemos que, enbora a
série seja estaciondria, o fato de que ¢ =0,8, faz com que as
correlagOes, tanto tedricas como estimadas, decaiam lentamen-
te para zero; isto porque o valor'de ¢ estd proxime do circu-

lo unitario.

TABELA 10.2 - fac tedricas e amostrais para o modelo AR(1), ¢=0,8

j 1 2 3 4 5 & 7 8 . 9 10

[ 0,8 0,64 0,51 0,41 0,33 0,26 0,21 0,17 0,13 0,11

r 0,85 0,72 0,57 0,45 0,33 0,26 0,19 0,14 0,04 0,01

M p——
- p——
w T

- —

-~ mem

o |

w

—

(=]

FICURA 10.4 - fac amostrais para o modelo AR(1), ¢=0,8

Veremos, mails tarde, comeo verificar se as auto-cor-
relacBes sao significativamente diferentes de zero ou nac,is-
to &, testaremos a hipétese H: bj =, para j >q, baseados na
fac amostrais 2k .

Como num caso pratico nao conhecemos ¢ e teremos que
‘estimi-lo, somente poderemos estimar os verdadeiros P atra~-

vés das ry e deste modo deveremos nos basear nas r; para iden-

tificar o modelo apropriado, como Veremos no Capitulo 12.
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Lembremos que, para DrocCessos estacionarios Zt =Zt—u,

onde | é a média do processo. Assim, em (10.16), podemos es-
crever
Zt - ‘= ¢(Zt—1 -U) +at'

Muitas vezes o modelo pode ser apresentado de manei-
ra diferente, figurando uma constante, que ndo é a média. Por

exemplo, considere o modelo AR(L)

Z, = 9L,y *a,  *8g, o] <1. (10.28)

Entdo, tomando a esperanga de ambos os lados,
E(Z,) = $E(Z,_1) *E(a,) +9.

Como o processoe & estacionario, E{Z.) =E(Zt_1) = u,

logo

Observe que, em (10.28), se 90 =0, u=0.

EXEMPLO 10.6 - Consideremos, agora, o modelo AR(Z)

Z, = 91201 ool o T, (10.29)

que pode ser escrito na forma ¢{B)§t =a,., com



$(B) = 1-¢,B —¢252. (10.30)

Entao, pode-se demonstrar (ver Problema 7) que .Z, é
estaciondrio se (as raizes de ¢(B) =0 estao fora do circulo u-

nitario)

by -9y <1 (10.31)

FIGURA 10.5 - Regiao de estacionariedade para
um medelo AR(2)

Usando (10.22), temos que

2
g
a

Yg = i = {10.32)
1=dypy ~9,0,

enquante as fac sao dadas por
pj = ¢lpj-l +¢20j_2, j »0. (10.33)

Segue-se que



= == (10.34)

e as demais sdo dadas por (10.33), para j >2.
A Figura 10.6, ilustra a fac de (10.29%) para ¢1=+0,5,

¢2 =0,3 e ¢l =-0,5, ¢2 =0,3, respectivamente.

| '

L
0T 7 23456 7 8510] h

{a) E] (b)

FIGURA 10.6 - fac para um modelo AR(2);
(a) ¢1=0,5, ¢2 =0,3

®)¢1=—m5,¢2=03

10.4 - MODELOS DE MEDIAS MOVEIS

Considere o processo linear (10.1) e suponha que

wj =0, j >q; obtemos um processo de médias moveis de ordem q,

que denotaremos por MA{q) (de "moving average'). De agoré en
diante W@isaremos a notacio

e = H *ta, -6ja, 4 -... _eqat—q (10.35)
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e sendo Zt =Zt -1, teremos

Ly

- —- - q Y =
(L1-e;B-... qu JEW 6(Bla,, (10.36)
onde
= 1 - - 2 _ - q
8(B) 1 BlB GZB e qu (10.37)

& o operador de médias.mﬁveis de ordem q.

EXEMPLO 10.7 - O exemplo mais simples & o MA(1),

(10;381
ou

t

™3
[}

{1-—eB)at,

de modo que 8(B) =1-8B. Como ¥(B) =1-9B & finito, © processo
& sempre estaciondrio, de acordo com a Proposicao 10.1.

Como.

= [B(B)]’%Z{ = l:;B Et = (1-+aB‘+a2BZ + ,..)i

ay t

obtemos a forma invertivel

= -7 -~ g2 -
Z, 02,y m 0Ly p = - Ty

se 8] <1, ou seja, a série T(B) - ¢ 1(B) acima converge para
|B| <1. Isto & equivalente a dizer que 0S5 ZEI0S de 6(B)=1-6B=10

estio fora do circulo unitdrio (veja Exemplo 10.2).

EXEMPLO 10.8 - A Tabela 10.3 e a Fipura 10.7 ilustram osdados e o gré—-
fico de wna série de 50 observacbes geradas de acordo com o modelo MA(1)

Zt = Ay _G’Bat-li



onde a, ~N(0,1).
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TABELA 10.3 - Série simulada, modelo MA(1): Z,=a,- U,Sat_1

t Zt t Zt
1 0,811 26 2,908
. 2 -0,028 | 27 -3,726
3 0,159 | 28 1,376
4 0,663 | 29 2,261
5 -2,299 | 30 -2,789
6 -0,4%4 | 31 -0,220
7 1,498 32 1,038
8 -1,408 | 33 0,730
9 0,032 | 34 -0,664
10 0,487 | 35 1,166
11 0,888 | 36 -1,548
12 0,458 37 -0,974
13 -0,316 | 38 0,524
14 -1,513 | 39 1,093
15 0,545 | 40 -0,118
16 0,071 41 -2,390
17 0,447 | 42 1,765
18 -0,287 | 43 -0,038
19 0,570 | 44 0,249
20 -0,336 | 45 -0,460
21 -2,074 46 0,894
22 0,748 | 47 -0,775
23 0,858 | 48 -0,031
24 0,248 | 49 -0,497
25 -1,902 | 50 0,288

FICURA 10.7 —Grafico da serie simulada, modelo MA{1)}: Z.=a
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Voltemos ao modelo genérico MA{q) e investiguemos

suas principais caracteristicas.

A} Estacicnariedade e invertibilidade

Dado que %(B) =1-6,B~-... - quq, nao ha restricoes
sobre os parimetros ej para que 0 processo seja estaciondrio.

Usando um argumento completamente similar ac que foi
feito para um modelo AR(p), no casc de estacionariedade,pode-
se verificar que a condigie de invertibilidade para um modelo
MA(q) é que as raizes da equagdo caracteristica 8(B) =0 este-
jam fora do circulo unitdrio. Nestas condigbes,um modelo MA(q)

€ equivalente a um modelo AR de ordem infinita.

B) Fungdo de Auto-correlagao

De (10.35) temos que a facv &

v = B2, ) - E{[at—kzlekat_k][at_j —gzlagat_j_lz}

(atat_j)-—kzlﬂkﬁ(at_jat_k)-LzlelE[atat_j_g) +

+

q
) ? 9. 68,°Ela,_a._:_,}.
=1 251 ke t-kK"t-J-%

Lembremos que

2 C
. Oas 1% 0
¥, (i) = E(atat_j)
0, j=0,

logo,
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Yg = Var(Z,) = o} = (1'+ei . +ea)-o;. (10.39)

Em temmos de Ya(j} temos que a facv de Zt fica

. =v, () - %G.Y (-3} - %G*r(j*ril)*ri1 %BBY('ﬂ-k)
i a k=1 K@ gep v ily g1 KR

do que resulta

- 57 2 -
Y. = (-6, + } 628j+2)ca =

J J =1
= (- : 2 5=
( ej +818j+1 +926j+2 ... +8q8q_j)ca, j=1l,...,q
(10.40)
=0, j=>q.

De (10.39) e (10.40) obtemos a fac do processo,

=0, +0105,7 +8703,5 s ¥85 500

p: = g L] .=l$"':
J 1+02 +83 + ... +92 ? h
q (10.41)
=0a j>q.'

Observamos, ent3o, que a fac de um processo MA{q) &
igual a zero para "lags" maiores do que q, ao contrario do que
acontece com um processo AR.

EXEMPLO 10.9 - Para um processo MA(1), dado por (10.38),ja sa-
bemos que a condic3o de invertibilidade & -1 <6 <1. A varian-
cia &
2 . 242
o, (1+8 )Ua

e a fac se obtém de (10.41):

Py = TTIvoz
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Para 6 =+0,8, temos que

= _0’8 = - = 1= -
pl_w 01495 PJ O,J 213)"'5
Figura 1C.8.
"y
!
0 z 3 4 5 ]
-1t

FIGURA 10.8 - fac para ¢ modelo MA(1l), 6=0,8

Na Tabela 10,3 temos o0s dados de um MA{l), com
0 =+0,8. Na Tabela 10.4 temos os valores tedricos de pj e 0s
valores estimados rj. Veremos, mais tarde, como testar a hi-

potese que P; =0, j>1.

TABELA 10.4 - fac tedricas e estimadas de um modelo MA{1}, 6=0,8

AR | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o5 -0,49 0 ] ¢ 0 0 0 0 0 0
r -0,42 -0,20 0,18 -0,02 -0,17 0,16 0,09 —-0,29 0,18 =0,01

EXEMPLO 10.10 - Consideremos, agora, um modelo MA(2),

Ly = a,-0qa, 4 -8,3 5. (10.42)

0 processo resultante serd estaciondrio, para quaisquer valores
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de €, e 8, mas invertivel somente se as ralzes caracteristicas
de 6(B) =1 - 0,B -BZB2 =0 estiverem fora de circule wunitario,

obtendo-se

8, +98, <1

2 1

-8, <1 (10.43)

1
-1 <9, <1,

que sido equivalentes s condigdes de estacionariedade para um
AR(2).

Também,
[ ]

- 2,022
Yo (l+91+62)ca,

. -91(1-82)
1 2,52 ’
1+61+92
o o %2
2 2,02
1+91+92

. =0, 3=3,4,5,....
DJ J
Por exemplo, para'el =0,5, 82 =-0,3, temos:

Py = -0,48,

py = 0.22,

10.5 - MODELOS MISTOS AUTO-REGRESSIVOS —MED|AS MOVE(S

0s modelos auto-regressivos sao bastante populares

em algumas dreas, como em Economia, onde & natural pensar o va-
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lor de alguma varidvel no instante t como fungao de valores
defasados da mesma variivel. Em outras areas, como em cieéncias
fisicas e geofisicas, o interesse em modelos auto -regressivos
reside em outro aspecto, que ndo o de previsao: deseja-se es-
timar o espectro do processo e os estimadores auto-regressivos
(ou de mixima entropia) sao utilizados para tal fim. Por ou-
tro lado, Tepresentar um processo por um modelo de médias mo-
veis puro parece ndo ser natural ou intuitivo, a nao ser em al-
gumas situacgoes especiais, como por ekemplo no caso de pregos
de acdes, onde o passeio casual parece ser um modelo razoavel.

Para muitas séries encontradas na pratica, se qui-
sermos um modelo com um nimero nao muito grande de parametros,
a inclusdo de termos auto-regressivos e de médias moveis & a
solugao adequada.

Surgem, entdoc os modelos ARMA(p,q}, da forma

o= §qly g te-r ¥ 2y o ta, -0

plt-p * 12 - vs. -0 a -q (10.44)

qt

Se ¢${B) e 06(B) sao os operadores auto-regressivos e
de médias moveis, respectivamente, introduzidos anteriormente,

podemos escrever (10.44) na forma compacta
¢(B)Zt = B(B)at. (10.45)

EXEMPLO 10.11 - Um modelo freqiientemente usado & o ARMA (1,1),
onde p=q=1, $(B) =1 -¢B e 6(B) =1 - 9B, ou seja (10.45) re-

duz-se a

(10.46)

E fdcil ver, substituindo-se seqiiencialmente Z,_,,
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Et_z,... em (10.46), que se obtém Zt escrito na forma de um

precesso linear (ou médias moveis de ordem infinita),
L, = Vv(Bla,,

onde wj =¢3'1(¢—e), j 21, de modo que o processo sera estacio-
nario se ij =[¢—6JE¢J_1‘<m, ou seja, se |¢| <1. .
Do mesmo modo, o modelo ARIMA(l,l) pode ser escrito

na forma

ﬂ(B)Zt = a,

onde os pesos ﬁj =ej'1(¢-s), j21, de modo que © processo €
invertivel se an <w, ou seja |8] <1. (Ver Problema 8).

Segue-se que a condigao de estacionariedade para um
processo ARIMA (1,1) &€ a mesma que para um processo AR(l) e a
condicido de invertibilidade & a mesma gque para um processo
MA(1).

Estas conclusdes generalizam-se para um pProcesso
ARIMA (p,q) qualquer, pois de {10.45) podemos escrever,por e-

Xemplo,
Z, = v(®a, = 8(B)0 " (B)a,
ou

T(B)Z, = o(B)e T (BIZ, = a,.

EXEMPLO 10.12 - A Tabela 10.5 e a Figura 10.9 ilustram os da-

dos e o grafico de uma série de 50 cbserva¢des geradas de acor-

do com o modelo ARMA(1,1)

Zt = U,BZt_1 tay -0,3a, -
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TABELA 10.5-Série Simulada, modelo ARMA (1,1):

z,=0,82,_;+a -0,

t-1

t t
1 0,466 | 26 0,904
2 0,069 | 27 1,836
3 1,158 | 28 -0,259
4 0,187 | 29 1,876
5 0,483 | 30 3,688
& 0,920 | 31 1,988
7 Q,754 | 32 2,241
8 0,218 | 33 2,993
9 0,810 | 34 3,515
1¢ 1,250 | 35 3,185
11 0,949 | 36 4,370
12 0,913 { 37 1,929
13 0,705 | 38 0,874
14 1,009 | 39 1,556
15 0,147 | &40 0,267
16 1,336 | 41 1,496
17 -0,793 | 42 -0,207
18 -0,484 | 43 2,265
19 -1,932 | 44 2,819
20 -1,333 | 45 3,425
21 ~-0,752 | 46 1,072
22 0,092 [ 47 1,150
23 -0,562 | 48 1,340
24 1,521 | 49 -0,047
25 1,336 { 50 1,100

+

FICURA 10.9 - Grafico da série simulada, modelo

ARMA (1,1): z_=0,82

+
-1 73

—O,Bat_1
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Vejamos o caso geral.

A) Estacionariedade e Invertibilidade

Do que foi exposto acima, podemos concluir que o pro-
cesso & estacionario se as ralzes de 4(B) =0 cairem todas fo-
ra do circulo unit&rio e o processo & invertivel se todas as

raizes de 8(B) cairem fora do circulo unitiario.

B} Fungdo de Auto-correlagao

Multiplicando ambos os membros de (10.44) por it-

j
e tomando esperangas obtemos
¥y T E(tht—j} E{(¢1Z¢ tOZpp AT Ode g T e Bpat-q)zt—j ’
ou seja,
Yj = ¢1Yj_l + ¢2Yj_z .. +¢ij_p+Yza(j) - Blea(j_l) T e T equa(j'q},
(10.47)
onde Yza(j) € a covaridncia cruzada entre Z, e a,, definida
por
Ypa(3) = E[atzt_j). (16.48)
Como zt-j s0 depende de choques a, ocorridos até o instante
t-j, obtemos
Y, (1) =0, j>0
(10.49)



- 218 -

de modo que (10.47) fica

.

Y: = ¢1Yj-l +¢2Yj_2+ e TR

i Y

p¥i-p* j>q. (10.50)

A fac & obtida de (10.50):

Pj = 91Pj1 " 02P5 gt oo - F Op0; i>q, (10.51)

] prI-p’
do que se deduz que as auto-correlagdes de "lags' 1,2,...,q se-
rao afetadas pelos parametros de médias m6§eis, mas para j >q
as mesmas comportam-se como nos modelos auto-regressivos.

Pode-se verificar que se. q <p a fac consiste de uma
mistura de exponenciais e/ou sendides amortecidas; entretan-

to, se q=p, os primeiros q-p-1 valores po,pl,...,pq_p ndo se-
guirao este padrac. Ver Box § Jenkins, (1970).

EXEMPLO 10.13 - Retomemos o modelo ARMA (1,1) de (10.46).De

{10.47) temos
Y1 T @170 “0175,(0) = ¢yvg 0507 (10.52)
pois de (10.48),
Y24 = E(a.Z) = Ela (6Z,_;*a,-0a,_;)] = E(a?) = o2,
Também,
Yo = 01Y1+ V5o (0 = 817, (F1) = yy; + o -0, (¢-8)c2,  (10.53)
pois

yza(—l) = E(at2t+1) = E[a£(¢zt+at+1—eat)] =

9E(a,Z,) +E(a,a ) -0E(al) =
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= ¢E(a}) - 0E(a?) = (¢-6)o2.
Resolvendo (10.52) e (10.53) obtemos

=_(1—.’-e4_im62

Y
0 1-¢2
{(10.54)
- _(1-98)¢€¢~8)
Yl 1_¢2 aas
do que segue
o = 1 _ _(1-¢0)(¢-6) (10.55)
1 Y 2 ) )
0 1+02 - 248
De (10.51) obtemos, para j >1,
o5 = ¢pj_1. (10.56)

Vemos, pois, como haviamos comentado, que a presen-
¢a de um termo de médias moveis entra somente na determinagio
de Pyi as demais auto-correlagoes sdo determinados de (10.56)
e sao afetadas somente pela parte auto-regressiva do modelo.

Para ¢=0,8 ¢ & =-0,3 do Exemplo 10.12, temos

(1+0,24)(1,1)
1,57

1)

Py = = (0,87

Py = ¢pq = (0,8)p; = 0,69

pg = (0,8}p, = 0,56, etc.

Na Tabela 10.6 temos os valores tedricos e estima-

dos das auto-correlagdes.
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TABE'A 10.6 - fac teoricas e estimadas para um modelo
ARMA (1,1), ¢=10,8; 8=-0,3

] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P; 0,87 6,69 0,56 0,44 0,36 0,28 0,23 0,18 0,15 0,12
s 0,60 0,52 0,39 0,26 0,18 0,!3 0,08 0,04 0,15 0,00
Na Figura 10.10 temos as auto-correlagoes teoricas

P ilustradas.

FJGUﬁA 10.10 - fac tedricas para um modelo ARMA (1,1), ¢=0,8; 0=-0,3

10.6 - FUNGAO DE AUTO-CORRELAGAO PARCIAL

MA(q) e

Assim:

i)

ii)

Como vimes nas secgdes anteriores, os processos AR(p),

ARMA(p,q) apresentam fac com caracteristicas especiais.

um processo AR(p) tem fac que decai de acordo com ex-
ponenciais e/ou sendides amortecidas, infinita em ex-
tensao;

um processo MA(q)} tem fac finita, no sentido que ela
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apresenta um corte apés o ''lag” q;

iii) um processo ARMA(p,q) tem fac infinita em extensio e
que decai de acordo com exponenciais e/ou sencides a-
mortecidas apds o “lag" q-p.

Estas observagoes serdo Uteis no procedimento de i-
dentificacao do modelo aos dados obseryados; calculando-se as
estimativas das fac, que acreditamos reproduzam adequadamente
as verdadeiras fac desconhecidas e comparando seu comportamen-
to com o descrito acima, para cada modelo, tentaremos escolher.
um {cu mais) modele (modelos, respeciivamente) que descreva (m)
© processo estocéstico;

Box & Jenkins (1970) propdem a utilizagao de um ou-
tro instrumento para facilitar este procedimento de identifi-
cagfo: a funcdo de aute-cornrelagas parciak (facp).

V?mos denotar por ¢kj 0 j-ésimo coeficiente de um
modelo AR(k), de tal modo que Pk seja o altimo coeficiente.

Sabemos que

Py = Pk3Pi-1 7t Pk2Pi-z o T PPl L, .. ek,

a partir das quais obtemos as equagbes de Yule-Walker:

Resolvendo estas equagdes sucessivamente para k=1,

2,3,..., obtemos:



b1 = Py
1 o )
P 3 .
] 1 "2 Py 0]
¢22 1 T oz
Py ]
pp 1
(10.57)
L ey pyg
P Loey
Pz P1 Pz
¢33 =
L p; py
P 1 opy
Py Py 1
e, em geral;
| 2
¢kk= »
| P |

onde Py € a matriz de auto-correlacgoes ¢ Eﬁ € a matriz Ek com
a Gltima coluna substitufda pelo vetor de auto-correlacoes.
A quantidade $1x» encarada como funcdo de k, denomi-
namos fungac de auto-correlacdo pakcidt.
Pode-se demonstrar (ver Box § Jenkins, (1970)) que,
bara os processos estudados temos:
i) um processo AR(p) tem facp ¢kk =0, para ksp e ¢kk=0,'
para k>p ;
11} um processo MA(q) tem facp que se comportam de manei-
ra similar as fac de um processo AR(p): sioc dominadas
por exponenciais e/ou sendides amortecidas;

iii) um processo ARMA(p.q) tem facp que se comporta como a
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facp de um processo MA puro.

Serd necessirio estimar a facp de um processo AR, MA
ou ARMA. Uma maneira consiste em estimar, sucessivamente, mo-
delos auto-regressivos de ordens p=1,2,3,... por minimos qua-
drados € tomar as estimativas do Gltimo coeficiente de cada or-
dem.

Outra maneira consiste em substituir acima as fac

pj por suas estimativas:

ST S L5 T TS ¥ S5 T SR S5

¢ resolver estas equacgoes para k=1,2,... .
Quenouille (1949) mostra que, sob a suposicédo que o
processo &€ AR(p), as facp estimadas de ordem p+1,p+2;..., sio,

aproximadamente, independentemente distribuidas, con

Vartgkk) = %, k zp+l. (10.58)

Se o nimero de observagoes, N, & suficientemente gran-
i

TABELA 10.7 - facp amostrais para os processo simulados
AR(1)}, MA(1), ARMA(1,1)

3 AR(1) MA(1)} ARMA(1,1)
1 0,85 -0,42 7 0,60
2 0,00 -0,47 0,25
3 -0,14 -0,22 0,01
4 -0,01 -0,16 -0,08
5 -0,06 -0,31 -0,04
6 0,10 -0,18 0,03
7 -0,98 0,01 -0,02
8 0,01 -0,26 -0,02
9 -0,20 -0,14 0,21
10 0,14 -0,27 -0,21
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de, tem distribuiciae aproximada normal, o que permite a

Pk
construgio de intervalos de confianga para IR

EXEMPLO 10.14 - Na Tabela 10.7 temos as facp estimadas dos pro-
cessos AR(1), MA(1) e ARMA(1,1) gerados como explicado nos e-
xemplos 1G.4, 10.8 ¢ 10.12, reépectivamente.

Os graficos das facp estao ilustrados na Figura 10.11.

i3 b33
1 i1
3 5 10 1234 567 8910
ol t2 "4s56781 713 olll'l' LI
-1 -1
¢_'I,]‘ '
1
| 10
0| 1L 2 34 5 67 & 9| 3
-1

FIGURA 10.11 - facp amostrais para os processos simulados
AR(1), MA(L) e ARMA(1,1)
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10.7 - PROBLEMAS

i.

Escreva os seguintes modelos usando o operador B:

a} 7, -0,6Z _, = a, .
b) I, = a, +0,8a,

) I, = 0,3‘it_l—o,sit_2 vay

a) Z,-0,42, 4 =a,-0,3a,_;+0,8a_,
e) Z, = 1,50, ;1 =0,752, , *a, +4,0

£) Z, = 0,3a,_, +0,6a,_, *a,.

Verifique se cada um dos modelos do Problema 1 é&:

a) estaciomnirio; b) invertivel.

Calcule as primeiras trés auto-covariancias e auto-cor-

relagdes parciais para os modelos do Problema 1.

Escreva as equacgdes de Yule-Walker para os modelos a)

e ¢) do Problema 1; obtenha Pp & Py resolvendo=-as.

Obtenha os primeircs trés pesos wj e ﬁj para cada um
dos modelos do Problema 1.

Prove as equacgoes (10.4) e (10.5).

Prove que as condigoes de estacionariedade para um pro-

cesso AR(2) sao dadas por (10.31).

Prove que um modelo ARMA(1,1), dado por (10.46), pode
ser escrito na forma Et =w(B)at, onde o0s pesos wj =
= (¢-e)¢j‘1, j=21 e pode ser escrito na ﬁnma1(B)it=af

onde 05 pesos 5 ={¢—9)BJ"1, jz1,.

Prove que, para um modelo MA(1l), a facp & dada por
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11.

1z.

13.

14,
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_ej(l_s)z

Jj+ .Y

S E

e que |¢jjf <8), do que decorre para a facp & domina-
da por exponenciais amortecidas; estude o sinal de ¢j”
conforme o sinal de Py (lembre-se que, para um MA(1),

P

=0, j >13.
j J 3

Considere Zt ﬂ¢lzt—1 +¢ZZt_2-+at +eﬂ. Calcule E(Lt) e
escreva o modelo na forma (10.29).

Prove que, para um modelo AR(i), ¢jj =0, j>1.

Obtenha a fac de um modelo AR{2) com:

a) ¢1 = '055: ¢2 = 033

b) ¢l = 0,5, ¢2 = 013
C) ¢l = _1? ¢2 = -026
d) ¢y =1, 9, = -0,6

Quais regioes correspondem a estes valores (¢1,¢2} na

Figura 10.5°%

Qual a regido de "admissibilidade" (estacionariedade e
invertibilidade) de um processo ARMA{1,1)? Qual sub-
conjunto desta regiao corresponde o caso ¢ = 87 Qual

processo resulta?

0s seguintes valores de (¢,9) determinam os seis pa-
droes bisicos de um processo ARMA(1,1); quais sub-re-
gioes da regido de admissibilidade encontrada acima

correspondem a estes valores?

a) (¢,9) = (“0s7§_0:4)




15.

16.

17.

18.

19.
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B) (6,6) = (0,43 -0,7)
c} (9,8} = (0,5, -0,5)
4 (4,8) = (-0,5; 0,5)
&) (6,8) = (0,45 0,7)
£) (6,0) = (0,7 0,4)

u

Utilizando uma rotina de computador para gerar numeros
aleatdrios (por exemplo, a, ~N(0,1)), gere 50 valores

de cada um dos modelos c), d) e f) do Problema 1.

Utilizando (10.58), verifique quais das auto-correla-
coes parciais ¢jj cujas estimativas estao na Tabela
10.7 podem ser consideradas significativamente dife-

rentes de zero, construindo-se intervalos de confian-
a para ¢...

ca p ¢JJ

Utilizando um programa de computader apropriado, cal-

cule as auto-correlacdes e auto-correlages parciais

estimadas para as Séries A, G e J do Apendice A.

Zt'3 =at,

a) obtenha uma condigao de estacionariedade para Zt;

Considere o modelo Zt +b

b) encontre uma representagdo de zt na forma Zt=w(B)at;

c) obtenha a fac de Zt'

Suponha th =81(B)a ZZt =62(B)a2t, onde alam e BZ(B}

1t’
sao polindmios de ordens ql e 45, respectivamente ¢

A14085¢ sao ruidos brancos independentes. Mostre que
Z

+Z, & um processo de médias moveis, isto €,

t "1 T lae
Zt =B(B)at. Encontre 8(B), a sua ordem e Var(at), sa-

2

- = =2
bendo-se que Var(glt) cal, Var(aZt) oaz.



20. Seja Zt

21.

- 228 -

=¢lzt—1 +¢22t—2 *a, um processo AR(Z);

a) obtenha a facv Yj’ dado que a solucao geral de
(10.19) € (10.21), sendo Ggl, i=1,2, raizes de §(B)=
= 0;

b} determine Al e Ay

c) prove que Yj pode ser escrita na forma

de (10.21);

Rijlsen(k8+60)

Y; =Y .
j 0
sen 0,
o1 2
com R-=/-¢2, cosé =———l——, tge0 = 1R tg 6.

2/=%, 1-R2

Considere o modelo Z, =a, +0,7a, ;. Gere 50 valores de

Z., supondo a, ~N(0,1). Faga o grafico de I, contra

Zt—l’ Verifique que o dd a inclinagio da reta que me-
lher se ajusta aos pontos. Verifique que Zt & indepen-

dente de Zeoo através de um grafico.



CAPITULO
MODELOS ARIMA

11.1 - SERIES NAO ESTACIONARIAS

Os modelos estudados no Capitulo 10 s3o apropriados
para descrever séries estacionarias, isto &, séries que se de-
senvolvem no tempo ao redor de uma média constante. Provavel-
mente, as séries encontradas na prﬁtica nunca sdo estaciond-
rias, com excegao talvez para as diversas formas de '"ruidos",
subjacentes a certos fendmenos fisicos.

As séries economicas, por exemplo, sdo ndo estacio-
nirias, mas quando diferencadas tornam-se¢ estacionarias. Por

exemplo, Z, & ndo estacionaria, mas
t

We =2, -L,, = (1—.B)zt = AZ, .(11.1)

& estaciondria. Assim, séries como de pregos, de PNB, a Série
F do Apéndice A,sZo nio estacionarias.
Uma série pode apresentar varias formas de nio es-

tacionariedade. Considere um modelo AR(1)

(1-¢B)Z, = a (11.2)

iy
Vimos que a condicdo de estacionariedade & |¢| <1. Se ¢ =1 ob-

temos um precesso ndc estaciondrio 7, =Zt-1 tay (passeio ca-

-229-
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sual) e &€ fidcil verificar que se |¢] >1 o processo (11.2} "ex-
plode", 3 medida que t aumenta.

Os modelos que trataremos neste capitulo sido apro-
priados para apresentar séries cujo comportamentc & nioc explo-
sivo, em particular séries que apresentam alguma homogeneida-
de em seu "comportamento NAo estaciondrio". No caso acima, se

$# =1, Z, € nio estaciondrio, mas AL =a € estacionaria.

t t

Séries Z, tais que, tomando-se um numero finito de
diferencas, d, tornam-se estacionirias, sda chamadas ric esta-
eloninias homoganeas.

Se

€ estacionaria, podemos representar W, por um modelo ARMA(p.q),
po L P P

ow seja,
(BYW, = 0(B)a,. (11.3)
Se W, & uma diferenca de Zys entao Z, & uma <ntegral
de W, dai dizermos que Z, segue um modelo auto-regressivo - .in-

fegnado-médias moveis, ou modelo ARIMA,
d, _
¢(B)a%z, = 8(B)a, (11.4)

de ordem (p,d,q) e escrevemos ARIMA{p,d,q), se p e q sao as
ordens de ¢(B) e €(B), respectivamente.
No modelo (11.3) todas as raizes de ¢(B) estioc fora

do circulo unitdrio. Escrever (11.4) ¢ equivalente a escrever

E(B)Zt = B(B)at, {(11.5)
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onde E&(B} & um operador auto-regressivo na¢e estacionaric, de
ordem p+d, com d raizes iguais a um (sobre o circulo unitario)

e as restantes p fora do circulo unitario, ou seja,

£(B) = ¢(®)a? = 5(B) (1-m)¢ (11.6)

Observe que & indiferente escrever g{B)Zt mJE(B)Et,

dzt mAdzt, para d >1,

Portanto, o modelo (11.4) supde que a d-&sima dife-

peis A

renga da série Zt pode ser representada por um modelo ARIMA:
estacionario e invertivel. Na maioria dos casos usuais, d =1
ou d=2, que correspondem a dois casos interessantes e -comuns de
né~ estacic..ariedade homogénea: ' .

a) séries nio estaciondrias quanto ao nivel: oscilam ao
redor de um nivel médio durante algum tempo e depois
saltam para outro nivel temporirio. Parq‘tbrnédas es-
taciondrias & suficiente tomar uma diferenca; este &
o caso tipico de séries econdmicas;

b) séries nao estaciondrias quanto 4 inclinagfo: oscilanm
numa diregdo por algum tempo e depois mudam para ou-
tra direcdo tempordria. Para tornd-las estacionirias
& necessario tomar a segunda diferenga. Veja a Figura

1.3.

EXEMPLO 11.1 - Alguns casos particula}es do modelo (11.4) sio

i) ARIMA(0,1,1): AZ, = (1-0B)a,
i1) ARIMA(1,1,1): (1-¢B)AZ, = (1-6B)a,

iii) ARIMA(p,0,0) =AR(p): ARIMA(0,0,q) =MA(q);
ARIMA(p.0.q} = ARMA(p,q}.
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0 exemple (i) & um caso importante e & também cha-

mado modelo integrado de médias mdveis, IMA(L1,1),

Z, = L +a_-6a

t t-1 t t-1° (11.7)

Pode-se demonstrar que este modelo pode ser escrito

na forma auto-regressiva

Zt = Azt_l +A(1-A)Zt_2 + .., %2

. (11.8l)
onde A =1-8, ou seja, Z, ¢ dado em termos de seu passado atra-
vés de uma ponderacdo exponencial. O modelo (11.8) ja & comhe-

cido do Capitulo 5.

EXEMPLO 11.2 - A Tabela 11.1 e a Figura 11.1 apresentam os da-
dos e o griafico de uma série de 50 observagbes geradas de a-

cordo com o modelo ARIMA(1,1,1).

(1-0,8B) (1-B)Z, = (1-0.3B)a, {11.9)
cu seja,
= . - - ]
Z, = 1,82, ,-0,82, _,+a, -0,3a, 4
TABELA 11.1-Série simulada, modelo ARIMA(1,1,1):
(1-0,88) (i-8)Z, = (1-0,38)a,
t Zt t Zt t Zt t Zt t Zt
1 0,466 | 11 7,264 | 21 6,080 | 31 18,500 | 4% 40,926
2 0,535 12 8,177 22 6,172 32 20,741 4z 40,719
3 1,693 13 8,882 23 5,610 33 23,734 43 42,984
4 1,880 14 9,891 24 7,131 34 27,249 44 45,803
© 5 2,363 15 10,038 25 8,467 35 30,434 45 49,228
6 3,283 | 16 11,374 | 26 9,371 | 36 34,804 | 46 50,300
7 4,037 17 10,581 27 11,207 37 36,733 47 51,450
. 8 4,255 18 10,097 28 10,948 38 37,607 48 52,790
9 5,065 12 8,165 29 12,824 39 39,163 49 52,743
10 6,315 | 20 6,832 30 16,512 | 40 39,430 50 53,843
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FIGURA 11.1 - Grafico da série simulada, modelo ARIMA(1,1,1):
z, = 1,82, -0,8%_,+a.-0,3a_,

Como j& salientamos no Capitulo 4, tomar diferengas
pode ndo ser suficiente para se alcangar estacionariedade, no
caso de séries economicas. Podera ser mecessidrio considerar al-
guma transformagac ndo linear de Z, e Z; =log Z, é muit;s ve-
zes suficiente para se obter homogeneidade. Deste modo, um pro-

cedimento usual em séries temporais econdmicas & modelar

Alog 2, = log Z, -log Z (11.10)

t-1
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De modo geral uma transformagac de dados pode ser re-
presentada por ZEAJ, onde A &€ um vetor de parametros que de-
finem a transformacio.

Como salientamos na segdao 1.7 uma razao principal pa-
ra efetuar transformacobes & estabilizar a variancia (mais pre-
cisamente, fazer com que os residuos do modelo ajustado tenham
uma varidncia constante).

Para se ter uma idéia do tipo de transformagdc que
& adequada pode-se utilizar um grafico que traz no eixo das
abcissas médias de subconjuntos de observagdes da série ori-
ginal e no eixo das ordenadas a amplitude de cada um destes

subconjuntos; se Z, ,...,2 & um tal subconjunto com k obser-
1

"
vacoesscalculamos para ele

= _ 1
L=

It 1=

Z k)
1 t;

i i

W = max(Zt‘) -min(Zt.),
i i

que sao medidas de posicao e variabilidade, respectivamente;
o par (Z,w) serd um ponto do grafico. O nimero de elementos em ca-
da sub-série pode ser igual ac periodo, no caso de séries sa-
zonais. .

Se w independe de f, cbteremos pontos espalhados ao
redor de uma reta paralela ac eixo das abcissas e neste caso
nio haveri necessidade de transformaczo. Se w for diretamente
proporcional ‘a Z, a transformagao logaritmica & apropriada. Uma
classe geral de transformacio que podem ser utilizadas € a de

Box-Cox, definida por



Z.~cC
a , A=0
{(A) _
Zt
log Zt,A =0,

onde A e c sZo parametros a serem estimados. A Figura 11.2,es-
traida de Jenkins (1979).dd uma id&ia dos tipos de graficos gque

podem ocorrer e os respectivos valores de A.
—%
2=-0,5(2.%)

3=0(log Zt)

A=0,5(/Z)
A=1(z,) -

FIGURA 11.2 - Grafico amplitude xmédia, ilustrando
alguns valores possiveis de A

$1.2 - FORMAS DO MODELO ARIMA
0 modelo ARIMA dado em (11.4) pode ser representado
de trés formas:

a) em termos de valores prévios de Zt e do valor atual e

prévios de a;
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b} em termos de valor atual ¢ prévios de acs
c) em termos de valores prévios de Zt e do valor atual de

at.

Forma de Equagac de Diferencgas

Esta & a forma usual do modelo, Gtil para calcular

previsdes:
T, = §Z 4+ 8L o+ Ep+dzt—p—d ¥ap 03 g e =03 oo (11.11)

onde £(B) =1 -£B-£,8% -... -& 8P,

Forma de Choques Aleatdrios

Uma forma conveniente para se calcular a variancia

dos erros de previsao (ver Capitulo 13) &

P L el PLPRERE

(11.12)
= y(Bla,.
Desta equacgao obtemos
E(B)Zt.= E(B)y (B)a,
e usando (11.5) segue-se que |
£(B)Y(B) = o(B). (11.13)

Logo, o0s pesos wj da forma (11.12) podem ser obti-

dos de (11.13) identificando-se coeficientes de B, B2, etc.:
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- - - p+d . 2 -1 _ _ _ q
(1 ElB PN Ep+d8 ](1+¢1B+¢2B +o) 1 SlB e BqB .

EXEMPLCO 11.3 - Consideremos o processo IMA(1.,1):
(I—B)Zt = (1-8B)at.

Aqui, E£(B) =1-B, 6(B) =1-8B, de modo que (11.13) fica

{1-B)(1+wlB+¢2B2+...) = 1-8B,
ou seja,

(1+¢1B+w232+...) —(B+wle+szs+...) = 1-6B.
Daqui, obtemos
by = 1-e, §=1,2,3,u.. .
de modo que
Zt = a, +{1—e)at_1 +(1-6)at_2 e a (11.14)

Observe que ij =w, donde o cariter nac estaciona-

Tio de Z,. Também, (11.14) pode ser escrita

oo

I, = a, +(1—9)‘z dgj = 8y +ASa g,
i=1

onde § € o operador soma definido anteriormente.

Forma Invertida

De (11.12) obtemos que w-l(B)Zt =a, ou entao

m(B)Z, ='[1 —_Z ¢

j =
5 lﬂjB JZt a,.. (11.15)
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- Segue-se que
E(B)Z, = 8(B)a, = 8(B)m(B)Z,,
de onde obtemos a relagao

E(B) = 8(B)m(B). (11.16)

Portanto, o0s pesos Fj podem ser obtides de (11.16)
conhecendo-se os operadores &(B) e 8(B). E facil ver (Proble-
ma 7) que 05 pesos Ty em (11.15) somam um, isto &, ;=1

j=1
EXEMPLO 11.4 - Consideremos o modelo ARIMA(1,1,1) e vamos es-
creve-lo na forma (11.15). Aqui, E£(B) =(1-¢B)(1-B) =1 - (1+4)}B +¢B*

e 6(B) =1 -90B, de modo que cbtemos

"

1- (1+¢)B + ¢B? (1-8B) (1-7 B—szz—...)

1

1 —(wl+e)B —(ﬂz-ewl)Bz —(ns—enz)B3 - e .

Identificando-se os coeficientes das diversas potén-

cias de B, & facil encontrar que

“1 = ¢ + (1_6)1
T, = (8-9)(1-86),
my o= (e-¢)(1-e)ej'2, jz3.

11.3 - TERMD CONSTANTE NO MODELO
No modelo ARIMA(p,d,q)

(BN, = 8(B)a,, (11.17)
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um termo constante foi omitido, implicandec que E(Wt) =uw_=0.
0 modelo (11.17) pode descrever o que poderiames chamar de Zen-
déncias estocasiicas, no sentido que o processo nio & estacioni-
rio e muda de nivel e/ou inclinacdc no decorrer do tempo. A’
tendéncia (ou ndoc estacionariedade) estocdstica & caracteri-
zada pela existencia de zeros de £(B) sobre o circulo unita-
rio.

Além desta ndo estacionariedade estécéstica, muitassé-
ries temporais podem apresentar uma fendencia deterministica, co-
mo j& vimos no Capitulo 3: em particular, podemos ter Zt como
a soma de um polindomio e de um processo ARIMA(p,d,q), isto &,

5({B)

m .
Z, = _E B.t? t—p——a

. (11.18)
£ 520 A% Byt

Em (11.18), Zt =Tt +Yt, onde Yt segue um modelo ARIMA(p.d,q),
isto €, ¢(B)AdYt =8(B)at. Segue-se que Z, € nio estaciondrio
sem>0 ou d >0,

Tomande d diferengas, temos

d _ 8 (B) -
A'Zt = BO +—¢mat,sem d
(11.19)

—%%%%—at, se m<d,

onde BO =de1, obtendo~se entdao uma série estaciondria. Isto
significa que podemos incluir uma tendéncia polinomial determinis-
tica de grau d no modelo, bastando acrescentar uma constante

30:

E(B)Zt = By +6(B)at. (11.20)
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Contudo, se m >d, podemos cbter um modelo nao esta-
ciondrio, tomando-se d diferencas, devido a preésenga de uma
tendencia deterministica; aindd neste caso {m'>d), tomando-se
m diferengas, obteremos um processo estacionfrio,mas nac in-
vertivel (ver Problema 4). Para detalhes, ver Pierce (1979},

Se 90 =20, obteremos

%

=570, -0,

E(Wt) {11.21)

e se Wt =Wt —E(Wt), teremos ¢(B)Wt =B(B)at.
No que segue, quando d >0, suporemos uw_=0 e portan-

to 90 =0.

11.4 - MODELQS SAZONAIS

No Capitulo 4 estudamos com algum detalhe o proble-
ma da sazonalidade e os procedimentos de estimagao e elimina-
cdo da componente sazonal deterministica de uma série tempo-
ral.

E possivel que mesmo apds eliminar a componente sa-
zonal deterministica ainda reste correlagao significativa em
"lags" sazonais, isto &, miltiplos do periodo s. No caso de
dados mensais, teriamos ainda correlacoes altas em "lags", 12,
24, 36, etc.

Isto significa que hd necessidade de se considerar
uma sazonalidade estocastica, como mencionamos na segao 4.3.

Consideremos, por simplicidade de exposigdo, dados
observados mensalmente e sazonalidade de periocdo s =12.0o mes-

mo medo que podemos modelar a série Zt’ observada més a mes,
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por um modelo ARIMA, por exemplo,

Zp = 6L, *a,, (11.22)

poderiamos modelar uma associacdo ano a ano na série Z, atra-

vés de um modelo ARTMA sazonal, a saber,
Z,=02 _j,%a,, {11.23)

correspondente a (11.22). Do mesmo modo, podemos considerar um

modelo de médias mdveis sazonais, como

Consideremos a Tabela 4.1 do Capitulo 4. Pelo que

dissemos acima, a id€ia & relacionar numa observacgdo Z_, cor-

t’
respondente a um determinado mes, janeiro por exemplo,com ob-
servagdes correspondentes a janeiros anteriores,através de um

modelo ARIMA sazonal da forma

d

1z _ 12
. &(B )Alzzt = 6(B )at, (11.24)
onde:
i) @(Blz} =1 —¢lBlz —®2B24 - v -@PBIZP, & o operador au-
to-regressivo sazonal de ordem P, estaciondrio;
i) o(8'?) =1-0 87 -0,8% -, -eQB”Q, & o operador de

médias moveis sazonal de ordem Q, invertivel:

iii) A12 =1 -Bl2 € o operador diferenga sazonal, tal qﬁe

Ay o,Z, =1

12%¢ = 2y "liiq20 (11.25)

12.p

e Agz = (1-B"7)", D indicando o nimerc de "diferengas

sazonais'.
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Do mesmo modo, terizmos um modelo andlogo a (11.24)

que relacionaria os meses de dezembro:

2815 Je,_q» (11.26)

e assim por diante, onde eventualmente cs polinomios &(+) e
8(*) seriam os mesmos que em {11.24).

Uma diferenga com ¢ modelo ARIMA usual € que os O,

- . . .
Ofyqp»+++ NA0 seriam ruido branco. Considere por exemplo, a

Série A do Apéndice A; a produgdo de leite de janeire de 1978,
além de ser relacionada com janeiros anteriores, serd tambén
relacionada com dezembro, novembro, etc., de 1977, o que im-

plica que o 041 etc., sejam relacionados.Para descrever es-

t’
ta relac@o, introduzimos para os @y O modelo ARIMA usual:

s8)8%, = 8(B)a,, (11.27)

onde agora a, ¢ ruido branco. Substituinde (11.27) em (11.24)
obtemos

pemestyadal 2 = emyotha,, (11.28)

chamado moedelo sazonal multiplicativo de ordem (p,d.q) x (P,D,Q)lz.
Usaremos a notagac SARIMA(p,d,q) X(P,D,Q)lz.

0 modelo (11.28) implica que devemos tomar d dife-
rencas simples e D diferencas sazonais da série Zt de modo

que O pProcesso
A (11.29)

seja estacionario.

EXEMPLO 11.5 - O programa X-1l, de ajustamento sazonal,do Bu-
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reau do Censo dos Estados Unidos &, talvez, o procedimento de.
ajustamento sazonal mais utilizado na pridtica,nctadamente por
agencias governamentais.

0 procedimento consiste, basicamente, em aplicar fil-
tros lineares (médias mdveis) simétricos. A composicao de tais
filtros pode ser escrita na forma

M
S, = v

4 Ijlzt‘j = U(B)Zt, {(11.30)

onde M =82,84 ou 89, de acordo com o filtro usado para remover
a tendencia.

_ Cleveland (1972) e Cleveland § Tiao (1976) tentaram
identificar modelos ARIMA que sejam compativeis com (11.30) e

encontraram dois modelos que sdo da forma
(1-B) (1-B*%)z, =6 (B)a
t t?

onde 6(B) & um operader de médias moveis de grau 24 em B.

EXEMPLO 11.6 - Um modelo de médias méveis puro, SMA(Q),&

da forma

Z, = a

¢ £ 701812 "+ ~902e-129 (11.31)

e sua fac serd nao nula somente nos '"lags" 12, 24,..., 12Q.
Correspondentes a equacdo (10.41) para pj, i=l,004,4,

teremos:

170107 010
12 2 2

l'f'@l"' e '|'G‘Q
: (11.32)
. -0
Praq = <
120 14e2+... s
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Por exemplo, o medelo SMA{1)
(11.33)

terd correlagdo ndo nula somente em "lag'" 12; por exemplo, se

8, =0,3,

-0,3
pog = —— = _p,27.
12 140,09

EXEMPLO 11.7 - Um modelo auto-regressivo sazonal puro, SAR(P),

€ da forma

z (11.34)

t = ®feoqz T T OpI_yop T Ay

A fac serd ni#o nula somentes nos "lags" miltiplos de

12. 0 modelo SAR(1)

Zp = 992, 49t 2 (11.35)
tem fac dada por
P12 = %1
Ppy = 3,
24 1 (11.36)
= J 7= .
plZj ¢1, j=0,1,2,¢.. .

De um modo geral, a estrutura de correlacao do pro;
cesso W_, seguindo um modelo SARMA & analoga a de um processo
ARMA nao sazonal, com correlagdes nac Wulas somente nos "lags"
12, 24, 36, etc.

Observemos tambeém, que o modelo (11.35) sera esta-
cionarioc se I¢1| <1, e o efeito sazonal € transitério e val se

amortecendo. Do mesmo modo, o modelo (11.33) & invertivel se

\ell <1,
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11.5 - PROBLEMAS

10.

Escreva cada um dos modelos abaixo nas formas: a) de equa—
cao de diferenca; b) de choagues aleatorios; ¢) invertida.
i) Z

¢ = (140,3B)a, if) (1-0,5B)6Z, = a,

1ii) (1+0,3B)AZ, = (1-0,6B)a, iv) 4°2, = (1-0,38+0,88%)a,.

Prove (11.8).

Escreva o modelo ARIMA(1,1,1) na forma de choques a-

leatdrios.

Considere o modelo (11.18). Prove que, se m >d:

a) tomando-se d diferengas,.obtemos um modelo nao es-
taciondric,com uma tendéncia polinomial de grau m~d=h;

b} tomando-se m diferencas obteremos um processo es-
tocdstico, ndo invertivel.

Prove as equacgoes (11.36).

Prove que, se Wt =(1—B)Zt,entao Zt =wt4-wt_1+ cau s

(=]

. Prove que, na forma invertida do modelo, Z m, =1.

j=1
Considere‘o modelo SARIMA(0,1,2) x(G,l,i]lZ:

= (1-0RY%V 715 Ppop B2
AAIZZt = (1-eB77) (1 GlB 6,8 )at.

a) Escreva o modelo na forma de um modelo ARMA;
b) qual a ordem do modelo ARMA resultante?

¢) obtenha a fac do modelo.

Para o modelo SARIMA(0,1,1) X(D,l,ljlz:

a) escreva-o explicitamente;

b) obtenha a regiao de invertibilidade;

c) obtenha as auto-correlagoes do processo.

‘Considere o modelo Z, =¢zt%fat ¢ os seguintes valores
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gerados de a supondo ED =0,5, obtenha os demais va-

t;
lores de ft, nos dois casos:
a)¢=0=5 b)¢=2
0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10

0,1 =-1,2 0,3 =-1,8 =-0,3 0,8 -0,7 0,2 a," -0,8

11.

1z.

13.

Faga o grafico de cada caso.

Usando um programa de computador apropriado, obtenha
as auto-correlactes estimadas para Zt, AZt, AlZZt’
8Aq,Z, , sendo Zt a Série E do Apéndice A.

a) 0 que vocé_pode obse?var nas auto-correlagoes de Zt?
b) mesma pergunta para AZt.

¢) qual das séries acima vocé consideraria estacioniria?
Mostre que uma solugdo geral de £(B)Z_ =6(B)a, & dada
por Z =Li+ZY, onde Z; € qualquer solucdo particular
e LY € a solugao geral da equagio de diferengas homo-
genea E(B)Z, =0.

Supcnha Y, seguindo o modelo (1-¢B)Y =a , onde a, &
ruido branco com variancia c;. Suponha Z =Yt+bt,onde
b, & ruido branco, com variancia Gé, independente de
a,. Qual ¢ o modelo para Z.?



CAPTTULO
CONSTRUGCAD DE MODELOS ARIMA

12.1 - INTRGDUGAD

Como mencionamos na introducdo da Parte 4, os esta-

gios do ciclo iterativo do método de Box § Jenkins sdo:
a) identificagdo
b) estimacao
c) verificacao,

dado que especificamos a classe geral de modelos ARIMA.

Neste capitulo trataremos cada um destes estdgios com
algum detalhe. A fase mais critica do método & a identificacgdo
do particular modelo ARIMA a ser ajustado aos dados. Esta es-
colha & feita com base nas auto-correlagdes e auto-correlagoes
parciais estimadas, que esperamos representem adequadamente as
respectivas quantidades tedricas, que sio desconhecidas.

Lembremos que a fac pj & estimada por

C.
.= el 12.1
T ey { }

onde < € a estimativa da facv Yj‘

e -l
] Nt

I e~11
L

1[ (Zt'z) (Zt+j 'Z):], ‘ (12.2)

-247-
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N
= ! I_ a média amostral.
N oAt

Como veremos adiante, sera necessdria uma verifica-

[

30 mals ou menos grosseira para saber se P & nula além de um

certp "lag". Uma express@o aproximada para a variancia de r

J‘!
para um processo estaciondrio normal, & dada por
. L 5 2 _ 2.2 <
Var(r;) = g I [ei*e,. 50, j-4ejp,0,_ 5+205051.  (12.5)
v=rw :

Para um processo em gue as auto-correlacgodes sao nu-
las para v >q, todos os termos do lado direito de (12.3) anu-

lam-se para j > q, exceto o primeiro, obtendo-se

Var{rj) = %?[14-2V21p€]’ i>q (12.4)

Como desconhecemos as auto-correlagoes Py substi-

tuimo-las por r,, obtendo-se uma estimativa para (l2.4),

Ez(rj) = %[1 + 2v21r3:i. j>q. (12.5)

Para N suficientemente grande, a distribuigdoe de rj
€ aproximadamente normal, sob a hipdtese que o; =0 (Jenkins §
Watts, 1968, p. 187). Assim, pode-se construir um intervalo de

confianca aproximado para as auto-correlagoes:

rj + tY-o[rj), (12.86)

onde t, € o valor da estatistica ¢ de Student tal que

P[—tY< t< tY) =v. Na pratica usa-se t =2, de modo que pode-

mos considerar o5 como sendo significativamente diferente de
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zZero se
|rj| > ZG(rj), j>q. (12.7}
Para a facp vimos que sob a hipdtese que o proces-
so & AR(p),
Var(g..) = < j>p (12.8)
iy N’ ’ )
de modo que
5(5j-3 S j>p. (12.9)
J /N

Além disso, para N grande, ¢.. tera distribuicdo a-

ii
proximadamente normal, com média zero e variancia (12.8), de
modo que consideraremos ¢jj significativamente diferente de ze-

TO se

l6..]>—2, j>p. (12.10)

1] i

EXEMPLO 12.1 - Na Tahela 12.1 temos as estimativas das auto-
correlacoes e de seus respectivos desvios padrBes,ﬁem como as
auto-correlacdes parciais estimadas, para as séries simuladas

dos exemplos 10.4, 10.8 e 10.12, a saber,

AR(1): Z, = 0,82, _

MA(1}: Z

il
&
ot
1
==}
-
o
@
o+
t
—

t

ARMA(1,1): i, = U,SZt_l*'ﬂt— 0=33t_1-

Na tabela também estdo indicadas as médias e os des-
vios padroes amostrais de cada série, bem como destacados com

um asterisco (*) os valores que caem fora do intervalo de dois
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hodl

33

AR (1)

33

o

ARMA (1,1)

FIGURA 12.1 -Auto—correlacoes e auto-correlages parciais
amostrais para as series simuladas: AR(1),

MA(1) e ARMA(1,1).



- 251 -

TABELA 12.1 - Auto-correlagbes amostrais e respectivos desvios
padroes para as séries simuladas AR(1), MA(1) e
ARMA (1,1) »
lag AR(1) MA (1) ARMA {1,1)
(3) . () .. r. 8z ¢, r, & b .
i 3 ¢JJ 3 3 ¢JJ j (rj) ¢JJ
1 0,85* 0,14 0,15*% ~-0,42* 0,14 -0,42% 0,60*% 0,14 0,60%
2 0,72* 0,22 0,00 -0,20 0,76 -0,47% 0,52% 0,19 6,25
3 0,57 0,26 -0,14 0,18 0,17 -0,22 0,39 0,21 0,01
4 0,45 0,29 =-p0,01 —q,02 0,17 -0,18 0,26 0,23 -0,08
5 0,33 0,30 =-0,06 0,17 0,17 -0,31% 0,18 0,23 ~0,04
6 0,26 0,31 0,10 0,186 0,18 -0,18 0,13 0,24 0,03
7 0,19 0,31 -0,08 0,09 0,18 0,01 0,08 0,24 -0,02
8 0,14 0,32 0,01 -0,29 0,18 -0,26 0,04 0,24 -p,02
9 0,04 0,32 -0,20 0,18 0,19 =0,14 0,15 0,24 0,21
1Q 0,01 0,32 0,14 -0,01 0,19 -90,27 0,00 0,24 -0,21
Z 0,4578 -0,0420 1,0772
S 2,4509 J 1,2726 1,2988

desvios padréGes.

Na Figura 12.1 temos os graficos de Ty ¢jj
da um dos modelos. Os intervalos de confianga para ¢jj estdo

para ca-

indicados em linha tracejada.

12.2 - IDENTIFICAGAQ

A. O objetivo da identificagdo & determinar os valores de
p.d e q do modelo ARIMA(p,d,q), além de estimativas prelimina~

res dos parametros a serem usadas no estdgio de estimacio.
0 procedimento de identificacdo consiste de duas par-

tes:

a) inicialmente diferengamos a série Zt, tantas vezes quan-
tas necessirias, para se obter uma série estacionaria,
de modo que o processo AdZt seja reduzido a um ARMA(p,q).

O nimero de diferencgas, d, necessarias para que o pro-
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cesso se torne estaciondrio, & alcangado quando a fac
amostral de Wt==AdZt decresce rapidamente para zero;
b} identificamos o processo ARMA(p,q} resultante, a-
través da anilise das auto-correlagdes e auto-corre-
lacoes parﬁiais estimadas, cujos comportamentos devem
imitar os comportamentos das respectivas quantidades
tedricas. EBEstes comportamentos, para modelos AR, MA e
ARMA, foram abordados no Capitulo 10 e um resumo das

propriedades destes modelos encontra-se na Tabela 12.2.

A justificativa do item a) acima é a seguinte. Vi-

mos que, para um modelo ARMA estacionario, as fac sdo dadas por-

) j j N
pj A,Gy + A6, b +ApGp, jrq-p (12.11)
- p -
supondo raizes distintas. Como (B} = 1 (1—GiB) e as raizes de
) i=1
#(B) = 0 devem estar fora do circulo unitdrio, devemos ter

|Gi| <1. Segue-se de (12.11), que se nenhuma raiz esta muito
proxima do circulo unitdrio, as auto-correlagoes o3 decairao
para zero, para valores mederados de j.

Por outro lado, suponha que uma raiz real, Gl’ es-
teja proxima de um, ou seja, G1= 1-g, € >0 pequeno. Como G{ =
= (1—-5}j =1-je, vem que Pj 2A1(1—je), o que mostra que a fac de-
caira lentamente para zero e de forma aproximadamente linear.

Na pratica, d=0, 1 ou 2 e 2 suficiente inspecionar
as primeiras 15 ou 20 auto-correlagoes da série e de suas di-
ferencgas.

Conveém testar se E(Wt) =Wy, & zero, comparando W com

seu desvio padrdo estimado. A Tabela 1Z.3 fornece as varian-
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TABELA 12.2 - Comportamento das fac

processo ARIMA(P,d:q)

e facp de um

Ordem

(1,d,0)

{0,d,1)

comportamento de o

comportamento de by

decai exponencialmen—
te

somente ¢1I # 0

somente p1¢ 0

decalmento exponen-
cial dominante

-8
PRI foE o _ _ 1
estimativas iniciais ¢] =Py Py = _Tlﬁﬁ—
regiao de admissibi- .
11dade T<g <t -1<8, <1
Ordem (2,d,0) (D:dyz)

comportamento. de Pl

comportamento de ¢kk

estimativas iniciais

regiao de admissibi-
lidade

mistura de exponen-
ciais ou ondas senoi-
des amortecidas

somente
¢H:n e ¢22:0

¢1=-——7:5§———,
A2
e
%y = 1-9%
ﬂ1<¢2<1
$p =y <1
Gy +, <1

somente p1=0 e pz=0 '

dominada por mistura
de exponenciais ou se-
noide amortecidas

. -9, (1-8,)

17 TTeey
_62

Pe= 748 7485

-1<ez<1'

0,-0,<1

82+B1<1

Drdem

{1,d,1)

compor tamento de P

comportamento de ¢kk

estimativas iniciais

regizo de admissibi-
lidade

decal exponencialmente apds o lag !

dominada por decaimento exponencial apds o

lag 1
(1 -9,8,) (0,-6;)

£y = 7
1 TH0Z-2 .8

Sl1<g,<1,

s p?.=p1¢1

-1<91<1
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cias de W para alguns modelos ustuis. Lembrar que se¢ d=0,

W=2Z.

TABELA 12.3 - Variancias aproximadas para W,
=pd - N-
onde wt_,g Zt, n=N-d

AR(1) MA(T) ARMA{1,1)
c0(1+r1) cD(1+2r1) <q Zr?
-1+
n(]-r1) n n rry
AR(2) MA(2)
co(-1+rl)(T-2r%+r2) CU(1+2r1+2r2)
n(1-r1)(l-r2) n

0 programa utilizado para identificacao de modelos
ARIMA, nestas notas, foi o PDQ, constante do ESP (Econometric
Software Package, 197@). A saida de tal programa consta de:
a) grificos da série e das diferengas solicitadas:
b) média'e variancia da série e de suas diferencas;
c) auto-correlacgdes e auto-correlagoes parciais estima-
das; .
d) graficos das auto-correlagoes e auto-correlagdes par-

ciais, com os respectives intervalos de confianca.

EXEMPLO 12.2 - Suponha que o programa PDQ forneceu os seguin-

tes dados:

N=50 i I 1 2 3 4 5 6 7 8

Z=0,458 ry 0,85 0,72 0,57 0,45 0,33 0,26 0,19 0,14
5=6,0069 ¢.. | 085 0,00 -0,14 -0,01 -0,06 0,10 -0,08 0,01

lemos que
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§(o5:) = —— = —1_ = 0,14, 1ogo 25(5..) = 0,28,
33 YN /5T 1]
0 que mostra que soO 019 % 0; {rj} desqualifica a possibilidade

de um processo MA e {$jj} sugere um processo AR(1).

Para um processo AR(1l), usando a Tabela 12.3, temos que

AN cg(l+r)) 6,0069(1+0,85)
Var(i) = = = 0,148
n(i-r,) 50(1-0,85)

0 ]
AUTSLORRILATION FUNCTION OF Tak SPRIFg {1e3) (leg 3
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FIGURA 12.2-Correlograma e correlograma parcial para a
Serie F — Cafe, salda de PDQ
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FIGURA 12.3 - Correlograma e correlograma parcial para a primeira
diferenca da Série F — Café, saida do PDQ

e 3(2) =O,38$; como Z=0,458, a média pode ser considerada i-

gual a zero ¢ o modelo &

Zoo= 02, ) *a, a, ~ N(0,0%) (12.12)

EXEMPLO 12.3 - Vamos utilizar o programa PDQ na Série F - Ca-

£&. A Tabela 12.4 e as Figuras 12.2, 12.3 e 12.4 ilustram as
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saldas deste programa.

Também sioc calculadas pelo programa:

Z = 728,0
AZ = 18,15
A%2Z = 19,62

Analisando a Tabela 12.4 e a Figura 12.2 vemos que

2 99
AUTOCORRELATIDN FUNCTION OF Tut sFRIEg (1-p2 ll-a b
*1e0 "Dt -fsg - IY ] =Cap ['TY) 017 Uk Cag 05k 1e0
'-.-u--o..’....-.---'.....n--.*-------.c:;.--a.---'-----so--'-.--;.-.--.-..l---o‘-n-...-n.'.nn.--'..-
] . e
2. R * N -
3. . . P -
% . R . -
5 . R .
-0 - R . *
2 . & .
B + N P
G+ * R . L]
10 . . R+
11+ * R .
12, * R . .
12 + LI .
ta. . M M
1%, . Wk .
- L3 L) .
i1 + R .
1R + Ra . .
19. . ! . ] N
20 + R +
21 . R, .’
22 + +R N
23, . Ke* .
e » K P
25 + R +
28 'y K »
27 + s R .
24 . Ry *
294 * R -
104 . R .
3. * R -
2. + R -+
33 + L1 -
3as - +R +
EETY * Fa *
kLY . + R *
2 [
PARTIAL AUTOCORRELATICN FUNCTION OF THE ERIES ¢l=gy CL1=B )
“1a0 =02 ~Cus Y] 03 N0 2 U, [ 273 0sd 1¢0
Foasvutna i P otantatattagnentstata bt nt it TugnhaabanstainnnsgiPignrn, Tagt st e Radt a4 v g T pnaiatga®
La Ly N +
24 R + N »
3+ + R . +
bas R* ¥ *
Le * R . »
5 R . . -
T Rt ' .
ar + R . .
94 R+ . +
ics . « R A
114 ¥ R *
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FIGURA 12.4 - Correlograma e _correlograma parcial para a segunda
diferenga da Serie F—Cafe, saida do PDQ
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a fac de 7, nao decai rapidamente para zero, indicando a nao
estacionariedade da série. A Figura 12.3 indica que um modelo
possivel & ARIMA(1,1,1).

A média de W, =AZ, & W=18,15. Usando a Tabela 12.3,

B co (. 218 31.600 2(0,35)%
Var (W) = _ﬁ_[ M ] = 1+ ] = 49,54.
174127 101 0,35+0,07
g c o
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FIGURA 12.6 —Correlograma e correlograma parclal para o
logaritmo da Serie F — Cafe
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FIGURA 12,7 - Correlograma e correlograma parcial para a primeira
diferenga do logaritmo da Série F - Café
Portanto, o(W) = 7,04 ¢ a média W=18,15; segue-se u, pode ser

considerada diferente de zero e o modelo £

(I-¢B)W, = 04+ (1~6B)a,, a, ~ N(0,02) (12.13)

Contudo, observando o grafico da série diferencada

(Figura 12.5}, A2t==w observamos que a variabilidade aumen-

t?
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ta com t, o que indica que uma transformagio logaritmica dos

dados € aconselhdavel. Consideremos, entao a série

Yt = log Zt

e apliquemos novamente o programa PDQ, agora a Y- A Tabela
12.5 e Figuras 12.6, 12.7 e 12.8 fornecem as saidas relevan-

tes do programa.
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FIGURA 12.8 - Correlograma e correlograma parcial para a segunda
diferenga do logaritmo da Serie F - Cafe
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Na Figura 12.9 temos o grdafico da primeira diferen-

ga da série Y,_; vemos que ela & "mais estacionaria" que ALy,

t
embora persista um aumento da variabilidade no final da série.

Observando-se a Tabela 12.4 e as figuras das auto-
correlagoes e auto-correlacdes parciais concluimos que um mo-

delo possivel é também um ARIMA{1,1,1), ou seja,
(1-'B)X, = 85+ (1-0'B)a_,  a,~N(0,02)  (12.14)

Xt = AYt.

A média de X, dada pelo PDQ & X=0,0274 e a varian-
cia & S§ =0,00905 {ver Tabela 12.4).

Entdo,

= 0,000161,

_ 0,00805 2(0,29)%
Var(X) = {1+ ]

101 0,29-0,08

de modo que G(X)=0,0127; segue-se que E(Xt) pode ser consi-
derada diferente de zZero e um terme constante deve ser inclul-

do no modelo.

B. Estimativas Preliminares

Neste estigio de identificagdo também obteremos es-
timativas preliminares dos parametros do modelo identificado,
a serem usadas como valores iniciais para o procedimento ite-
rativoe de estimacio de mixima verossimilhanga des parimetros.

Estas estimativas preliminares sdo obtidas atraves

dy

das auto-correlagbes amostrais da série We=4A"2..

B1) Para processos AR(p), resolvemos as equagdes de Yule-
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Walker (10.24) com pj sﬁBS{}tuIdos por rj.

Uma estimativa de 0; & obtida de

z . - - —_
Ga - Yo(l ¢lp1 LR q).np.p)w

substituindo-se Yo POT €y os ¢j por suas estimativas $j e 0s

pj por suas estimativas r..

B2) para processos MA(q) utilizamos (10.41), que fornece
q equagdes em q incognitas, 61,...,Bq, substituindo-se pg,..

. - 2.‘ -
-sPq POT FyseeesTge Uma estimativa de o, ¢ obtida de

— 2 2 2
Yo oa(1+el+...+aq),
substituindo-se vy PoT Cjy € OS Bj poT suas estimativas.

B3) Para os processos ARMA(p,q), obtemos estimativas ini-
ciais para ¢1,...,¢p resolivendo

, = . + ... T . , j=q+1l,...,Q%D,
pj = #1051 T q+p

substituindo-se P por T,- Depois, a partir das relacgbes en-

tre as auto-correlagles pl,...,pq, ¢1,...,¢p e el,.,,,eq, ob-

temos el,...,eq.
Na Tabela 12.2 temos estimativas iniciais para os pa-
rametros dos modelos mais utilizados na pratica. Ver também o

Problema 3.
-B4) Se uw==0, escrevemos o modelo na forma

$(BIW, = 6+ B (Ba,

8
onde uw==—————ll————. Portanto, uma estimativa inicial de 90
L=gq= om0y :
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€ obtida desta relacdo, com I substituida por W e os ¢j pe-

-

las estimativas ¢j.

EXEMPLO 12.2 (continuagdo) - Para o modelo identificado (12.12)

temos que as estimativas iniciais dos pardmetros sdo:
T - ~2 - 3 - - 2y =
¢ =1y = 0,85 &2 = cy(l-¢ry) 6,0069(1-(0,85)2) 1,67.

Neste exemplo, os dados referem-se 4 série gerada no

Exemplo 10.4, isto e, Zt =0’th—1 +a at~»N(0,1).

£
EXEMPLO 12.3 (continuagi@o) - Para o modelo (12.13) identifica-

do temos que resolver:

(1-89) (4-0)
1+682-248

ou seja,

{(1-¢8) (¢~8)
4,35 = —~—m™m™ M, -0,07 = 0,35%¢.
1+62%2-2486 :

Daqui, obtemos:

-0,2

=)
1l

[a)
n

~-0,69.

Ao resolver as equacdes obtemos dois valeres para 6,
mas devemos ter -1<8<1, que € & condicao de invertibilidade.

Uma estimativa inicial para o2 &

a
R <y 31.600
G2 = = = 21.407,76
"8 1487 1,325

e de 6, &
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éD = (18,15)(1+0,2) = 21,78.

Para o modelo (12.14} identificado para o logaritmo
da série temos que as estimativas preliminares de ¢' e 8' sao
obtidas de:

(1-4'6')(s"-8")

0,29 = ) 0,08=0,2%4".
1+6'2—2¢'6'

Resolvendo-se, obtemos:

$' = 0,28
' = +0,009.
As estimativas preliminares de o} e 0, serao:
<y 0,00905
52 = =
‘3 q4p0z  1,0081 - 0.00898,
6y = X(1-¢') = 0,0197.

12.3 - ESTIMAGAD

A. Tendo-se identificado um modelo provisério para
a série temporal, o passo seguinte & estimar seus parametros.
Em dado momento serd necessario usar um procedimento iterati-
vo de estimacioc de minimos quadrados ndo linear e as estima-
tivas preliminares encontradas na fase de identificagdo serdo
usadas como valores iniciais neste procedimento.

Consideremos um modelo ARIMA(p,d,q) e coloquemos seus
p*q+l parametros no vetor E-= (g,g,a;), onde ¢ = (¢1,...,¢P),
6 =1{9 ,8_). Aqui, quando d >0, estamos supondo u, = 0. Ca-

8 1000008
so contrario, p € incluido come mais um parametro e ser esti-
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mado e teremos p+q+2 parametros. Seja n= ($,8).

Para estimar { empregaremos o método de mixima ve-
rossimilhanga; dadas as N observacoes Z1s+++sZy> consideramos
a fungiao de verossiﬁilhanga L(g[Zl,...,ZN) encarada como fumn-
¢do de §. Os estimadores de mixima verossimilhanga (EMV) de £
serio os valores que maximizam L ou &= log L.

Pard se determinar os EMV serZ necessdrio supor que
0 PTocesso a, & normal, ou seja, para cada t, at-vN(U,U;). Nes-
tas condigdes, os EMV serdo aproximadamente estimadores de mi-
nimos quadrados (EMQ).

Tomando-se d diferengas para alcangar estacionarie-
dade, ficamos com n =N-d observagoes Wl,...,wn, onde Wt==AdZt.
Como o modelo ARMA(p,q) resultante € estacioniario e inverti-

vel, podemos escrever

ap = Womogfiy g - magll_Jregal g v 0ay 0 (12.15)

Para calcular os a, atraveés de (12.15) € necessdrio

t
obter valores iniciais para os W's e para os a's. Esta ques-
tio de valores iniciais pode ser resolvida através de dois pro-
cedimentos: um, condicional, em que os valores iniciais des-
conhecidos sio substituidos por valores que supomos serem ra-
zodveis; outro, incondicional, em que os valores iniciais sdo

estimados de uma amostra de dados.

B. Procedimento Condicional

Sob a suposigdo de normalidade dos a,, temos que a fungio den-

t?

sidade conjunta de Bpseeeady e



- 270 -
n
/ -L aé/Zc;
_ -n/2 -n_t=1
f(al,...,an) = (2m) [caJ e . (12.16)
Para calcular a;,...,3, a partir de (12.15) supeonha
que sao dados p valores W, e ¢ valores a,, que denotaremos
por w; e a¥*, respectivamente.
A fungdo de verossimilhanga, condicional a esta es-

colha do W, ¢ a, € obtidade (12.15) e (12.16):

LEg|WW*,a%) =

n
() V2 (5 )" 20§t§1(wt Gyfty e 30,3 g hee¥BR, T
= e o) e )
a

Tomando-se o logaritmo de L, obtemos (a menos de u-

ma constante)

S(a|W.W*.a%)

L(EjW,W*,a*) = -n logo, - ———— (12.17)
202

onde

S(D]W’w*’é*) = 12:(9“?!@*’%*)5 (12‘18)

| (R o=
fus]

t=1
que & chamada soma de quadrados {SQ} condicional, Usando um asteris-
co para denotar & e S condicionais a W= (Wy,...,W ), W*= (¥},
...,W;), a*= (ai,...,aa), podemos escrever (12.17) e (12.18)
como

S« (8)

2*(E) = -n logo, - ——; (12.19)
3 20;



’ n
S«(n) = ] al(nlw,wr,a*}. (12.20)

Segue-se que maximizér 2+ (E) € equivalente e mini-
mizar S*(Q) e estimadores de MV serdo estimadores ae M) e o
estudo de 2,(f) € equivalente ac estudo de S.(n).

A escolha dos valores W* e a* pode ser feita de duas
maneiras:

1) um procedimento & colocar os elementos destes vetores
iguais ds suas esperangas, E(atJ =0, o mesmo ocorren-
do com os elementos de W*; se E(Wt} 20, substituimos
cada elemento de H* por W;

ii) se alguma raiz de ¢$(B) =0 estd proxima do circulo uni-
tario, & aproximagdo anterior pode nio ser adequada;
um procedimento mais confiévél.é usar (12.15) para cal-

cular ap+1,a ., colocando o0os valores anteriores

p+2* 7t
de a, iguais a zero. Assim procedendo, teriamos

-6.a_+ ..,

ap+1 = Wp+1 -¢1W¥ - .. —¢PW1 1%p

+eqap—q+1’

etc., de mode que estariamos usando valores efetiva-

mente observados de Wt.

Pode-se verificar que se ndo ha termos auto-regres-
sivos no modelo os dois procedimentos sdo equivalentes, mas
para séries sazonais a aproximagao dada em i) nfo & satisfa-
toria. Ver Box § Jenkins (1970).

Vamos nos limitar, aqui, em dar um exemplo para mos-

trar comc o procedimento funciona.

EXEMPLO 12.4 - Consideremos um preocesso ARIMA(0,1,1),
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AZt = (l—BB)at, (12.21)
e suponha que & = 0,8. Entao, podemos escrever

a, = Wt +0,8at_

. (12.22)

1
Suponha que utilizemos os dados {hipotéticos) da Ta-

bela 12.6.

Como
a; = Wl +0,8a0,

inicializamos Ay pondo a, = CeiZjp= 150. Entao:

a -3+ (0,8)x0 = =3,

1

a, WZ-+0,831 = -4+ (0,8)(-3) = 6,4, etc.

TABELA 12.6 - Calculo recursivo de ac, 6=0,8

t| Z, W =AZ a =W+0,8a,_,
o | 150 o

1| 147 -3 -3,0
2 | 143 -4 -6,4
3| 148 5 -0,12
4 | 153 5 4,9
5 | 149 -4 -0,08
6 [ 155 G 5,9
71 162 7 11,7
g8 | 170 8 17,4
9 | 172 2 15,9

Segue-se que a 5Q condicional (12.21) {fica

9
$.(0,8) = ] a?(0,8|a;=0) = 801,26.
t=1

@Galculando-se S,(9) para diversos valores de © no
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intervalo (-1,1). ja que -1<6<1, obtemos um grafico para

5.(8)., Voltaremos a falar nisso mais adiante.
C. Procedimento Incondicional ’

Pode ser demonstrado (ver Box § Jenkins,1970,Cap.7)
que o logaritmo da funcao de verossimilhanca nao condicional

¢ dado por

S(n)
2(g) = -n logo, - , (12.23)
2a?
a
onde
n
S(n) = S(¢,8) = I [a (n,WI* (12.24)
t=-w
& a soma de quadrades ndo condicional, com
fa (n,W)1 = ECa n,¥1. (12.25)

Segue~se que EMQ, obtides minimizando-se (12.24) se-
rdo boas aproximagdes para os EMV. Para calcular & 50 (12.24),
para um dado n, devemos calcular as esperancas condicionais
(12.25) através de (12.15).'Para inicializar o processo serad
necessirio usar um procedimento chamado 'backforecasting" (“pre-
vis#o para o passado") para calcular W—j’ j=0,1,2,.... Ou se-
ja, geramos (prevemos) valores antes do inicio da série.

Suponha um modelo ARIMA usual
¢(BJWt = B(B)at. : (12.26)

Entdo, pode-se demonstrar, usando fungdo geradora de

auto-covariancias, que a.estrutura probabilistica de wl,.“,Wh
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€ igualmente explicada pelo modelo (12.26) ocu pelo medelo
¢{FIW, = e(Fle,, (12.27)

onde F € o operador translagao para o futuro e ¢, € um ruido
branco com a mesma variancia que a,. (12.27) & chamada {ouma
"backward” do processo e se constitui em uma representagac es-
taciondria e invertivel na qual W_ & expressa somente em ter-
mos de valores futures de W, e de e,.

Desta maneira, o valor W_j tem a mesma relacdao pro-

babilistica com Wyoooo, W) que W tem com W_,W ceen Wy,

n+j+1 n’ n-1’
ou seja, para prever antes que a série se inicie & equivalen-

te a prever a série reversa.

Vamos ilustrar o procedimento em um eXemplo.

EXEMPLO 12.5 - Comnsidere o mesmo modelo do Exemplo 12.4 e as
mesmas observacdes da Tabela 12.6. A forma "backward" do mo-

delo e
W, o= (1-0F)e,. (12.28)

de modo que, por (12.25), temos que calcular:

n

fa,] = [W1+0la, ;1. (12.29)

t

fe 1 EWt] +0fe (12.30)

t +11°

A relagdo (12.30) vai gerar as previsCes 'para tras"
e (12.29) ird gerar os [at], levando-se em conta 0s seguintes
fatos:

i) (W 1=W,, t=1,...,n ¢ & previsto 'para trdas" se t=0;

ii) os wvalores fegl,le_1d,... sdo nﬁlos, pois €€ qoen >
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sdo independentes de W,
iii) os valores [a_;1.[a_,],... serao nulos, poisnum mode-

lo MA(q}, a sdo independentes de W (mas, em

gl
geral, [ao],ta_lj,...,[a_q+1] serdo nao nulos e obti-

dos prevendo-se "para trds'),

Na Tabela 12.7 temos ilustrado o calcule dos fa,d,

para 9 =10,8.

TABELA 12,7 - Calculo recursivo de [ad, 6= 0,8

t Z, [at] twl Leld

-1 | 153 0 0 0

o ! 150 -3,00 -3,0 a
1 147 -5,4  =3,0 3,8
2 | 143  =~-8,3 -4,0 8,5
3148 -1,6 5,0 15,6
4 | 153 3,7 5,0 13,2
51149 -1,0 -4,0 10,2
6 | 155 5,2 6,0 17,8
71 162 11,2 7,0 14,7
8 { 170 17,0 8,0 9,6
9 (172 15,6 2,0 2,0

Temos que

= + .

[egj [Wg] U,8[e10]

Vamos inicializar o processo colocando [e10]=0; se-

gue-se que
Y Legl = 2+ (0,8)(0) = 2.

Do mesmo modo calculamos [88],...,[61]. Depois, te-

TEmos

fepl = [Wy1+ (0.8)[e T,
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donde
0 = [Wyl+ (0.8)(3,8) == [Wy] = -3,0.

quis,[w_j]=0, i=1,2,....

Agora, usamos (12.29) para obter os [at]. Assim,

[60] = [W0] +8[a_1] = [WO] +0 = -3,0,
i} [alj = [W1]-+(0,8)[—3,0) = -5,4, etc.
Também,

[2_,1 = Zy=-[Wgl = 153.

Segue-se gue a S ndo condicional é

[at]2 = 809,14,

(R e AY]

§(0,8) =
t=0

que deve ser comparade com 801,26, valor obtido para S5.(0,8).
Na Tabela 12Z.8 temos S(8) calculada para outros valores de 8,
juntamente com Si(6}. l

,Ndo iremos abordar aqui o caso geral, mas para pro-
cessos estaciondrios as esperancas em (12.24) tornam-se muito
pequenas quando t < 1-Q, onde Q € um inteiro positivo suficien-
temente grande, o que nos permite minimizar a soma finita

5'(n) =

? QE(atlg,W)z. (12.31)
t:...

Ver Box § Jenkins (1970), para detalhes.
D. Grafico da Soma de Quadrados

Vimos no Exemplo 12.4 como calcular a SQ condicic-
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nal para um valor de §. Como 9 varia no intervalo (-1,1), po-
demos obter S.(8) para diversos valores de 8 neste intervalo
e ter uma idéia da forma de S, (9).

A Tabela 12.8 mostra os valores de S.(8) para diver-

sos valores de 6, entre -0,5 e +0,5, para os dados da Tabela

12.6.

TABELA 12.8 - Valores de 5,{9} e S(4) para o modelo (0,1,1), para
8= (-0,5)(0,1) (0,5 ", dados da Tabela 12.6

a -0,5 | -0,4 | -0,3 | -0,2 | -0,] 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

S.(0) | 207,20(206,94(210,67(217,97|228,90(244,00| 264,46 | 291 ,59(328,191378,06| 445,93
5(0) 207,17|206,84|210,43(217,80(228,79| 244,00} 264 ,28| 291,08 (326,78 (375,90} 442,80

(*) —Esta notagao significa que temos valores separados por 0,1, iniciando em -0,5 e
terminande em 0,5.

Os graficos de $,(8) e S(8) estio ilustrados na Fi-

gura 12,10,

50071

400 4

300

200

3 |. 4

i

-0,5 -0,3-0,1 0,1 0,3 ©,5 6]

§5,(0)  -—-- 5(8)
FIGURA 12,10 - Grafico de 8,(8) e $(8), para 8= (-0,5)(0,1)(0,5)
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0 minimo de S,(®) ocorre uo Trecdor de 8 =-0,4, e o
ﬁ_encontrado serd o EMQ ¢ uma aproximacdo do EMV de 6.

Suponha, agora, que temos um modelo ARIMA(1,1,1), de
modo que temos dois pardmetros ¢ e 8 a estimar. Neste caso,
tanto ¢ procedimento condicional como o incondicional fornece-
rao somas de quadrados que serao funcgoes de ¢ e 8. Estas so-
mas deverao ser calculadas para diversos valores de (¢,8} so-
bre um reticulado conveniente,; por exemplo, sabemos que -1<¢<1

e -1<8<1, logo podemos calcular 5,(4,8), digamos sobre um re-

ticulade como o da Figura 12.11

0,6}— \%\\
AN
N

™

/ \

// /// \\\\ N,

% N
-

N
/
NViB=EanSuN
yd

4

~-0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
—_—

8
FIGURA 12.11- Curvas com a mesma 5Q, para um modelo ARMA(1,1)

Unindo-se os pontos que tém somas de quadrados apro-

ximadamente iguais obteremos curvas de niveis e deveremos en-
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" contrar o par (&,5} que fornece o menor valor de S,(4$.8).

E. Algoritmo de Estimacao Linear

Se derivarmos {12.31) em relacdo aos parametros de
n obteremos sistemas de equagdes nio lineares nos pardmetros
de modo que teremos um problema de estimacdo ndo linear. G que
se faz, entdo, & Linearizer o modelo, expandindo-se fa ] de (12.31)

em série de Taylor ao redor de algum valor inicial Ngp. obten-

do-se uma regressdo dos [at] sobre Xj £ onde
a[at]
X = _—— , onde n = s ey , k=p+q.
j.t an.s S n n (ﬂl nk) P*q
i = 40

Serd necessdrio calcular numericamente estas  deri-
vadas e o procedimento de Marquardt (1963), de estimag@o nio
linear, € utilizado.

Unma descricio detalhada deste métode de estimagdo nio
linear para o caso de modelos ARIMA & dada em Box & Jenkins,

(1970), Capitulo 7. Ver também Draper-Smith (1966), Cap. 10.

F. Variancias dos Estimadores

Para se ter uma idéia da precisio dos estimadores en-
contrados, devemos construir intervalos de confianga para os
parametros. Seja n =(¢.6), de ordem kx1, onde k =p+q. Para N
grande, os EMV tém uma distribuigdo assintdtica normal, de mo~

do que podemos escrever

7 o, Ny (0, V), (12.32)
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onde '
[925(n) 325(n)}
2
3n1 Bnlank
V= 2 . (12.33)
3%5(n) 3%5(n)
?nkanl ang |
Pode-se também provar que o EMV de o2 &
~ S(m)
0; = (12.34)
n

e que para n grande, 52 e ©) sdo ndo correlacionados. SQPsti—
325(n)

e lan s derivadas ~
calcu do a de a—nia—hT

tuindo 0; em (12.33) por 8;
numericamente, obtemos estimativas das variancias dos estima-
dores ¢ estimativas das covaridncias entre o5 estimadores. A
partir das estimativas das variancias podemos obter intervalos
de confianga para os parametros n;, i=1,....k.

Para os modelos mais comuns a Tabela 12.9 mostra as
variancias aproximadas dos estimadores. '

Para a estimagdo (e também verificagdo) do modelo i-
dentificado serd usado o programa ESTIMATE, constante do ESP.
Este programa fornege, entre outras saidas, as seguintes:

a) residuos ﬁt:

) variancia residual estimada‘ag;

¢) desvios padroes dos estimadores ¢ intervalos de con-
fianga (c.c. =95%);

d) estatIstica t para testar .H: n; =03
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TABELA 12.9-Vari§nc_i_as aproximadas para os estimadores
dos parametros dos modelos usuais

Modelo Variancia
AR(1) hr@)=l?2
. R 1-2
AR(2) Var(3,) = Var(3,) = —2
MA(1) Var (@) =%2—
s 1—93
MA(2) var(8,)-= var(g,) = -
ARMA(1,1) Var ($) = ﬁﬁi(_*'}tfﬁ '
S et
. Var (@ = 097 (-98)2 -
. n o {9-8)2

e) matriz de correlacdo das estimativas dos parimetros;
f) auto-correlagdes dos residuos;
g) valores das estatistica Q para testar aleatoriedade dos
residuos;
h) grafico do periodograma acumulado.
Os itens g), f) e h) serdo usados na fase de veri-

ficagdo (secado 12.4).

EXEMPLO 12.6 ~ A estimac@o dos pardmetros das séries simula-
das do Exemplo 12.1, usando o programa ESTIMATE, resulta:
a) Modelo AR(1)
$ = 0,8622;
I.C.: 0,7099< ¢ <1,0145

b) Modelo MA(1)

6 =1,0486
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¢) Modelo ARIMA(1,1) i o
= 0,8064; I.C.: 0,0901 <¢ <2,1802
0,3289; I.C.:-0,0970 <0 <0,7548.

i

[=- =8
]

EXEMPLO 12.7 -‘Retomemos a Série F —Café, para 2 qual identi- . . i

ficamos o modelo ARTMA(1,1,1) de (12.13); com os valores;uuc1als_g'

obtldos no Exemplo 12.3 {continuagido), o programa ESTIMATE for;;:

neceu as seguintés estimativas finais:

T e
) [}

-0,125989

@} -
n

-0.,567614 60 = 21,0408

52 = 0,3721x10%

de modo que o modelo ajustado aos dados €

-.._'_"_(IZL+Q,JZLZ6B)(1-B)Zt = (1+0,568B)at +21,04l.

A Figura 12.12 mostra a - salda do programa ESTIMATE

ool
para “d Serle Fr

Analisando a Figura 12.12 observamos que os inter-

valos de confianca para os parametros sio:

-0,543 <¢ < 0,291,
-0,912 <9 <-0,223,

AMI O rT

CTnr vr =30,820 <o, < 72,900,

0

que indicam que somente g & significantemente dlferente de ze~

ro (veja também os valores calculados da estatistica t, que |

devem ser usados para testar as hipoteses que os verdadeiros
valores dos parametros sac ‘nulos).

Uma possibilidade € considerar o modele (0,1,1) e



- - 283 -

j're-esfimar os7par5mépr65;'outra € cpnsidefar ndo s6 um modelo,
1ﬁas_éiéuﬁé‘médelos é‘eséqlhei aqueie que‘meihof se ajdéta, ﬁ;
iséﬁtidq qué apresentg a ﬁencr variancia residuél. Outro cri-
ﬁéyi§ pode ser_aquele‘que é$coihe o modelolque apresenta o me-
nor erro quaé;ético'médido de previsio. Voltaremos a este as-
sunto no Capitulo 13, mas por ora vamos'nos fixar em-a2
A Tabela 12.10 sumar1za os resultados para aiguns
modelos propostos Segundo‘o critério adotado escolhemos o fio-
delo'(O,l,l), sem termo consténte, ou seja,

(1-B)Z, .= (1+0,472)a,.

INITIAL VALUL(S) UF AUTDRtfHEaSTVF PAHAMETER{(S)

.2000h+00

INITIAL VALUE(S) GF MOvING AVERACE PARAMETER(S)

-, 5700E+Q0D

INITIAL VALUE OF CONSTANT

N «217EE+02

MAXIMUM MUMBER OF ITERATILMS = 100

OROER OF DIFFLRSchku = ;

T

GRDER DF sEAsbNAL DIFFER NFINV

EAE i :,.‘,ul_; BV

oPTI0NS USED o -
STRIRS,0D = 'd

PLCT RESIDUALS
PLCT CUMULATIgE;g%3$gQD§9Am

FIGURA 12.12 - Saida do programs ESTIMATE, Série ¥-—Café,
modelo (},1,;)
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NET KUMBER OF GBSERYATIONS » 1ol
NUMBER OF PARAMETERS = 3

IRITIAL SuN OF SOUARES = +268aE40Y -

PARANETER vALUES vIA AEGRESSION
1 2 3
=y 1ATAE*00

=+5829E000 r2La5F*02

PARAMETER vALUES VIA AREGRESSION
1 2 3

"e1248E°00 =+5680E+00 210802

PARAMETER YALUES VIA REGRESSION
1 2 3
“» J280E*00

=e3076E+00  +210hg402

ITERATION STOPs = RELATIVE CHANGE IN $uw DF SDUARéS LESS THAN

ITERATION NBs 1 | .

SUM OF SCUARES AFTER REGRESSION *  +2068034E%Q7
ITERATION MO+ 2
SUM OF SQUARES AFTER RECRESSION = +26685a8L+07
ITERATION NOs 3
SUM OF SCUARES AFTER REGRESSION ®  +28545486+0T

11000E=05

FIGURA 12,12 =~ continuagao

Passemos, agora,

a série Y, =log Z

g5 Para a qual i-

dentificamos o modelo (12.14). As estimativas finais forneci-

das pelo programa ESTIMATE

[<o3 ) D}

Qr
BN o=

(na Figura 12.13) foram:

0,281972

-0,008140

0,019962

0,008549,



oedenurquos - g1°7T VEADIZ

285

. ¢0+JZR0E = 00+361T6% O00+39ERG=
206 J0RZ e 00+3EF22%= 004321420
£ ’ -2 1

. (SHOWMI *ULS wz_ = % #) SLIWNIT IONIOIINODD X566

20+3g06012°*

: S WHIL INVLISNDD

00+3W19.96%w

SHILANVNVA JOVYIAY ONIAOW

00+3696521"%~

SHALIWVHYY JAISSINHIUOLNY

A
4073947 40 S33493J 94 ¢ S0.31222° = (@30N72x3 SI¥NQLS3Y LS¥IINDd MIVEYSIYNOISIH 40 JINVINYA

H

A273344 40 §73493Y Qe ‘504312220 = (0ICGATIINT SIVNUISIY LSyIgN0d YIVESIVNATSIH 40 FINVIHVA




. --286 -

STANDARD ERROR FaR EAC PAPAMETER (On LINEAR HYPDTHESIS)
1 _ 2 T3

+208EE*00 - +1721E+00 1259 3t0p
T=STATISTIC FUR EACH PARAMFTERn " 98 DEGREES GF tREFCODM
1 -3 3

= 8033E400 ~+3297E+401  «B1L4F*00

CORRELATIUN MATRIX OF PARAMETERG

1 2 : 3
11,0000
2 UeBTe3 1+0000
3 ~0s1409 =0s1251 L3000

FIGURA 12.12 - continuagao
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de modo que o modelo ajustado seria
(1-0,282B) (1-B)Y, = (1+0,008B}a, +0,0199,

Todavia, vaiem aqui as mesmas observagoes feitas pa-
Ta o modelo proposto para a série original; somente &'é sig-
nificativamente diferente de zero (veja os intervalos de con-
fianca na Tigura 12,13). Procedendo como antes, decidimos a-
justar virios modelos alternativos e escolher aquele que for-
nece a menor variincia residual (com estimativas significati-

vamente diferentes de zero). A Tabela 12.11 sumariza os resul-

INITIAL VALUE(S) UF AUTORLTRESSIVE PARAMETER(S)

+2800E+00

INITIAL VALUE(S) OF MUOYING AVERAGFE PARAMETER(S)

~+3000E=01

INITIAL VALUE OF CONSTANT

+1970E°01

MAXIMUM NUMBER DF ITERATIOMS = 100
0DER UF DIFFERENCING = 1
PERIONS PER SEASONAL CYCLE = O

ORDER GF SEASONAL DIFFERENCING = O

OPTICNS USED

PLOT RESIDUALS
PLUT CUMULATIVE PERIOCDOGRAM

FIGURA 12,13 - Saida do programa ESTIMATE, logaritmo da
Série F-Cafe, modelo (1,1,1)
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KET NukBER RF DBSERYATIONS = igl

KUHRER OF PARAMETERS » 3

INITIAL SUK OF SQUARES = +8431E+00

ITERATION KO, 1
-PARAMETER VALUES yIA REGRLSSILN
L ] 3
P26QFEYC0  =.J2ICE=01  +2053p=01
SUM OF SQUARES AFTER REGRESSIDN ®  «83782740+00

ITERATION NO. 2
PARAHETER yALYES v1h REGRESSION
H ‘2 3
«2B43E700 =,5160E=02  +194%0g=g1
. SUM OF SGUARES AFTER REGRESSION ™  +8377481E+00

FTERATION KOs 3
PARAMETER VALUES vIA AEGRESSION

k 2 3
v2820E400 =,8140E=02 +1998g=01
SUH OF SGUARZS AFTER REGRESSION = »3IATTTSEOD

ITERATION STOPS = RELATIVE CudNGE IN SUM OF SQUARES LESS THAN  +10DQE=pS

FIGURA 12.13 - continuagao

tados para os diversos modelos propostos. A escolha recai no

modelo

(1-0,2898) (1-B)Y, = 0,0197 +a_,

Yt = log Zt.

As duas Ultimas colunas das tabelas referem-se aoc es-

tagio de verificagio a ser discutido a seguir.
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STANDARD ERRCR FOr EacH paAPAMLTER (On LINEAR pYPOTHESIS)
1 2 3

33516400 +3506F+00 «1309r=0%
T=STATISTIC FUR EACH PARAMFTER %8 DEGREES OF FREELOM
1 2 3

sB4L6E+00 *=.2325E~01% s 15chpeQl

CORRELATION MATRIX OF PARAMETLRg

1 2 3
1 140000
2 (e9574 10000
3 =0s7108 “0.6819 " lenlp0

FIGURA 12.13 - continuagao

12.4 - VERIFI CAGAD

A. Ap0s estimar o modelo temos que verificar se ele re--
presenta, ou nao, adequadamente os dados. Veremos, também, que
qualquer insuficiencia revelada pode sugerir um modelo alter-
nativo como sendo adequado.

Uma técnica que pode ser utilizada, se suspeitarmos
que um modelo mais elaborado (contendo mais parametros) & ne-
cessirio, & o super-afustamento. Estimamos um modelo com parame-
tros extras e examinamos se estes sao significativos e se sua
inclusao dimiﬁui significativamente a variancia residual.

Este método & Util quandoc sabemos =z priori em que
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direcdo pode estar ocorrende inadequagio do modelo.

A vérificagdo pode ser feita analisando os residuos,

L3Y

Suponha que o modelo ajustado

$(BIW, =

4
D
—
=
—
3
ct

com

Se este modele for verdadeiro, entdo os "erros ver-

dadeiros” a, ﬂ8"1(8)¢{BJWt constituirao um ruido branco.

B. Teste de Auto-correlagao Residual
Estimados ¢ e 8, as quantidades
B, = 87N (B, (12.35)

sao chamados residuos. Se o modelo for adequado os at deverao es-
tar proximoes dos a, e portanto deverac ser aproximadamente nao
correlacionados. Se ik indicarem as auto-correlagoes dos re-

siduos 4., entzo deveriamos ter %k=:0. Em particular,deveria-

t!
mes ter, aproximadamente,

- 1
T N[U,H}, (12.36)

sempre sob a suposigao que o modelo ajustado & apropriado. As

auto-correlactes }k sao calculadas por

? -
a.a
t%t-k
- t=ks+1
2 = E — (12.37)
a
t=1 ¢t

Contudo, o desvio padrao de ?k pode ser considera-

T
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velmente menor que 1/vn, especialmente para pequenos valores

de k, como mostrou Durbin (1970). Ele provou que para um AR(1),
2

Var[?l] z%?, que pode ser bem menor que 1/n. Box § Pierce {1970)

provaram que, para um modelo AR(1l), tém-se

- w Lrq o 2(k-1) ;1 _.2
Var[rk] o E[l ¢ (1=-9<3}1

(12.38)
L

Cov{?i,§j} = 2 6___¢i+j—2(1_¢2]},

1]
onde 6ij & o deita de Kronecker. Daqui, vemos que para k gran-
de ou moderado, a variancia de ?k & aproximadamente 1/n e as
auto-correlagoes sao nao correlacionadas.

D¢ qualquer modo, a comparacgdo de ik com os limites
:2/vn fornece uma indicagio geral de possivel quebra de com-

portamento de ruido branco em a com a condicdo de que seja

t 3
lembrado que para pequenos valores de k, estes limites sub-es-

timario a significancia de qualquer discrepancia.

. Teste de Box-Pierce

Box & Pierce {1970) sugeriram um teste para as au-
to-correlagoes dos residuos estimados, que apesar ndo detec-
tar quebras especificas no comportamento de ruido branco, po-
de indicar se esses valores sdo muito altos.

Se o modelo for aproﬁriado, a estatistica

Q= n

T2 (12.39)
xoy K

Il b~

1

tem uma distribuigdo x? com K-p-q graus de liberdade. A hipd-

tese de ruide branco para os residuos € rejeitada para vale-
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res grandes de Q. Em geral basta tomar as primeiras 20 ou 25

primeiras }k'
D. Teste do Periodograma Acumulado

Suponha que a t=1,...,n sejam observacoes de um

t?

processo estocidstico; um estimador do espectro do processo &

2

2 3 omil) o i
I,(£;) = E[[tzlatcos = t] +[t£13tsen—7r—t) ], (12.40)

0 Sfi s%,chamado periodoghama. Este estimador foi um dos primei-
TOS a serem propostos nos estigios iniciais da Anadlise Espec-
tral de séries temporais, com a finalidade de detectar perio-
dicidades nos dades. Um pico na freqliéncia fi = ﬁ% indica uma
periodicidade de periodo /£, .

Pode-se provar facilmente, usando a definigdo de es-
pectro (ver Morettin, 1979) que se a, € ruido branco, entio
seu espectro & constante e igual a 202 no intervalo [0,%3:

&Y = 742
pa(:) Zda, 0=<f <

o] =

Segue-se que

0, f<0
£ A 1
P (f) = Lpa(g)dg = {2028, 0<f<35
1
2
Ua.’ fz-?f

(ver Figura 12.14). Pa(f) & o "espectro acumulado" (ou funcao
de distribuigao espectral).
Como I(f) € um estimador de pa(f), vem que uma es-

. . = 1 X
timativa de Pa(fj) 2 TT.ilIa(fi) e
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3
. 3
P (D) | nie?

FIGURA 12.14 - Espectro e espectro acumulade do ruide branco

iilIa(fi)
C£;) = 20—, (12.41)
. ng2
& uma estimativa de Pa{fj)/o;; C(fj) € o periodograma acumu-
lado (normalizado).

Para um ruido branco, o griafico de C(fj) ij estaria

espalhado ao redor da reta que passa pelos pontos (0,0) e (0,5;1)

(Figura 12.15).

[N +

FIGURA 12.15 — Valores de C(fj) para ruido branco
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Se o modelo nao for adequade, havera desvios siste-
maticos desta reta. Podemos usar um teste do tipo Kolmogorov-
.Smirnov para avaliar se os desvios observados sio compativeis

ou maAo com o que esperariamos se a, fosse ruido branco.

t
Podemos obter limites de confianga ac redor da reta

tedrica, tragados a uma distincia Ku//ﬁ desta; valores criti-
cos de Kq para alguns valores de a sao dados na Tabela 12,12,
extraida de Box § Jenkins (1970).

TABELA 12,12 - Coeficientes para o calculo de 1imites

de confian¢a para o teste do periodo-
grama acumulado

Aqui, q-= Egél]. Se o grafico de C(fj) cruzar as li-

nhas paralelas numa proporgaoc maior que 1000% de vezes,os re-

sidues naoc serdo aleatdrios.

E. Usc dos Residuos para Modificar o Modelo

Suponha que 0s residuos bt do modelo ajustado

d
0 . .
¢0(B)A Zp = BO(B)bt (12.42)

nac sejam aleatdrios. Usando o método de identificagdo da se-

¢do anterior podemos descrever os residuos através do modelo

E(B)Aabt = E(B)at. | (12.43)

Substituindo (12.42) em (12.43) temos um novo mode-



1o

d. d

o(FRIA "oz, = 0, (BYF(B)a,, (12.44)

cujos residuos sdo aleatdrios, e que deverd ser ajustado aos
dados, O ciclo de identificacao, estimacadao ¢ verificagdc deve
ser continuado, até que um modelo satisfatdrio seja encontra-

do.

EXEMPLO 12.8 - Na Figura 12.12 temos as auto-correlacgdes re-
siduais, ;k’ valores da estatistica Q para K=12, 24 e 36 "lags"
e o grafico do periodograma acumulado,.para o modelo ajustado
(1,1,1) (Série F —Café).

Todos sugerem que os residuos sioc aleatdrios e o mo~
delo € adequado. O mesmo ocorre com o modelo (1,1,1) ajustado
para o logaritmo da série, analisando a Figura 12.13.

- As Ultimas duas colunas das Tabelas 12.10 e 12,11 in-
dicam se os residuos s@o aleatdrios ou n3o, baseados em ¢ e
no pericdograma acumulado, para os diversos modelos ajustados.
Vemos que todos os modelos considerados sao adequados, segun-
do estes dois critérios.

Conforme indicado por Box § Jenkins (1970) e outros
autores, estes dois testes nio sao poderosos e s30 portanto
pouco sensiveis para detectar afastamentos da suposigio do rui-

do branco.

12.5 - MODELOS SAZONAIS

Nao ha, em principio, nenhuma dificuldade adicional

na identificagao, estimacdo e verificagZo de modelos sazonais.
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A diferenga & que temos que diferengar a série com respeito a
Ae 612 (por simplicidade, estamos considerando s& séries men-
sais com o periode s =12) & fim de produzir estacionariedade.
Com isto obtemos valores para d e D.

Depois, inspecionamos as fac e facp amostrais da s&-
rie adequadamente diferengada, nos "lags" 1,2,3,..., para ob-
ter valores de p e q e nos "lags" 12,24,3¢,..., para obter va-
lores de P e (, selecionando-se, desse modo, um modelo tenta-
tivo.

Vamos ilustrar c processo iterativo com um exemplo.’

EXEMPLO 12.9 - Vamos considerar a Série A -Leite, com 60 ob-
servacdes, apresentande uma periodicidade aparente de s = 12
meses; 48 observacoes serdo utilizadas para a identificagao e
estimagdo e as 12 Gitimas servirzo comé base para comparar as
previsoes.

A Tabela 12.13 traz -as auto-correlagdes e auto-cor-
relacdes parciais estimadas da série e de varias ‘diferengas,
simples e sazonais.

As Figuras 12.16, 12.17 e 12.18 ilustram algumas des-

tas auto-correlagdes e auto-correlagoes parciais.

Analisando a Tabela 12.13, observamos nitidamente a
presenca de correlacbes altas nos "lags" 6, 12, 18 e 36, tan-
to no correlograma para Zt comg para AZt. Ignorando-se este fa-
t0, a Figura 12.16 poderia sugerir um modelo (2,0,0) para

Zt'

A Figura.12.17 sugere que devemos analisar a série
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W, =AA . 0 grafico das auto-correlagdes e auto-correlagoes

128t
parciais de Wt (Figura 12.18) mostram que os valores de %jnos
"lags" 2 e 12 sic malores que os limites de confianga, o mes-—
mo ocorrendo para gjj nos "lags" 2 e 12. Isto sugere o modelo

SARIMA (2,1,2) XCl,l,l)lz. As médias amostrais das diferentes

séries {dadas também no PDQ) sdo:

Z.: Z = 136,9 (sg =149)

=

[}
=
[

= -0,0334 (S% =50,5)

=g
=
(3]
=

. -
= 0,207 (s =22,7).

Admitamos wy =0, logo Bd‘=0. Segue-se que o modelo

identificado =S

(1—¢1B-¢2B2)(1-¢1B12)(1—B)(1-B12)Zt - (1-913-9232)(1-91312)at (12.45)

Utilizando-se o programa ESTIMATE, obtemos as seguin-
tes estimativas para os parametros do modelo, juntamente com

os respectivos intervalos de conflanga:

%, = 0,378, -0,054 < ¢, < 0,806
9, = -0,539, -0,644 < ¢, < -0,434
6, = 0,697, 0,398 <6, < 0,995
62 = 0,486, -0,034 <8, <1,00
2, =.-1,00, ~1,00 <%, <-1,00
él = 0,763, 0,561 <él < 0,964
G2 = 4,049
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Observamos que ¢1 e &, nao sao significativamente di-
ferentes de zero, e que 51 =1,00, o que mostra que uma raiz do

polindmio
2 12
(1-6,8-4,8%) (1-0,8'%) = o

estd sobre o circulo unitdrio, isto &, sobre a regido de nio
estacionariedade. Portanto, o modelo ajustado seria
(1+0,5398%) (148t yw, = (1-0,697B) (1-0,7638'%)a_,
(12.46)
_ _ _nl2
W, = (1-B) (1-B'9)z,.

Contudo, dada a existéncia de uma raiz sobre o cir-
culo unitarie, devemos tomaf mais uma diferen¢n sazonal, para
eliminar a nao estacionariedade,

Analisando-se a fac e facp de W, = AAiZZt (Figura
12.19) vemos que o‘modelo sugerido por elas &

12)2zt = a (12.47)

(1-B) (1-8 £

ou seja, Aﬂizzt g ruido branco.
A Figura 12.20 também indica que outro modelo alter-
nativo para Z,_ & ‘

(1-B) 2 (1-B1%y%7, .- a-

£= g (12.48)

A Tabela 12.14 mostra outros modelos alternativos a-
justados para a Série A, Todos mostraram-se adequados segundo
os critérios da estatistica Box-Pierce e do periodograma acu-

mulado. (A Tabela apresenta também o erro quadratico médio de
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previsdo a ser discutide ne Capitule 13). Segundo o critéric de variancia
residual, o modelo SARIMA (Z,l,Z}X(1,1,1}12 sem 60 & o preferido, ao pas-
so que o modelo SARIMA(Z,l,l)x(l,l,ljlz sem 80 e ¢1 € o melhor, segindo o
critério de EQM de previsdo. Dado que estes dois modelos apresentam para-
metros nao significativos, deveriamos escolher o modelo SARIMA(2,1,2) x
(1,1,1}12, sem ¢1 e 60, segundo o critério de variancia residual
(4,421} e o modelo SARIMA{Z,l,Z)X[l,l,l)lZ, sem ¢1, 91 e 60’

segundo o critério EQM de previsao (75,02).

12.6 - FORMAS ALTERNATIVAS DE IDENTIFICAQEU

Un dos maiores obstdculos 3 utilizagio da metodolo-
gia apresentada anteriormente, na construc3o de modelos ARIMA,
estd na identificac@o. Virios pesquisadores,usando a mesma S&-
rie, podem identificar modelos diferentes.

Outras propostas de identificagiao tem sido apresen-
tadas na literatura. Nesta segdo vamos fazer uma breve rese-
nha delas, sem apresentér detalhes. Os leitores interessados

poderao consultar as referencias fornecidas.
A. Procedimento MAICE (minimum Akaike information criterium estimation)

Akaike (1973, 1974) sugere escolher o modelo que mi-
nimiza o AIC (critério de informac3o de Akaike), que para mo-

delos ARIMA(p,d,q) & dado por

- N
AIC(p.d.q)} = N log "2*.31:&’2 (p+q+1+6d0) +N logZw+ N, (12.49)

onde
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A dificuldade da aplicagao do método & que temos que
ajustar um nimero grande de modelos. Por exemplo, se O <p=<2,
0=d=<2, 0gqx52, temos que estimar, ao todo, 3 x3x3 =27 mo-
delos e para cada um deles calcular o AIC. Um pacote de com-
putador desenvolivido por Akaike et. al.(1979) ,chamado TIMSAC-
78, contén _programas especialmente desenvolvidos para este fim.
Ver também Czaki (1977) e Mesqulta e Morettin (1978} para e-

xemplos de aplicagao.

B. Procedimento CAT (criterion autoregressive transfer function)

Parzen (1976) sugeriu usar a quantidade

1 P T-j T-p
CAT(p) = ¢ 1 — = (12.50)
j=1 Te%  T5
j 93 95

e. escolher a ordem p do processo AR(p) que minimiza (12.50}.
CAT(0) & definida por -1-1/N. Em (12.50), ; € a variancia resi-
dual para o modelo ajustade de ordem j.

C. Procedimento de Anderson para AR(p)

Anderson {1963) desenvolveu um procedimento de de-
cisio miltipla que consiste em testar seqiiencialmente os coe-
ficientes do modelo onde & estabelecido a priori que a ver-
dadeira ordem p* do modelo satisfaz m £p* sM. Os testes sdo ba-
seados na estatistica t de Student. Para detalhes Ver Ander-

son (1971), Capitulo 5 ¢ Mentz et., &l. (1980).

D. Procedimento de Gray, Kelley & Mclntire

Gray, Kelley & McIntire (1978) apresentam um proce-
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dimento de identificacao de modelos ARMA, através de inspe-
¢ao de matrizes apropriadas, calculadas em funcdo das auto-
cofrelagaes. Uma rotina de computador que calcula estas matri-
zes (chamadas "R e S arrays'") € apresentada no artigo acima.
Ver também Woodward § Gray (1978) para uma aplicacio 3 série

de manchas solares.

E. Procedimento de Nerlove, Grether & Carvalho

Nerlove,Grether & Carvalho (1979) oferecem um pro-
cedimento alternativo para identificar modelos ARIMA a partir
das auto-correlacoes somente. Tenta-se separar as partes AR e
MA do processo; transformando a série original Zt de tal modo
gque ela possa ser aproximada por um processo MA puro.

Os detalhes deste procedimento e um exemplo sdo da-

dos no Apéndice B.
F. Fungao de Auto-correlacdo lnversa

A funcdo de auto-correlagdo inversa {faci) foi in-
troduzida por Cleveland (1972) como um auxiliar a mais na ta-

refa de identificar e estimar modelos para séries temporais.

A faci, segundo Cleveland, € definida em termos do
reciproco do espectro da série. Um tratamento mais intuitivo,

no dominio do tempo, & dado por Chatfield (1979).

-No Apendice D apresentamos os conceitos essenciais
sobre faci., Para aplicacgOes ver McClave (1978) e Mcleod et al.

(1977).
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12,7 - PROBLEMAS

1.

8.

Prove que, se pj =¢|jl, [4] <1, entao

L 1 [ase?) (1-¢23y . 257,
Var(rj) = TT[ - 234 J],

1-¢42
em particular, Var(r,) ﬁﬁ%(1—¢2).

Prove que Var(rj) dada no Problema 1 converge para

) .
f%[%;%?] quando j + », se |¢|<<i.

— = (1+1‘1)
Prove que, para um processo AR(1}, Var (W) E_ETT:F;T'

. Mostre como sio obtidas estimativas preliminares para

o5 parametros de um processo AR(1),MA(1),AR(2),MA(2),
e ARMA(1,1).

Obtenha os valores constantes da Tabela 12.8.

Suponha que um programa de identificacdo forneceu os

seguintes resultados:

J 1 2 3 b 5 6
rj | -0,82 0,41 -0,12 0,08 -0,09 0,05
5}] -0,82 -0,43 -0,05 0,25, 0,20 0,12

N=100, Z=-0,08, S% =2,40. Identifique um modelo pa-
ra Zt e obtenha.as estimativas preliminares dos para-
metros. .

Considere o modelo (1-¢B)Zt_=(1-9B)at. Mostre que

a) Ze =(1+¢B)(1-6B)at, se ¢ pequeno;

b) Z, ={1+(¢-8)Bla,, se ¢ e & sdo pequenos.

Sob que condicOes um modeloc ARMA(2,1), da forma



10.

11.

12.

13.

- 318 -

(1—¢1B-¢232)Zt =(1-8B)at, pode ser reduzido a um mo-

delo AR(1), por motives de parcimonia?

Suponha que o mcdelo proposto para uma série fol um
MA(1l): queremos verificar se um modelo mais-elaborado
¢ justificavel e para isto super-ajustamos um modelo
MA(2} e um modelo ARMA(l,1) segundo ar tabela abaixo.

Qudl modelo super-ajustade € justificavel?

Modelo Estimativas Variancias 52
das parametros das estimativas a
MA(1) 8=o0,7 0,009025 0,892
MA(2) §1= 0,81 0,002604
§2=0,15 0,0144 0,856
ARMA(1,1) ¢ = -0,54 0,03802
8 = 0,27 $,03920 0,845

Obtenha as formas para os intervalos de confianca pa-
Ta os parametros de um processo AR(1) e de um MA(L),

utilizando os resultados da.secao 12.3 (F).

Para o Exemplo 12.7, verifique os intervalos de con-

fianga para os parametros ¢ e 6, dados pelo programa

ESTIMATE (Figura 12.12).

Suponha que para um modelo ARIMA(1,1),com N=152, ob-

temos:'$ =0,85, ) =-0,6, d2=0,086. Obtenha interva-

2
a
] de con-

los de confianga para ¢ e 8, com coeficiente

fianga 0,95.
Considere o processo MA{l):Wt =(1—8B)at ¢ suponha que

as auto-covariincias de W, sejam conhecidas e indica-



14.

15.

16.

17.
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das por Yj(w}. Queremos estimar 0 e 0;.
a) Mostre que se (8%, c;*J & uma solucdo, entdo

Che

*,BZG;*) tambeém &;

b) mostre que dos dois modelos, correspondentes as so-
lugoes de a), um ndo & invertivel;

c) mostre que o modelo nao invertivel pode ser escri-

to na forma We =(1—6*F)et. onde Var(et) =Var(at).

No problema anterior, mostre que

= T 2
ap =W v W ) 0% vl

= 2
ey =W+ BN 1 +0%W, o+ ... .

Considere os dez valores de Zt dados na Tabela 12.6,
Calcule a soma de quadrados incondicional para o pro-

cesso ARIMA(1.,4,1),

(1—¢B)Wt = (I—BB)at,

_.d = - =
Wt =A Zt' supondo E(Wt) =0 e ¢=0,5, §=0,7.

SUGESTAO - Use Eét] para gerar as previsoces de Wt para

tris e depois [at]. Despreze [W_j],paraj>4.

Suponha que o modelo ajustado para Z, tenha sido
6Z, = (1-0,5B)b,,

mas os residuos b, nio sido aleatdrios. Se o modelo pos-
teriormente identificado para bt foi um IMA(0,1,1), com

§=-0,8, qual o modelo que devemos considerar parazt?

Suponha que os resIduos obtides, ajustando-se o mode-

lo AZ, =(1—0,6B)bt a uma série com N =127 cbservacoes,



18,

19.

20,

- 320 -

forneceram as seguintes auto-correlagdes:

k

] 2 3 4 5 6 7 8 8 1C

Fk(b) -0,40{ 0,02|-0,07{-0,01{~0,07!~0,02( 0,15(-0,07) 0,0410,02

a)

b)

c)

Verifique se hd valores anormais.

Use o teste de Box-Pierce para verificar se o mo-
delo €& adequado,

0Os residuos sugerem que ¢ modelo deva ser modifi-
cado? Em caso afirmativo, qual o modelo deveria ser

considerado?

Considere a Série B ~Ml do Apendice A.

a)

b)

Utilizando um programa de identificacdo, sugira um
ou mais modelos adequados para a série; obtenha as
estimativas preliminares para os ﬁarﬁmetros.

Obtenha as estimativas finais para os parametros
do(s) modelo(s) através de um programa de estima-
¢io; verifique se o(s) modelo(s) & (sao) adequa-

do(s).

Mesmas questoes do Problema 18 para a Série C - IPI.

Use o procedimento de Nerlove et al., do Apendice B,

para identificar um modelo para a série que formece os

dados da tabela abaixo.

k 1 2 3 4 AI 5 3 7 8
zZ, 0,99 0,98l 0,97| 0,96| 0,95| 0,94} 0,93] 0,93
Azt 0,35| 0,10} 0,00{-0,16|-0,24|-0,22{~0,12| 0,01
AA1zzt 0,29| 0,02{ 0,00(-0,11|-0,137-0,08( 0,05 0,10

continua
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conclusac

k 9 10 11 12 13 14 15 16
Zt 0,92| 0,92| 0,91 0,90} G,89( 0,88!{ 0,87| 0,86
Azt 0,07| 0,17{ 0,20 0,16| 0,02; 0,00(-0,06}-0,15
AA12Zt 0,07} 0,11(-0,02(~0,46(-0,17| 0,01]| 0,00!-0,02

k 17 18 19 20 21 22 23 24
Z, 6,85 0,84! 0,84| 0,83| 0,82| 0,82 0,81 0,81
AZt -¢,13|-0,0%9|~0,08| Q,01| 0,00| 0,04 0,08] 0,11
AA1zzt 0,01| 0,04(-0,02} ©,00| 0,00|=0,07|=0,07|-0,02

FONTE: Nerlove et al. (1979), p. 209.

Obtenha as estimativas dos parametros do medelo iden-
tificado no Problema 20. Verifique se o modelo & ade-

quado.

A tabela abaixo di as distancias percorridas por avices

do Reino Unido, de janeiro de 1063 a dezembro de 1970.

Série de milhas percorridas por avides do Reino Unido (milhares)

Meses| 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 [ 1969 [ 1970

Jan. ©6.827| 7.269| 8.350| 8.186| 8.334| 8.63%9| 9.491[10.840
Fav. 6.178] 6.775| 7.829| 7.444; 7.899( 8.772( B8.919}10.436
Mar. 7.084] 7.819} 8.829| B8.484| 9.92924110.894|11.607{13.589
Abr. 8.162] B8.371| 9.948; 9.864[10.078|170.455| 8,852(13.402
Mai. 8.462| 9.069(10.638{10.252|10.801(11.179(12.537[13.103
Jun. 9.644110.248|1%.253)12.282(12.950(10.588|14.759|14.933

Jul. |10.466131.030(11.424]131.637{12.222110.794}13.667{14.147
Ago. [10.748110.882|11.391111.577(12.246112.77013.731|14.057
Set. 9.9637110.333(10.665]12.417]13.281|13.812{15.110(16.234
Out. 8.194| 9.109| 9.396] 9.637|10.366(10.857|12.185|12.389
Nov. 6.848( 7.685} 7.775| 8.094| 8.730| 9.290]10.645{11.595
"Dez. 7.027) 7.602) 7.933| 9.280| 9.614[10.925(12.161[12.772

FONTE: Kendall (1973).
a) Identifique um ou mais modelos para a série.

b) Obtenha as estimativas preliminares dos parametros
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de cada modelo.

Obtenha as estimativas finais dos parametros para
cada modelo.

Através da andlise das aute-correlagbes dos resi-
duos, do periodograma acumulado e da estatistica Q
verifique quais modelos sao adequados.

Escolha o melhor modelo, segundo o critério da va-

riancia residual minima.



CAPTTULOD
PREVISAO COM MODELOS ARIMA

13.1 - INTRODUGAO

No capitulo anterior vimos a filosofia de constru-.
cdo de um particular modelo ARIMA(p,d,q) ou SARIMA (p,d,q) x
x (P,D,Q)lz. Veremos agora como utilizar o modelo identifica-
do e estimado para fazer previsoes.

Como ja sabemos, estamos interessados em prever um

valor Z h =1, supondo-se que temos observagoes ""Zt—Z’

t+h’
Leq1r2¢s atd o instante t, que & chamada onigem das previsdes.
Ver Figura 1.4.

) Avpreviséo de origem t e horizonte h serd denotada
por it[hl.

Vamos supor o modelo ARIMA(p.d,q) escrito nas trés

formas bdsicas estudadas no Capitule 11, com t+h no lugar de
t:

a) forma de equagao de diferencas:
Zean = Bpfpan-1t et P Epealuanop-d T ®1Pten-1 T
(13.1)
- ‘ezat+h—z T T Bdat"'h"q + at"‘h;

b) forma de choques aleatdrios:.
-323~
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t+h 0

Pon 7L Peanoy®y 7 L Ve

(13.2)

onde ¥y =1 e os demais pesos wj sio obtidos de (11.13).

c) forma invertida:

Ziep = Zlnj2t+h_j *a (13.3)

j_

onde 0s pesos T sdo obtidos de (11.16).

13.2 -CALCUL_O DA PREVISAO DE ERRO QUADRATICO MEDIO MTNIMQ

E razodvel supor que Zt(h} seja uma fungido das ob-
servagoes até o instante t, Zt’zt-l""’ conseqiientemente,por
(13.2), serd uma fungado de BBy _q5en- . Ainda mais:éuponha que

Zt(h) seja uma fungdo £{near. Se indicamos a melhor previsdo por

: Zo(h) - M WA Vgt T (3.4)

queremos determinar os pesos w; que minimizem o EQM de previ-

siao. Este € dado por

- ® s 2
- z - - *
BLZ¢pm2¢ (M1 E[jzowjat+h—j j£0¢h+jat—jj

usando (13.2}) e (13.4). Notando que a primeira soma pode ser

escrita ¥ wh+jat_j,van que o e de previsac € dado por
j=-h

ee(h) = Zy - Ze(h) = Yo2tah * V13¢eh-1 *
(13.5)

+

L - -jzo(wh+j—wﬂ+j)at_j.
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Portanto,

Bleg(h)1% = (L+ud+...+yg )02,
(13.6)

[+:]
’ W Y242
+ j£0(¢h+j Viey) ok,

devido ao fato de que os a, sdo nio correlacionados. Segue-se
que (13.6) &€ minimizado se ¢ﬁ+j =wh+j'

Portanto, a previsdo de EQM minimo € dada por

Ze(h) = wpap + g8 g Feee = j£0¢h+jat_j (13.7)
e 0 erro de previsdo (13.5) fica
et(h) = at+h'fwlat+h—l ... +¢h—lat+1' (13.8)
Também,
Zeap = €, (M +Z (h),  h21. (13.9)
Vamos denotar por
L2pepd = BLZp 120520000+ 10 (13.10)

Entio, temos as seguintes conclusoes:
a) Zt(h) 7 [Z;,,])> usando (13.9); ou seja, a previsac de

EQM & a esperanca condicional de Z dadas as obser-

t+h’
vagoes passadas da série;

b) de (13.8), temos que [e, (h)1=0 ¢ variancia do erro de
previsdoc &

Vs
V(h) = (T+pi+pd+. . vpp_ )oks (13.11)
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c) o erro de previsdo a um passo &
et{l} = Zt"'l - Zt(l) = at‘t"l’ (13'12)

0 que nos diz que os ewros de previsdo a wn passe sA0 RAC
corrnelacionados;

d) no entanto, os erros de previsao para intervalos de
tempo maiores que um serdo correlacionados, o mesmo
acontecendo com os erros de previsdo para o mesmo ho-
rizonte h, de diferentes origens t e t-j (ver Proble-

mas 3 e 4).

13.3 - FORMAS BASICAS DE PREVISAQ

Podemos expressar a previsao Zt(h) de trés maneiras,
utilizando as diversas formas do modelo ARIMA, dadas na segao
13.1.

a) Previsdo utilizando a equagdo de diferencgas.

Tomandc esperanga condicional em (13.1) obtemos

Zt (h) = §lZiapgd ..t Ep+d[2t+h-p—d]

(13.13)
- 8y fag, pq3--nt - eq[at+h-q]+[at+h]‘
para hz1l. Aqui, devemos utilizar os seguintes fatos:
(2,0 = L (K, k>0,
B =0 13.14)
lag 1 = 9, k>0,

[at"'k] = at"‘k’ k=0,
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EXEMPLO 13.1 - Suponha que o modelo construido para uma

temporal zl""’ZN foi um ARIMA(0,1,1),

AZy = (1-0,8B)a..
Entiao,
AZt+h = (1-0,8B)at+h,
ou seja,
Zeah = Zean-1*2¢+n 0082041
Entio, obtemos
Zt(l) = Zt + 0 —U,Bat = Zt -O,Sat,

2,(2) = Z,(1}+0-0,8x0 = Z.(1),

Z,(h) = Z,h-1), h> 2.

série

Vemos, entdo, que para um modelo IMA(1,1) a previ-

sdn a um passo é obtida utilizando-se a Gltima observacio e o

erro de previsdo a um passo, de origem t-1, isto &,
8y = Iy -2 (1),

e as demais previsges (a dois, trés, etc., passos) sdo

iguais a it(l). (Figura 13.1).

todas

Ou seja, para todos os horizontes de previsio, a fim-

cdo de previsio 2t(h) € uma reta paralela ac eixo das abcis-

5as5.
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e X ——>Et00

t+3 t+5 t

<
[a]

FIGURA 13.1 -Fungho de previszo para um processo MMA(1,1)

b} Previsdo utilizando a forma de choques aleatdrios.

De (13.2) temos

2o(h) = pqlag, g g3 ¥ vplag,p ol t o P ¥p gl *

(13.15)
+ wh[at]+... +[at+h].
c) Previsdo utilizando a forma invertida.
De (13.3) obtemos
Zt(h) = jzlnj[2t+h_j] +[at+h]' (13.16)

EXEMPLO 13.2 - 0 modelo MA(1)

Z, .~ (1-8B)at

pode ser escrito em termos de a, como

-1 v i
a, = (1-0B) "Z, = iz (6B)7Z,,

1
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de modo que

— 2
Ze = apgv0L B0 5t ...

Segue-se que previsdo de Z feita no instan.e t, é dada por

t+h’
Z,(h) = 0z, (h-1) +8%Z (h-2) + ...,
ou seja, '

~ - j-». s
2. (n) 6%, (h-), h>0.

lit~18

j=1

13.4 - ATUALIZACAO DAS PREVISOES

Vamos calcular as previsoes de Z feitas a par-

t+h+1
tir de duas origens:
a) t+l: Zt+1(h) = what+1.bwh+1at'kwh+2at—l *..- (13.17)

b) t: Zt(h+1} = wh+lat'*wh+23t-l+ e (13.18)

Subtraindo (13.18) de (13.17) temos que

Zt+1(h) = Zt(h+1j +what+1. (13.19)
Assim, a previsdo de Zt+h+1’ feita no dinstante t,°
pode ser atualizada quando um novo dado, Zt+1’ € observado.

Peste modo, faremos a previsgo de Zt+h+1’ na origem t+1, adi-r
cionando-se a Et(h+1) um miltiplo do erro de previsao App1 =
= Zt+1' Zt(l).

EXEMPLO 13.3 - Seja Zt um processo AR(1),
Zt = ¢Zt_1 tag.

0 valor da série no instamte (t+h) &

Zesn = ®lpapo1 T Ben
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€ a previsde deste valor, feita no instante t {origem} &

Zt(h} = ¢Zt(h-l], h>0
ou seja,
P . hs _,h
Z,(h) = ¢72,(0) = ¢'Z.,  h>0.
Analogamente,

T, (1) = of _ (1) = P2 (1)
& subtraindo it_l(h+l) de Et(h) temos
- - _ h o~
o) -2, (h+1) = 672 -2, 4 (1)]
€ Ccomo Zt;-it_l(l) =a,, vem que
I (h) =3,  (h+1) +¢la
t t-1 t*

EXEMFLO 13.4 - Consideremos o logaritmo da Série F - Café,pa-

Ta a4 qual ajustamos o modelo ARIMA(1,1,0).
(1—0,289B)(l—B)Yt = 0,0197 tag,
(13.20)

Y, = log Zt’
ou entao, no instante t+h,

Yt+h = 1,289Yt+h_1-0,289Yt+h_2-+at+ha-0,0197_

' Tomando esperanca condicional, encontramos
Yt[hg = 0,01974-1,289[Yt+h_13—-0,289[Yt+h_2]-+[at+h]. (13.21)

Segue-se que as previsoes de origem t sdo dadas por:
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Y. (1) = 0,0197+1,289Y, - 0,280 __

1
Y. (2) = 0,0197+1,289?t(1)-o,zsgyt, (13.22)
7.(3) = 0,0197 + 1,259?t(2) - 0,289, (1),

isto &

?t(h) = 0,0197+1,239Yt(h-1) - o,zag?t(h-z), n=3,4,5,....

Na Tabela 13.1 temos as previsdes feitas a partir da
origem t =102 (junho de 1978) para h=1,2,...,12 (isto &,pre-
visGes para os restantes 6 meses de 1978 e os primeiros 6 me-
ses de 1979).

Entao, por (13.20),

YlOZ(lJ = 0,0197 +1,289Y - 0,289Y101 = 0,0197 +

102

+

(1,289} (7,5788) = (0,289)(7,5042) = 7,6201,

YlOZ(Z) = 0,0197 +1,289Y102(1} -0,289Y102 = 0,197 +

+ (1,289)(7,6201) - (0,289)(7,5788) = 7,6517, etc.

0s demais valores de ?t(h) estao na Tabela i3.1, o=
cupando a diagonal da matriz 12x12.

No momeﬁfo que obtemos o valor Yip3 poderemos atua-
lizar as previsdes, conforme explicado acima.

Como
ap = Y -¥ (1),
podemos calcular

a103 = Y103-Y102(1) = 7,5283-7,6201 = -0,0918.
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Para a atualizacgdo, usamos (13.19). Precisamos, en-
tao, calcular os pesos wj’ j=1,...,12.

Sabemos que devemos ter

£(B)v(B) = 8(B),

ou seja,
[1—1,289B+0,289B2)(1+w1B+w2B2+...) = 1.
E facil ver que obtemgs:
Yy = £ -6, = 1,289
Yy = €1$1-F€2— 62 = (1,289)%-0,289 = 1,372,
q}3 = Elwz + E’Zwl - 83 = {1,289)(1,372) + (-0,289)(1,289) = 1,395
e em geral,

IIJJ = Ellpj'l + Ezlf"]_z te.l t E]_)"'dlpj—P'd-Bj.

Os restante valores de ¢j estdo na ultima linha da
Tabela 13.1.
Usando (13.19) temos:

Y103(1) = YlOZ(Z) *Yi8y95 = 7,6517 + (1,289)(-0,0918}

77,5334,

¥

103(

I3

2) = ¥y0203) +¥pay05 = 7,?805-+(1.372)Fip,0918)

7,5545, etc.

Estes valores atualizados ocuparao a diagonal abai-
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X0 da diagonal principal da matriz 12x12Z da Tabela 13.1.

13.5 - INTERVALOS DE CONFIANCA

Sabemos como calcular a varidncia do erro de previ-
sgo0, que € dada por (13.11). Para podermos determinar um in-
tervalo de confianca para Zt+h’ serd necessario fazer uma su-
posicao adicional para os residuos; ou seja, além de supor que

= = 2 = -
E(at) 0, Var(at} o, bara todo t, e E(atasj 0, t=s, supo
Temos que at'vN(O,G;), para cada t.

Segue-se que, dados os valores passados e presente da
série, Zgrlenys--»» @ distribuigdo condicional de I,y serél
N(Z, {(b),V(h)}.

Logo,

Zt+h -Zt(h}

U = ——~N(0,1) . (13.23)
[V(h)31?

e fixado o coeficiente de confianga vy, podemos encontrar um va-

lor uy, tal que P[-uY<U<uY) =+y. Ou seja, com probabilidade ¥,
-~ L ~ 1
Zt(h}-uY[V(hJ] sZt+h.sZt(h)-+uY[V(h)]2. (13.24)

Em V(h), o valor U; ndo & conhecido e € substituide
por sua estimativa G} obtida no estdgio de estimagdo do mode-

lo. Deste modo, obtemos
. Al o, _ h-1 T
- pa z pos z
L (W) u, 8, |:1+j£1lpj:| £Z 452 (h}+ u, S, |:1+jzltpj:| . (13.25)

EXEMPLO 13.5 - Podemos determinar o intervalo de confiancga pa-

ra Yt+h no Exemplo 13.4, para cada valor de h, usando (13.25).
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Assim, para h=3,

V(3) = (1+93+92)52, onde 52 = 0,008462

(ver Tabela 12.5).
Logo,

V(3) = (1+1,2892+1,3722)+(0,008462) = 0,03845.

Para v = 95%, temos U, =1,96, portanto (13.25) fica

T.05) - (1.96)I¥(3) 1 s ¥, =¥, (3) + (1,96) [V (3) 1%,
ou seja,

7,6805- (1,96)(0,198) SYt+35 7,6805+ (1,96} (0,196
de modo que o intervalo de confianga para YiDS serd

[7,2963; 8,0647].

Da mesma maneira podem ser obtidos intervalos de con-

fianca para Y Y,,,» etc. Observe que a variincia aumenta

t+l’
com h, logo as amplitudes destes intervalos aumentario a me-
dida que nos afastamos da origem t, caracterizando o aumento

da incerteza das previsGes para h passos a frente, h grande.

13.6 - SERIES SAZONAILS

A previsfo para um modelo sazonal multiplicativo &
obtida de modo andlogo dquela de um modelo ARIMA(p,d, q), uti-

lizando uma das tré&s formas da segdo 13.1.
EXEMPLO 13.6 - Suponha que o modelo ajustado seja

(1-B) (1-B12)z Z, = (1-8B)(1- eB )at,
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ou seja, um modelo SARIMA(U,l,l)X(O,l,l)lz.
Desenvolvendo, temos que, no instante t+h,

2., =17

t+h Z

t+h-1 © “t+h-12 ” Zish-13 " Pgeh T

= 08 0.1 "% en-12 T 898 ipa130

Portanto, a previsao de EQM minimo feita na origem

Ze(h) = [Zy4p 93 * E2pypoqplh - #0802 g2l

onde continuam a valer as regras (13.14).

Se h=4, temos
Zt(4) = Zt(S) fzt_g--Zt_g--Oat_S +69at_9,

ou

E(4) =13+ Z_g-7, o~ O[Zy gL, o(1)1+600Z, o-Z, (D],

t-2

do que decorre, finalmente,

B (4) = 2,(3) +0L,_g(1) - 902,10 (1) + (1-0)Z,_g - (1-63)Z; g-

.

Intervalos de confianga e atualizagdes das previsoes

sio tratados como nas secgdes anteriores.

13.7- TRANSFORMA(}BES E PREVISCES

‘No Capitule 11 ji discutimos o papel das transfor-
macoes, a-fim de tornar uma série estaciondria e destacamos uma
" classe geral de transformagbes (Box-Cox), da qual a logarit-

mica & caso particular.
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Se Z, & a série original, seja Y, =g(Z,) uma trans-

formacido (instantanea, que ndo envolve Z j=1) de Z,. Uma

t-3°
das principais razoes de se fazer uma transformagic & QUe Y,
pode ser Gaussiana e, neste caso, a previsfo Otima (no senti=
do de minimos quadrados) & uma funcdo linear das observacdes.

Em Economia, & comum termos séries com tendéncia na
média, de modo que tomando-se diferencas obtém-se séries es-
taciondrias., Mas se a variancia aumentz com o tempo, sO tomar
diferencas pode nao ser suficiente ¢ uma transformagdo dos da-
dos devera ser tentada. 0 usual, para séries econdmicas,é to-
mar una diferenca do logaritmo da série original. Para que a
transformagfdo logaritmica seja apropriada a média e o desvio
padrdo (ou outra medida de variabilidade) deverdao ser propor-
cionais, conforme Figura 11.2 {neste caso, A =0J),

0 problema que se apresenta € o de obter previsdes

para Z dado que temos um modelo para Y, e temos previsoes

t+h’

. para

Yoo = 8024,y (13.26)

Uma maneira "ingeénua" de proceder & considerar a e-

quacao {13.26) e substituir previsdes por valores futuros:

¥, (h) = g(it(h)). (13.27)

Depois, tentamos obter it(h) em fungao de ft(h) a

paitir de (13.27); em particular, se g admite inversa, temos

que

2, = g hE ).
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Por exemplo, se

Y, = &n Z. ' (13.28)
- Yt .~ -
entao Z, =e e uma previsao para zt+h sera
N ¥ _(n)
Z,(h) =e " (13.29)

Contudo, pode-se demonstrar (ver Granger § Newhold,
1976) que, no caso de Y, ser Gaussiana, a previsdo otima nes-
te caso &

F_(n)+iv (M)
et v, (13.30)

onde Vy(h) =Var[et(h)], sendo et(h) o erro de previsdo Yt+h -
- ?t(h). Vemos,entdo, que o procedimento (13.29) conduz a pre-
. visoes viciadas e como conseqiiencia o efro quadrdtico médio
de previsdo aumentara.

Se Yt =log Xt segue um modelo ARIMA, entao sahemos

que a distribui¢ao condicional de Yt+h’ dado o passado, e

N(?t(h),vy(h)} e um intervalo de confianca para Yt+h’ com coe-
ficiente de confianca 95% sera
Y (h): 1,96[\7),(}1)1*. (13.31)

Daqui, segue-se que um intervalo de confianca para

Zi,y,» com coeficiente de confianga 95% serd

- ‘_-‘I - - 1
yt(h)-1,9s[vy(h)]? ‘ Yt(h)+1,96[vy(h)]E

(e , e ). (13.32)

Lembremos que Vy(h) 2 a estimativa de Vy(h), com U;
substituido por suz estimativa 8;, no ajuste do modelo para

Y, .



- 339 -
13.8 - EXEMPLOS DE APLICACAO

Nesta segdo vamos apresentar as previsdes para as
duas séries estudadas no Capitulc 12, uma sazonal e outra nio

sazonal.

EXEMPLO 13.7 - Primeiramente, vamos considerar a Série F - Ca-
fé, para a qual conrsideramos virios modelos, mas escolhemos os

dois 'melhores".

a) para a série original: ARIMA(0,1,1)
(1-BYZ, = (1+0,472)a, (13.33)

Na Tabela 13.2 temos as previsdes 12 passos a fren-
te, com origem t =102. Bstao também indicados os intervalos de

confianga (c.c. =95%), o valor real e o erro de previsao.

0 erro quadratico médio de previsio, dado por

-it(h)J", t =102, (13.34)

, 12
EQMp, = ijrhzlfzt+h

e igual a 92.903,12.
Na Figura 13.2 temos o grafico de Zeo Zoapo zt(h) e

dos limites de gonfiancga.

b) para o logaritmo da série: ARIMA(1,1,0)

(1-0,289B) (1-B)Y, = 0,0197 +a,, (13.35)

Yt = log Zt‘

A Tabela 13.3 apresenta as previsoes de Y. =log Z,,
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FIGURA 13.2 - Previsbes para a Série F - Café, a partir do modelo
(1,1,0) (Saida do Programa FORECAST), origem T =102

12 passos a frente, com origem t'=102, juntamente com os 1i-

mites de confianga, o valor real e o erro de previsio.

Neste caso, o erro quadritico médio de previsdo &
EQMPt = 0,0281, C ot =102.

Na Figura 13.3 temos o grifico Y., Yiahe ?tﬂﬂ e dos
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FIGURA 13.3 - Previstes para o logaritmo dg Serie F - Cafe, a partir
do modelo (1,1,0) (Saida do Programa FORECAST), origem
t = 102

limites de confianga.
O programa tamb@m gera as previsdes para a série o-
riginal Z,, a partir das previsdes a série Y. A Tabela 13.4

e a Figura 13.4 mostram os resultados correspondentes.

Observamos que, ajustando-se o modelo (13.35) para
o logaritmo da série e obtendo-se as previsdes através de
N ¥, {h) -
Z;(h) =e t , obtemos um erro quadratico medio de 239.003,09

(obtido da Tabela 13.4), que & superior ac obtido usando-se a
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FIGURA 13.4 - Previsoes para a Série F — Cafe, a part1r do modelo
(1,1,0) ajustado para o 1ogar1tmo da série (Saida do
- do Programa FORECAST) , origem t = 102
série original, o que era esperado, dado o que foi exposto na
se¢do anterior. Cy .
Portanto, se nosso c;itério fosse escolher um mode-
lo de previsdo que fornega o menor EQMP, o modelo (0,1,1) para a .

série original seria o preferido.

EXEMPLO 13.8 - Vamos considerar, agora, a Série A — Leite, do
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Exemplo 12.9. Nas Tabelas 12.4 ¢ B.2 temos os varios modelos
ajustados para a série. Se o critério a ser utilizado para es-

colher um modelo & o EQMP, entdo o modelo &UHMA(ZJqU)x(D,l,l)ly
2 12 _ 12
{1-0,07iBR+0,486B°) (1-B) (1-B )Zt = (1~0,725B )at (13.36)

seria o preferido, pois o EQM de previsdo obtido para ele foi
¢ menor, 33,11. Por outro lado, como ¢1 € mnio significativo

neste modelo, o modelo SARIMA(Z,I,O)X(O,I,I)IZ,

12

(1+0, 48282 (1-B) (1-812) 2 (1-0,727B%)a (3.37)

t t
deve ser também utilizado, pois seu EQM de previsio & ligei-
ramente superior (33,61), enquanto sua variancia residual &
menor do que a de (13.36).

As previsoes com origem t=48 ¢ h=1,2,...,12, para
os dois modelos acima estdo nas Tabelas B.3 e B.4 do Apéndice
B.

Vale a pena observar que o modelo que melhor se afus-

TABELA 13.5 - Previsdes para a Sérje A - Leite, a partir do
3 mode: 1o (2,1,1)*(1,1,])12, sem 6, e ¢,
. I

h Zt+h(_) zt(h) Zt+h(+) Zith et(h)
1 149,897 157,120 164,343 149,280 -7,83987
2 151,574 162,185 1 172,797 149,760 -12,4253

3 | 139,236 | 150,346 § 161,456 | 145,270 -5,07600
4 136,686 148,180 159,674 142,800 -5,38043
5 | 131,437 | 144,281 | 157,124 | 132,880 |+~11,4008

6 | 123,689 | 137,842 | 151,994 | 129,910 -7,93156
7 { 117,006 | 131,773 | 146,540 | 127,500 -4,27316
8 | 119,106 | 134,427 | 149,748 | 134,060 -0,367089
9 | 119,305 | 135,471 | 151,637 | 135,970 0,4987
10 115,940 132,933 149,927 138,430 =-5,49654
11 | 127,074 | 144,672 | 162,270 | 144,820 0,148064.
12 | 143,132 | 161,301 | 179,471 | 151,560 -9,78126
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quanto que seu EQM de previsdo € um dos maiores (440,73).

e (13.37) foram identificados usando o procedimento de Nerlo-

Notamos, também, que os "melhores” modelos (13.36)

ve et al.

SARIMA(Z,l,l)X(l,l,l)lZ, que forneceu 8;= 5,822 e o terceiro

Na Tabela 13.5 temos as previsoes para o modelo

melhor EQM de previsao, 50,60/

13.9 - PROBLEMAS

1.

Obtenha a funcao de previsio {Zt(h),h=l,2,...} para os

seguintes modelos,utilizando as trés formas do modelo

ARIMA ou SARIMA:

= 2 - = -
a) VZZt-(1—0,9B+0,5B }at c} (1 O,GB}AZt (1 O,SB)at

b) (1-1,8B+0,8B%)Z =a,  d)A;,Z,= (1-0,6B )a,.
Obtenha zt(h) em termos de Zt-l(h) para um médelo
IMA(0,1,1). '
Prove que

0, jzh

Corr(et(h),et_j(h)) * Th-1 sl .
izjwiwi_j / iéomi: 053— -

. Prove que

h-1
~ E l'p]_wj+]_
Corr (e, (h) ey (h+j)) =

= =T n+3-1 < °
[:Zowi* %0 w;] |

mn=
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Prove que, para o modelo IMA(1,1), a previsio pode ser
escrita nas seguintes formas:

a) Zt(h) = Zt_l(h)-khat

b) Zt(h) = Azt +(1—AJZt_1(hJ,

com A =1-8,

Considere o modelo Zt =0,82t_1 +atf com atﬂaN(O,l).
a) Obtenha Z, (h), h=1,2,3,100

b} Calcule V(h), h=1,2,3,100

¢} Suponha os dados:

t 1 2 3 4 5 6 7

Zt 0,66 0,57 0,66 =-1,47 -1,38 -1,9 -0,7

Calcule 27(}1), h=1,2,3,100.

d) Obtenha intervalos de confianca para Zg e lg-

. Suponha que, no Problema 6, obteve-se Z8 =-0,46.

a) Calcule Zs(h), h=1,2, usando (13.19);

b) calcule as'previsﬁes de a) diretamente.

Considere os dados da Série B - Ml do Apéndice A. Uti-
lizando os resultados do Problema 18 do Capitulo 12,
obtenha as previsdes para 1980, utilizaﬁdo os modelos
estimados. Escolha o modelo que fornece o menor EQM
de ﬁrevisio.

Mesmo problema para a Série C -IPI (ver Problema 19 do

Capitulo 12).

Suponha que um modelo ajustado para a Série F - C(Café

seja ARIMA(1,1,0), com ¢ =0,354 ¢ 62=10,2822x10%. Ob-

2
a
tenha previsdes zt(h) para t=102 e h=1,2,...,12.0b-



11.

12.

13.
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tido o valor Z,,4., atualize as previstes. Obtenha in-

tervalos de confianga para 2103, 2104 e 2105.

LaCN

Prove (13.32).

Se Y~N(u,02%), entdo X tal que log X =Y terd uma dis-
- 249 : 2 52

tribuicdo Log- nommak, comE(X) = o /2 e Var(X) = B0 (e® -1).

Baseado nesta definicao, prove que se Y, =log Z,,e Y,

& Gaussiano, entio

= 1
- ¥, (h)+35V., (h)
i.(h) =e " Yy

Z?t(h) +Vy(h) ‘Vy(h)

Vz(h) = e [e -117.

.

Considere a série do Problema 22 do Capitulo 12. Obte-
nha as previsoes para o ano de 1971, utilizando os mo-
delos considerados adequados. Escolha aquele modelo que

fornece o menor EQM de previsao.
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