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INTRODUCZO

O objetivo destas notas é dar a classificagﬁo das super-
ficies (dimensao 2) compactas. Para atingir tal objetivo Ffazemos
uso de um conceito muito importante em Topologia Diferencial: as
fungdes de Morse, Assim, o teorema de classificagBio mostra o pro
funde envolvimento entre as fungdes de Morse e as "formas" das su
perficies. R

Exceto ﬁelo.teorema de classificagao tudo o que fizemos
para superficies se generaliza para dimenstes superiores v. [ L&)
e [Mi2]. Para uma visfio geral sobre problemas de classificagHo
v. [BCL] pg. 427-441.

A classificagao das - superficies de um ponto de vista di-
ferente do apresentadé aqui pode ser encontrado em [Ma] para su-
perficies compactas (v. também [Z]) e em [R] para superficies ndo-
compactas. Em [P], pg. 88, se encontra uma boa introdugfo & his-
téria da génese da classificagio das superficies compactas,

Dividimos estas notas em tres capitulos. No primeiro da-
mos uma re%isﬁo de continuidade e diferenciabilidade no Rnl Ne
segundo tratamos de superficies diferencidveis e vdrios conceitos
nelas definidos: orientabilidade, equagdes diferenciais e soma

conexa. Enquanto que no terceiro capitulo introduzimeos as fun-

gges de Morse g fazemos a classificagao das superficies compactas.

Estas notas surgiram de um curso regular que é dado no
Departamento de Matemdtica da PUC-RJ para alunos do dltimo semes-

tre do bacharelado. Quero agradecer a todos os meus alunos do
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ano de 1978 pela cooperaggo, em especial a Elaine Ramos Jubé e
Suzana Pessoa de Queiroz Falcin que fizeram redagEes prelimina-
res.

Agradego também a Carlos Frederico Borges Palmeira que in
sistin para que eu escrevesse estas notas, a Jacob Palis Junior
que deu vdrias sugestoes para melhoré-lasie a Welington de Melo
que, pacientemente, len o manuscrito, corrigindo varios erros e
sugerindo vdrias modificagdes.

Agradego ainda a Giocdana Holanda gue, dedicamente, fez tp
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CAPITULO 1

TOPOLOGIA DO RD

Neste capitulo daremos uma revisdo daquilo que consideramos
essencial saher da topologia do R para compreenszao da classifica-
g8o das superficics. Para maiores detalhes v.[L2] e [S].

n- . .

R = 1[p = (xl,...,xn); X, € R, 1= 1,2,...,0} € um espa-
go vetorial real com as operagaes (xl,...,xn) + (yl,...,yn) =
= (xl+yl,...,xn+yn) e A(xl,...,xn) = (kxl,...,lxn), A € R. Po
demos tornar R um espago euclideano definindo o produto inter-
no ((xl,...,xn),(yl,...,yn)) = X1¥y *eset X ¥ . A partir deste
produto interno definimos a norma |p| = /{p,py.

S(Rm,Rn) = {T: FMa rR"; T ¢ linear] € também um espago

vetorial real com as operagbes (T+S)ep = T.p + S+p e (A.T).p =
= A.(T.p), A ¢ R (usaremos para transformagoes lineares a nota-
gao T.p em vez de T(p)). Podemos definir uma norma em

S(Rm,Rn) pondo

Il = sup {]Tep|s |p} = 1}.
Sendo e;,...,e ~ a base candnica do R e €110yl @
de R", podemos escrever T(ej) = I t? ;s J=1,...,m, Assim,
i=1 ’
fixadas as bases canonicas de Rm =] Rn, podemos associar a ca-

da transformaggo linear T: R™ + R" a nm-upla (t?) (que também

pode ser pensada como a matriz (t;)). Portante £(R™,R") & iso-

nm . .
morfo a R , ou seja, a aplloagao
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a: £(R™,R™) 4 R

T —= (T} = (ti)

& linear e bijetiva.

n
A partir da norma ] | de R , podemos definir uma dis-

«

tdncia em Rn pondo d(p,q) = |p-q . Uma hola aberta de raio r

e centro p € R® & o conjunto
n
B(p,r) = {q € R ; d(q,p) < r}.

guande p = (0,...,0) usaremos a notacio B{r) em vez de B(p,r}.

A n . o n
Uma sequéneia em R~ & uma aplicagac f: N+ R,

nt—»f(n) = P> onde N & o conjunto dos mimerces naturais. Usa-
remos para sequéncia f as notagﬁes (p.) N (p ) ou, por
. n n
ncénN

abuso de linguagem, diremos, a sequéncia I

Diremos gue uma Sequéncia (pn) €N é convergente para

n
pe RY se, dado & > O, existir n € N tal que p, € B(p,¢)
a . . 1
para n > n . Por exemplo, as sequencias reais p = 5 @€
sen n

q, = —pj— convergem para zZero.

Uma sequéncia (pn) é de Cauchy, se dado € »> 0 existe
n, € N tal que d(pn,pm) < ¢ para todo m,n > n_. E (p,) ¢
dita limitada se existe = > 0 tal que [pl,...,pn,...} = B(r).
A préxima proposigdoc dd algumas propriedades das sequén-

. n
cias de TR,

Proposigdo 1.1 - Sendo (pn) uma sequencia em R", temos que

a. Se (pn) converge, & para um inico ponto.
b. (pn) é convergente se e sé se (pn) ¢ de Cauchy,

c. {p,)} convergente implica (p,) limitada.



Demonstragdo:

a} Supenhamos que '(pn) tenha dois 1imites diferentes p e q.

Tome ¢ > 0 tal que B{p,g) N B{g,e} = ¢ (basta tomar
1 , o '
€ f §-d(p{q)). Existe entSo n tal que p ¢ B(p,g) e

p, € B{q,e)} para todo n > n_, o que dd uma contradigio.

b) Seja (pn) convergindo para p, entfioc dade ¢ > 0, exis-
te n_  tal que d(pn,p) < %— para n > n_ . Assim
a(p,,p,) < d(p ,p) + d(p .p) < & se myn > n, e portanto (p_)

¢ de Cauchy. Que (p, ) de Cauchy implica {p,) convergente, &

decorréncia de que em R tal fato & verdadeiro.

c) Se ‘(pn) converge para p, entlo existe n, tal que
p, € B(p,1) para n > n_. Seja M= max{|pl|,...,|pn0|,

|p| + 1}. se tomarmos r >N, temos que {p,,...,p ...} < B(r).

Quando (pn) converge para p  usaremos a nota§5o P, 4 p

ou 1lim P, = P
. ‘ m n ~ n .
Beja i1 XC R + YCR umg fungao ¢ b &€ R°. Diremos
que b & o limite de f(p) quando p . tende para pP,» Se para

toda sequéneia p, -+ P tivermos f(pn) + b.

Um subconjunto A C Rn é aberto se para todo p & A exis
te r = r(p) > 0 tal gque B(p,r) € A. Dai podemos escrever
4= U B(p,r(p)). Uma vizinhanga de um ponto p € R" serd sim-
PEA
Plesmente um aberto contendo p.
Exemplos de conjunto abertos s3oc R' % = {x € R; x > 0},
que é aberto em R, e A = {{(x,y)} ¢ R2; x2+y2'< 1, ¥ > 0} a=-

berto em Ra.
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A colegﬁo [0} dos subconjuntos abertos do Rn satisfa=zem

as seguintes propriedades:

a) ¢, RMea

b) Se AK' A € A, & uma famflia qualquer de elementos de @,
entae U A, € G-
AcA
n
c) Se AlsesayA €0 entda _ﬂl Aj € G,
i=

Por sabisfazerem as propriedades a), b} e c) dizemos que
a colegﬁo G des subconjuntos abertos do R" definem uma topo-
logia em r".

Observamos aqgui que se em £(Rm,Rn) definirmos a distancia

dl(T,S) = ”T-S“ e considerarmos as bolas abertas e os abertos de

. . s . . n
finidos de maneira andloga & que foi feita para R, a coleggq

Gl de abertos de S(Rm,Rn) satisfard as propriedades a), b) e ch
Diremos também que G, é uma topologia em & (R",R™).
Diremos que F C R" & fechado se A = EF é aberte., Por

2 ~
exemplo: {(x,x); x € R} e [(x,¥) € R"; x = 0] s8o subconjuntos
fechados de R2.
A oolegﬁo F dos subconjunitoes fechados de Rr:l satisfazem

propriedades duais daquelas satisfeitas pelos abertos, ou seja:

I

a;) R, €3

bl) Se T, M€ M, € uma fam{lia arbitrdria de fechados, en-
tdo [ F“ € 3F
el n
cl) Foyeen,F € F implica ile F, € 3.

Uma caracterizaggo dos subconjuntos fechados do R® em
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"
termos de sequéncias é a seguinte:

;o n .
Proposigao 1.2 - F o R ¢ fechado, se e somente se, dada uma se-

quéncia p, € F com p =+ p entac p € F,

Demonstragﬁo: Suponha que F € fechado e que existe uma sequénaw

P, € F tal que P, 4 p com D € F. Entdo p € EF‘

e este é aberto, existe € > O tal que B(p,e) c EF‘, ou seja
B(p,e) nerEa= 5 o e Jf ma contradigao com o fato de que
p, * P.

Por outro lado se ¥ nao é fechado entio existe p € EF

tal que para tode € > O +temos gque B(p,e) N F £ 4. Seda i

[

- i
€ = e escolha p_ € B(p,%ﬁ. A sequéncia p  converge para

n
p ¢ F, o que dd uma contradigio e termina a prova da proposigio. !
|

. n B
Dade um conjunto X< R, chamamos ao conjunto

X

1}

n
{pe R; & Pu £ X com P,

~ p} de Techo de X. E fdcil ve-

rificar que F @& fechado se e s§ se F = F. Se XcC Y, dizemos

que X & denso em Y se X = Y. Por exemplo {(x,y)ERz; x > 0}

¢ denso em {(x,y) ¢ Rz; x2 0} e X=0q° (@ o conjunto dos ng

. ; . n
meros racionais) & denso em R .

0 interior de um subconjunto X & R° ¢ dado por

540
1l

{p€ X; 3¢ » 0 tal que B(p,e)c X}, Como exemplos,

0
=¢ e se X = [(x,v); x2+y2 £ 1 e |x| < 1} entic X = B(1).

Do

Uma colegao importante de subconjuntos de R & aquela

dos compactos., Um subconjunto K < R & compacto se & fechado
n
e limitado s°°1 = {(x,s000sx ) € RY; T x2 = 1} ¢é compacto,.
1 el i=1 i
E fédcil verificar que se K; e K, sao compactos entdo K, XK,
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também &.

Uma cobertura aberta de X c R & uma colegio de abertos

AR < Rn, » € A, tal que X< U Al' Por exemplo se
hEA
X = (0,+») @ R, a colegdo A = (n,n+%), n=0,... & uma
=4
cobertura aberta de X; esta cobertura tem a propriedade de que

retirado qualquer A da coleg@o naoc teremos mais uma cobertura
de (O,+m).
Uma das propriedades mais importantes dos conjuntos com-

pactos é o teorema a seguir:

Teorema 1.1 (Heine-Borel) - ke RY 4 coempacto, se ¢ somente se,
toda cobertura aberta de K tem uma subcobertura £i
nita, isto €, se Ay M E A, ¢ uma cobertura de KX entlo exise

r
tem A,s;...5h,, tais que K€ .Ul A’\i'

1=

Para uma demonstragao deste teorema v. [L5] ou {Mu].

Proposigio 1.2 - Se K & compacto ¢ FcC K & fechado entio F

é compacto.

Demonstragﬁo: K sendo compacto é limitado e portanto F & limi-
4

tado; como, Ppor hipétese, ele é fechado segue que

é compacto.

Uma outra nogiic imporkante é a de conjunto conmexo, X c R

é conexo se ndo existem abertos ndo vazios A,B R com
AN B=¢ etaisque AN XZ@, BN XZL0 e X = (anx) y (=nx.

Quando X é desconexo, o par A, B & chamado uma desconexio de

X. D* = {(x,v) ¢ R2; x2+y2 = 1} & conexo, enquanto

-

X = [(x,y) ¢ Rz; x £ 0} & desconexo, uma desconexido para X &
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A= {(x,y) € R%; x< 0], B=((x,v) ¢ R*; x> 0].

Proposigio 1.3 ~ Seja X desconexo e A, B uma desconexao de X,

Se YC X é conexo, entae Y< A ou Y B.

Demonstragao: Suponhamos que YN A £ ¢ e YN B £ ¢. Como
Y = {yna) U {(¥nB) e (¥Yna) n (¥YNB) = ¢ teriamos
uma contradigao com o fato de Y ser conexoc, © gque prova a pro-

posicgdo.

Proposigdo 1.4 -~ Se X< Y« X e X & conexo entioc Y & conexo.

Demonstragdo: Suponha que Y ndo é conexo e seja A, B uma des-

- conex&o de Y, Como X & conexo segue-se da propo
siggo anterior que X C A ou X < B. Supondo que X C A temos
Xc B ecomo AN B = ¢ segue-se que XN B =¢. Dafi YN B = ¢.
E portanto YNB = ¢ pois Y ¢ X, contrariande o fato do par A, B

~ .~
ser uma desconexac de Y e provando a proposigao.

Como aplicagdo da proposigdo anterior é fdcil mostrar que
1 - .
Y = {{x,¥); v = sen T x> 0} U ({03x[-1,1]1), & conexo bastanto

para isto tomar X = {(x,y); ¥ = sen %, x > 0}.

Proposigﬁo 1.5 - Se‘ XK' A€ A €& uma familia de subconjuntos
conexasde RT e N Xy # ¢ entido U X, é
AEA AEA
conexo.

Demonstragdo: Seja X = U X, e p,E€ N X, . Suponhamos que

AEA AEA
X ndo & conexo e seja A, B uma desconexao de X.
Como X)L é conexo para todo A € A segue-se da Proposiggo 1.3

que Xk C A ou XR C B. Se Xi © A para algum X € A entao
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Xk C A para tede XA € A, i1sto porque Epo [= XA’ para todo A€Ah.
Dai X < A, e que did uma contradigdo e prova a proposigio.
Observamos que tudo o gue foi feito até agora depende so-
mente da nogao de aberto em " e portanto podemos transpeortar
todas as definigdes e proposigdes para £(Rm,Rn) cujos abertos

foram definidos em termos da distancia dl'

Dado X C Rn, os subconjuntos abertos de X sao, por de-
finigde, aqueles da forma AN X onde A & aberto em £ da
mesma forma como antes os fechados de X s#o0 os complementares
de seus abertos.

Sejam X R" e YC R, uma fungio f: X+ Y & conti-
nua se f-l(A) é aberto em X, quando A é aberto em Y.

Nesta definig3o que acabamos de dar podemos substituir
X ou Y, ou ambos por subconjuntos de £(Rm,Rn) que teremos as no-
goes de continuidade correspondentes a estes casos.‘

As fungaes 7 R2 = I, (x,y)hq-x+y e m: R2 + R,

P

conti

{11

(x,¥)— xy sidc fungBes continuas. Vamos mostrar que m
nua., Se AC R § aberto, entdo dado z_ € A existe € > 0 tal
que (zo—e, zo+c) C A. Seja (xo,yo) com m(xo,y;) =z, e tome
a tal que |x i,|y | < a. cComo [m(x,y)-m(x_,v )| < |y]|[x-x_| +
s x| ly=y | temos que (x,v) € B((x,,v,),5) 0 ({x,v); |y| < )

-1

implica m(x,y) € (zonc, zo+g). mogo m "~ (A) & aberto se A &

aberto, donde m & continua.

s m o .
As projegdes m.: R + R, (xl,...,xm)k+ x; s8o aplica-
¢%es continuas porque n7l(a) = R x oA x RM(141) 4 aperto em

1

R" se A & aberto em R,
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Proposigaoc 1.6 - Se f: X+ Y e g: Y=+ Z s3c continuas entdoe

feg: X+ Z & continua.
Demonstragio: (fog)-l {A) = g_l(fﬁl(A}).

Proposiglo 1.7 - £f: X + R, p h%(fl P)sese,f (P)) ¢ continua se

e somente se cada f X+ R é continua,

. 3
1

i = 1,2,...,n.

Demonstragdo: Se f é continua entao f, =m.°f é continua, por
Sl A INS Al i

ser composta de fungdes continuas. Por outro lado,

-1

como T f_l

Al XeooX An) = £, (Al) N...Nn f;l(A) segue=-se que se 0s

f,, i =1,2,...,n, saa continuas entdo f & continua.
Se f,g: X+ R -sido fungbes continuas, entdo frg: X -+ R,

P f(pl+g(p) e f.g:s X+ R, pe=1(p).g(p) também sdo. Com

effeito f+g e f.g podem ser escritas como compostas de fungaes

continuas
x {£:8) pyr 5. R x (£28)  pem Mg
frg = s (f,g) f.g = me(f,g)

Podemos deduzir entfo que um polindmio a n varidveis
i i i ‘.
{ x )= x, 7 x, 2 x ™ & uma fungBo
PRl i siex L2 T m ¢
172 T m

continua por ser produto e soma de fungaes continuas.

n ~
Se considerarmos S(Rm,R ) teremos que as projegoes

T,k I(Rm,Rn) -+ R, (aij)heia. ; sAao fungSes continuas. Assim

L4 LE
o determinante det: £(Rm,Rn) + R, Al»det A, é, por sua prépria
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defini¢@o uma fungio continua. Uma consequdncia interessante des
te fato € que o conjunto das aplicagSes lineares inJjetivas

m _n . .
Jc £(R ,R") & aberto. Basta considerar o caso em que m< n,
pois se m > n tem-se J = ¢. Se A, = (aij) € J entdo existe
uma submatriz, mxXm B0 de AD tal que det Bo # 0 e portanto
existe € > 0 tal que det(b°+el) # 0 (onde I € a matriz iden

tida mxm), o que mostra que 3 & aberto.

Proposic3o 1.8 - Seja f: XC R" 4+ Yo R' uma fungio continua.

&) A continuidade de f & equivalente a ¥ & Y fechado im-

plicar f—l(F) fechado, para todo fechade F.
b) Kc X compacto implica f£(K} compacto.

¢} Ccec X conexo implica f(C) conexo,
Demeonstragaos

a) Seja A = Ef; entio £ 1(A) = f_l([:F) = C f‘l(F). Dai a

equivaléncia entre a continuidade e a afirmagio feita.

b) Se A, X € A, & uma cobertura aberta de fr(K), entdo
f-l(Ah), A€ A, é uma cobertura aberta de K e portan-

to existem Ao, A ses..sh tais gque K & f'l(A Y Uesal f'l(A )

_ 1% 2 r Ay Ap

-,

e por conseguinte f(XK) 4 U...u 4 , o que mostra que X ¢
1 T

compacto.

c) Suponha gque f{C) & desconexo e seja A, B uma descone-
x3c. Come f & continua, f-l(A), f-l(B) 6 uma descong

xdo de €, o que contraria o fato de € ser conexo.

A esfera 52 = {(x,y,2) € RB; x2+y2+z2 = 1} §é compacta e
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2 . -
cenexa, Para ver que S é compacta, considere a fangao

3 R3 + R (x,7v,2)—=f{x,y,2) = x2+y2+zz. f & continua e por-
tanto S° = f-l(A) é fechada; como s* s limitada segue-se gue
ela é compacta. Para ver que s® ¢ conexa, seja

p? - [{x,¥); x2+y2 £ 1} e consideremos as aplicagdes

2 2 s {1 .2
@,§: D° 4+ 57 definidas por o(x,y) = (x,y,/1-x -y2) e Y(x,v} =
2 2
= (x,y,-J1-x"=¥v"). D2 sendo conexo e ¢ e VY sendo continuas,

segue-se que m(Dz) {(x,¥.,2) ¢ 52§ zz= 0} e ¢(D2) =

= {(x,v,u) ¢ Sz; z £« 0} sao conexos. Como w(Dz) n ¢(D2) P

3

temos que s? = w(Dz) U w(Dg) € conexa.

»

Uma aplicagio f: XC R" 4+ YC R" & aberta se f(A) &

aberto em Y, quando A é aberto em X. Por exemplo. a projegﬁo

Ty R2 + R, (x,y)r=x & uma aplicagBo aberta, Com efeito seja
2 .

A aberto em R” e x ¢ ﬂl(A). Seja y_ tal que (xo,yo) € A,

entio existe € > 0O tal que o retdngulo (xo-e, x0+€) X

x (v, -, Y, +€) © A e portanto (xo—e, x +€) ﬂl(A), o que mos-

tra que T, é aberta.

Uma das nogbes mais importantes em topologia é a de homeo-
morfismo: f: XC R. 4 Y& R & um homeomorfismo se £ & bijeti-

-1

va, continua e f é continua; dizemos entdo que X e Y sao

homeomorfos; usaremos a notagdo X =, Y.

Q

Exemplo 1 - Seja p = (0,0,1), 52-[p] ¢ homeomorfa a R-. 0 ho

meomorfismo é dado pela projegao estereogrdfica em re

lagaoc ao plano z = -1 (que ¢ identificado a R2), v. fig. 1.1,
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FlIGURA 1.4

oz R® o Szu{p} ¢ a aplicagdo definida por

2x 2y x2+y2—h)

CP(X-:Y) = ( Ty s 5o .
xT+y 4l x4y Tl

x2+y2+h
Exemplo 2 = R* - {(0,0})} e sSIxrR s8o homeomorfos, v. fig. 1.2.
f3 Rz—[(O 0)} - sixr, p—{2r, log |[p|) §é um ho-

’ v

meomorfismo

2. o
R . £ (S

FlQURA 1.2

Proposigio 1.9 - Se f: X 4 Y ¢é continua, bijetiva e X €& com-

pacto entdo f é um homeomorfismo.
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Demonstragdo: Basta mostrar que f é aberta j4 que ela é conti-

nua e bijetiva. Se A & aberto em X entdo X-A
é um lechado contido no compacto X e portanto X-A & compacto.
Dai f(X-A} & compacto, logo fechado, donde concluimos que F(A)

. L e
e aberto, o gue demonstra a proposigaoc.

Dada uma relaggo de equivaléncia ~ em um conjunte S,
podemos considerar o conjunto gquociente S/u das classes de equi
" . m , .
valencia, Se S C R é converiente construir modelos de S/~
1 ~ . . n
em R, embora este nao esteja contido em nenhum R . Mostra-

remos depois gque definindeo adequadamente a nogao de aberto em

S/~ & possivel em muitos casos definir um homeomorfismo entre

8/~ e o seu modelo euclideano.

Exemplo 3 - Seja I = [0,1] e defina a relaggo de equivaléncia ~
da seguinte maneira: a) se x,x #£ 0,1, x~ x' se
2 -
e sé6se x=x'3 b) 1~ 0, Unmmodelo de I/~ em R @& dade

pelo circulo da fig. 1.3 (b).

o I 1
Bl
(a)
th)
FlIGURA 1.3

Exemplo % - Bm @ = [0,1]x[0,1] defina a seguinte relagdo de e-

quivaldncia: a) se x £ 0 e x' £ 1 defina



! I

{(x,%) ~ (x',¥") seesédse z=x' e yv=vyv"3 b} (0,v) ~ (1,¥)

se e 6 se ¥y = ¥ . As setas na fig. 1.4 (2) indicam como identi

ficamos os lados do quadrade Q.

U

(a) 8 s)
EIGURA 41.4.

Exemplo 5 - Em @ = [(0,1]x{0,1] defina outra relagdo de equivaléi
cia: a) se x £ 0 e x' £ 1 entio (x,y)~ (x ,.¥v)

se @ sése x=x e v=v13 by (0,v)~{1,v) se e sé se

v o+ y' = 1. Ou seja, as classes de equivaléncia dos pontos inte-

riores a @ sé contém o prdprio ponto e os pontos da forma (0,y)

-

sdo identificados a (1,1-y). O modelo de Q/~ em R? & a fai-

xa de Moebius, v. fig. 1.5.

¢ (0,4} o

/“
o} -
4 (1 f “"3)

(o)

FIGURA 1.5
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Exemplo 6 - Ainda em @ = [0,1]x[0,1] defina a seguinte relagio
de equivalénecia: a) se x,x' # 0,1 e vy £ (0,1)

defina (x,y) ~ (x',¥") se x=x" e y=1y3 b) (x,0) ~ (x,1);
ey (0,¥y) ~ (1,v). 0 modelo de Q/~ em R> & o toro T, »
v, fig. 1.6.

“+

@ by ()

FIGURA 1.6

Exemplo 7 - Novamente em @ = [0,1]x[0,1] a relagdo de equivalen-
cia é definida por: a) se x,x’ Z0,1 e v,y 4 0,1

entdo (x,y) ~ (x",¥') se x=x" e y=y"3 b) (x,0) ~ (x,1)

se x=x'; ¢) (0,y)~ (1,¥) se y +3y = 1. Um modelo de

Q/~ em R® & dado na fig. 1.7 {¢). A @/~ <chanamos garrafa de

Klein.

(a) B

(e
FIGURA 1.7
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Observamos que P, € a unifo de duas faixas de Mdbius i-

dentificadas peleo bordo. Para ver isto basta notar gue na fig.

1.8 S e 5 vao dar faixas de Moebius em P2.

1 2

AT

3/4 i

N AR MR

FlauraAa 1.8

Exemploc 8 - Em 52 = {{x,yv,z} € Rj; x2+y2+22 = 1] defina
{x,y,2) ~ {x’,¥",2") seesdse x=x', y=y,
2 =2 ou x=-x, y=-y, z=-z'. Ouseja, a relagio de

equivaléncia consiste em identificar pontos antipodas de Sz.

Geometricamente as figuras 1.9 {(a), (b}, (e¢) e (d) dio as suces-
3

sivas transformagSes de 52 para um medelo de Szﬂw em R”.

Sz/u é chamado plano projetivo.
FIGURA 1.9

{aY

R\ ™
A

)
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Se ~ & uma relagdo de equivaléncia em 5 C Rn, denotamos
[pl = {qg€ S; g~ p}. A aplicag8o T: S =+ S/~, pe=[p], chama-
mos de projegdo. Um subconjunte A C S/~ & dito aberto se
T_l(A) é aberto em S; ou seja, definimos os abertos de S/~
impondo a condig¢Zo de que a projegdo T seja continua, No Exenm=

_l(

1 . .
plo 6, A = T(B(E) N Q) é abertc porgque T A) & aberto em Q,

hachuramos T-l(A) na fig. 1.10.

FIGURA 1.10

Uma vez que temos a noggo de subconjuntos abertos de §/~
podemos definir c que significa wna fungEo continua definida ou

. n
tomando valores em S/w, do mesmo modo que definimos em R cu

£(r",RM).

Proposigdo 1,10 - f: S/~ - R" & continua se e somente se

n
foT; S+ XS R é continua.

Demonstragao: Se f & continua entdoc f+T & continua, por ser a
composta de fungdes continuas.
Se, por outro lado, feof & continua entdo A aberto em
X implica (foT)_l(A) aberto em S, Mas (f°TYd(Q==T—1(f—l(A))

e portanto f_l(A), é aberto por definiggo\de aberto em. S/~, o

~
que termina a demonstragao.
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Exemplo 9 = Em R defina a seguinte relagao de equivaléncia:

I 2
X ~ X so e somente se x-x' € Z (£ ¢ o conjunto

dos inteiros). Vamos chamar o conjunto quociente de r/Z {em

2

vez de R/~)., Seja st = [{x,v) ¢ R2; x2+y = 1} e defina

f: R/Z + gt por f{[x]) = LR S . (cos 2mx, sen 2mx). £ esta

. P I
bem definida porque se x-x & Z entdo QPTAX _ GATAXT e 8 so-

bre jetiva por sua prépria definigio e injetiva porque f£{[x]) =

Py . r
= £f([x']) se e sé se g ik _ AmiX , isto &, x-x'€ Z e por-
tanto [x] =[x"]. f & continua porque g = f.T: R + Sl,
Arix . . . . ~ R .
X e e continua. g € uma aplicagao aberta pois por defi-

nigioc um aberto & a reunidc de intervalos e g(xo-e, x0+e), € < %,

1
¢ um aberto em S, g sendo aberta e T sendo contfnua decorre

que ¢l ¢ contfnua., Conclusdo: R/Z & homeomorfo a st.

Agora wvamos definir a nogzo de diferenciabilidade para fun
¢Ses de R" em R".

Sejam UC R" e VC r" subconjuntos abertos, Uma apli-
cagio f: U=+ V & diferencidvel (ou derivdvel) em p & U se e-
xiste uma aplicagdoc linear Lt R" 4+ R tal que

f(p +h) = £(p) + L:h + r(h) com lim-z-{-lr—l = 0,
! hao |0

L. & chamada a diferencial {(ou derivada) de f em ©p e denotada

£/ (p).

Se t € R ¢é pequeno podemos escrever

f(P+thl = £(B) _ ¢ (p)en 4 3%22),

e portanto f(p+th) _ f(p)

t

£ (p)+h = 1im
=0
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A matriz de £’ (p) nas bases candnicas de R" e R°

Oy

(B—x:l;)’ 1l i< n, 1= i< m.

No zenjunto SR(Rm,Rn) das aplicagbes k-lineares
T: R" X...Xx R" 4 R definimos Ity = sup{|T(vl,...,vk)|;

|v _,(R", R

=4 e s= IVkE = l]- £

l| =, R",R") & isomorfo a £(R", ¢

1l K
Quandoe f. UcC R™ + Ve R™ ¢ derivdvel em todos os pontos

de U, fica definlda a aplicagfo derivada £ : U + £(R",R). Se

£ & continua dizemos que f & de classe c¢l., E fdeil verifi-

af.
z - . . . 1
car que f' §é continua se todas as derivadas parciais 5% (r)
3
sao fungodes continuas em U. Se f' & derivdvel em todos os

pontos podemos definir f': U = £2(Rm,Rn), Assim, por inducgao,
. . {x) k-17

definimos a derivada de ordem k, f = (f J. Quando f

possui derivadas continuas de todas as ordens, dizemos que f &

de classe .

Proposigio 1.11 -~ Seja f: UC R" 2 VC R" e g: Va4 R°. Se f

é derivdvel em p e g & derivdvel em f(p)
~ s . o . ' .
entdo gof : Ua R° & derivdvel em p e (gef) (p) =
= g’ (£(p)) £ (p).
Dada f: Uc R" =+ Y Rn, dizemos que f & um difeomor-
fismo local de classe Cr em torno de ©p &£ U se existem aber-

tos U3 3 p e V3 £{p) tal que f|Ul: U, + Vv, ¢ bijetiva,

T -1

de classe C e (f}Ul) r

é de classe C.

Teorema 1,2 (da fungdo inversa) - Se f: U+ V €& de classe e’

n n . . -
e f'(p): R =+ R & um isomorfismo entioc f & um

difeomorfismo leocal ¢ em torno de P.
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Para demonstragges da Proposiggo 1.11 e do Teorema 1.2
v, [L2].
-~ ~ n m
Uma sequencia de fungoes fl: U+ R, UC R aberto, con-
verge uniformemente para f: U= R se em todo subconjunto com=

pacto de K< U f, + F uniformemente,i.e.,sup{]fih@-f(pﬂ;peK]

converge para zero.
A demonstragio da préxima proposigio pode ser encontrada

em:[LZJ.

Proposigdo 1,12 - Seja f ;3 U=+ R", U aberto e conexo em r",

uma sequéncia de aplicagﬁes C1 que converge
em um ponto P, é u, cuja sequéncia das derivadas
f;: U+ £(R",R") converge uniformemente para g: U S(Rm,Rn).
Entdo existe uma aplicagdo f: U = R, Cl, tal que f; + f e
g = f',
A fungdo que construiremos na préxima proposigio serd usaw
da vdrias vezes neste livro. Uma parte da demonstragdao ¢ o Exer-

cicio 1%.

Proposigio 1.13 - Seja K< R" compacto. Existe uma fungio

f: R"+ R que é ¢ e tal que X = f—l(O).

Demonstragfo: Seja U, = [p € R"; d(p,K) < %}. Cada U, é aber-
fos]
to, U, D U,D... e K= [ V.. Usando o Exereci-
1 2 =1 1
cio 17 existe uma fungdo f,: R* 4+ R ¢ tal que fi(K) =0 e

f.(R®-U,) = 1. Assim para cada f(J) existe M, . . tal que
i i i ij

|f§j) (p)l < M, ., onde convencionamos gue f(o) = f. e M, = 1.
i ij i i ie

Consideremos. o conjunto de numeros {uij} definides da seguinte

maneira: o, _ = — ©, por induggo, colocamos
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. 1
= ., .y—F—]» . s i i
1,301 min { 1573 1 Os @y satisfazem o seguinte
2 M. .
i,j+1
0<a, . s—r oS G ., i=1,2,... .
ij oy i, Jj+l ij
ij
- {3)
Consideremos, para cada Jj > 0 fixo, a série E aij fiJ.
N -] i=l
Como § a.. f(J) é dominada pela série by 1. e1a & uniforme-
. ij ~d . i
isl i=1 2
mente convergente.
P N — UI . i il } i
ondo ey ii temos que m1 > J implica e, s aij e
(=] -
portanto as séries T c.f, e z c.f(J) convergem uniforme-
. N 1 i i 1
i=1 4=1
mente em Rn.
@ .
A fungdo f = I o,f, satisfaz as condigbes da proposi-
i=1
¢Bo anterior. Agora ¢ fdeil ver que f(p) = 0 se e 56 se pE€ K,

o dque gconclui a demonstragﬁo da proposigao.

A fungao

£ é igual a 1 numa vizinhanga de K.-
Tc ¢

Corolaric - Dades K, ,K, R™ compactos com Kl nK, =29 existe
- o n ~1
uma fungdo € f£: R =+ R tal que f (0) = K, e

Y = K,

) ~ . ] : c
Demonsiragao: Sejam Vl e V2 tais gue Kl C_Vl, K2 V2 e

Vl n V2 = . Consideremos as fungSes gl,gz: Rp-aR
que satisfazem as seguintes condigBes: ggl(o)‘=‘Ki e g;l(l) =
= Rn-vi. A fungao f = gy+85 é a que queremos'e fica terminada

a demonsbragao.
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EXERCICIOS

1, A partir do fato de que R & conexo, mostre que

D2 = {(st);LX2+Y2 < 1] & conexo.

2, X ¢ R® & conexo por caminhos se dados p,q € X existe
£: [0,1] + X continua tal que f£(0) = p e f£(1) = q. Se

X & conexo por caminhos prove que X & coneXo.

3. Seja GL(n) o conjunto das matrizmes nxn cujo determinante

é diferente de merc. Mostre que GL{n) & desccnexo.

4, seja 0{n) o grupo das matrizes ortogonais nxmn. Mostre que
OI(n) = {a € 0{n); det A = 1} & conexo por caminhos.

~ v 3 -
Sugestio: Use a forma canonica das matrizes ortogonais.

5. Mostre que {{(x,v); v = sen % , x> 0} u {{o} x [-1,11} nio

é conexo por caminhos.

6. Se n = 2, mostre que:
a) R" - A, ¢ conexo, onde A, = {p € R"; todas as coordena-
das de p sao racionais}.
b) Ay = {pe R"; +todas as coordenadas de p s3c irracionais}
nao & conexo.
7. Se E < R2 é enumeravel, mostre que R2—E é conexo.

8, Em R® defina a seguinte relagio de equivaléncia (x,y)} ~
~ (x',¥') se e somente se x-»’,y-yv' € Z., Mostre que R2/~

¢ homeomorfo a Slxsl.

. 2 2 .2 2 2
9., Seja D = {(x,¥); x"+¥" < 1} e 3D” = {(x,y)eR"; x2+y2 = 1} .

Defina (x,¥) ~ (x',¥v') se e sé se (x,v),(x",¥y ) ¢ BD2 ou



10.

11.

1z2.

13.

14.

15,

16.
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se (7,5),(x ,y') € D° - 3D entdo (x,y) = (x',¥'). Faga um
modelo para DZ/~.

seja XK = s'y[0,1] = {(x,t) € R?; lzf =1, 0< t< 1]. Em
K defina a seguinte relagfio de equivaléncia: (z,t) ~ (z',t")
se e sése z =2, t=1tt" com t,t’ < 1 e ponha

(2,1) ~ (2',1) para todo =,z'¢€ s'. Encontre em R™ um mo-

delo homeomorfo a K/~.

Se ja
cos @ -sen B 0
B = AB - sen § cos 0 0 s 8 € RO,
o] 0 1

Temos que Ae(Sz) = 52, ® € R. Em 82 defina a seguinte re
lagﬁo de equivaléncia: P~ q se e sd se existe Ae € 8 tal

<
que Ae(p) = g. Mostre gque S5/~ & homeomorfo a [0,1].

1

Em S defina p~q se e sé se p=aq ou P = =-q. Mostre
1 . 1
que S/~ & homeomorfo a § .
2mix ~ .
Mostre que E: [0,1) + 1, x+—E(x) = e ndc & um homeo~

morfismo.

Intuitivamente agrupe as letras maidsculas do alfabeto portu-

- ~
gues naquelas gue sao homeomorfas.

se v = {{0,0,2) € R°; z > 0}, mostre que R7-r & homeomor-

fo a RB. Em geral mostre que se rl,...,rs $80 semi-retas
(nao incluindo seus pontos extremos) dis juntas de R3 entfo
s 3 '

R” - UJ r, & homeomorfo a R”.

i=1 ¢
2 2 . . 2
Se p,q € 8 mostre que S -{p}] ¢é homeomorfo a S -{q}.

Mostre também gue 82—{p,q}, p#£q, é homeomorfo ao cilindro SlxR.
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2 2
17. Seja f£: R+ R definida por f(x) = e-(x'l) . e_(x+l) se

x € (-1,1) e f(x) =0 se x¢ (-1,1).
a) Mostre que T & ¢© e trace seu grafico.
b) Mostre gue existe uma fungho ¢® g: R+ [0,1] tal que

g{x) =0 se x= 0 e g(x)=1 se x=eg.

Sugestlo: Se f & €, positiva em (0,e) e zero fora de
x
[Tr

{0,e), defina g(x) = —o-.
L £

c) Sendo a = (al,...,an) ¢ R", defina g: R® 4 R por

-2 X_=a

x
1 71 n n

i gfp). = f(——gm—)-...'f(——g——) onde p = (Xl""fxn)°

! Mostre que g & €, positiva no cubo aberto

(al-c, al+e) KoeweX (an-c, an+e) e zero Tora dele.

d) Se A & aberto e K& A & compacto, mostre que existe
uma fungo ¢ nSc-negativa F: A =+ R tal quer F(p) > O

se pE€ K e F =0 fora de um aberto contido em A,

e) Mostre que podemos escolher a fungfie F do item anterior
| tal que #(K) = 1.
SugestBo: Se a funglo F do item d) satisfaz F(p) = e,
p € K, considere geF, onde g ¢ a funglo do
L item b). -
1€. Se f: R* 4+ R & diferencidvel e satisfaz f£{tp) = t" £{p),

noae
mostre que % ——(p) = mf(p).

1=1 9%
19- Se £ R™ + R ¢ diferencidvel e £(0) = 0, prove que éxiste
n )
n i :
g;: R » R tal que f(p) = £ x gi(p), p = (xl,{..,xn). :

i=1 1 -
Sugestio: Se h{p,t) = f(tp) entlo f(p) = f %%—dt.
0.
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CAPITULO 2

TOPOLOGIA DAS SUPERFICIES DO r"

Neste capitulo estudamos as superficies diferencidveis do
n P . . . e
R e vdrios conceitos relacionados com elas: orientabilidade,
equagaes diferenciais e soma conexa,

Os pré-requisitos principais para a leitura deste capitulo
sdo o teorema da fungdo inversa e os teoremas bdsicos de equagdes

diferenciais (existéncia, unicidade e diferenciabilidade em rela-

gho as condigdes iniciais).

§1. Curvas e Superficies

. . . . . . -
Discutiremos primeiro superficies por ser esta a enfase

deste capitulo.

Definigio - M C R™ & uma superficie se:
< 2
a) M= U VvV ., onde V é aberto em M7,
i+ a 1
a=1
b) Para cada G« existe g, : U < R? 4 Vic M® com U
’ i = o o ) o
aberto em _R2 e @, wum homeomorfismo -diferencidvel de
posto 2.

Nesta definigio, diferencidvel de posto 2 significa que
{(x,¥): R2 + R" ¢ uma aplicagao li-

L. N = ' L
Py © é? classe C e que
. ~
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near de posto 2, para todeo (x,y) € Ug. 0s o, saoc chamados pa-
rametrizagdes, o0s m;I sistemas de coordenadas e os V, vizinhan

¢as coordenadas.

Exemplos

1. A esfera s® = {{x,v,2) € R: x2+y2+22 = 1}

FIGORA 2.4

Considere os seguintes abertos de 523

V1 = [(x,y,z) [ Sz: z > 0}, V2 = [(x,y,z) € SZ: z < 0}
vy = {(x,y,2) ¢ s%: y > 0], vy = {(x,¥,2) € s?: vy < 0}
V5 = [(x,y,2) € SE: x > 0}, Vg = {({x,y,=z) ¢ SZ: x < 0}

2 -
Tome U = [{x,y) € R": x25y% < 1} e as seguintes aplicagdes:

£ o ' f,: U V
1 1 Z 2 2
(X!Y)'_'(X:Yn/l"x -y ) 2 (x,y)-———-—(x,y,_ 1-x"-v )
£ U ——-V fh: U Vh
(x,y)— (xw/1-5252, ) (x,7) —= (x,=-/1-x%=y%,y)
f5: vy ——s= V‘ :E‘6: g - Vg
(x,v) = (S1=x%-y%,x,y) (x,¥)+—m (—-\)l—xz-vz.x,Y)
2 )
E fécil verificar que 8% = U V, e que (fi)'(x,y) tem posto 2,
i=1

(x,y) € U, i=1,...s0. Por exemplo
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; 1 0
{
i 0 1
1

(fl)' (X,Y) =

k -X =, i
W 1ext oy J&-xa-yg/

2. 0 toro Tl =

f(x,v,2) € R3; (x2+y2+z2

, que tem posto 2.

-10)2 + 36z2 = 36}.

Este consiste em girar o circule de raio 1 em torno do circulo

de raio 3 conforme figura 2.2,

(i

FIGURA 2.2.

3

Seja gy (0,2n)x{0,2nm) + R

= ((3+cos 08)cos p, (3+cos 8)sen ¢, sen §).

8,0 (e,2ﬂ+e)x(0,2n) -+ R3 e g3:

no, tem as mesmas coordenadas que &y
2

T° = gy((0,2m)x(0,2m)) U g,((e,2m+e}x(0

e que os & sao homeomorfismos (sobre

o que mostra que T, é

veis de posto 2,

3., Grafico de uma fungfo diferenciidvel.

Se f: U RZ 4 R, U aberto, é

dada por

{(0,2m)x(e,2m+g) -+ RB, €

g,(9,8) =

Se

peque-
nae é diffcil ver gue
2r)) U g3((0,2n)x(e,2n+eD
suas imagens) diferencid-

uma superficie.

uma fungfo diferencidvel,
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o gréfico de £, G(f) = {(x,y,=s) € R3; z = f{x,y})] & uma super-
ficie. Para ver isto basta tomar sua unica parametrizagﬁo
gt U - G(f)

(x,y)-=(x,v,T(x,¥)).

5. FPaixa de Moebius

Seja f: Rx{(-1,1) - R a aplicagio dada por f(%f,s) =
= v(t) + s&(t), onde Y(t) = (cost, sent, 0) e 5(t) =
= coOsS %-Y(t) + seng-(0,0,l).

M = £(Rx{-1,1)) ¢é uma supzrficie. Com efeito se

(0,2m)x{-1,1) R% e £ (¢,2m+e)x(=1,1} = R%, ¢ pequeno,

tem as mesmas coordenadas que [, pode=-se ver que eles sao homeo

v}

morfismos de posto 2 sobre V = fo((o,Zﬂ)x(-l,l)) e

v, o= fl((c,2n+s)x(—l,1)), respectivamente; além disso M = V UV..

Vamos mostrar que M é&a faixa de Moebius. Como f € pe
riddica de periodo 2m na vartkvel t, temos que
¥ = £{[0,2n]x(-1,1)). Como r](0,2m)x(-1,1}) = £ (que é um ho-
meomorfismo sobre sua imagem), basta examinar o comportamento de

rl{oix{-1,1) e f|{an}x(-1 1}). E de verificagdo simples que

£{(0,s) = r(2r,-s), donde roncluimos que M ¢ a faixa de Moebius.

14 k4

Howm " o
—

FIGURA 2.3 x
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R ~ . . n
Definimos entao uma superficie como um subconjunto do R

que é localmente (i.e. a menos de um homeomorfismo diferencidvel)
2 . A P
o R7. Um dos motivos para tal definigao e que sabemos tratar de
N : 2 .
muitos conceitos no R . Assim o modo natural de transportarmos
. 2 P R

wn conceito do R para uma superficie é primeiro escolher para-
metrizagaes para defini-lo ¢ em seguida mostrar que independe da
escolha.

Uma ferramenta essencial para o que foi dito acima € = pPro

3 bind s
posigac seguinte.

Proposigdo 2,1 - Seja M.cC R" uma superficie e w: UcC R2 + VcM

©{(0) = p, uma parametrizagao em torno de p.

Existem abertos Z,WC Rn contende Q0 e p respectivamente

5
tais que Z N R2 o U, wWn M "c V e um difeomorlismo Y: Z =+ W

2 2

que é uma extensio de &, i.e. V|Z N R® = g|Z n R".

\!.J /'_'\
W
P (3
v

o

—_—> 2 !
AL -
& 7]
pN

FIGURA Z 4.



-30-

Demonstragao:
Seja p: UC RZ 4 ve M* c r®
(xl,xz)k+(¢l(xl,x2),wz(xl,xz),...,wn(xl,xz)).

\

®; 3,
5% (0) g;;‘(o)
v (0} = : :
3 3p
s (0 52 ()
1 2

tem posto 2, logo podemos supor (modificando a ordem das coordena

das se necessario)} que det(g;%(o))i’j=l,2 # 0.
J

Definamos | UxR™"F 4 " por w(xl,xz,...,xn) =

= (wl(xl,xz)swz(xl,xz), X3+m3(x1sx2)s---:xn+wn(xlsx2))'

ami(
(z%=(0)), . C
axj i,j=1,2
I
v (o) =
x In—2
. . . n-2 - ‘
onde I _, §é a identidade de R . Dai det §'(0) =
ami .
= det(ax {0)) # 0, Aplicando o teorema da fungdo inversa
J i,Jj=1,2
encontramos abertos Z,WC Rn, em torne de 0 e p, respecti-

vamente, tais que Y: Z + W & um difeomorfismo. Como
2 2
m(xl,xz,O,...,O) = m(xl,xg) temos que $[Z N R® =¢@lZ N RY, o
que conclui a demonstraggo.
A escolha de (0) = p na proposigfc anterior nde implica

em nenhuma restrigfo porque podemos sempre compor § CcoOm uma



translagio gue leve mﬂl(p) em 0,

Coroldrio - Se i UcC RS+ VC M e Pt U, C R? o v, € M,
va v, # ¢, s3o0 parametrizagdes em M?  entdo

¢11°¢3 w’l(vnvl) -+ mzl(VﬂVl) € um difeomorfismo.

e N
v Uy
A ?—1( YAYe) ‘15: (vAvy Rz
i

F

FlaUrA 2.5

Demonstragdo: Seja x € m-l(Vﬂvl) e ofx) =pe vn V,. Da pro-

posigdo anterior existem abertos Z, e W, em tor
no de vy = wil(p) e p e um difeomorfismo Y,: Z; + W, tal que
2 2
1¥1|Zl n R" =9,|2; N R". Tomando U, =W, N VN ¥V, temos que

mIlo¢fUl = ¢11°¢]Ul pois mzl e wzl coincidem na superficie.
Como Wzl e 1 sao diferencidveis segue-se que ¢£l°@iU1 é di-

. . . - -1 \
ferenciavel., De modo analogo mostrariamos que mowl (a inversa

(118

de m;lom) é diferencidvel em torno de y. Assim ¢zlo¢|U1

@y

um difeomorfismo. Como x € g L(VAV,) & arbitrdrio, o]leq

um difeomorfismo em wﬂl(VﬂVl) o que conclui a demonstragao.

0 difeomorfismo ¢zl°¢ do coroldrio aasterior é chamado

mudanga de coordenadas.,
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0 que queremos agora ¢ introduzir o conceito de derivada
de uma aplicaggo entre duas superficies gque seja andlogo aoc que
i ) n
ja conhecemos em R .

Em primeiro lugar vamos dar a definigao de diferenciabili-
dade para aplicagﬁes definidas em superficies e tomando valores

S5
em R,

Definigao - f: M+ R® & diferencidvel em p €M se dada uma pa-
rametrizagio @: U=+ ¥V, PE V, a aplicagio

fotp: U + R® & diferencidvel (¢7).

Esta definig8o independe da parametrizacdo em torno de p.
Se Y: U 4 v, pé€ V', A outra parametrizagi@o podemos escrever
oy =(fo¢)°(¢_low); como pelo coroldrio anterior ¢_1ow é dife-~
rencidvel e foyp também &.por definigdo, segue-se que feoy ¢é di-
ferencidvel.

Quando f: M + R° & diferencidvel em todo p ¢ M, dize-

mos que f & diferencidvel em M,

2 2

Exemplo 6 - Seja TI: §° —= R. Nas parametrizagoes de §
(x,¥,2)— 2
dadas no Exemplo 1 temos gque fofi: U - Vi 1zl,4e4,6

sao dadas por:
fof, {x,y} = 1-x-y?  fef,(x,y) = S1-x2 32

e fOfi(x,y) =y, 1.=3,4,5,6.

Portante f & uma fungdo diferencidvel em sZ.

Definigho - Seja péEé M e o: U= VvV uma parametrizacgido em torno

de p com ¢(X0,Yo) é p. O plano tangente a M, em
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p ¢ definido como TMP = cp'(xo,yo).R2 (a imagem de R2 por

4+
P (Xoiyo)) .
A definigao de plano tangente em p, independe da parame-

trizagle. Com efeito, se §: U’ + V' & outra parametrizagBo com

w(xl,yl) = p, entao, em wnl(VﬁV'), temos que Y = mom_low e

portanto ¥ (x,¥1) = o' (o7 0¥ (xuy;))e (6700 4) (xy,v,).

2 - .
R porque lcw ¢ um difeomorfismo,

(CP-l"W)' (xl’yl) 'R2

-

Dai ’

b (xv )R < g (xo,yo)='(m'l°w)’ (x,,7,) R = o' (x,,v,) B,

o que mostra que TMp é bem definido.

Observamos que como foi definido o planoc tangente passa na
origem, sendo paralelo ao "plano afim" p+TMp = {p+v; v £ TMP}.
Uma outra observagio é que TMp tem dimensdo 2 pois m'(xo,yo)
tem posto 2. Nas interpretagdes geométricas é comum identificar
os plancos afim e tangente.

Se Mc R' e Nc R® s8o0 superficies e i: N =+ R®,

i(p) = p, dizemos gque f: M a N é diferencidvel se
foi: M+ R® & diferencidvel.
Agora estamos em condigdes de dar a definigio de derivada

de uwma aplicagfo entre duas superficies.

Definigdo - Sejam M« R® ¢ Nc ®&° duas superficies e f: M N

uma aplicagao diferencidvel. Dado pE M e v € TMP,
tome @: U=+ V uma parametrizagao em torno de p com m(xo,yo)=p
e u € R tal que m'(xo,yo)-u = V. .Definimos ' {p): TMp -+

-+ TMf(p) por T (x)s:v = (fom)'(xo,yd)-u.

Esta definigio independe da parametr:zagdo em torno de p.

Se Y: U 4 ¥V, w(xl,yl) = p & outra parametrizagio com
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w'(xl,yl)-ul = v entaoc fegp: f°¢o¢-lom em m_l(VnV'). Portanto

(o) (3 sy ) om = (£o4) (03 )o (47 0e@) (x oy )em = (£24) (xpy oy,

0 que mostra que a derivada € um conceitc bem definido.

Observamos que f'(p)-TMp c TNf(p) e que f'{p) é linear.
De fato,se ©: U~ V, m(xo,yo) =p e 6: U 4V, e(xl,yl) =

= £(p) sdo parametrizagbes em torno de p e £(p) entao
-1 2

satisfaz (B-lofo¢)'(xo,yo)-R2 < R e portanto

2

B Tefep: U+ U

1
8’ (x,,y;)0 (67 e foq) (x,,y,) R 1Yy

da cadeia (focp)’(xo,yo)-n2 c a'(xl,yl)-Rz, isto &, f’(p)-TMp <

c 8’ (x )-R2 donde pela regra

c TN, .
r(p)

£/ (p) ¢é linear pois, por definiglo, ™ = cp'(xo,yo).R2 e
(fom)'(xo,yo): R® 4 RP ¢ linear.

F importante observar que do ponto de vista computacional
se ¢ e 0 sHo parametrizagoes em torno de p e £{p), respec
tivamente, entdo a matriz de f’'(p) nas bases [¢'(xo,y0).el,

/ I’ !
o (x vy )eep) de ™ e (87 (x;,y;)re;s 87 (x),y ) eep) de TNy,
é a mesma matriz de (e_lafum)'(xo,yo) na base canonica {egse5]

de Rz.

Se M e N sHo superffcies e XC M, YC N si2o abertos,

um difeomorfismo f: X+ Y & um homeomorfismo diferencidvel,
cujo inversc 6 diferencidvel. Usaremos a notag@io X =Y
se existir um difeomorfismo entre X e Y. Por exemplo, uma pa=-

rametrizagio p: UC R+ VC M & um difeomorfismo.

Os védrios conceitos introduzidos até agora nos permitem

mostrar que o plano projetive, definido no capitulo anterior, €&

4
uma superficie contida em R,
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Exemplo 7 - 0 plano projetivo.

Seja [ R RY

2 2 )
(X))’rsz)’_’f(er!Z) = (x =Y ,xy,xz,yz)

Vanos mostrar primeire ¢ -e P, = £(57). Para istou basta

ver que f{p)} = f{31) 80 e somentc se p = *q.

I claro yue f(p) £f(-p). Assim, sejam p = (x,v,z) e

q = (u,v,w} com {p) = £(q)., Tewmos entdo que
2 2 2 .2

1) a = xT-y" = uT.v 2) b = xy = uv

1) e = xz = uw 4) 4 = yz = vw.
Suponhamos rue x,y,z £ 0. De 2) temos x = %; que substituinde
em 3) dd 5) =z = %g . Como de &) temos 2 = %X segue-se que
%; = %; e portanto 3y = £v. De 2) temos que x = &nu. Segue-se
entdo de 3) que % = *w, Concluimos portanto que p = %q.

Suponhamos agora que x # 0 e ¥y = 0. Dai x e -x sao

~ 2 ~
solugoes de x = a e portanto =z e -~z sao solugges de Xz =

= ¢. Novamente a igualdade {(p) = f(g) implica em p = %q.
0s outros casos x = 0, vy £ 0, etc., sao tratados de forma in-

teiramente andloga.

2
Agora vamos mestrar que para todo (x,y,z) £ 5,

f'(x,y,z)-TS?x tem dimensdo 2,

SYsZ)
/
2x -2y o]
r O
' (x,y,2) = z 0 x
(o] z v

e portanto
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! 2x =2y 0
det v X 8] =
z 0 x [
Y x 0
det z el X = -
0 Z v
2x =2y 0
det v X 0 = 2
O -4 v
2x =2y O
det Y x o} = 2
&} Z ¥
Assim £’ {x,y,z) tem posto 3 exceto q

(x2y,2) £ (0,0,21), (x,y,2) € §° tem

tem dimensao 2.

Agora
c o
(0,0,£#1) = | © ©
E
+1
e portantoc
f’(o,o,:hl)-el =

f’(o,o,il)-e2

Por conseguinte

2
f'(O,O,il).TS(O’O’il)

Mostremos agora que f & uma a

bre P

1t

Suponhamos gue f

nao é aberta e seja

2 .2
2x(x +¥ )
2XYZ
2 2
y{x"+y")
z(12+y2).
uando x = ¥ = 0. Dai se
0os que f’(x Y z).T82
e (X,Y,Z)
&}
6]
Q
o0/
+
®3
:I:e;.L.
tem dimensao 2.
. ~ 2
plicagao aberta de 5 S0~

AC 82 um cornjun-
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to aberto tal gnue existem « € (A}, a, € Pl com q g r(a) e

9, * d. Sejam p. ., pE& s° tais aue f(p.) =a, e f(p} = a.
Como 82 é compe.-io, isto implica que existe uma subsequencia
convergente, denotada ainda por p_ . Cemo f{p) € f(A) entdo
p¢C AU (-A), onde -A = {-p; o€ A}. AU {-A) sendo aberto
(a aplicagao antipoda é um difeomorfismo de 82), temos pP.EA U {-a)
a partir de um certo n. Entao f(p,) € £{4) (= £(-4)} a partir
de um certo n, o que dd uma contradigfo.

Enfim vamos mostrar que Pl é uma superficie.

Se jam fi: - Vi, i=2,3,5 as phrametrizagSes do Exemplo 1
e W, = f(Vi). Afirmamos que fef,: U~ W, 1=1,3,5 sao parame-
trizacgdes de P,. Com efeito, Ppo=W, U w3 U w5

nac contém pontos antipodas ¢ f & uma aplicagdo aberta

e como WV,
i

PIVi: Vi - wi & ut homeomorfismo. Sepgue-se dai que fori:U Y wi
é wn homeomorfismo (diferencidvel, pela sua prépria expressio).
Que fnfi tem posto 2 deccorre de fato de que os fi ten posto 2

e de que dim f'(x,y,z).TS?x 2,

Y,a)

Daremos agora a definigﬁo de curva que, de reéesto, € intei-

ramente andloga & de superficie.

Definigio - L« RT & uma curva se
oo
a) L= U L, : .
. M 1
i=] . !
b} Para cada i, existe A,: (ai,bi) » L, que ¢ um homeos ;

morfismo Cm de posto 1. .

Todas as proposigBes democnstradas para superficies até agui

sdaop validas para curvas com as devidas modificagges; deixamos a
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cargo do leitor redemonstra-las.

- 2 2 2 .
Exemplo & - ¢ circulo st = {(x,y) € R"; x"+y~ = 1} € uma curva,

Para isto tome L, = f(x,v) ¢ Sl; v £ 1} e

=
1

5 = {(x,v) ¢ 51; ¥ # =11 como vizinhangas coordenadas.
Kl: R ——= Ll . e KZ: R — L2 sap as para=
. ( 2t t —1) P 2t -tT+1 )
= A= 35 " = T
t2+1 t2+1 t2+l 741
metrizagaes. Observamos que Al e 12 sao as inversas das pro-

jegoes estereogrdficas em relagdo aos pontos (0,1) e {(0,-1),

respectivamente.

Exemplo 9 - A hélice H = [(x,y,z)ERB; x=a cost, y=a sent, =z=bt,

§ . . . ~ -
a,b 8] € uma curva cuja Qnica parametrizacao e
» J ¢

H
tr—(a cost,a sent, bt)

Exemplo 10 - A lemniscata (2:g. 2.6), que em coordenadas polares

¢ dada por p = cos 8§, nao & uma curva no sentido

que definimos. 1Isto porgue se existe um homeomorfismo m:(an)-&V,

(6,0)

FIGURA 2.6

-’

onde V & uma vizinhanga de (0,0}, entio wl(a,b)-@_l(0,0) -+
-+ V—(0,0) leva duas compenentes conexas em quatro componentes
conexas, o gque déd uma contradigdo (lembramos que os abertos da

lemniscata sfo intersegoes dos abertos do plano com a lemniscata).
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Finalizamos este paragrafo com o conceito de superficie

com hordo,

k

P . n . .- .
Deflnlgso - Dizemos que f: XC R = R e diferenciavel se exis-

o

te um aberto A C Rn com X T A e f: A+ R dife~

rencidvel tal que T|X = f.

2
Se ja HY = [(x,¥) € R"; y = 0} o semi-plano superior.

Definigio - M & R® & uma superficie com bordo se
- .
a) M= U Vv, onde V, & aberto em M.
=3 o
=1
b) Para cada o, existe ®gt Uy © H* o v, um homeomorfismo

diferencidvel de posto 2.

O bordo de M & a imagem dos pontos sobre o eixo dos X
por alguma parametrizagio, A notagiio para o borde de M & M.
N3o & diffcil mostrar que aM & uma curva.

Novamente agui observamos ques; com as modificagEeS conveni-
entes, valem todas as proposigdes e defini¢des dadas para super-

ficies sem bordo.

2 2 2 - -
Exemple 11 - 0 disce D = {(x,¥) € B ; x"+y < 1} ¢ uma superfi-

cie com bordo.
. 2 z
sejam Vv, = {{x,y) € D5 x>0}, V, = ({x,y) € D5 x < O},

V3 = {(x,v) € D2; v >'0] e V, = {(x,y) € Dz; y < 0} (fig. 2.7)




~ho-

Y Y J J
%% m~ '
=== - 1l; .ﬂ !
P ® . >
=
V1 \{2 VS V4
FIGURA 2.7.
E claro que D= V, U V, U ViU V.
T
@: ("‘é‘r?)x(o’lj Vl e
(x,v} ——= (y cosx, y senx)
i - +
e (-3.5)x(0,1] ——= H
1-x
(xry) —= (te x, 22X)
sho difeomorfismos, 8 = $ow—l: Bt 4 Vl d4 uma parametrizagao
de Vl.
As parametriza9395 de V2’ VB e Vh sao construidas de
node analogo a de v, .

§2. Orientabilidade,

Antes de dar o conceito de orientabilidade em uma superfi-
2

. -
cie qualquer, vamos reve-lo em R



T

Usualmente encoﬁtramos dois conceitos de orientabilidade
no planoc: um, intrinséco, isto &, gue nao faz uso do fato de que
R2 estad contido no espago R3 e outro que o faz, 0 primeiro
consiste em orientar o circulo unitdrio (convenciona;se que a o-
rientagao positiva € a anti-hordria}, enguanto gue no segundo to~
mamos o plano como sendce z = 0 e dizemos que a orientagao posi-
tiva do piano é dada pela escalha do vetor (0,0,l) perpendicular
ao plano. A liga950 entre os dois conceitos é dada pela "regra
da mao direitam™.

Mais precisamente, seja SL(2,R) o conjunto das matrizes

2x2 ortogonais de determinante 1 {lembramos gque se A ¢ sL(2,R)

cos O sen B
entido A = . B € R). Denotemos por § o conjun-
-sen 8  cos § '

to das bases ortonormais do planc. Duas tais hases [el,ez} e
{fl,f2] sAo equivalentes se existe A € SL{2,R} tal que

Ae Ae, = T isto 6, se & possivel fazé-las coincidir

17 *1° 2 7 ta
apés uma rotagfo. Esta relagao de equivaléncia divide 8§ em du-
as classes de equivaléncia, ¥ usual chamar de positiva Aquela que
contém a base candnica (ou seja, escolhemos como positivo o senti-
2 -

do anti-hordrio). Sendo a origem de R™ completamente arbitrdria,
podemos definir uma orientagao em cada ponto do plano. Tendo sido
escolhidas todas positivas, dizemos que o planc estd orientado ~o-
sitivamente.

Para o outro conceito, dar a orientagao positiva do plano
. ~ 2 3
é dar a fungao n: R — R

(x,y)ha-n(x,y)=(0,0,1).

A ligagao entre os dois conceitos acima é dada pelo produfo

3

vetorial do R”.




2

Daremos agora a definigﬁo de orientaggo numa superficie que

é a extens3o da nogdo intrinseca acima definida,

Lo . . .n X .
Definigao - Uma superficie Mo R & orientdvel se ¢ possivel co
. @ -
brir M com vizinhangas coordenadas {Vi}_ 1 tais
1=

gque o conjunto das parametrizagdes P = {p;: U; + V,, iz=l, 54,2}

i

N
pertencem a P com ¥V, 0 v # ¢ entdo det(mzlamj)'(x,y) > 0,

satisfaz a seguinte condigao: se @t U, 4 V., e 5t U v

para todo (x,¥y) € m}l(viﬂvj).
Fixado P nessa definigEO dizemos gque M estd orientada

e que P & uma orientagfo de M.

Sejam .1 Uy 4 V, e P 4 Uj - Vj tais que mi(x,y) =

,¥) = p. Entdo {9i(x,¥).eps 0j(x,¥).eyl e {0)(%.¥).ey,

it |

i (

=CpJ
$3(§v§)'92} sdo bases de ™, e portanto

mh(iii)'el = all w;(X,Y)-el + alz m;(xﬁy)‘ez

[}

m}(i,?).ez a, m;(x,y).el + a,, m;(x,y).ez.

UUsando a regra da cadeia temos gque

-1 - -
(mi omj)'(x,y).el =a,; e} +a, e,
-1 - -
(@i o¢j)’(x,y).e2 = ay, €1 + 2., €,
e entao
a a
~1 - - 11 12
det(wi °$j)'(X:Y) = det (a a )'
21 22

Assim, de fate o conceito de orientagﬁo acima definido é uma gene-
a

(311 12y

a

ralizagiio daquele do plano, jid que é a matriz de mue-

21 P22

danga de bases.
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Observamos ainda qgue a delinig¢fo dada nao depende do parti
n . . .
cular R onde M estd contida. Entretante para superficies em

3

R € possivel dar wna caracterizagao de orientabilidade fazendo

uso do espago exterior.

Definigao - Um campo de vetores normal a uma superficie MC R®
- N ~ 5 o0
é uma aplicagio n: M+ R°, C , tal que (n{p),v)=
= 0, para todo Vv & TMp e todo p ¢ M.

3

Proposigio 2,2 -~ Uma superficie MC R é orientdvel se, e somen-

te ge, eXiste um campo de vetores normal a M e

nao-nulo.

Demonstraggo: Se M & orientdvel, seja £ uma orientagao. Se

PEM e gz UV, mi(x,y} = p, € uma parame-

trizagao de £, definimos

w;(x,y).el A mi(x,y).e2
= T rd

[0l (x,y) ey A o (x,v)ee,]

n(p)

onde A §é o produto vetourial de R?. Vejamos que n{p) indepen

de da particular parametrizagao vy de . Seja wj: Uj + Vj
outra parametrizagao de §F com mj(§,§) = p. Temos gue

) og= - - '
¢j(x,y).el A mg(x,y).ez = A wi(x,y).el A cpi(x,y).e2 unde

A = det(op.

1lamj)'(i,§). Como X > 0 segue-se gue n{p) estd bem

definido.

Suponha agora que n(p) é¢ um campo de vetores normal a M
e naoc-nulo. Construimos £ como o conjunto das parametrizagaes
p: U+ V cuja unifio dos contradominios cobrem M, U & conexo e
det[m'(x,y).el, o'(x,7}ee,, n(p)] > 0, ¢(x,¥} = p, para todo

(x,y) € ¥, Tal ® pode sempre ser construido porgue se E:U'aV'




Ml

nic estd em p definimos {(x,y) = §(-x,¥) que agora estd em P,
Ve jamos agora que de fato § define uma orientagﬁo em M., 5Se

: VAV e ¥: U+ VvV, estdo em £ com of(x,v) = ¥(x,¥) = p,

temos que se

all ‘P’ (XSY)‘el + a12 lll’ (;(l}r)=92

m'(x,y).el

?

[ (X!Y)‘e2 = 321 q" (;{s;)'el + 8.22 4" (-;:S';)'ez

entdo
Cdetle’ (x,¥) ey, @' (x,v).e,, n(p)] =
211 P12
= det[&’(i,?).el, w'(i,?).ez, n{p)] +det a5, a5, 0| =
G 8] 1
= det[ v’ (,5) ey, ¥ (£,7) e . n(p)] det(p™ o) (X,),
e portanto det(@_lﬂw)'(§,§) > 0, o que termina a demonstragdo.
Coroldrio - Se f: BR324 R & uma fungio diferencidvel tal que
' (x,y,z) £ 0 para tode {x,v,2} € f_l(O) entao
M = f_l(O) 6 uma superficie orientdvel. -

Deﬁonstra;ﬁo: M é uma superficie pelo teorema das fungoes implicitas.

ar f i
n(x,y,z) = (B—X(X'Y’Z), g_y(XsY!Z): %(X,Y,Z)), (X,Y,Z) EM

define um campo nermal a M e nao nulo. Com efeitoc se v ¢ TMP’
seja o: {~g,e) » M uma curva diferencidvel tal que &(0) =
= (x,v,2) e 2’ (0) = v. Entdo fea(t) = 0 para tode t € (-e,e).

Assim f’(x,y,z).v = 0, ¢ portanto (n(x,y,z),v} = 0, o que de-

monstra o corolario.



45—

2 2 2 .
Exemplo 12 - A esflfera 5§ = [(x,y,z} € RB; x +y2+z = l} e orien
tdvel: n(x,v,z) = {(x,¥,2) & um campo de vetores

2 ~
normal a ] nao nulo.

Exemplo 13 - A faxia de Moebius (Exemplo 5) nao é orientdvel.
Com efeito, se existisse um campo de vetores normal
a M e nfo nulo e o restringissemos ao circulo central
1 . Lo
§ = {(cost, sent, 0); 0= ¢ s 21}, terfamos que a restrigao

n{t) = n{cost, sent, 0) satisfaria n{0) = -n(21)}, ou seja

n{1,0,0) = 0, o que dd uma contradigao.

Decorre desse exemplo que se uma superffcie contém uma fai
xa de Moebius entdo ela é nio orientavel. Isto porque se cobrir-
mos a superficie com vizinhangas coordenadas e restringirmos suas
parametrizagaes 4 faixa de Moebius, o determinante das mudangas
de coordenadas destas restrigSGS serd negativo em algum ponto, o

Ll - - - - 0}
mesmo acontecendo entaoc com as parametrizagoes originais.

Exemplo 14 - 0O planc projetivo P nioc é orientdvel, pois a fai-~

xa de S° da figura abaixo & levada na faixa de

Moebius em P, pela Tungdao £ do Exemplo 7.

FiGU RA Z.B.
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Exemplo 15 - A garrafa de Klein é uma superficie {(veremos isto no
§4) n3o-orientdvel, jd que ela é a unido de duas fai

xas de Moebius identificadas pele bordo, figura 2.9,

SN

GARRAFA D2 KLEN

O
S

FATAAS DE HOEBIUS
FlGQURA 2.9

§3. Equagdes Diferenciais.

Neste pardgralo trataremos de equagges diferenciais no pla
no e em superficies, e daremos os resultados necessdrios numa For
ma conveniente ao seu uso posterior.

Seja UC R2 um aberto e

dx

T = vl
(1)
dy
ar = Valxv)
uma equagdo diferencial em U com v, e v, fungdes diferen-

1
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cidveis. Nos interessaremos somente por equagaes diferenciais
onde Vv, e v, nao dependem da varidvel t (é comum, motivado
pela Fisica, nos referirmos a t como sendo o tempo).

Uma solugdo da equagao diferencial {1} com condigao ini-

cial (xo,yo) € U é uma aplicaglo wp: (-a,a) € R+ U tal que

o(t) = (wl(t),wz(t)) satisfaz as seguintes condigdes:

1. CP(O) = (xo:yo)
®1
2. g (t) = vy(e (6),0,(%))
dmz
200) = vyle,(8),0,(8)), b€ (-a,a).
Para indicar que ¢(t) passa em (x_,¥y ) para t = 0 usa-se

a notagdo o{t,{x_,¥_}).

A aplicagaoc vi UG R2—-R2

(5,9) = v(x,5) = (v1(x,5).v,(x,¥))
é o campo de vetores associado a equagao diferencial {1). Assim
uma solugho da equagfo com condigdo inicial (x_,¥y ) ¢é uma cur-
va em U gue passa em (xo,yo) e cujo vetor tangente em cada
ponto é o campe v aplicado neste ponto. E também usuail chamar

w(t,(xo,yo)) de curva integral ou drbita do campo Vv que passa

em (xo,yo).

Vx4
[Nt

N (\ ﬁ'\

9 U—nt‘oﬁ‘m N

FlaURA 2.10.
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Se em vizinhangas (-a,a) e @ de U’ de (xo,yo) as
curvas integrais of{t,{x,y)), t ¢ (-a,a) e (x,y) € U, variam
continuamente (diferenciavelmente), com (x,vy}, dizemos que as

solugses da equaggo diferencial - ou, o que € a mesma colsa, as
curvas integrais do campo Vv - variam continuamente {(diferencia-
velmente) com as condigbes iniciais.

0 teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada
em [C-L}, & fundamental na teoria das equagdes diferenciais, Va-

mos enuncid-lo em termos de campos de vetowes.

Teorema 2.1 ~ Seja v: UC R2 E] R2 um campo de_vetores diferen-
cidvel. Para cada (xo,yo) € U existem um aberto

U3 (xo,yo), € > 0 e uma dnica aplicagBo w: {-g,e)xU’" = U que

para cada (x,y) € U o(t,{x,¥v)) & a curva integral do campo v

que passa por (x,y). Mais ainda ¢ & difergnpiével.

Decorre desse teorema que a aplicaggof
Py U — mt(U') é direrenciéyel e satislaz ao
(xy)—~ @, (,y) = o{t,(x,¥)) ’
seguinte:

a) wo(x,y) = (x,y), para todo (x,y) € U}

b) Se |t], is|, ites] < e, entdo o, (x¥) = 9o (x,7),
(x,¥) ¢ U".
a) é imediato pois (x,y) ¢é condigdo inicial, engquanto que para
mostrar b) € suficiente notar que, fixado s, tanto
©,.s(%¥) = @ltss,(x,¥)) quanvo o (o (x,y)) = o{t,0{s,{x,¥)))
s8o curvas integrais do campc v com a mesma condig@o inicial

w(s,(x,v)) e, portanto, coincidem pelo Teorema 2.1l. E consequén
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cia de b) que as aplicagdes 0, sdo difeomorfismos, pois

oo (oY) = (1,¥),  (6,3) € 0 ()

(P_totpt(x’y) (x!y)! (X,Y) e u.

Geometricamente Oy corresponde a transladar os pontos de
U’ de um tempo t ao longo das curvas integrais de v.
{mt, |t| < ¢} & chamado grupo a l-parametro local ou fluxo local

do campo v,

Exemplo 16 - Seja (g%,g%) = (Ax,ly) uma equaglo diferencial em
R°. Do Teorema 2.1 decorre que op(t,{x,y)) =

.x e “.y) & a tnica solugHo que passa por (x,y). Para ver
como ¢é mo plano as curvas integrais do campo v(x,y) = (Ax,uy)
consideramos 3 casos: A < 0 e P >0, ZA< 0 e U< O, A>0

e U > 0. E temos entio os seguintes diagramas:

% ——0
b IX}O
470
C.
k' 4
o %
4 %40 ' i
FIGURA 2.41. il
B.
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vamos transportar para superficies o gque vimos até agora,

Definigao -~ Um campo de vetores tangentes a uma superficie M < B
fes]

é uma aplicagao C , vi M2 R", tal que +v(p) ¢ TMp,

para todo p € M.

Novamente aqui uma curva integral de v com cnndigao ini-
cial p, € M é uma aplicagdo y:r (-e,e) —=M tal que
T W(typo)
L =
1. ¥{0,p,) = p,

2r. P(e,p) = v(¥{t,p,))-

Tem-se agora uma versao andaloga ao Teorema 2.1, no caso

de superficies.

Teorema 2.1' - Seja vi M =+ Rn um campo de vetores tangentes a M.
Para todo P, € M existem um aberto V 2 P, um
€ > 0 e uma unica aplicagao ¢® y: (-g,e)xV 2+ M que, para cada

p €V, é curva integral de v com condiggo inicial p.

O Teorema 2,1! & consequéncia natural do Teorema 2,1. Com
efeito, seja U, © r? contendo (0,0) e Z: U+ Vs £(0,0) = p,
uma-parametrizagao. Definimos o campo de vetores u: U1 - R2 pory
£/ (x,y).ul(x,y) = v(E{x,¥)) (gue é bem definido porque £ (x,y)

& injetiva)., Aplicando o Teorema 2.1 ac campo de vetores u, te-

mos (0,0) e U < U € >0 e @: {(-e,e)xU'~ 1) diferencidvel,

l’
que para cada {x,y) ¢ U’ & a udnica curva integral de u que
passa por (x,¥). B fdcil verificar que pondo V = §(U’), a apli
cagac y:{-e,e)}xV + M definida por y(t,p) = gow(t,g-l(p))

(= §o¢tog'l(p)) tem as condigSes do teorema.
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Analogamente a fluxo local neo planco, temos gue wt(p) =
= y(t,p) satisfaz:
a'. wo(p) = p, para tode p g V.
b'. Se |s}, |t], 1S+ti < g, temos ws+t(p) = ¢Sowt(p), PEV.

Uma das “aonsequéncias do Teorema 2.1' & o coroldrio que

segue, o gual nos serd de grande utilidade.

Coroldrio - Se M & uma super(icie compasta e v & um campo de

vetures tangentes a M entio existe uma unica aplica

¢80 Y: RxM = M, ¢”, que para cada p € M & curva integral de

v. As aplicagdes Yy M —= M , t € R, satisfazem
p—¥ (pP)=4(t,p)

lyo = id, ‘*S+t = wSG'L];_t, s,t € R.

Para provar este coroldrio, cobre-se M com vizinhangas
coordenadas que satislazem o Teorema 2,1'. Como M & compacta
existe um mimero {inito de tais vizinhangas que ainda cobrem M;
seja @ o menor dos ¢, dados pelo Teorema 2,1', correspondendo

a estas vizinhangas, Temos assim uma aplicagao [/ (-Q,a)xM -+ M

que gueremos estender a §: RaM =+ M. Para isto, dado ¢t € R, se
Ja n € Z wal que % = n % + & com O < § <« % ; definimos en-

tao wt = ?%/2 o wa/i Gy wu/zio wé. Nao ¢ dificil verificar

—
Il vezes

ue os assim definidos satisfazem as condicoes do corolario.

0 conjunto de difeomerfismos [wt, t € R} do coroldrig an-

terior € chamade grupo a l-pardmetrc ou fluxe do campo v,

Exemplo 17 ~ 0s vetores tangents aos circules que geram o tero,
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fig. 2.12, 44 um campo de vetores tangentes a Ty

FIGURA 212,

Exemplo 18 - v(x,v,z) = (v,-x,0}, ({x,y,z) ¢ 52 é um campo de

vetores tangentes a 52 (fig. 2.13), cujo fluxo é

dado pelas matrizes

cost -sent 4]
wt = sent cost 0 .
O o 1

FIGURA 2.13.

Tudo o que foi feito nesta segao pode ser adaptado para su

perficies com bordo. A diferenga essencial € que as curvas inte-
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grais de um campo-de vetores em M, compacta, nao estd definida
para todo t € R. Isto porgque ze p ¢ 3M, entdo a curva-integral
wt(p) de v esta definida somente pﬁra t € [O,e) ou t € (-@,OL
conforme +v({p) aponta para o interior de M ou para o exterior.

A seguir damos as curvas integrais de dois campos, defini-
dos ne toro T2 merios um pegueno disco, onde em um delés Wt(%)
estd definida para todo t € R e p € M, enguanto que no outro

dep:nde de onde esta o ponto p.

Exemple 19

t 3
FlIGURA 2.14.

Em A. a curva integral wt(p) estd definida para todo t € R e
todo p € M. Enquanto que em B. qualquer curva integral que come
ce num ponto de 3M fora do segmento [p,q] sé estd definida pa
ra b € [0,+=).

Dado um campo de vetores v numa superficie M, uma drbi-
ta y de v & fechada se dado p € ¥, o [luxo v, de v sa-
tisfaz a condigdo wt(p) =p com *t #£ O, No Exoemplo 17 todas as
6rhitas sao fechadas, enquanto no Exemplo 18 somente os polos nor

te e sul n3oc sao drbitas fechadas.
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&4, Soma conexa & modelos de superficies.

Seja M uma superficle e p € M, se 5 > 0 é pequeno,
def inimos uma bela em M de centro p ¢ raic b, Bu(p,b), co-
mo sende a intersegdo B(p,b) N M; denotaremos
sy(p,8) = {a € By(p,8); dlp,a) = 3}.

Neste pardgrafo mostraremos que dadas duas superficies Ml

n

e M em R, ¢é possivel encontrar Mi e Mé com M, =~ M; e

M, a Mé de tal forma que

M= (M -B.(p,8)) uTuU (M,-B, (p,,8)})},
1 Ml 1 2 M2 2

onde T~ S x [0,1] e BT = SM:(pl,é) ¥ SMf(pz,é), é uma super
1 2
ficie, +v. fig. 2.15
Mi- By, (4,08) Mg~ By, (£20 )

PlaURA 2.15

M & chamado a soma conexa de M, e M, e denotado
M, # oM,

r
Exemplo 20 - R* # R® {dada na figura 2.16} é difeomorfa ao cilin
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dro s'xR que por sua vez ¢ dJdifeomorfo a Rz-[(0,0)}.

(

Rz—' {(-ol O‘])‘

ZIN\ .

R&URA 2.f6.

-

Exemplo 21 - (SlxR) # (SlxR) & difeomorfa zo planc menos trés
pontos, A Figura 2,17 descreve geometricamente o

difeomorfismo.

AR
/ \_—{'
° | i ~—
o ———
e
TR
o
o o °
o
——— N
o L = o
et

FIGURA 247
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Dada uma superficie M C RP e um pontoe p £ M wamos, por
uma mudanga de coordenadas em Rn, considerar que p = (0,0,...@}
e que TMp = {(xl,xz,O,...,O) € R™. Assim dada uma parametriza-
cao @: UC R® 4 M CARn, (x,y)'—*(ml(f,y),...,wn(x,y)) com
9{0,0) = p, temos que m’(0,0).el = (;;1(0,0),...,523(0,0}) e
cp'(O,O).e2 = (225(0,0),...,222(0,0)) pertencem a TMp e portan-

dyp,

B
to (n,0) = g;i(o,o) =0, is= 3,4%,...,n., Identificando

ax
! 2 2 .
™., (= o' (0,0).R") e R™, podemos considerar g: UG ™+ M,

w(O) = 0. A partir desta parametrizagao vamos demonstrar a seguin

te proposigao.

1

Proposigao 2.3 - Existe um aberto U, & TMp tal que M &, numa

vizinhanga de P, © graficoe de uma aplicagao

diferencidvel f: U, Rn_z.

Demonstragio: Sendo Y: U = R, (x,y)hﬂ~(wl(x,y}, wz(x,y)), temos
o

que Yy’ (0,0): rR® 4 R¥ ¢ um isomorfismo. Logo, pe-

lo teocrema da fungﬁo inversa, existem abertos Ul’ U2 com U2 c U

. -1
tais que W|U2: U, » U, & um difeomorfismo. Pondo 8§ = (¢|U2)

temos que "-Poe(xs)r) = (X,Y,CP3°9(XsY),---,CPr;’B(XsY)): (XrY) € Ul’

e portanto basta tomar f: U, = R*™?  definida puor

f(x:Y) = (¢3°9(X»Y)=---s¢n°9(XsY))-

Proposigao 2.4 - Dadas as superficies M, e M, existe uma su-

perficie gue é a soma conexa My # M,

Demonstraggo: Sejam by € M1 e T Ul - Rn'—2 a aplicagﬁo da pro

posigdo anterior. Tememos & » 0 tal gque B(28) ©

C U, e seja A: R a R C° tal que 0< A(x,v} s 1, x'l(o) =
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e X_l(l) - R - B(28). Consideremos g U, - R™?  ge-

= B(3)
finida por e(x,y) = A(x,¥).T(x,¥). As parametrizagSes £:U, =+ Vy,

f;',(x,y) = (X$Y!f(x,Y)) e 13 Ul + Vi’ 'n(x,.y) = (x,Y:‘g(x:Y)) Sam~

tisfazem as segulntes propriedades: a) E(x,¥) = n(x,y} se
(x,v) € U, - B(258); b) n(x,y) = {x,¥,0,...,0) se (x,y) ¢ B(3).
A aplicagao (: V = Vi, {(x,v,f{x,v))— (x,¥,8{x,¥)) & um difeo-
morfismo, pois n"logog(x,y) = (x,y). Segue-se dai que as super=-
ficies M; e M’l = (M-Vl) U v’l sAo difeomorfas, v. fig. 2.18,
onde vi n Ty, = By (py8).
1 1
M
=2
*Hw;
FlaURA 2,18

Agora translademos M, de tal forma que Mi nM, =¢ (para isto

basta supor gue MI e Ml estaoc contidas em Rn, nx= 5. To-

mando P, € M2 repetimos o mesmo gue foi feito para Ml' Obte-

L ’

o r_ _ - . =
mos assim M, ~ M, onde M, = (M, Vz) U vV, com V,N TM

2 2Py
= B, (p,8).
M2 ’ S
Consideremos entdo um tubo T cujo borde 23T = SMf(pl,B) U
1
U SMé(pE{é) e que é tangente a TMlpl e a TM2p2 em todos os

'

pontos de 3T. Assim M = (Ml BMi(pl’é)) U TU (M%aBMé(pz,ﬁ)) é
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uma superficie e fica demonstrada a proposigao.

Observamos que Se Ml e M2, na proposiggo anterior sao

~ ~ . . 4
compactas e estao em Ra entao M, ¥ M, estd em R .

Se jam Tl e Pl’ o toro de revolugﬁo (Exemplo 2) e o pla
no projetivo (Exemplo 7), respoctivamente., . Vamos definir os nos-

sos modelos de superficies compactas e conexas do seguinte modo:

2 ) -
1. T, =8, T, =T, T,="1T # T, e, por indugdo, T, =
=T) # T, g+
=)
SIS ==
\N_" T, Te
s3 T
FIGURA 2.19.
2. P, =1, p2=Pl# Pl,...,Pn=Pl# P 1

Em geral chamaremos Tp de p-toro e Pn de n-planoc pro-
jetivo. Observamos que o 2-planc projetive & a garrafa de Klein,.
Os p-toros sHo orientdveis e os n-planos projetivos sdo

~ . .
nao-orientaveis, todas compactas.

EXERCICICS

1. Mostre que Slel, s'xR e H = {(x,v,2) ¢ R3; x2-y2+22 = 1}

sao superficies.

2, Mostre que T = {(x,y,z) € R3; (x2+y2—h)2 + 22 =1, =z=z= 0] e

2 ~ .
A= {{x,¥y) e R"; 1% x2+y2 < 41 s3o superficies com bordoa.



50~

3. Sejam A = {{(x,¥); ¥ = sen %, x>0} e B={

(A U B)xR uma superficie?

4, Se M & uma superficie com bordo mostre que

5. Dé os planos tangentes as superficies abaixo n

cados:

a) s?

L2 2

2 T3

b) & faxia de Moebius (Exemplo 5) em
1 2 2 1
o) B em (G 4E D).

6, Sendo TMp o plano tangente em p a uma supe
tre que TMp = {v e R"; existe a: (+a;a) « M

a’ (0) = v}.

7. Escolha bases e dé as derivadas das aplicagaes abaixo nos pon-

tos indicados:

a) f: 8% - {(0,0,1}, (0,0,-1)} » STxR & a pr

na figura abaixo e o ponto & (%?. ;ﬁ M%%
¥ .
SR L f ey

k4
L~

v

e

FIGURA 2.20.

2
b)Y g ST o D2, (x,y,2)—{x,y}), no ponto

o}x[o,1]. E

3M  é uma curva.

os pontos indi-

, 0).

rficie M, mos=-

Cm: G(O) = Py

ojegdo indicada

(1,0,0).




10,

11.

12,

13.

1k,

15,
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Se M, N e P s3o superficies e f:.M+ N e g: N P sfo
aplicacdes diferencidveis, mostre que (g<f)’(p) = g (£(p}))e

+ ' (p}.

Mostre que o toro T, é orientdvel.

Usando a definiggo de orientabilidade, mostre que a faixa de

Moebius nfo & orientdvel.

Seja M uma superficie e K& M compacte, mosire que existe

o: M=+ R C°, tal que 0= afp) « 1 e a—l(o) = 1.

Construa difeomorfismos entre as seguintes superficies:

b) 1,-{p} e P,-{a]

C) Pl-{p} e Pl_'[ Q}

Se ja r2 = x2+y2. Mostre que:
. 2 .
a) ((x,y,z); 2 = (1-r2)(r2-c2)], ¢ constante, é o toro T

b) {(x,y,2); 25 = (1-v3)[ (x=a)"4+y" - a?10 (x-1)%4y® - 321,

0< a< a+ < b= < b+ < 1} € o 2-toro T,

Generalize o exercicip anterior e enconire explicitamente
F: R°+ R C° tal que [(x,v,2)s F(x,y,z}) = 0] & o p-toro

T
P

Mostre que z soma conexa de duas superficies independe do- pon-

to de onde se retira o disco.
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CAPITULD 3

FUNCOES DE MORSE E CLASSTFICACXC DE SUPERFICIES

Neste capitulo daremos a classificagfo das superficies
compactas. Por classilicagao entendemos a exibigao de uma cole-
gdo enumerdvel de modelos de superficies compactas de tal forma
que dada uma superficie compacta arbitrdria, esta é homeomorfa a

um dos modelos.

1. FungSes de Morse.

Discutircnios. neste paragraflo funQBes reais definidas em
superficies cujas derivadas tem certas propriedades que nos per-

. - A s L] ] o~
mitirao dar "formas canonicas'" locais para tais fungoes.

Defini¢do - Seja M uma superficie e fi: M+ R uma fungfo di-
ferencidvel. p_ € M é um ponto critico de f se

£ {p,) = O.

Quando M & R3 e f: Ma R, (x,y,z)r=z (a fungio altu-

ra), entdo os pontos criticos de £ s3o aqueles onde o plano tan
gente é perpendicular aoc eixe dos =z (o que, de resto, é geome=

tricamente claro). Se ja entdo P, € M um ponto critico de f e
wi U M, (x,y)e (0, (,¥),0,(x,5),@,(x,¥)), p{x_,v,) = pyy uma

parametrizag;o em torno de p_. fop{x,y) = ¢3(X;Y)u (z,¥y) € U,
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e portanto a condigﬁo de p ser ponto critico de f implica

B 3
—mg(xo,yo) = ——i(xo,yol = 0. Dai

ax 3y
“
3p ayp
—1 1
, 2 x ( o’yo) X (xo’yo) A
TMp = @ (xo,yo).R =4
© 29, 3%,
W(xo’yo) g')-,“(xos)'o) § LLMER 3=
L 0 0 H
F

= {(Asaso)i X:J € R},
que é o gque gueriamos mostrar.

Exemplo 1 - Na Figura 3.1 a fungfio altura definida no toro T

tem A, B, C e D como pontos criticos.

¥

FIGURA 31

Definigio - Consideremos f: M + R uma fungao diferencidvel e

'

p, € M um ponto critico de f. Seja ®: UG R® 4

+ VC M uma parametrizagao com w(xo,yo) = po. O hessianc de f

em pol é a forma bilinear f'(po): TMp xTMp + R definida por
o o
 (p) (@ (x v ), o (x_,v,)v) = (£00)" (x_,¥, ) (u,v).
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Em termos da parametrizagdo g o hessiano de f & repre-

sentado pela matriz

Bz(fow) x Bz(fem)

T( 0¥o) dxdy (xo07o)
H(f)(p,) =

3% (£op) 3% (£op)

--—a—)-cg-}-—-(xo_'yo) ayz (Xopyo)

- VYamos mostrar que a definigao de hessiano nac depende da

2

parametrizagio . Seja Y: U'c R® » V', w(xl,yl) = p,, outra

parametrizagao em torno de p, *© 8 =y lom a mudanga de coordg
nadas; devemos mostrar gque (fom)”(xo,yo)(u,v) = (fo¢)”(ilinurvﬁ,

onde u, = 9'(xo,yo).u e v, = 8'(XO:YO)-V-

Como fogp = foyeB temos usando a regra da cadeia que
(£00)” (x,17,) (109) = (£9)' (xpo¥q) o 8" (xgyg) (w,v) +
b (2o (xy03) (8 (53001 8 (x059)o¥).
p, sendo um ponbo critico de f temos (fvw)’(xl,yl) = f’(po)=
= 0, donde segue que a definigfo de hessianc de f em P ndo

depende da parametrizaggo,

Definigdoc -~ Um ponto critico p, € M de uma funglo diferencidvel

f: M+ R & nio-degenerado se det H(f)(po) £ 0,

Proposig8o 3.1 - Se M & uma superficie compacta e todos os pon-

tos criticos da fungio f£: M + R sfo nio-dege-

nerados entao eles sao em numere finito.

Demonstragdo: Camo M & compacta, basta mostrar que os pontos
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criticos de f s3do isolados. Para isto seja p, € M um ponto
critico de £ e o©: U=+ V, m(xo,yo) =P,y uma parametrizacgio

(£orp)’ s U'4'£(R2,R\, onde £(RL,R) = (RZ)* é o conjunto das a-

’

-

~ 2 2 2
plicagbes lineares de R em R, (fom)”(xo,yo): R® + (R)*
um isomor{ismo, pois P, é nao-degenerado. Dai pelo teorema da

Funggo inversa existem ahertos, Ul o u, eyl torno de (Xo,yo) e

v, < {(R*}* de (fo) (x,,y,} = 0, tails que (Lo}’s Uy » v, ¢

um difeomorfismo e portanto (xo,yo) é o dnico ponto de U; com
(fow)'(xo,yo} = 0, donde segue-se que p_ € M é um ponto eritico

isclade de T.

Exemplo 2 ~ Vamos determinar os pontos criticos da fungdo

Fi 8% 4 R, (X,Y,Z)k*-22+z. Utilizando as parametri-

zagSes do Exemplo 1, encontrames os pontos criticos: A = (0,0,1L
2

B = (0,0,-1) e todo o circule S = [(x,y,z) € S7; x2+y2 = %3

z o= -%], sendo A e B naoc-degenerados. Se considerarmos os

conjuntos f"l(c) = {(x,v,2z); f(x,v,2) = ¢}, ¢ ¢ R, teremos a

seguinte situago:

1 =1
SIS ) £ 7(c) = 3
1 -
¢ = - , f l(c) é um circule

1 - . - v .
;< e<o0, f l(c) é a unido de dois circulos disjuntos

c = 0, ™ Me) = (Bl U s

0< c< 2, f-i(c) ¢ um. circulo

c = 2, fﬁl(c)

A

o> 2, £ e) = o.

']



—65-

Exemplo 3 - Sendo f: s? 4 P? a aplicagdo do Exemplo 7 do Capitu

. . 2
1o 2, vamos examinar os pontos criticos de g: P° =+ R

definida por g(f(x,v,z)) = x2 + 2y2 + 322, (x,v,2) € 52. Para
isto, usando o sistema de coordenadas daquele exemplo, obtemos
aue g(rof; (x,¥)) = 3-2x"-2y%, gl(ter,(x,7)) = 2-x"0y% e
g(fof5(x,y)) = 1+x2+y2. Assim (0,0,6,0), (~1,0,0,0) e (1,0,0,0)

S0 08 pontos critices de g, todos ngo—degenerados.

No exemplo acima exibimos sistemas de coordenadas nos
gquais foi possivel expressar a fungﬁo dada como uma forma quadrd-
tica (a menos de uma constante), 0 lema que segue mostra que na

realidade essa situagio 4 bastante usual,

Lema de Morse - Seja f: M 4 R diferencidvel e P, ¢ M um ponto

critico nio-degenerado de f. Existe uma parame-

trizagio @: UG R2 + VoM, gf(0,0) = p,» tal que fop: U4 R

tem uma das seguintes formas.

a) rop(x,y) = £(p)) + x° + ¥°
b) fep(x,y) = £(p) - x° - ¥°
c) fep(x,y) = £(p,} + x° - ¥7.

Demonstragfo: Seja |t Uy € Rg » V@M, y(0,0) p,» uma para-
metrizagao qualquer em P, © & U 3R, g=fei.

Para demonstrar o lema basta encontrar um difeomorfismo

8: Uc RS 4 U, & U, 8(0,0) = (0,0) %al que go8(%,v)-go8(0,0)"
é igual a x2+y2, -x%oy®  ou xz-y2 e colocarmos V = ¢(U) com
@ = yefb.

0 desenvolvimento de Taylor da fuﬁgﬁo g. até 2¢* ordem nos
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g({x,v) = g(0,0) + g’ (0,0)(x,y) + H(x,y)

com H{x,y)} = A(x,y) + 2B(x,y)xy + C(x,y)y , onde

2
( g {tx,ty)dt

B( ¥} = (

a(x,v)

<

<

2
C(x,v) = f {1~ t) ('t;x ty)dt.
137
Denotando por a = A{0,0) = 5 € (0,0), b =B{0,0) = 5 £. (0,0)
2 Bx Axdy
e ¢ = ¢(0,0) = % g—%—(0,0), temos que
3y
2% 32
—g(o,o) 2 & (0,0) 2a 2b
ax 3xXdY
H{g)}{0,0) = =
2 azg .
——E—(O,O) ——EJ(O,OJ 1 ab ac
3xoy 3y

e portanto det H(g){0,0) = 4(ac-b2). Como, por hipétese, P EM

é ponto critico nAo-degenerado de f temos que ac-b2 £ 0,

Suponhamos que ac-b2 >0, a>» 0, c> 0., Seja ﬁl c Ul

uma vizinhanga de (0,0) onde A(x,y)C(x,y) - Bz(x,y) >0 e

A(x,y) > 0, Fodemos entﬁo,nesta vizinhanga, escrever
} 2
B 2 AC-B 2 R
g(x,v)-2(0,0) = (JA-x +WY) ( v)" (g'(0,0) = 0, pois

~

P, é ponto critico de f). Seja d4: U » R, g(x,y)

(8,(x,¥), 8,(x,¥)) definida por ( 7)) = JEex 4y,

/i
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§,(x,v) = ‘”&-i;—ﬁz-y. Como :'%(o,o) - J3, -g%(o,o) =0 e
362 ac--b2 . w, 2 ’
g;*(0,0) =/ ———, entdo det ® (0,0) = Jac-b»" > 0. Pelo teo-
rema da funggo inversa, existem abertos UC R? e U2 c ﬁ tais
que 8: U, + U é um difeomorfismo. Tomando @ = §°Y  temos que
god(u,v) = g08(0,0) + T

No caso em que ac-b2 >0, a<0, c¢< 0, substitui-se
g por -g e procede-se como no caso anterior. ;

Se ac-b? < 0, a £ 0 ou b £ 0 procede-se de modo and-
logo ac que fizemos; enlretanto se a = ¢ = 0, faz-se a mudanga
(x,y)h—>(x+y,x-y) antes de repetir o processo, Fica assim con-

cluida a demonstragdo do lema.

A parametrizaggo ¢ do lema de Morse sera chamada parame-
trizagao de Morse.

As expressoes de f, numa vizinhanga de p,, dadas pelo
lema anterior s3o chamadas formas canonicas de f. 0O mimero de
sinais negativos destas formas & chamado o indice do ponto Py;
assim p_ tem indice ©, 1, ou 2 conforme fegp(x,y) - fom(xo,yo)
seja igual a x2+y2, x2-y2 on -x2-y2, respectivamente.

Chamaremos de minimo, sela e maximo os pontos criticos de
f: M2 R de indices 0, 1 e 2, respectivamente,
0 lema de Morse nos diz entao que escolhendo uma parametri

zagio © conveniente, em torno de p_, o grifice de fof Lem

[s]

um dos aspectos a seéguir, conforme o indice de Py
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FIGURA 3.2,

A Proposigao 2.3 pode ser redemonstrada usando o Lema de
Morse; com efeito, os pontos criticos de f: M =+ R nao-degene-
rados sao isolados j& que fop tem, na vizinhanga U dada pelo

lema, apenas (0,0) como Uniec ponte critico,

Definigdo - Uma fungze diferencidvel f: M+ R & dita uma funcgio
de Morse se todos os seus pontos criticos sdao nio-de-

generados.

Asgim a fungau do Exemplo 2 nao é de Morse enquanto que
aquela do Exemplo 3 é.
As fnngges de Morse tém sua existéncia assegurada por um

teorema cuja demonstragﬁo faremos no Apéndice.

Vames agora demonsirar duas proposigaes que dizem de que
maneira é possivel modificar uma fungae f£: M s R na vizinhanga
de um ponto critico ndo-degenerado P, € M de tal forma a alte-
rar o nivel deste ponto critico mantendo-o nio-degenerado,

Seja p, um ponto critico de indice O da fungio f: M 4R
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e @: U=+ VvV, (0,0} = P, @ parametrizagfo dada pelo lema de

2
Morse, Suporemnos que o disco aberto U(a) {(x,y) € R ;

. .
x2+y“+f(po) < a, a>» f(po)} estd contido em U e denotaremos

via) = m(U(a)). Com esta notagan temos a proposiggo segnuinte:
Proposiggo 3.2 - Para todo b < a, existe uma Fungﬁo dilerencid-

vel g: M < R tendo os mesumos pontos criticos
que F e ta! que g(po) = b.

Demwons tragaoc: Construiremos a fungao ¢ satislazentlo as segulin-
- AT

tes condigdes:

1. g(po) =b e p, é o ‘nico panto critico de g em V(a)

2. gl|M-v{a) = rjM-v(a).

Seja o1 [f(po),a] + & uma fungdo € definida por a{f(po))= by
a{t) =t para t pertede z e & (&) > 0 para t € [f(po),a]

como no gréalice seguinte

A 4

Definimos =a funggo g da seguinte maneira:
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1

g(p) = a(f(p)) se pe v(a)

f(p) se pe M - V(a)

g(p)

g(p)) = a(f(p,)) = ps & (p,) =a’(£(p)}.£ (p) se pe V(a) e,

portanto como o' > O temos que P, é o 1nico ponte critico de
f; mais ainda, se p estd préximo a 3V(a) (= 9(dU(a))) entio
f(p) estd prdximo a C e, pela definigdo de a segue-se gyue

g(p) = a{f(p}) = £(p). Assim g estd bem definida, & ¢® e sa-

tisfax as condi¢Bes requeridas, o que termina a demonstragio.

Se Py for um ponto critico nfo-degenerado de indice 2 de
f e considerarmos Ufa) = {(x,¥) € Rz; x2+y2—f(po) < -a, a <:ﬂpJL

obtemos a seguinte proposigam.

Proposigao 3.2' - Para todo b > a, existe uma fun§5o diferencié

vel g: M + R que possui os mesmos pontos cri-

ticos de f e tal gue g(p) = b.

A demonstragio desta proposigio é inteiramente andloga a

anterior, bastando substituir f por -I.

Suponhamos agora que P, € M é um ponto critice naoc-dege~

nerado de f de indice 1, Novamente, pelo lema de Morse, existe

‘uma parametrizacgio o: U+ V, o(0,0} = p,, tal que fl(x,y) =

2 2 .
fep(x,y) = fo(0,0) = x =y . Se P »P, € V, sejam f(pl) = a

f(pz) = b, Suporemos gue Ufa,b) = [{x,y) € R2; [x2

I

o

2| < Jal

[

|xy| < b} estd contido em U (fig. 3.3}.
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FIaORA 3.3.

Com esta notagﬁo temos a proposigﬁo que segue:

Proposigio 3.3 - Para todo ¢ € {a,b), existe uma fungio diferen

cidvel g: M ~+ R tendo os mesmos pontos criti-

cos de f e tal que g(po) = C.

Demonstragao: Vamos supor gque ¢ < 0.
Necessitaremos de duas fungtes auxiliares

W,A: R= R que tem os seguintes gradficos e propriedades:
funggo w

1. wix) » 0 e w(0) = 1; 2. w'{x)< C

fungao )

1. A(x) >0 se x¢€ (=-Y,¥), 0<.¥ < |a| e Aa(0) = -c:

2, AM(¥y) + 2y > 0 se yv> 0 e My} + 2y < 0 se y < O,




.
T
¥ lal

=« T

~ial

Consideremus g Lac pequeho que L -g,elx[-vY,Y] © U(a,b),

el
Delfinamos a fungao g, U=+ R por gl(x,y) = x"-yz-w(x)-l(y).

- 3g
Temos entao que gl(0,0) = ¢, € como §§£'= Zx - m'(x)nh(y),
agl ,
g;; = 2y - m(x)'k (y) seguc~se das propriedades de gy e )Y que
agl agl
3% = v = 0 se e somente se x =y = 0.

Assim (0,0} & o lnico ponto critico de g, em tU(a,b)

e se {x,y) estd préximo de 3U(a,b) entdo gl(x,y) = 0, pois
w(x) e A(y) 530 zmeros para x e y préximes a l e |al,
respectivamente,

4 fungdo g: M + R definida por glp) = glow_l(p) se
peEY e g(p)=r(p) se pe M-V satisfaz as condigoes da pro=-
posigdo.

No caso em que ¢ > 0O, consideremos a translaggo T: R2R,
T(x) = x+k, com o k escolhide de tal modo que T(c) = ¢ < 0 e
tomemos a fungio f£: M a+ R definida por T = Tef. Temos entdo
que existe £: M= R diferencidvel com g(po) = ©. A fungio
g = T-loé satisfaz o que foi pedido na proposigao, o que termina

a. demonstragao,

Seja U(a,b,c,d,e) = {(x,v) ¢ R2; a < x2—y2 < b,
2
c <y -x2 < d, lxyl < e] ceontendo a origem, Supondo que

U{a,b,c,d,e}) € U (dominio da parametrizagdo de Morse}, a propo-
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sigd@o seguinte é demonstrada de maneira andloga & Proposigdo 3.3,

Propusigdo 3.3' -~ Para todo 4 € {(a,d) existe uma fungdo diferen

cidvel g: M 4 R t{endo os mesmos pontos criti-

cos que f e tal que g(po) = 4.

Se p € M & um ponto critico de f: M -+ R, chamamos

f(p) de valor critico de f.

Uma fungzo de Morse & dita ordenada se os valores criticos
sao todos diferentes e os que corvespondem aos pontos criticos
de indice o s3o menores que aqueles que correspondem aos de
indice 1, que por sua vez Sao menores que agueles correspondentes
aos de indice 2.

Supondo que na Figura 3.4 a fung@o altura é de Morse, te-

mos que ela é ordenada.

{ o
Sy

{o
;CTO

FlGURA 3.4.

Uma consequencia das proposigges deste pariagrafo é o teo-

Trema qgue segue.

Teorema 3.1 - Em toda superficie compacta M existe uma fungao

de Morse ordenada f: M 4 R.
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§2, Niveis repulares e criticos.

De agora em diante M serd uma superficie compacta e cong
xa, a menos de mengio explicita em contrdrio.

Para fungdes f£: R' 4 R o gradiente é definido como sendo

af
o campo de vetores grad f(xl,...,xn) =.(§§1

arf
E;;(xl""’xn))’

(xl,...,xn), e

ou o gque é a mesma coisa, podemos defini-lc¢ por

{ grad f(xl,...,xn)v) = f'(xl,...,xn}.v,

para tode v € Rn, onde { , y € o produte interno usual do R,

se Mc R® e pe M observamos que a restrigac de { , )
a T < R* & um produto interno em TMp. Logo dada uma trans-
formagio linear L: TMP 4+ R existe um dnice vetor v € TM tal

P

gqua L«w = {(v,n) para todo u € TMp.
Isto nos motiva a definigBo de gradiente para fungSes reais

definidas em superficies,

Definigio - 0 gradiente de uma fungiio real diferencidvel

f: Mc R'+ R € o campo de vetores a M definido

{grad £(p),v) = ' (p)-v
para tode v E TMp e para todo p € M,

Observamos que p £ M & ponto critico de f: M+ R se e
somente se grad £{p) = 0., Assim, se f: M4+ R é de Morse,
grad f tem somente um mimerc finito de Zeros.

Como f'(p5~grad {p) = |grad f(p)|2 entdo f cresce ao

longo das trajetépias do gradiente. Em particular, isto implica
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gue o gradiente ndaoc tem érbitas fechadas.

Definiggo -~ q & R & um valor regular de f: M=+ R se para todo

P € f_l(q) a derivada ' (p): TM, » R é sobrejetiva.

Duas outras maneiras equivalentes de definir valor regular
¢ dizer que I’ {p) £ 0 ou yue grad r(p) £ O, para todo
p e T a).

Um ponto p € M & dito regular para f: M+ R se f'(p)#£o0.
Portanto q € R é wvalor regular de f se todos os pontos de

f"l(q) sdo regulares. Observamos que se q ndc é valor regular,

f—l(q) pode conter pontos criticos e regulares. Um exemplo disso
é ¢ = 0 na fungao do Exemplo 2,
Proposigio 3.4 - 0 conjunto dos pontos regulares de f_l(q) (su-

posto ndo vazio) é uma curva.

Demons tragHo: Seja p € f-l(q) um ponto regular de f e

p: U~ V, (0,0) = p, uma parametrizagfo em torno
de p. Assim (Lo} (0,0) = £’(p) £ 0 e portanto §§§1El(0,0) #
#£ 0, por exemplo. Dai pelo teorema das fungdes implicitas pode-
mos dizer que existe W3 (-e,6) » R, u(0) = 0, . que é diferencid
vel e tal que € = {{(x,u(x)); x € (-g,e)} estd contido em
(fop)™'(a). Dai como n: (-g,6) + C, mix) = (x4(x)) & uma pa-
rametrizagao da curva € +temos que @°nt (-e,e) -+ m(c), ¢(c)itv,
at

é uma parametrizaglio da curva o(¢) < £ ~(q), o© que termina a

demonstragao,

Corolario -~ Se g & um valor regular de f: M 4+ R entio f—l(q)

é uma curva.,
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Observagdes: 1) Uma consequéncia imediata deste coroldrie & que

- se f: M+ R tem um nimero finito de pontos cri-

tices (em particular se f & de Morse), entfo, para todo gq € R,

-1 . -
£77(gq) menos um numerc finito de pontos é uma curva.

2) Uma outra consequéncia do coroldrio € gue o gradiente de f &

perpendicular a f_l(q) em seus pontos regnlares. Com efeito
(

-

q) é um ponto regular existe, pelo coroldrio, uma

o

se pe€ £
parametrizag@o E: (-e,g) = Ve E{0) = p, v, = f"7(a) e portan
to f£eE{t) =¢q, te (-6,6). Temos entdo que £’ (p).5'(0) =0 e
portanto {grad £(p), £'(0)) = 0 que é o que guerfamos (v. fig.

3.5 com f sendo a fungfo altura no tero Tl)'

A W 4,
gr-a;lm f
2t .
TP‘lf
R

FIGURA 3.5.

3} Da observaggo anterior pode-se descrever geometricamente a es-
trutura de drbitas do campo grad f, quando £ é de Morse or-
denada. Por exemplo quandoe f & a fungﬁo altura no toro ou esfe

ra as 6rbitas do gradiente sao dadas nas figuras 3.6 e 3.7.
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Quando q € R é um valor regular (eritico) de f: M 4 R
chamamos f_l(q) de curva de nivel regular ou nivel regular (cur
va de nivel critica ou nivel critico)} de f. No Exemplo 2,

-1 - . - - -
£f77(e), 0< c< 2, é um nivel regular e f 1(0) é critico.

Estudaremos agora o gque acontece quando mudamos de um nivel
regular a outro de uma fungao f+r M+ R, Constataremos que tudo
depende da existéncia e dos findices dos pontos criticos entre os

niveis regulares,

Seja X uma componente conexa de f-l([a,b]) constitufda

sé de pontos regulares., Pondo K_ = fﬁl(a) nK, K = f-l(b) n K

e K(_m,b) = f—l(—m,a) U K.

.o — - -1 "
Proposj_(;ao 3.5 - Ka ] Kb, K = Ka x [a,bj e i (-—mga) S K(—m,b)

Demonstragﬁo: Consideremos o aberto U D K que nio contém pontos
criticos de f e seja @a: M+ R a fungdo auxiliar

¢® +tal que, O a(p)= 1 e com a(p) =1 se e s6se p& K e

a(p) = 0 se e s6 se p ¢ M-U. Seja X um campo de vetores em

M definido por
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i

—

ol
i

¢ se 7p € MaU

X(P) = Cl( grad f(p)

se peEg U,
lgrad £(p)|?

Sendo p, © fluxoc de X definamos E: R+ R por E(t) =
f(mt(p)) com pE M fixo. Se mt(p) € U temos que &' (%) =

(0 (0)) - X(p (p)) = ale (p)). Portanto E'(t) =1 se

mt(p) € K. Dai E{t} = t + k(p) com + escolhido de tal forma

que mt(p) € K. Agora se p € K, temos que £(0) = f(mq(p)) =
= f(p) = a e entdo E£{t) = t+a desde que mt(p) € K. 0 difeo-

morfismo M+ M satisfaz a f(p,_,(p)) = b-a+ta = b se

Ph-a’

p € K . Portante ]Ka: K - K_ e £ 1(-oo,a): f‘l(-m,a)

Phea a b cPb-al

+ K } s3o difeomorfismos,
('m!b

y: K x[a,b] + K, Y(p,t) = @t_a(p), ¢ um difeomorfismo

-1,

cujo inverso & § K =+ Kax[a,b], $_l(p) = (wa-f(p)(p)’ f(P))s

o que termina a demonstragao.

A proposigio seguinte é demonstrada de maneira inteiramen-
te andloga A Proposiggo 3.5, bastando para isto tomar U coimo

vizinhanga de f_l([a,b]).

Proposigdo 3.5' -~ Suponha gue f-l([a,b]) 86 contém pontos regu-

vy, £ Ya,p]) ~

lares. Entdo f “(a) s f

= f-l(a) x [a,b] e f-l(-w,a) R fpl(—m,b).

Tomemos agora f: M 4+ R uma fungao de Morse ordenada e
sejam Pyse+-3P, Seus minimos, com os indices escolhidos tais
gue f(pi) < f(pj) se i< j. Denotemos ¢, = f(pi).

Seja o@: U=~ V, ¢(0,0) = Pys @ parametrizagao dada pelo
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lema de Morse, Se ¢ estd suficientemente prdximo a Cys entao
f-l(c) é difeomorfo, via ¢, ao circulo (fom)-l(c). E, usando

a Proposig8e 3.5, temos que f_l(c) e Sl, ¢, € ¢< e, e que

f-l(-m,c) - ﬁ2 (= {(x,v)}; x2+y2 < 1}). Usando ainda a mesma pro-

posigldo temos que f-l(c2) =zty {p,} com sl e st e

f_l(-m,czj =2ty {p,} com at ~ D7, Agora, usando de novo o

lema de Morse e a Proposigdo 3.5, temos que f-l(-m,c) ~ b7 U n?

{uniso disjunta de dois discos) e f-l(c) A Sl U Sl (unido dis-

junta de dois circulos) se ey < € < Cqe

Sendo a sela de nivel mais baixo teremos, repetindo

Pyia

o processo que acabamos de descrever, o coroldario seguinte.

Coreoldrio - Se ¢ € R & tal que c; < o< ¢y 1< i<l en-

i+l’?
tio f“l(c) ~ sty sty...u st {i eirculos disjun-
tos} e f-l(-m,c) ~ B? Uesold B? (i discos abertos disjuntos).

vV, fig. 3.8.

FIGURA 3.8.
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Seja agora p, um ponto critico de indice 1 da fungao de
Morse f: M R e op: U+ V, m(0,0) =p, @ parametrizagao do
lema de Morse. Denotemos ¢ = f(po), Uu{e) = U(co—e, co+e),
U(e,2g) = Ulc -c, c0+2e) (v. Proposigfo 2.5) e tomemos € > O

tal que ambos estejam contidos em 1.

Sendo Py sPyye--sPy  OS outros pontes criticos de I, con
sideremos Vl,...,Vm vizinhangas desses pontos tais gue
Vin vy = 9 se i £ j e, tomando W wuma vizinhanga de

f-l[co-e, co+g], supomos também que v,Nnvw=g, i=1,2, 40 ,m,
Consideremos ainda a fungao auxiliar a: M <4 R, Cm, tal que

0 a(p) <1 a”(1) = M-v e o 1(0) = x(e) U {py,-+esp, ], onde
V=WUV Ui vV @ K(g) = fecho de U(e}.

Com estas notagﬁes demonstraremos a seguinte proposigﬁo.

Proposigio 3.5 - Sendo c¢< c, < e e f_l[c,c'] s& contendo P,

como ponto critico temos gue f_l(-M,c} ]
f'-l ! 2 _-1 ¢
= (—m,c ) U H, onde H =~ D e T (—m,c lna=IUJ, sen

do I e J disjuntos e difeomorfos a [0,1].

Demonstragio: Em virtude da Proposigio 3.5 basta demonstrar a
proposigao no caso em que ¢ = c_+€ e ¢ = ¢ -8,
Consideremos o campo de vetores ¢® X em M definido
por:
X(p) =0 se pE& Ke U [pl,...,pm]

-a(p). sxed fle) ceeim d.
x(p) = a(p) Terad £(o)] p ¢ K(e) U {py, P}

Se p € M-V temos que f' (p).X{p) = 1. Segue-se entdo, por um

argumento anilogo ao da Proposigio 3.5, que f-l(-W, Co+c) -
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-1
o (e, co-g) U H, onde H tem as propriedades requeridas,

v. Figura 3.9.

—l(

© difeomorfismo entre f-l(-m, CO+€) e T

-, co-e) U H
é dado por 1 2¢ onde Mg € o fluxo de X. Terminamos assim

a demonstragio,

3

Uma das consequéncias da proposigﬁo anterior, que sera de

. Pag . - - rd )
grande importancia é ¢ seguinte coroldrio.

Coroldric - Sejam P,sPys---2P,. 2as selas da fungao de Morse orde-

nada f: M a+ R e ponde ¢, = r(pi),

< c
i

c, .
i-1 i?

i=1,2,...,r temos que, se co < ¢ < cr é valor reéegular de

~ -1 PR s e c s
£ (c # ci) entdo £ ~(e) é difeomorfa A uniBo disjunta de efr-
- . . -1 . . .
culos. Mais ainda se f [e,c’] 56 contém p; como ponto cri=-

. o~ « . -1 .
tico entaoc o nimero de circulos difeomorfos a f (¢’) difere do
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de f'l(c) de 1, -1 ou 0O,

Demonstragao: Vamos tomar ¢ > 0, pequeno, de tal modo que
f_l[co-e, ¢’]l sd contenha p, cemo ponto critico.

-

‘l(co—e) e

Sabemos {como decorrencia da Proposigdo 3.5) que f
difeomorfa a uma uniao disjunta de circulos. Usando a proposigao
anterior, temos que uma das figuras seguintes sao difeomorfas a

componente de f-l[co—g, ¢']T que contém P,-

1{&0

FIGURA 2.10.

Portanto f—l(c') é difeomorfa a unifo disjunta de circu-

c ~¢g) de +1, -1, 0O confor=

los, cujo nimero difere dos de f o

me se dé a, b ou ¢, na fig. 3.10,

Repetindo o argumento para o i=1,2,...,m, temos o corg

lério.
. ~ = -
As figuras a e b sao realizadas concretamente considerando

a fungao altura no toro Tl como no Exemplo 1 e a figura ¢ no

Exemplo 3.
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Definigﬁo - Aos pontos eriticos de indice 1 comsn nas Tiguras 3.10
a 2 b chamaremos de tipo I e dqueles como na figu-

ra 3.10 ¢ chamarermos de tipo IIL.

Do fato que M & conexa e do coroldrio anterior decorre
gne os pontos criticos de tipo I apurecem aos pares,

Uma outra consequgucia do mesmo coreldrio 8 que a existén-
cia de um ponto critice de tipo II faz com que M seja nao-orieg

tdvel pois contém uma faixa de Moebins, v, fig. 3.11,

& m FAA DE MOEBILS

FlaurA 3.1

$§3. Cancelamento de pontos critices.
i

0 teorema deste pardgrafo é fundamental na classificagao
das superficies, Ele diz sob gue condigdes é possivel cancelar

dois pontos criticos de uma fungao de Morse, Mais precisamente

Teorema do cancelamentd - Seja fi: M + R uma fungio de Morse or-

denada tendo a e b como valores re-

gulares. Se f”l({a,bj) s6 contém dois pontos criticos P, ®©
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P, (a < f(po) < f(pl) < b) de findices 0 (ou 2) e 1, respecti-
! vamente, gque estdo na mesma componente conexa entio
£ ([ a,0]) ~ £7(a) x [0,1].
Geomebricamente a figura 3.12 (i), ilustra o que se passa

na componente de f—l([a,b]) que contém P, © DPy-

-f_l(a) x Lol

————

)
FIGURA B.12.

Para demonstrar o teorema cancelamento precisarios das pro-
i posigoes que vem a seguir.

- . P~ -1 r

Em virtude da Proposigao 3.5 vamos supor que f (La,b])
é conexo.

Dados um campo de vetores v em M e uma singularidade
p de v i.e. v(p) = 0, dizemos que v & linear em uma vizi-
nhanga V de p se existe uma parametrizagao Y: U=+ Vv,

3

S 2
w(0,0) = p, e uma aplicagao linear A: R+ R tal que

¥ {x,y)-alx,y) = vie(x,y)), (x,v) € U.

+

Sejam fi: M + R uma funcdo de Morse e D um ponto criti
G 1 =

co de indice 1 de f. Se ¢: U= Vv, p{0,0) = P> é a parametri

zagﬁo de Morse entao fn@(x,y) = x2—y2 (por translagao, podemos
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;upor que f(pl) = 0). Tomemos & > O tal que B(28)C U e
n: M+ R, ¢, tal que O < nip) = 1, n;l(O) = w(ETEES) e
n"H(0) = M - w(B(28)).

Com estas notagdes temos a proposigio seguinte:

Proposigao 3.6 - Existe um campo de vetores tangentes a M, vﬁ

que satisfaz as seguintes condigSes:

a) v linear em ¢(B(8))
b) se p naoc & ponto critico de f entio f'(p).vf(p) > 0

c) v e grad I tem as mesmas singularidades.

Demonstragdo: Definamos vf(p) = n(p)-m’(¢—l(p)).grad(f°w)($’HpD+

+ (1-n(p)) erad £(p). Se pe M - o(B(28)) temos
f
(

que n(p) = 0 e portante v (p) = grad £(p), logo f'(p).vf(p)z

2 0 e é igual a O se e s6 se p & uma singularidade de grad ¥,
~ b -1 -1

Se p e 9(B(8)) entdo v (p) = ¢ (97 (p)).grad(feq){v™ (p)).

Daf se p = 9(x,y) temos que v (o(x,y)) = ¢’ (x,v).grad(fep)(xy)

e portanto £ (p).v'(p) = (£o0)' (x,¥). grad(fo)(x,y) =

lgrad(fow)(x.y)|2. Assim f'(p)-vf(P) > 0 e é igual a zero se
e 56 se p = P (i'ef x =y = 0), Agora se p ¢ m(ETEE)-B(é)),
entao, como este é compacto, exiéte k > 0 +tal que .
lgrad(fum)(m_l(p))[z >k e |grad f(p)|2 > k. Dai como

£ (p) v (0) = m(p) |erad(£:9) (o7 (p) 1% + (1-n(p))|grad £(p)|?

g

temos que f£'{(p).v (p)} > k.

Observando que se @(x,y) € @(B(§)) temos que vf(m(x,y)) =
=’ (x,¥).4(x,y), onde A(x,y) = grad(fep)(x,y) = (2x,-2y), ' con

cluimos a demonstraglio da proposicho.
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A condig3o b) da propesiglo anterior significa que f é
crescente aoc longo das drbitas de vf que portanto, nao tem 6r-

bitas fechadas.

Proposigao 3.7 - Sejam f,g: M + R fungbes de Morse ordenadas

tais que f-l([a,b]) e g_l([c,d]) sBo conexos
e tem, cada um, dois pontos criticos nan-degenerados de fndice O

{ou 2} e 1 Entao existe um homeomorfismo

n: £ ([a,b]) + g ([c,al).

Demonstragﬁo: Podemos supor, sem perda de generalidade, que’
a=c=0 e que os ponrtos criticos sao de indice

0 e 1 Denotaremos p_,Pp; € f_l([a,b]),
9,49, € gnl([O,d]) esses pontos criticos,

Se jam vf e v®  os campos construides a partir de I e
g, wusando a proposigdo anterior, e [vi] e {vf} os seus flu-
xos. As 6rbitas de v e vE gue passam p r D € f-l(fo,b])
e g € g_l([O,d]) serao denotadas, respectivamente, Gf(p) e
6%(q). Denotemos ainda Wu'f(po) = JJR vz(BM(po,é\) e se
p: U=+ v, ®(0,0) = Py é a parametriiaggo de Morse sejam

wiT(p) = U vi(e(zxio})) e ¥ (p)) = U vile({0}xJ)), onde
teER tER

(0,0) € IxJc B(8)} (da proposigdo anterior), v. fig. 3.13.
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FIGURA 3.13. w’ 't.{Fhr\f-'(Co,bl)

Definimos Wu’g(qo), Wu’g(pl) e Ws’g(ql) de modo andlogo ao
que foi feito para Vf.
Seja B: [o,b] » [0,4] o homeomorfiémo linear por partes

dado na Figura 3.14.

- — — — — — —

94,
g4

-
’

1(@]90) ;( (1") c

FIGURA 3.4

vamos agora definir um homeomorfismo hi f—l([o,b]) 3

- : f -1

4 g 1([0 dal). SeJ?m {plapzl = W (Pl) n £ (p) e
1 -1

{g1:8,} = w*Blq;) n g™

Definimos h: f-l(b) - g-l(d) pondo h(pl) = £, h(pa) =E,

a).
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de val modo que R(WVT(p ) n £7HB)) = wE(a ) n g7Ma). se
pewf(p), £(p) =x, gerina n(p) = wE(ay) n 57HB(x)).
Agora pomha h(p ) = q, e se p¢g W (p ) U [p}, f(p) = x,
defina h(p) = 6%((3)) n &1 (B(x)), onde P =6"(p) n £7M(v),

v, fig. 3.15.

wWinfe Wi § W 5,
—{w — §'d)
h
—_—
-
—I® | — §'(p)
— o — g ()
FIGURA 3.15

E claro que em f"l([O,b] - (Ws’f(pl) U {po}) h & continua.

Se p, <+ p, seja f{p ) = x_. Temos entio que d(f_l(xn) n

n n
f . -
n W (p ),p) » 0 e portanto d(h(p,),¥''8(a ) n 7B N O,
-1
como B(p,) = a, e Wu’g(qo) n g (qo) = q, segue-se que

b
h(pn) - h(po) =q,- Se p,+ p com pE§g W (pl) temos que

d(f-l(x;),f-l(x)) = 0 com f(pn) =.x,  © f{p) = x. Dadi
a(e™(8(x,))s & T (8(x)) » 05 por outro lado se B = 67(p ) N
n f_l(a) temos que d(ﬁn,pl) 4+ 0 ou d(ﬁn,s) + 0 donde con-
cluimos que d(h(pn), hi{p)) + 0 e h ¢é continua.

h-l

é continua, pois é definida da mesma maneira que h
trocando os papéis de f e g. TFica assim demonstrada a propo-

sigap.
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Proposigfo 3.8 - Existem duas fungdes diferencidveis F,G: R2 + R

satisfarvendo as seguintes propriedades:

a) F tem uma sela o dois minimos como pontos criticos.

b) & tem sé um minime como ponto critico.

¢} Existe um intervale [-a,a] tal que os pontos critices
de F estio em P Y([-a,a]) e se p¢g F  ([-a,al) entlo
F(p) = ¢(p).

d} Exceto peles niveis criticos, todos os niveis de F sido
difeomorfos a um circulo ou, no mdximo, dois circulos dis-

juntos e todos os niveis de & sao difeomorfos a um circulo,
b 3
Demonstracgdo: Seja P (x y) =5 . E—-+ yg. F tem dols pontos
Honstragac:t ot+? T 3 o
criticos (0,0) e {(0,1), onde o primeiro & dege~
nerado ¢ ¢ segundo é um minimo nac-degenerado. O grafico de F

é dado na Figura 3.16

¥ (107%)

FIGURA 3 16.

Consideremos agora FG(X’Y) = Fo(x,y) + e(x - %—). Se ¢ < O,

Fe tem somente um minimo nio-degenerado en (1,0) como ponto
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critico e se 0 < g < 1, F_  tem dois minimos (-¢,0) e (1,0}

e uma sela '(e,O), todos nfo-degenerados. Seja agora b < a < %3,
com a e b préximos a Tm .
Tomamos |so|_ tae pequeno que o plano z = -a intercepte

v gréafico de F, numa curva ¢ (difeomorfa ao circule Sl).
Consideremos entio uma fungao A R® 2+ R ¢ tal que 0 < A(x,yv)<
-1 -1 ~1 -
<1, 2 M) = FJH(I-b,)), ATH(L) = F ([ -a,a) ). Definamos
2 i — e .
B, (x,¥) = B (xy) + € (10 (0,3))(x - 3. como K = 27H(1)ATHO)
o o
& compacto e F;(x,y) #£ 0 em X, podemos super, diminuinde €
se necessdrio, que Fé (x,¥) £ 0 em K,
o
As fungdoes ¥ = F e G=F , wv. fig. 3.17, satisfa-
~£, €,
zem as propriedades requeridas, Observamocs que =2 propriedade d

b 3 - ~ 4
é conseguencia da Proposigao 3.5. Terminamos assim a demonstra-

a0,

'

o

FIGURA 3 17
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Coroldrio - Com a mesma notagdo da proposiyio anterior, se
. -1
D= {(X,Y); (X:Y) € FO ([—a,a])] e M(F) =

= [(X;Ys F(X,Y)); (X:Y) € D} entéo M(F) == Sl X [0’130

Demonstragdo: M(G) = {{x,y, 6(x,y)); {x,¥) ¢ D} §é difcomorfa a
M(F) pela aplicagio t: M(F) 4+ M(G), (x,v,F(x,¥)

—> (x,y, 6{x,y)). Como G nfio possui pontos criticos em MG} segue-se

da Proposigio 3.5 que M(G) = G_l(a)x[O,lj P Slx[O,l], o gque ter

mina a demonstragdo.

Demonstraggo do teorema do cancelamento:

Das duas proposig0es anteriores segue-se gque f_l([a,b]) e
~ M(F) e gque M(F) = M(G) = SleO,l], demonstrando assim o teo-
rema.

A proposigao gque demonstraremos a seguir & de importancia
fundamental na classificaggo das superficies, para enuncid-la cha-
memos de n., 1 =0,1,2 o ndmero de pontos criticos de indice i

1

de uma fungao de Morse ordenacia Ff: M =+ R.

Proposigio 3.9 - Dada uma fungfo de Morse f£: M =+ R existem dois

valores regulares ¢ e d com as seguintes pro

priedades:

1. f‘l((-w,c]) contém n_  pontos erfticos de fndice 0, n_-1

pontos criticos de Indice 1 e é difeomorfo a Dz.

2. f-l([d,+m)) contém n, pontos eriticos de indice 1, n,-1

bt
pontos criticos de indice 1 e e difeomorfo a D7.

Demonstragdo: Seja p, o ponto critico de f de indice 1 e nivel
mais alto, Tomemos a > O tal que py € p(U(a)) e
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K, =~ p? (x, ¢é o fecho de g(U(a)), sendo @ a parametrizagio

de Morse). Supondo n, oz 2 {j4 que para n =1, nada teriamos
a provar), existe um ponto eritico de indice 1 e aﬂbﬁcﬂdﬁe’é R

tais que:

iy u(a’,v ,¢’,d’ ,e’) satisfaz a Propeosigdo 3.3'; portanto

My n u(a’ o ,ef,d ,e') =TUJ, onde I e J so

(difeomorfos a) intervalos.

ii) Dy é¢ o tnico pento critice de f na componente de

f_l(_m,a'] que intercepta K_.

iii) Somente o segmento I estd contido neo componente do item
ii), w. fig. 3.18.

J& que f_l(—W,a) e f-l(-m,a'), podemos supor que f(aKa)=
= a’, Assim pela Proposig¢o 3.3, podemos supor gque nde existe va
iores criticos no intervaloe (f(pl),f(pz)). Se ja p3 o ponéo
critico de indice 0O que pertence a componente de f-l(-m,a')

que contém J.

Ty

£l o (3Ka)
gﬂ%( = {Tr=¢

P ?

fi ;
, FlGURA 3.18 P
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Tomemos 4 tal que f(pg) < 4 < f(pi). Dai entre os niveis {
e ¢’ 56 existem os pontos criticos Py © Py podemos entao
aplicar o teorema deo cancelamento para concluir que f_l(—m,c')
é difeomorfo a unidoe de =n -1 discos.. Por indug8o temes o item

1. da proposigao. Para mostrar o item 2,, basta trocar { por

-f. PFjica assim demonstrada a proposigao.

§4. Classificaglo das superficies,

Veste pardgrafo vamos demonstrar o teorema de classifica-
¢ao das superficies compactas. Para ilustrar a técnica de cons-
trugao explicita dos homeomorfismos entre as superficies em gues-

tdo vamos dar alguns exemplos:

Exemplo 4 - Se f: M+ R, McC Rn, ¢ uma fungao de Morse com do-

is pontos criticos (um mdximo e um minimo)} entao

M ~. S°. Seja g 52 4 R, (x,7.z)r=2z, a fung@eo altura que tem

(0,0,-1) e (0,0,1) como pontos criticos nfo degenerados.

~ PR . .
Se p_, pl sac minimo e maximo de £, respectivamente,

[s]

coloquemos f(po} = a e f(pl) = b,

b+a
— x + .
b=a b~a

seja 8: [a,b] + [-1,1], dada por B(x) =
Passemos agora a definir o homeomorfismo hi: M - 52. Se ja

a< ¢< b, sabemos gque f-l(c) é difeomorfo a Sl, definimos

2

h: f-l(c) + 87N {z=0] como sendo este difeomorfismo. Ponha

h(po) = (0,0,-1) e h(pl) = (0,0,1). Se p ¥ p_, Py, sejam
i
(

o
Ly P ' ~ -1
6 {p) a drbita de grad f que passa por p e B =06 (p)n £ “(c)
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Vamos agora definir o homeémorfisme h: M 4 P,., Ponhamos h(pi)
=q, e h: f—l(e) -+ g-l(%) é definido de tal forma que h(gi)

. -~ ~~ -
< p; e sendo mn; € 5,8, e mn, € £,E, ponhamos h(nl) =8,
o

- 4 u,f
= 8, e exigimos que h(glgz) =P,p,. Se PEVW ’ (pl)

=
—
3
o
1

f(p) =x e pec U vi(ﬁlﬁz), definimas h{p) = q onde
teER

fla) 0 8™, e aeUvEE R, o Beei(e) 0O,

q:wu,

Agora se p ¢ Wu’f(

p,) e f(p) = x, defina h(p) = 65 (n(B)) n
n g_l(Y(x)). Que It é um homeomorfismo segue-se por um argumen-
to semelhante ao do exemplo anterior.

Uma das consequéncias da Proposigio 3.9 do pardgrafo anterior &

que o ntmero de pontos criticos de indice 1 em f“l([c,d]) é

nl—(noul)-(nz—l) = 2-(n0-nl+n2). Ao ndmero X (M} = n_-n,+n

1772
chamamos caracteristica de Buler da superficie M. Uma das con-
sequéncias do teorema de classificaggo é que se M e M’ s3a0
superficies homecmorfas, entio X{M) = %x(M' ): dizemos que ¥(M)

é um invariante topoldgico da superficie M.

Teorema de classificagdo - Toda superficie compacta, conexa e sem

borde M & homeomorfa a um n-planc

projetivo Pn ou a um p-toro Tp'

Demonstragio: Faremos a prova por indugdo em n = 2 - X(M). Ve-
jamos primeiro como funciona o processo para
n=0,1,2 e 3.
Se n = 0 temos (Proposigldo 3.9 do pardgrafo anterior)
que M ¢ difeomorfa a dois discos identificados pélo bordo e
portante, usando o Bxemplo 4, M =, 57.

Se n =1 entldc o ponto critico em f_l([c,d]) é de ti-
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po II, porque os de tipo I aparecem aocs pares. Assim f_l(-m,dj
é homeomorfa a um disco e uma faixa de Moebius identificados pele
berdo ou seja M=, P

1°

-1 o~ £
£ e, d R, R

1(”'(_%@:;992

(”I"‘- Z]

FIGURA 3.22.

'Se n= 2, os dois pontos criticos em f_l(fc,d]) sao de
tipe I, ou ambos sao de tipo TT. Seja ¢ < e < &, tal qué
f"l([c,e]) contém um ponto critico de fndice 1 e f"%([e,d])
contém o outro, f—l(nm,e] e f_l([e,+w)) sAo homeomorfos a

dois cilindros ou a duas faixas de Moebius, v. fig. 3.23.
A
§ 1 )]

e d]

. 4-E‘|‘1
7 - fewd]
(b)

5

(a)
FIGURA 3.23.
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No primeiro caso, dependendo da identificagao do bordo dos

dois cilindros, obtemos M homeomorfa ao toro Tl ou a garrafa
de Klein P,, V. fig. 3.2h,
T - h

(@) (b)

FIGURA 3.24.

Assim, mesmo gue os pontos criticos de {ndice 1 sejam to-
dos de .tipo I, a superffcie resultante pode ser nio-orientdvel,
dependendo das identificagdes feitas.

Aos pares consecutivos de pontos criticos de indice 1 e
tipo I que produzem identificagdes como na Figura 3.24 (a) chama-
remos pares‘orientéveis e de pares nio orientdveis se forem como
na Figura 3.24 (b).

No segundo caso, M serd homeomorfa 4 uniao de duas fai-
xas de Moebius identificadas pelo borde, ou seja, novamente a
garrafa de Xlein P2.

No¢ caso em gue n = 3 temos duas possibilidades para os
pontos criticos de indice 1 em f“l([c,d]): 1) os treés pontos
criticos sio de tipo II; 2) dois dos pontos criticos sfo de ti-
po I e o outro é de tipo II. Chamemos p

a os pontos

Pa

criticos de f em .f-l([c,d]) e consideremos ¢ ,d’ € [c,d]

o' P1

tais que ¢ < f(po) < o < f(pl) < a’ < f(pa) < d.

Para ver a primeira possibilidade wvamos supor gque D, pl
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e p, sAo de tipo II. JA sabemos do caso n = 2 que f-l((-m,dﬂ)
é homeomorfa a garrafa de Klein' Pé menos um disco e de caso

n =1 que f-l([d'.+m)) é homeomorfo & faixa de Moebius. Por-
tanto, pela construgﬁo da soma conexa, M seria homeomorfa a P3.
Vemmos geometricamente o que acontece quando cruzamos os pontos

criticos p;, 1i=20,1,2 na Fig. 3.25 (1}, (2) e (3) respectiva-

mente,

@)

(3)

—_—
E—]

>

/M

£, d) R, P5 -Pine

FiGURA 3.25
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Suponhamos agora que p, e Py sao de tipo I e que p3
é de tipo IL; o que podemos sempre Supor porque se P é de ti-
pe IT trecamos £ por =f, ou entao se Py e de tipo II pode-
mos usar as Proposigses 3.5 e 3.3!' para trocar os niveis de Pq

e p,. Sabemos do caso n = 2 que f-l((fm,d']) é homeomorfa
ou ao t6r6 Tl menos um disco ou & garrafa de Klein P2 menos
um disco. Temos entido que M =, T, # P, ou Mme P3’ pois

f-l([d',+m)) & homeomorfa 4 faixa de Moebius. Vejamos {geometri

camente) que T1 # Pl Ry P3 (fig. 3.26).

(3}

7

ANTTTITISS
{4(7m‘é)53 T, # Py - PI9C0

FiGURMA 3,26
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Observando as figuras 3.25 (3) e 3.26 {3) vemos que

Tl # Pl - disco &, P, - disco: e.portanto T1 # P, =~, P

3 1 3°

Agora vamos demonstirar o caso geral para n = 4, Suponha-

mos primeire que todos os n  pontos criticos em f—l([c,d]) sao
de tipo I; portante n = 2p. Temos dois casos a considerar:
12) todos os pares de pontos criticoes em f-l([c.d]) 530 orien-
tdveis e 22) existem pares nfo-orientdveis, Para examinar estas
duas possibilidades consideremos PP, € f_l([c,d]) como sendo
os pontos criticos de nivel mais baixo e c‘€ [¢,d] tal que

c < f(po) < f(pl) < ¢’ < d. Sabemos do caso n = 2 que

-1

7 (-=,c’] ~, T, = disco e, pela hipdtese de indugio

1

-1 .
£ ([’ +e)) ~, Tp-l - disco, portanto M a, T, # Tp-l = T,.
‘Para o segundo caso vaAmos sSupor P, © P formam um par ngo

orientdvel (podemos sempre fazer esta hipdtese pela "associativi-

dade', da soma conexa), donde f_l((—m,c’]) ~, P, = disco. Pela

hipdtese de indugio f_l({c’,+m)) re P _, = disco (se f—l([cﬁdj)

tem algum par nao-orientdvel de pontos criticos) ou f"l((—m,c'Tza

T_p_l - disco. Portanto M= P, # P ., =P ou MmN, P, # Tp_l.
Mas P, # Tp—l =o Py, # T, # Tp-2 Adq P3 # Tp-z' utilizando o ca-
s¢ n = 3. Como }"3 = Pl # P2 e Tp_2 = T1 # Tp_3 temos entao
que P, # To_1 e Ppe

Conclusao: M as, TP, 2p = n, no primeiro caso e M=, P,

no segundo,
Vamos supor agora que existem pontos criticos de tipo II

em f-l([c,d]). Se todos os pontos criticos em f_l([c,d]) sao

de tipo II, tomemos p_ aguele de nivel mais bhaixo e c¢'¢€ [c,d]
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tal gque e < f(po) < ¢’ < d. Assim f'l(-m}c'} ~, P, - disco,

como no case n = 1, e f'l([c',+m)) ~, P _, - disco, pela hi-

potese de indugdo. portanto M s~ P, £ P

no1 = Pn. Se ex1stg al=

gum par de pontos criticos de tipo I podemos, por um processo
andlogo aquele em gque todos s3o de tipo T mas existes. pares nao-
orientdveis, deduzir que M A2 Pn. Fica assim concrluid: a demons

tragao do teorema,

Decorre desse teorema que:

1. M ¢ orientdvel se e sd se M =, Tp. Neste caso Y (M) =
= 2-2p.

2. M é nfo-orientdvel se e sd se M P . Aqui ¥{M) = 2-n.
E claroc que Tp %o Pn’ isto porque Pn contém uma faixa de

Moebius (por definigdo}.

Uma outra consequéncia do teorema € gue toda superficie compacta

orientdvel M, sendo homeomorfa a Tp pode ser realizada em RJ.
P p . 4
Quando M & naoc-orientdvel podemos realiza-la em R : isto de-
!
corre do fato de Pl poder ser realizado em R; (Exemplo 7, Ca-

pitulo 2) e da maneira como construimos a soma conexa,
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EXERCICIOS

Construa a fungBo @ da Proposigdo 3.2 e as fungdes w e X

da Proposigdo 3.3.

Diga se as fungoes shaixo sao de Murse (em caso afirmativo 48
os indices de seus pontos criticos} e discuia geometricamente

rd - rd .
como se da a mudanga de seus niveis,

a) fi1 8% 2 R, {x,v,z)r> x+y+z
b) &g 5° 4 R, (x,y,z)hw-22+z
c) Tz T, + R, (x,¥,%) += 2z onde T, é o 2-toro do Exerci-

cio 13.b do Capitulo 2.

Mesmo que no exercicio anterior para as fungSes seguintes:
a) f:+ M=+ R, {(x,y,2)r— 2, onde M & a faixa de Moebius do

Exemplo 5, Capitule 2,

b} g: P, 4+ R, (x,¥,2z,u)— u, onde Py € o plano projetivo

do Exemplo 7, Capitulo 2.
Se M & uma superficie, ¢q é valor regular de f; M+ R e

p £ f-l(ql, T(f-l(q))p = Ndcleo de f'(p).
Se g ¢ R € valor regular de f: M+ R, mostre gue f—lﬁm,a)
¢ uma superficie com bordo.

Dé exemplos mostrando que a Proposigio 3.5 n3o é verdade quan-

do a superficie M tem borde ouw nio é compacta.

Descreva geometricamente o comportamento do campo gradiente

das fungoes- dos Exercicios 2 e 3. No caso 3b, use para P, o

modelo dado no Capitule 1.
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da Proposigao 3.7,

8. Construa explicitamente o homeomorfismo h: f-l(a) -+ g_l(d) )

Demonstre usando técnica semelhante & da Proposigan 3.7 qQue

se f: Ma R e g: M+ R sdoc fungdes diferencidveis e

f—l[a,b] e g_l[c,d] san conexoes e nao tem pontos criticos

entdo r Y ([a,p]) ~ g ([ c,dl).

. n
Sejam M uma curva compacta em R .

a) Defina o que significa f: M =+ R ser uma fungdo de Morse.

b) Mostre que existem fungges de Morsc definidas em

M,

¢) Enuncie e prove um "teorema de cancelamento" de pontos

P
criticos.

d) Mostre gue M =, st
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APRNDICE

~
Vamos mostrar neste apendice gue dada uma superficie com-

pacta M, existem "muitas" fungoes de Morse definidas em M,

Para mostrar tal resultado precisamos de um teorema cldssico de

Andlise: o teorema de Sard-Brown,

Dada uma fungao diferencidvel F: M a R2 onde M & uma
superficie, dizemos que p € M ¢ um ponto regular de F se
F(p): TMp 4+ R~ & um isomorfismo; q € R & um valor regular de
F se Fil(q) e vazio ou tudo p € F—l(q) é ponto regular. Um

ponto p &€ M que nio & regular é chamade um ponto critico de F.

Teorema - Dada uma fungio € F: M =+ Rz, o conjunto A = {qERz;

q §é valor regular de TF} ¢ aberto e denso em R2.

Este .teorema é um caso particular do teorema de Sard-Brown

cuja demonstraggo pode ser encontrada em [Mil].

. s 2 2
Para demonstrar o Lema 1 identificaremos £(R",R) e R .
Lema 1 - Seja UC R2 um aberto e f: U+ R uma fungdo de clas-
se C . Existe um subconjunto aberto e denso

B c £(R2,R) tal que para todo L € B temos que f+L: U=+ R tem

todos os poitos criticus ndo-degenerados.

Demohstragao: Towe M = {(p,L) € Ux&(Rz,R): L =-f'{p)]. E claro

que M (com a identificagio £(R2,R)

#l
o

b . i - .
superficie em R , cuja dnica parametrazagao ¢ @: U+ M,

- ! ”
p—> (p,-f' {p)). Assim (p,L) € M se e somente se p & ponto
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eritico de f4L: U » R. Sabemos gue um ponte p € U € niao-dege-

2 . . .
& um isomorfismo.

P 2 : .
Consideremos entio a aplicagdo F: M + £(R™,R) = Rz, (p,-f' (p))-—=

nerado para falL se (C+L) {p) = £ (p): R 4+ R

—F(p=-t'{p)) = -£' (p). Usando a parametrizagdo %: U+ M te-
mos que (Fsw)'(p) = -f“(p) e portanto p € M & ponto critico
ndo degenerado de f+L se e somente se L = -’ (p)} é valor re-

gular de F. Aplicando agora o teorema anterior concluimos o
lema.
2 ~ 2
Dada f: Uc R =+ R podemos, na base canonica deo R,

identificar £ {x,y) = (%ﬁ(x,y), %;(x,y)) e £ {x,y) =

Zlig(-x,Y) 2% (x,v)
3x"- 3IXIY
. A
gi—iy(x.:r) ~:—;—£ {x,y)
S¢ f & de classe C° a fungio 4{x,y) = &' (x, v} «
+ |det ff(x,y)[ ' é uma fungfio continua., Mais ainda, y(x,¥v) = 0,
se -~ somente se, (x,y) & ponto critico degenerado de f.

Fixada f: U+ R e dados e =0 e Cc U definamos
N_EF,C) = (g U Ry e/ (xyy)-g’ (o)l < v e 8 (x,¥)-g" (x2y)ler,
{x,y) € ¢},

Com esta notagao vamos provar o seguinte lema.

Lema 2 - Seja K um subconjunto compacto do abertoc UC R2 e
f: U=+ R gque tem em K somente pontos criticos nao-de-

gemerados. Entio existe & > O tal que todo g € N, (f,K) tem

&

somente pontos criticos nio-degenerados em K.

Demonstragio: Como VY(x,y) = [[£' (x,¥)] « |det £ (x,y)| é continua,
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todos os pontos criticos de f sao nio-degenerados e K & com-
pacto, existe m > Q0 tal gque w(x,y) > m para todo (x,y) £ K.
Como || || e determinante s3o fungces continuas, existe & > 0

tal que se g: U+ R satisfaz [ £ (x,y)-g’(x,¥)[ < & e

|f” (x,y)—g” (X’Y)l < &, (K9Y) € K, entZo ]”fl (X:Y)”-”g’ (X;Y)H | <
< %’ e ||det £ (x,y)| - [det g (x,y)]] < g3 (x,¥) ¢ K. Ou seja

existe & > 0 tal que se g € B, (f,K) entao | g (x,v)] >

b5
> I (x, 9 - %- e |det g"(x,y)| > [det £ (x,¥)]| - %—. Daf te-

mos que &’ (x,v)l + [aet & (x,¥)| > £ (x,¥)] + |det ¢ (x,y)|-m=
= y(x,¥) - m > 0. Portanto, tode g ¢ Bé(:f‘,K) tem todos os seus
pontos criticos em K nfo-degenerddos, que é o que queriamos pro

var.,
Ve
v

Agora seja M uma superficie compacta. Dada p € M con-

sidere ¢, : B(3) = R o Vp, ma(O) = p, uma parametrizagfo em

torne de p e denotemos wu(B(l))

wp e cpo_(B(z)) =Kp, onde

B(s) = [(x,v) ¢ R2; [{x,¥) | < s}. [wp; p € M} ¢é uma cobertura
aberta de M que, sendo compacta, possuil uma subcobertura finita
que denotaremos por wl,wg,...,wn; mi: B(B) -» Vi Serdoc as para-
metrizagdes correspundentes e poremos K, = mi(B(Z)), i=1,2,...,n.

Fixemos & = [ml,...,mn} é f: Mo R uma fungfo .C".
Sendo g: M 4 R uma funglo € denotemos g5 = o0, B(3) = R
e, dade r » 0, definamos Nr(f,é) = {g: M 4 R; giGNr(fi,Ezzs),
i=l,2,...,n}.

Com essa notagao vamos demonstrar o teorema seguinte, que

nos garante a existéncia de "muitas" fungSes de Morse.

Teorema - a) 3¢ f: M+ R & uma fungio ¢® entdo para tode T > O
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existe g € Nr(f,é) gque é de Morse.

b} Se f: M+ R & de Morse, entdo existe & > O tal que toda

fungao em Nb(f,@) & de Morse.

Demonstragdo: a) Seja £, o= £, B{(3) + R. Pelo Lema 1 sabemos

2
que existe L., € £{R ,R) tal gque g, = [ +L

1 1}

B(3) 4 R tem todos os pontos criticos naoc-degenerados e
g, € Nr(fl,B(Z)). Consideremos a fungdo i: M3 R C°  tal que:
0=z a(p) = 1, l_l(l) =K, e 1-1(0) = M-V, Definamos a fun-

gdoc G.: M s R por

£f(p) se p¢ M-V,

£ (@71 (p)) + 2 (p).L(e7(p)) se b eV,

o

como A{p) 0 se pe€ M-V,, temos que G, é¢ C . Obtemos

assim G M+ R G tendo todos os pontos criticos em Ky nio-

1t
degenerados e g, = G °¢; € Nr(T,B(2))-

Repetindo com G M a2 R o mesmo processo que fizemos com

1t
f, mas agora com respeito a V2 e K2, obtemos uma funggo

G2: M+ R Cc'u que tem todos os pontos criticos em Kl U K2 nag-

degenerados e tal gque chml € Nr(fl,B(Z)) e G2°m2 € Nr(fz,B(2D.
Assim, por recorréncia, obtemos uma fungao g = Gn: M+ R C

que tem todes os pontos criticos nac-degenerados em Kl U...U Kn=

-

=M e g; = Gog, € Nr(fi,B(z)), ou seja, g€ Nr(f,@) e é de

Morse, ¢ que demonstra a parte a) do teorema,

b} Se f: M+ R & de Morse entdo, pelo Lema 2, existem Ersennab

> 0 tais que Nb-(fi’B(2)) s6 contém fungoes de Morse. Se
T
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5 = min {61,...,5n} temos que Né(f,é) satisfaz a parte b) do
teorema,
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