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PREFACIO

0 proposito destus notas © apresentar alguns topicos da Analise Hanmd
nica de Processos Esfocastinos. 05 nequisditos previos para a Leitura AA0 CUAACS em
nivel intenmedidnio de Teoria das Probabilidades e Tnferdncia Estatistica. Conhe-
cimentos da teonia dos processos estoedsticos sao desejavedis, se bem que 08 con-
ceifos necessanios sao aqui desenvolvidos.

Pante do matenial apresentado tem side minwstrado no cunso Analise de
Sendes Temponais para aluncs de pds-graduagds, ne Instituto de Matemiiica e Esia-
£latica da Universidade de Sic Paulo. Ndo fonam abordados aqui o topicos neferen
tes 4 analise especinal multivariada e modefos parametricos finitos.

Gostariamos de manifestan nossos agradecdnentos a Comissao Onganizado
ra do 12¢ Coldquio Brascleiro de Matemitica pela opontunidade a nos eoncedida.

Aghadeqo, também, a Agrdnic R. de Mesquita pon ter Eide crniticamente
o Capitufo 3 ¢ a Maria Lulza Fatima Almeida pefo excelente trhabatho de datifogra-
fda.

Sde Pawlo, malo de 1976

Pedro Alberto Moreliin







CAPITING T
‘PRELIMINARES
1.1 - INTRODUGRO-

A andlise de Fourier ou Andlise Harmdnica tem sido usada tra
dicionalmente, para resolver alguﬁas equagSes-diferenéiais parciais
que “aparecem na Fisica Matemitica, como a -equacgdo do calor € a equa
cdo das ondas.’ '

Na analise de séries temporais, resultantes'daobser#;géode
processos-estociasticos, o objetivo bisico & o de aproximar uma fun-
¢d0 do tempo por uma combinagdo linear de harmdnicos (componentes se
noidais), os coeficientes dos quais sdoc as transformadas de Fourier
discretas 'da série.

Em muitas aplicagfes, como em Meteorologia e Oceanografia,
estamos em busca de periodicidades nos dados observados. Ha duas si-
tuagdes que freguentemente ocorrem:

(a) conhecemos frequéncias e queremos estimar amplitudes efases.
(b) queremos estimar amplitudes, frequéncias e fases.

No primeirc caso temos, por exemplo, o fendmeno das marés,
onde as frequéncias sido determinadas astronomicamente. O segundo ca

S0 & a situagdo mais geral encontrada.

Assim, se conhecemos a frequéncia w do fenomeno sob conside
ragcdo, um modelo adequado poderi ser

x(t) =u+ R cos{uwt+p) + £(t), (1.1}

1,143




para t=1,2,...,N, instantes de observagdo. O problema €, entao, es-
timar ¥, R e ¢, com base nos dados x(1),...,x(N). Veja exercicio 8
do Capitulo 3.

Mesmo que os dados nio apresemtem periodicidades, a Analise
Harménica & {til para analisi-los em componentes harmdnicas perio-
dicas. ’

1.2 - PROCESS0OS ESTOCASTICOS E SERIES TEMPORAIS

A Anilise de Fourier c¢ldssica & usada normalmente para estu
dar funcdes ou sinais deterministicos. Estes tém uma forma matemitica
definida e a teoria & desenvolvida para classes especiais de fungdes
como por exemplo, fungSes absolutamente integraveis ou de decresci-
mento rapido (Capitulo 3). Contudo, na priatica, temos observagdes
feitas em instantes discretos do tempo, em geral equi-espagados e
nio uma fungio expressa por uma equagdo matemdtica. Mesmo que te-
nhamos observagdes continuas, como no caso de temperaturas oblidas
de um rolo de papel ou registros de marés, & necessdrio discretiza-
_las antes de analisda-las. Temos que ter, entdo, métodos de andli-
se adequados inara estas situagdes.

As funcdes que encontraremos em nossas andlises serdo, em ge
ral, Ffuncdes aleatdrias e nio deterministicas. Formalmente, uma fun
cio aleatdria ou um processo estocdstico € uma familia de variaveis a-
leatdrias ¢ este enfoque seri estudado com detalhe no Capitulo 2.

Imaginemos medir a temperatura do ar, de dado local, duran-
te 24 horas; podemos obter o grafico ilustrado na figura 1.1,
X(t)

x(l) ()
xm (t)

o t=15 2

Figura 1.1



Notamos que, para dois dias diferentes, obtemos duas curvas
que nac sdo, necessariamente, as mesmas. Estas curvas sio chamadas
trajetérias do processo estocastico e este nada mais & do que o con-
junto de todas as possiveis trajetdrias que poderiamos observar. Ca
da trajetdéria & também chamada uma sdrie temporal ou fungdo amostral. De
signando~se por X(l)(ls) o valor da temperatura no instante t = 15?
para a primeira trajetdria (primeiro dia de observagdo), teremos um
nimero real; para o segundo dia teremos outro nimero réal, digamos
X(Z)(15). Em geral, para cada't, teremos os valores de uma varia-
vel aleatdria X(t)}, que tem uma certa distribuicio de probabilidades.
Dai, encararmos o processo como uma familia de varidveis aleatdrias
{X(t),tET}, sendo T um conjunto de Indices.

Nosso objetivo serd aplicar os métodos da Andlise Harmd-
nica na analise de uma série temporal X(Jj(t), que & uma trajetdria
de um processo estocastico. Na realidade, observamos apenas uma par
te desta trajetdria. Em algumas situagDes & possivel observar algu
mas trajetorias do processo, mas na maioria dos casos temos uma s&
trajetdria para anadlise. E o maior problema & estimar caracteristi
cas de um conjunto de trajetdrias (o processo estocidstico) tendo-se
apenas parte de uma trajetdria.

Hia varios modelos que podem ser usados para descrever e ana-
lisar processos estocdsticos e o use de cada um & baseado em nossos
propositos. Todavia, em cada caso, a verificagdo das suposicdes pres-
supostas no modelo & fundamental para a adequacgioc do modelo i reali
dade fisica. HA vidrias classificagles para os modelos que podem ser
aplicados ao estudo de processos estoci@stico, mas aquele que serd o
objeto destas notas & o modelo espectral.

Aqui, os instrumentos bisicos sdo a fungdo de auto-covarian
cia e sua transformada em Fourier, o espectro.

0 Capitulo 4 tratard especificamente deste modelo.

1.3 - INTEGRAIS DE RIEMANN-STIELTJES,

Além da integral de Riemann, familiar ao leitor, serd neces
sario utilizar o conceito de integral de Riemann-Stieltjes. No Ca-
pitulo 4, teremos que fazer uso de integrais de Riemann e Riemann-
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-Stieltjes estocdsticas.

Seja [a,b] um intervalo; por uma particio de ?la,b] entende
mos um conjunte finito de PONTLOS. Xg,Xq,ve+Xps onde a=x0sxrs“,sxn#b.

A integral de Riemann-Stieltjes pode ser obtida através de
somas inferiores e superiores. Para detalhes, ver Rudin, 1964, Uma
maneira equivalente & a que segue abaixo, '

Suponha que g(x) e F(x) sejam funcles definidas .em [a,bl,
com F(x) crescente e g(x) Iimitada em [a,b} Seja Ax, = X3uXg_qs
i=1,...,% e p(P) = max Ax;, l¢isnm. )

Comsideremos as somas

N .
s(P.g.F) = g(ti) EF(ti)-F(ti-l]]' (1.2)

i=1

a i LoLgt.gX. i=1,... .
onde t tn sao tais que xl_l\tlsxl, i=1, ,T

107"
Suporemos, agora, que o numero de pontos de Paumente e que
u{P)+0. Se a soma (1.2) tende a um limite

I = lim S(P,g,E). {1.3)
Th-io0

entio este limite & chamado a integral de Riemann~-Stieltjes de g(x) com res

peito a F(x) e usamos a notagio
b ‘
I = J g(x)dF(x} (1.4)
a

A integral imprdpria de Riemann-Stieltjes e definida por

o - b

[ g(x)dF(x) = lim J g

- a—+-c
h ]

(x}dF(x) (1.5)
a o

se este limite existe.

Situacoes onde a integral de Riemann-Stieltjes existe sio:
(a) g continua e F de variagdo limitada.
(b) g ¢ F de variagdo limitada, F continua.



Algumas propriedades de (1.4) s3do apresentadas agora.

b b b
(1) I g(x)d[chl(x)+c2F2(x}] = ¢ J g(x)dF, (x} +'c, [ g(x)dF,(x],
a a a

c1 e cz constantes.

fii) Se g(x)z0 e b»a, entdo J

g(x)dF(x)30.
a . .

U A n (b '
i [ 1 saeo = L EACLIOE

(iv) Se F(x) possui uma derivada da qual & uma integral, isto e,

. % -
Ffx) = [ p(t)dt; entdo

&

b b
I g(x)dF(x) = J g (x)p(x)dx.
Cda -

(v Séja F(x) com um nimere finito de pontos de descontinuidade
¢y em la,b], asc1$c2$...$cn$b. Se F(x) & constante em cada
sub-intervalo (ck_l,ck), entdo F(X) & uma fungao em patanar €
F(ck+0)—F{ck-0]=Fk & o salto de F(x} em . Se cy=a, © sal-
to em ¢ € F(c1+0)—F(c1) e se cn=b, o salto em c, & F(cn)—

—F(cn—U).
Entdo, se g(x) e F(x) nao sao ambas descontinuas em ck,temos
b n
f g(x)dF(x) = I g(cy ) Fys (1.6)
a k=1
e a integral (1.4) reduz-se a uma soma finita. A relagdo (1.6) po-

de ser estendida para um nimero infinito de pontos de descontinuida

de, CqsCgaeeesC onde F{x) muda de valor. .

nrecc

1.4 - VARIAVE1S ALEATORIAS

Seja (2,A,P) um espago de probabilidades, onde 2 & o esplgo




amostral, A uma c-algebra de subconjunto de @ (os eventos aleatdrios)
e P uma probabilidade sobre A. Uma varidvel aleatdria (v.a.) realé uma

fungao mepsurdvel definida em @ e com valores reais, isto &, uma
-1

(B) &
um evento de A, Aqui, Rdenota o conjunto dos reais. Pode-se pro-

fungdp X: R tal que para todo conjunto B de Borel de R , X
var que X & uma v.a. se e somente se X"l(J}G A, onde J & um interva
lo da forma (-=,a].

Designaremos por E(X) a médic ou valor esperado de X e por Var (X)
a varianeia de X, Tem-se que

E(X) = Jm xdF(x), (1.7)

onde F(x) & a funcdo de distribuicio (f£.d.) de X, ou seja, F(x) =
P{Xsx) = P(w:X(w)$x). A integral (.17) reduz-se a

E(X) = Jm x f(x)dx, (1.8)

se F(x} & absolutamente continua, isto &, dF(x)=f(x})dx, f(x) sendo
a fungao densidade de probabilidade de X e reduz-se a

E(X} = ]E KkP(Xk), (1.9)

se X assume valores em um conjunto enumeravel {xl,xz,...} tal que
p(x )=P(¥=x, )30, para todo k.

A varifncia de X & definida por
Var(X) = E{X-E(X)}Z, (1.10)

e & imediato ver que Var(X) = E(X%)-E2(X).

Se X e Y sdo duas v.a. definidas em (@, A,P), entdc a dis-
tribuicdo conjunta de X e Y & especificada por uma f.d. bivariada
F{x,y) tal que

F(x,¥) = P {w: X(w)sx, Y(w)gyl. (1.11)



Se F{x,y) & absolutamente continua, existe £(x;y) tal que

32 (x,y) *

= f{x,y) e F(x,y) = f
axay

-

Y
J f{v,v)dudv. No caso discreto,

isto &, quando (X,Y) assume valores em um conjunto enumeravel
{(Xi’yi)‘ i,j=1,2,...,}, existe p(xi,yj) tal que

F(x,y) =} p(Xi‘yj),l

onde a soma & estendida a todos os valores (xi,yj} com X;€x e yj.sy.

A covariancia entre X e Y & definida por

Cov(X,Y) = E{[x-E(X)] [Y-E(Y) ]}
o o | (1.12)
- [ ] B0l reniereon
Segue-se que
Cov(X,Y) = B(XY)-E(X)E(Y). (1.13)

As v.a. XeY sdo independentes se e somente se F(x,y)=F (x).F_({)
onde F_ e FY sdo as f.d. de X e Y. Neste caso, E(XY) = E(X)E(Y) =
Cov(X,Y) = 0.

Quanto Cov(X,Y)=0 dizemos ‘que X e Y sdo ndo correlacionadas e

isto nae implica que X e Y sejam independentes.
0 coeficidntz de correlagdc € a medida de dependéncia entre X e
Y obtida normalizando-se (1.13):

_ Cov(X,Y)

D(X,Y) (1.14)

o .
XGY

onde °x= YVar{%) . Uy= J/Var (¥). Nio & dificil provar que -1gp(X,YX1
e os valores extremos *1 indicam uma perfeita dependéncia linear en
tre X e Y, enquanto que os valores entre -1 e +1 indicamos diversos
graus de correlagao.
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Suponhamos, agora, que X seja uma v.a. complexa,isto &, X:f+(,
€ denotando o conjunto dos niimerns complexos. Entdo, X&Y+iZ, .onde Y

e Z 530 v.a. reais. Temos que a média de X & definida por

E(X) = E(V)+iE(2) ' ' (1.15)

‘@ a varidncia de X & definida por

Var (%) f“EIIX-E(XJiz}s S Laae

E facil wer (exercicio 12). que Var(X)-Var(YJ+Var(Z) s quea

para Z=0 obtemos as defmlgoes usuais.

SeJam, agora Xj e X, v.a. complexas. Para definir a cova-

ridncia entre Xl_e XZ senamos tentados a por

Cov(X,.X,) = E(K,%,), D (1.17)

onde 3( X E(X ), j=1,2. Mas, para X=Xy, teriamos Cov{Xl,X2)=E,{)?15(1)
que nao serla real. Logo, definimos

COV(XI,XZ) =.E()(1)(2)3 ' _ (1..18)

onde X;=Y;+iZy, j=1,2. Deixamos a cargo do leitor {exerciciv 12)ve
tificar que ‘

'Cov(xl,xz_) = Cov(Yy,Y,)+Cov(Zy,2,)HCov(Z;,Y,)-Con (Y, 2,0 (1.19)

Vamos concluir esta segdo com algumas desigualdades {iteis en
volvendo v.a. {complexas, em geral).

DESIGJALDADE DE (HEBYSHEV - se ¢ € uma funcao estritamente positivae cres
cente em (0,«), ¢(u)=4¢(-u) e X & uma v.a. com valor esperado finito,
entao, para casa u>0,

P (|X]3u}e Eﬁﬁ}%ll. (1.20)
12 N



C caso mais familiar & aquele com ¢(u)=u2 e X=Y-E(Y),0bteﬂ
do-se

P {|Y-E(Y)}2u} ¢ ¥YRL(Y) (1.21)

2
u

DESIGUALDADE DE JENSEN: se ¢ & uma funcao convexa em -w<x<+m.eXe ¢ (X)
sdo v.a. integriveis, entio

¢{E(X)} < E{¢{X)}. (1.22)

Por exemplo, se ¢(x)=x2, temos [E(X)]2= E(Xz).

DESIGUALDADE DE SCHWARZ: se X e Y sao duas v.a. temos

IEQ) | < E(IXY]) < [E[x|ZE[Y|}1/2, (1.23)

1.5 - CONVERGENCIA DE VARIAVEIS ALEATORIAS.

Seja {Xn,ngl} uma sequéncia de v.a. definidas no mesmo espa
¢o de probabilidades (Q,A,P}. Ha varios tipos de convergéncia que
podem ser definidaes.

DEFINICAO: (i) A sequéncia (X} converge em probabilidade para a v.a. X se
e somente se para todo ¢£>0 temos

1im P{fxn~x|>s} = 0, (1.24)

n-ree

e indicamos Xn——?—i- X.

(ii) A sequéncia {Xn} converge quase certamente (OU em quase to
dr o parte) para a v.a. X se e somente se existe um con

junto N com P(N)=0 tal que

Tim X_(w) = X(w)<e

N n (@) (w) (1.25)
para todo wER-N. Indicaremos X s x.
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Convergéncia quase certamente €& um conceito mais fortedo que
convergencia em probabilidade, no sentido que vale o resultado se-

guinte.

PROPOSICRO 1.1 - Se X_ L% X entdo xn—P+x.
DEFINIGRO: A sequéncia {X_ } converge para 2 v.a. X em mddia quadritica
(m.q.) ouem L2 se e somente se

1im B{)X_-X|%} = 0. (1.26)
n-+w
Ly

Escrevemos X —+ X ou XnM X.

Da desigualdade de Chebyshev segue imediatamente que

PROPOSIGAC 1.2 - Se X ™3 X, entdo X, 2~ X,

Convergéncia em m.q. e em probabilidade nio implicam

em convergéncia q.c. mas vale o resultado a segulr.

PROPOSIGAD 1.3 - Se XnL"—‘S- X (logo xnm‘?—sx), entdo existe uma subsequen
cia {n} tal que X L5 X,
Ny

OBSERVAGOES: (a) Se X 49:8X, isto nfc implica que XHM X. Ver exer-

cicio 6.

(b) Dizemos que{Xn] &8 dominada por Y se e somente se
|Xn] <Y q.c. Entao, se Xn—P-’- X segue-se que X 24X se {Xn} ¢ domi
nada por uma v.a. Y de quadrado integravel. ‘

(c) Em cada um dos casos definidos acima ha um critério
de convergéncia miitua, que dd uma condigdo necessaria e suficiente,
para a existéncia de uma v.a. X tal que cada uma das definigodes aci
ma se aplique. Assim, existe X tal que Xni‘l.ﬂ X == E{\Xn-xm]2}+0.

n,m+s, etc.
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DEFINICAOD: Seja {X,} uma sequéncia de v.a. e {F,} a sequénciadas cor

respondentes f.d. Dizemos que {Xn} converge para a v.a.X

em distribuigac se e somente se a sequéncia F converge pa

ra a f£.d. F da v.a. X nos pontos de continuidade de F.
Indicaremos por Xn—ﬂa- X,

Este & o %onceito mais 'fraco” de convergéncia, dado que se
P -
Xn—-* X entao Xn—*)(. -

O conceito mais adequado & andlise de séries temporais & o
de convergéncia em m.q. Em particular, as seguintes duas proposi-
¢des sdo importantes.

PROPOSICAC 1.4 - Se {X } e {Y } sdo sequéncias de v.a. com variancias
finitas, entao x —CL X e Yn o9y implicam que E(XnY) — E(XY).

PROVA: Usar a desigualdade de Schwarz.

PROPOSICAO 1.5 (Loeve) - Se {X } converge em m.q., entzo E(X X )conver
ge para um limite que & f1n1to.

1.6 - FUNGOES CARACTERTSTICAS

Um instrumento importante ao estudar variaveis aleatdrias &
a fungdo caracteristica (f.c.),Se X & uma v.a. com f£.d. F(x), a f.c
de X & definida como 2 fungdo ¢: R —( tal que

o(t) = E(eitXy - Jm ltxdF(x) (1.27)

A f.c. & também chamada a transformada de Fourier—Stieltjesde F.

As demonstragdes das propriedades e teoremas mencionados nes

ta segao podem ser encontradas em Gnedenko, 1962 e Chung, 1969.

PROPOSICAO 1.6 - (a) Para todo t real, |[¢(t)]sl, ¢(0)=1, $(-t)=o(t).
(b) ¢ & uniformemente continua em R,
(e) Se {¢ . n21} sdo f.c.,{ln} € uma sequéncia de nii
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meros reais ndo negativos com ZAH=1, entao Zlnd’n
n n
& uma f£.c.
A questdo que surge - dada uma f.c. ¢, como podemos obter a
f£.d. F? A resposta & dada pela formula de inversao, que estabelece uma

correspondéncia bi-univoca entre a classe das f.d. e a das f.c.

TEOREMA 1.1 - (Formula de inversdo).- Se X< X, sao pomtos de continuida
de de F, entao '

) T -‘it}(l
. I e
F(xz)—F(xl) = lim ——[

Taw 27 7-T it

_e—itxz
p(t)dt. (1.28)

Em particular, segue-se que, para cada ponto de contimuida-
de de F(x}, temos

ity -itx
< & o(t)dt, (1.29)

T
E(x) = lim lim 1 J
Yoo Tow 27 T it
onde o limite em y & calculado para pontos de continuidade de F.

0 resultado seguinte mostra que uma f.d. & univocamente de-

terminada por sua f.c.

TEOREMA 1.2 (da unicidade) - Se duas £.d. tém a mesma f.c. entao elas
sao iguais.
Uma v.a. X & simétrica se Xe-X tém a mesma distribuigde. Se

X & simetrica, sua f.d. satisfaz
F(x) = 1-F(-x) + P{X=x), (1.30)
para todo x real. Relativamente a este coneeito temos a

PROPOSICAD 1.7 - Uma f.c. & real se e sbmente se sua f£.d. & simétrica.

Um caso particular importante do Teorema 1.1 & o seguinte.
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TEOREMA 1.3 - Se a f.c. ¢(t) & integravel em R, entdo F & continua,
sua derivada f£(x) & continua e

£(x) = F'{x) = 'zl;r—f o g ()t (1.31)
A¥8m disso,

s(t) = r oI g(x) dx. | (1.32)

Duas das mais importantes propriedades das f.c. sao enuncia

das a seguir e constituem o feorema limite para f.c. de Lévy e CrameT.

Na segdo anterior definimos convergéncia em distribuicdo de
uma sequéncia de v.a. {Xn}. Dizemos também que a sequéncia corres-
pondente de f.d. {Fn} converge fracamente para a £.d F, e indicamos

==
Fn F.

TEOREMA 1.4 - (a) Seja {F } uma sequéncia de f.d. com f.d.{¢ 1. Se
F = F entdo N {t) converge para a f.c. ¢(t}acon
ergenc1a 3 unlforme com respeito a t em qualquer
intervalo finito agtgb.
(b) Suponhamos que:
(i) ¢, converge em Re define a funcio limite ¢;
{ii) ¢ & continua na origem.
Entao,
(iy E, = F, onde F & uma f.d.;
(iiY ¢ & a f.c. de F.

0 resultado seguinte serda usado no Capitulo 4 e & dado como
referéncia aqui.

LEMA(LINNIK) - Se a fungdo g(t) & mensuravel, limitadae integravel do
intervalo [-T,T] e

T .
p(x) = LT 1t () dts0, (1.35)

entio a fungdo p(x) € integravel em toda a reta.
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1.7 ~ DISTRIBUICDES NORMAIS.

Para nossos propdsitos & suficiente dar a seguinte

DEFINICAD: As v.a. Xl""xp’ reais, tem uma distribuigdo conjunta
normal multivariada de dimensces p (ou, simplesmente, p-varia
da) se sua funcido densidade &

_ 1 .
£(xp,.00x,) = (zm) P72 a7 {x1) TALx-) (1.34)

onde A € uma matriz pxp positiva definida, |A] & o deter

minante de A, x = [xl,--.xp]' ey = {ul,---,up]'-

S5¢e X = [Xl,...xp]', segue-se que BE{X)=u e a matriz de cova-
rifincias de X & I= AL,

Se X tem distribuicdo p-variada com média p ¢ matriz de co-
varidncias I escrevemos X:Np(u,ﬂ). Pode-se verificar que f.c. de X

g
i'c-'u-lL t'it (1.35)
e z R *
para todo vetor real fixo t, de ordem pxI.

A densidade (1.33) ndo existe se Zé& singular. E possivel

dar uma definigdo mais geral e para detalhes o leitor deve consultar
Rao, 1973.

No Capitulo 4 teremos que tratar da distribuigio da trans-
formada de Fourier finita, que & uma v.a. complexa. I necessirio in-
troduzir o conceito de v.a. normal complexa multivariada.

Se Z = X+iY & um vetor aleatdrio pxl, entdo Z terd uma dis-
tribuicdo normal complexa multivariada se o vetor [X,Y]', de ordem
2px1l, tem uma distribuicdo normal multivariada, de dimensio 2p. Ha
alguma ambiguidade na escolha da distribuigdo conjunta deste vetor
e portanto nos fixaremos na



- 15 -

DEFINICEO: Se Z=X+iY & um vetor pxl, com componentes complexas, dize
mos que Z tem distribuigac normal complexe multiveriada com mé
dia y e matriz de covarifncias I se & sdémente se o vetor
[X.Y]'. de ordem Zpxl, com componentes reais, tem distri-
buigao normal 2p-variada com média [Rep,Imp]' e matriz de
covariancias

Ref -ImI
1
2 ImE Rel
para algum vetor pxl y e alguma matriz pxp I , Hermitiana
e ndo negativa definida.

Escrevemos: Z: N; (w,z2}).

0 caso que nos interessa & aquele em que p=l. Se Z = X#iY
tem distribuigao Ni(“' o), entao X e Y serdo v.a. independentes,com
distribuigoes pormais Nl(yl,c/ZJ e Nl(uz,g/Z), respectivamente, on-
de u1=Reu e u2=Imu.

Um fato importante & o

TEOREMA 1.5(Isserlis) - Se z=[zl,...,z4]' € uma v.a. com distribuicdo
normal complexa, com média 0 e matriz de c¢ovariincias I, entdo

E{21222324} = E{ZIZZ}E{Z324} +E{2123}.E{222 1+

4
{1.36)

+ B{22,}E{Z,2,]).

No casv de v.a. normais reais com m&dia zero o teorema re-

duz-se a

CoviZ,Z,,2,2,}= E{2,2:}B(1,2,} +B{2,2,}E(2,2.}.  (1.37)
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1.8 -~ EXERCICi0S

1 - 8e Z = X+iY & uma v.a. px1, prove que

Brp = IpxtBy *i(z

yx_xxy}’

onde I1,, indica a matriz de covaridncias de Z, etc.

2 - Prove que se Z = X+iY tem distribuicio N;(H,E) e ImE=0, entdo
X e Y sao independentes.

3 - Provar (1.20).
4 - Prove que, se XDELQ X, entdo Xn_3+ X.
5 - Prove a proposigao 1.6.

6 - Seja 0=[0,1], A=B=g-dlgebra de Borel em [0,1] e P=medida de
Lebesgue sobre B. Definamos

n 1
2 s we(ofﬁ')
X (w) =
0, caso contrario

.8 ~
Prove que Xn 2L 0 mas Xn nao converge em m.q.

1
7'- Prove que a integral J g(x)dF{x)} existe e calcule-a usando a

definigio se g(x)=x e F(x)=x2.

8 - Uma fung¢do F definida em R diz-se a comvolugao das f£.d. F. e F

1 2z

€ escrevemos F = Fl % F2 se

"

F(x) = Lm Fl{x-y)sz(y), < e,

Se ¢,¢1e ¢2 330 as respectivas f.c. prove gue ¢=¢1¢2.
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« .
9 - Calcular J g(x)dF(x), se g{x):ex, 2 R R

0, x<-1
1/3, -1lsx<0

F{x) =15/6, QOex<1
1/2, lsx<?
O x32

10 - Prove, que se F(x) tem um salto em a, entao
b

a a+o

onde a+o indica que o extremo a nfo & incluido.

11 - Prove que:

X Z X, Y =0 =xy 2 o0
(a) n 4 n nn
% P -
(b) Se X — X e Y — c, entdo XY, 2 Xte, X Y, 2
D

e Xn/Yn — X/c, c =0.

12 - (a) Se X & uma v.a. complexa, X=Y+iZ prove que
Var(X) = Var(Y)+Var(Z).

{B} Prove a relacao {1.19).

b
[[ s - [ garm) = gla) [Flaso)-FGa-o)],

cX




CaPTTULO 2
PROCESSOS ESTOCASTICOS
2.1 - INTRODUGAD

Consideremos o experimento que consiste em medir a tempera-
tura do ar, de dado local, durante um periodo de vinte e quatro ho-
ras, continuamente. Obtemos numa funcao X(t),do tempo t,chamada fun-
¢ao aleatdria. Repetindo-se o experimento durante varios dias, obtere-
mos uma familia de wealizagdes da fungdo aleatoria X(t). Na figura 2.1
temos ilustradas estas realizagles, tambem chamadas de trajetorias ou

series temporais.

Figura 2.1

Uma fungdo aleatdria (ou um processo aleatdrio ou processo esto—
edstico) nAo precisa ser, necessariamente, uma funcao do tempe e seu

argumento pode ser, tambem, um vetor. Seja, por exemplo, o experi-
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mento que consiste em medir as trés componentes de velocidade em um

ponto de um fluxo turbulento, como o oceano ou a atmosfera, durante
um certo intervalo de tempo. Uma das componentes de velocidade, U

digamos, € uma fungdo de trés coordenadas espaciais e do tempo, is-
to &, U = ulx,y,z,t).

Vejamos, agora, uma definicdo formal de fungao aleatdria. No
que segue, adotamos a mnomenclatura mais frequentemente usada entre
nog, a de processo estocdstico, para designar uma funcio aleatdria.

DEFINICAO: Seja T um conjunto arbitrarie. Um processe estocdstico €
uma familia {X(t),tE€T} tal que, para cada t€T, X(t)é uma
varidvel aleatoria.

Nestas condigdes, um processo estocdstico & uma familia de
variaveis aleatdrias (waJ). que suporemos definidas num mesmo espacgo
de probabilidades (Q,A,P). O conjunto T & normalmente tomado como o©

. . . + . .
conjunto dos inteiros Z={0,% I, 2,...} cu o conjunto dos reais R.
Também, para cada t&€T, X(t) serd, usualmente, uma v.a. real, mas se-

rd necessario considerar, mais tarde, v.a. complexas.

Como, para cada t€T, X(t) & uma v.a. definida sobre @, na
realidade X(t) & uma funcdo de dois argumentos, X(t,w), tE€T, w€R. A
figura 2.2 ilustra esta interpretagdo de um processo estocastico.

e i{x(t,w)

X(t,w)

Figura 2.2
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Vemos, na figura, que para cada t€T., temos uma v.a. X(t,w),
com uma distribuigio de probabilidades, PiX(t,w)}

Por outro lado,para cada w€R, fixado, obteremos uma funcao
de t, ou seja, uma realizagao ou trajetoria do processo. Ver figuras
2.1 e 2.3.

2
Wy xP,

etc. 0 conjunto de todas estas trajetdrias & chamado o "ensemble".
Observemos que cada realizagdo de X(t,w)é& uma fungdo do tempo t nao

Vamos designar as realiiagﬁes de X(t,w)por X

aleatdéria e para t fixo X(t) € um nimero (real ou complexo). Uma ma-
neira de encarar a distribuicgdo de probabilidades'de X(t,w}, para t
fixo, € considerar a proporgao de trajetdrias que passam por uma "ja
nela"deémplitude A, digamos. Tal proporgio sera f(x).a, se £{x) e a
densidade de probabilidades da v.a. X(t,w).-

Xt ,w)

m{t)

- —————

+

o+ bp—----—---

Figura 2.3

0 conjunto dos valores de {X(t) t€T} & chamado o espago dos
estados, E, do processo estocdstico e os valores de X{t) sao chama-

dos estados. .

Se o conjunto T for finito ou enumeravel,como T={1,2,...,n}

ou T=Z, o processo {X(t),t€T} diz-se um processo estocdstico com para
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metro disereto. Como exemplo, considere o caso em que as observagdes
sdo vendas de uma firma, durante dez anos, registradas mensalmente.
Obtemos uma parte de uma trajetdria de um processo com parﬁmetrd dis
creto!l Se T for um intervalo de R teremos um processo Com  parameire
continue,0 processo da figura 2.1 & um exemplo.

0 conjunto dos estados, E, também pode ser discreto ou con-
tinuo. No primeiro caso, X(t) pode representar uma contagem,como por
exemplo, o niimero de chamadas telefonicas que chegama uma central du
rante um periodo de duas horas. No segundo caso, X(t)representa uma
medida que varia continuamente, como temperatura, voltagem,altura de
ondas, etc. ’

2.2 = ESPECIFICAGAO DE UM PROCESSO ESTOCASTICO

Sejam Tyatgseeenty elementos qﬁaisquer de T e consideremocs
F(xl,N..,xn;tl,...,tn} = P{X(tl)gxl,...,x(tn)s xn}. (2.1)

Entdo, o processo estocastico {X(t),t€T} estara especicifi-
cado se conhecermos as distribuigdes finito-dimensionais (2.1}, para todo
nyl. Isto significa que, para n=1 nds conhecemos as distribuigoes
uni-dimensionais da v.a. X(tl), tleT, para n=2 nds conhecemos as dis
tribui¢oes bi-dimensionais da v.a. (X(tl),x{tz)}, tl’tZGT’ ¢ assim
por diante. As fungdes de distribuicgido (2.1)devem satisfater as duas
condigbes seguintes:

i} (Condicdo de Simetria): para qualquer permutagio Jpedgerendps
dos Indices 1,2,...,n temos

F(le,...xjn;tjl,...,tjn) = F(xl,...xn;tl,...,tn). (2.2)

ii) (Condigio‘de Compatibilidade) para m<n,

F(xl,...,x ,+°°,...,+°°;t1,...,1:

m Sty "

m’tm+l"" n

(2.3)
= F(xl,...,xm;tl,...,tm).
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A condigao (2.3) deve ser entendida como '

lim F(xl,....x

x RN S S .
o e Xme1 Xty esty)
m+

xA++w
Pode-se demonstrar que qualquer sistema de fungdes de
distribuigfo da forma (2.1) satisfazendo as comndigoes (2.2} e
(2.3) define um processo estocastico X(t) sobre T.

Contudo, o conhecimento de todas estas distribuigoes fi
nito-dimensionais & muito dificil de ocorrer napratica,senao im
possivel. O que se faz & estudar certas caracteristicas associa
das a {2.1) e que sejam simples de interpretar & calcular. No-
temos que uma maneira equivalente de especificar o processo X(t)
seria determinar todos os momentos de ordem n das V.a.X(tl),....

X(tn) , para qualgquer n2l. Ou seja, determinar

I‘1 rn
u(rl’-..’rnjtl,...tn] = E {X (tl)‘---'x (tn)} =
{2.4)
=‘J_;--I_mxl cee Xy dF(xl,...,xn;tl,.._,tn)_

Isto apresenta os mesmos impecilhos anteriores e o que
se faz & restringir o e¢studo de momentos de baixa ordem. Em pax
ticular, para a classe de processos que val nos interessar, O0S
chamados processos estaciondrios de segunda ordem, considerare-
mos somente os momentos de primeira e segunda ordem.

-

A fungao média (ou simplesmente média) de X(t) &
u(l:;t) = m(t) = E{X(t)} = I xdF(x:t), {2.5)
enquanto que a fungdo de auto-eovariancia (f.a.c.) de X(f) 3
w(l,1sty,t,) ~u(litydullst,) = Clty,ty) =

(2.6)
= E(X(tIX(t)} -E{X(t})IE{X(t,)}, t.t,€T.
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Observe que m(t) € uma fungdo de tET e que C(tl,tz) depende
de dois argumentos, t; e t,. Em particular, se ty=t,=t, (2.6)nos da

€(t,t) = Var{X(t)} = E {x’(t)} - B3{x(0)}, (2.7)

que & a (fungdo) variancia do processo X(t), e que serd indicada por
V({t).

Voltemos & figura 2.2. Para cada t, temos uma v.a X{t),
que tem-uma média m(t) e uma varidncia V(t). Na figura, estdo indi-
cadas as medias m(tl), m(tz) e m(tsj. A f.a,c. Clty,t,) dd a cova-
riancia entre as duas v.a. X(tl) e X(tz), para quaisquer tl,tZGT.J A
funcao mft) é obtida "unindo-se" todos os pontos m(t), tET.

Consideremos, agora, a figura 2.3. Para cada t,temdSLmlcog
junto de valores X(l)(tj, X(Z)(tJ,... correspondentes as varias rea-
lizagoes do processo. A fungao m(t) & obtida determinando-se, para
cada t, a médias dos valores X(j)(t), média esta calculada em rela-
cao a j.

Resumindo, os parametros importantes a serem considerados se
rdo a média e a funcdo de auto-covariincia,

m{t) = E{X(t)},
C(tl,tz) = Cov{X(tl),X(tz)}
B (X(t;) X(t)1, (2.8)

respectivamente, onde i(t) = X(t)-m{t).

Quando houver possibilidade de confusio, usaremos as nota-
coes mx(t) e Cx(tl,tz) para indicar a média e a f.a.c. de X(t). Ou-
tra convengao: quando falamos em "grafico' de X(t), na realidade esta
mos falando em algo parecido com a figura 2.3, onde estio "todas" as
realizagoes de X(t). Por isso, & usual representar apenas uma traje
toria tipica do processo.

Observemos também, que na pratica, teremos que estimar as
quantidades m{t} e C(tl,tZJ, bem como V{t). Observando a figura 2.3
vemos que uma maneira de faze-lo é considerar um nimero N de realiza
goes X(l)(t),..c,X(N)(t) e utilizd-las para avaliar os parametros a:
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cima. Por exemplo,

i x W coye L ax Mgy
N

m(t)

Voltaremos a este assunto nos Capitulos 6 e 7.

2.3 - PROCESSOS ESTACIONARIODS.

Naguelas situagles em que se pretende utilizar modelos para
descrever processos fisicos, & necessdrio intreduzir suposig¢des sim-
plificadoras nomodelo. No caso de processos estocdsticos, uma suposi
¢ao mormalmente feita & a estacionaridade. Intuitivamente, um pro-
cesso & estacionirio se ele desenvolve-se no tempo de modo que a es-
colha de uma origem dos tempos nidc & importante. Em outras palavras,
as caracteristicas probabilisticas de X(t+t), para todo ¢, sdoasmes
mas de X(t). As medidas das vibragfes de um avido em regime estavel
de voo horizontal, durante seu cruzeiro, constituem um exemplo de um
processo estacionirio. Também, as varias formas de "ruidos”podem ser
consideradas processos estaciondrios.

Tecnicamente, ha duas formas de estacionaridade: fraca (ou
ampla, ou de 2a. ordem) e forte (ou estrita).

DEFINICAO: Um processo estocdstico X(t),t€T diz-seasstritamente esta-
ciondriose todas as ditribuigles finito-dimensionais (2.1)

permanecem as mesmas sob translagdes do tempo, ou seja,

F(xl,...,xn;t1+'r,...,‘tn+'r) = F(xl,...,xn;tl,---,tn), (2.9
para quaisguer tl""’tn‘T de T.
Isto significa, em particular {exercicio 1), que todas as
distribuicdes uni-dimensionais s3o invariantes sob translagdes do tem
po, logo a média m(t) e a vari@ncia V(t) sdo constantes, isto g,

m{(t) = m,

n

V() v, (2.10}
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para todo t€T. Sem perda de géneralidade, podemos supor que m=0 e
v=1. Sendo, considere o processo [X{t)-m]/v"
Do mesmo modo, todas as distribuicgoes bi-dimensionais depen

dem de tymtg. De fato, como C(tl,tz) = C(£1+t,t2+t), fazendo t=-t
vem que :

2

C(t1 tz) = C(tl—-tz,(}) = C(1), (2.11)

para T=?1—t2. Logo, C(t;-t,) € uma fungio de um s& argumento, no ca
so do processo ser estacionirio.

Genéricamente, de (2.9) segue-se que os momentes de ordem n
dependem apenas das diferencas tj—t , e sao fungdes de n-1 argumen-

tos.,

1

Como di:semos anteriormente, estaremos interessados em ca-
racterizar os processos estocdsticos através de um nimero pequeno de
fungoes de distribuigfo (2.1) ou de momentos. Desta maneira, restrin
gindo-se acs momentos de primeira e segunda ordens, somos levados a
seguinte

DEFTNYCAO: Um processo estocastico {X(t),t€T} diz-se estaciondrio de se
gunda ordem(OU fracomente estacionaric, ou ainda, estacionaric em
sentide amplo ) se e somente se

(i} E {X(t)} = m{t) = m, constante, para todo tET;
(ii) B {X®(t)}<=, para todo tET; (2.12)
{iii} C (tl,tz] = Cov {X(tl),X(tz)} € uma fungdo apenas de tl—tz.

A partir de agora, estaremos interessados somente nesta clas
se de processos, que denominaremos simplesmente de processos estaciond -
rics. Note-se que, se X(t) € estritamente estaciondrio, ele nic ne-
cessita ser estacionério de segunda ordem, pois (2-12)-(ii) pode nido
estar satisfeita. Um processo tal que E{Xz(t)}<w, para todo tET ,

diz-se um proceseo de segunda ordem.
No que segue, suporemos m=0.
DEFINICAQ: Um processo estoc@stico real {X(t), t€T} diz-se Gaussiano

se, para qualquer conjunto tyatyseesnty de T, as v. a.
X(tlJ,...,X(tn) tem uma distribuigdo normal n-variada.
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Como um processo Gaussiano, com variancia finita, & determi
nado pelas médias e covariancias, se ele for estaciondrio de segunda
ordem, entio ele serd estritamente estacionario.

2.4 - PROPRIEDADES DA FUNCAO DE AUTO-COVARIANCIA

No que segue consideraremos o processo {X(t),t€T} estacionario, real,
com T<R e de média zero. Sua f.a.c. &
Clt) = E[X(t)x(t+r)], (2.13)
t,T€T.

PROPOSICAO 2.1 - A f.a.c. C(t) definida por (2.13} satisfaz as seguin-
tes propriedades:
(a) C(0) > O,
(k) C(-1) = C(7),
(c) IC(T)| c(ol,

(d) c(7} p051t1va definida, no sentideo que

ik kzl 8y & cc'r - T 20, (2.14)

para quaisquer niimeros reais 8y,...,8, € 1,..,Tn€T.
DEMONSTRAGAC -~ As propriedades (a) e (b) decorrem imediatamente da de
finigdo (2.13). A propriedade (c) segue do fato que
B{X(t+t) 2 X(£) 12 = EQX®(t+m) 22X (t+ ) X(L)+X2 (1)} 3 0.

Mas o segundo membro & igual a
V(t)L2C(T)+V{t)30,
ou seja,
2c(0)%2c(T) 20
e (¢) fica demomstrada. Quando a (d) temos que
xR n

n
le kzlajakC[Tj*Tk) & jzl kzlajajE{X(Tj)x(Tk)} =

E{ X(T )} 20, 0
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OBSERVACAO - A reciproca da propriedade (d) também & verdadeira. Ou se
ja, dada uma fungdo C(t) tendo a propriedade (2.14), existeum proces
so estocastico X(t) tendo C{t) como f.a.c. Na realidade, C(t) pode
" ser tomado como Gaussiano. Para a demonstracdo deste fato, ver Cra-
mer § Leadbetter, 1967, pag. 80.

Teremos interesse em considerar processos estocasticos X({t)
que sejam continuos, conforme a definigdo seguinte.

DEFINICAD - Seja {X{t).,t€T} um processo de segunda ordem. Entdo, di-
zemos que X(t) & econtinuo em média quadrdtica no ponto t
somente se

se e
0

lim B (| X(t)-X(t)|% = 0. (2.15)
T+t

Escreveremos X{t) n.q, X(tOJ.

Continuidade em m.q. de X{t) estid relacionada com continui-
da da f.a.c. C(t)}. Para que C{t) seja continua para todort & sufici-
ente que ela seja continua na origenm.

PROPOSIGAQ 2.2 -~ Continuidade de C(r) para =0 implica continuidade de
C(t)} para todo T.

DEMONSTRAGAO -A desigualdade de Schwarz diz que, para duas v.a.quaig
quer Y e Z temos

e (vz)|? < B()Y]%1E(|Z] 7).
Tomando ¥ = X(t+ h)-X(t), Z=X(0), vem que
IE {[X(r+h)-X(1) | X(0)} [ < E{IX(t+h)—X(T)|2}E 11x(0)| %
oue desenvolvida resulta

[C(r+h)-C(t) |2 < 2G(0)- [C(0)-C(h)]

e se C(r) & continua na origem vem que, para h.0, o primeiro memhro

tende a zero e C(t) & continua para todo «. ]
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PROPOSIGAD 2.3 - Se C(1) € comtinua, entdo X(t) & continuo em m.q.

DEMONSTRAGAD - Temos que demonstrar que limE {IX(t+h)—X(t)|Z}=O,
h=0 ‘
para todo t. Mas, E {|X(t+h)-X(t}]%} = 2¢c(0)-2C(h) e
para h+0, obtemos o resultado. g

OBSERVACAD - Continuidade de um processo em m.q. nio implica que as
trajetorias do processo sejam coitinuas. Ver problema
12. ' '

2.5 - PROCESSOS ESTOCASTICOS COMPLEX0S

Até agora supusemos que X(t) € uma v.a. com valores reais,
para cada t€T.Se X(t) for uma v.a.comvalores complcxos,en do{X(t),t€T}
€ um processo estocdstico complexo. Entdo, pars todo tET,

X(t) = Y(t) + i.Z2(1),
onde Y(t)e Z(t) sac processos estocdsticos reais

Neste caso, ®(t) € especificado se conhecermos as fungdes de
distribui¢do das 2n v.a. reais Y(tl),...,Y[tn),Z(tl),...Z(tn), para
qualquer conjunto tl,...,tnde T.

Definimes a média de X(t) por

E {X(t)} = FE {Y(t)} + i E{Z2(t)}, (2.16)
e a variancia por .
| R V(t) = E (X%}, C2an
onde £0t) = X(t)-E{X()}.

A f.a.c. de X{(t) sera dada por

Clty,t,) = B (X(t)X(r,)1, (2.18)

-

para tl’tZ e T. Como vimos no Capitulo 1, a definigdo (2.18) & tal
que, se t;=t,=t, C(t,t)=V(t) & real.
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Se o . processo complexo X{t)} & estacionirio, entdo ¢ nime-
ro complexo (2.16) & constante e suporemos que seja nulo e também
¥{(t) sera uma constante (real), v digamos. A fungae de auto-covari
idncia dependeri apenas de ty-t,, de modo que podemos escrever

Cx) = E{X{t+1)X(t) ]}, (2.19)
t,TeT.
As propriedades de C(7), dadas pela proposicdo 2.1, no ca-

so real, sdo dadas pela proposigdc a seguir, cuja demonstragio dei-
Xamos a cargo do leitor. '

PROPOSICAO 2.4 - (a) C(0)>0
(b) C(-7) = €T
(e) J€(<)] < C(0)
{d) C(t) & positiva definida, isto &,

n n
_E ) 3.3y C(Tj-Tk);O, (2.20)
j=1 k=1

quaisquer que sejam al,...,anrnmwroscmmﬂexos € TlaeerTy

de T.

As proposigées 2.2 e 2.3 continuam a valer para processos
estocidsticos complexos.

2.6 - EXEMPLOS DE PROCESSOS ESTOCASTICOS.

Nesta segao apresentamos exemplos de processos estocdsticos
procurando descrever, quando possivel, suas trajetdrias tipicas e f.

a.c,

EXEMPLO 2.1 - Consideremos {Xn,nai} uma sequencia de v.a. definidas
noe mesmo espago amostral Q. Aqui, T={1,2,3,...} e temos um processo
estocidstico com pardmetros discreto ou uma sequéncia aleatéria . Para to
do nzl podemos escrever

P{X;=aq,. - X =a, b =P{X =]} P{X2=azlxl=al} .. .P{Xn=an|X1=a PR &

278t (221
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Aqui,aj representa um estado do processo. O caso mais sim-
ples & aquele em que temos uma sequéncia {X , n3l} de v.a.mtuamente
n
independentes. Neste caso, (2.21) fica

P{X1=a1,...,X } = P{Xl=al} cens P{Xn=an}. (2.22)

n 2n

E possivel, ainda, que as v.a. Xl,Xz,... tenham todas a mes-
ma distribuigdo. Teremos, entdo, uma sequéncia de v.a.independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d., brevemente}. Considere, por e

xemplo, langamentos sucessivos de uma moeda e defina
_ {1, se o n-ésimo lancamento resulta 'cara"
X = ¢
n -
0, se o n-8simo langamento resulta '"coroa"

Aqui, o espago dos estados & E={0,1}e P{Xn=0}= P{Xn=1}=1/2,
se a moeda & '‘honesta".

Uma trajetoria tipica de tal processo esti na figura 2.4.

b4
n

Figura 2.4

S R |
S?gue—se que E{Xn}—m—2 , para todo n e Var{Xn}—v=?rEpﬁra %0
do n. Tamben,

C(k) = Cov{X ,X .} = {"v i;g (2.23)
0,

Temos, pois, uma sequéncia aleatdria estacioniria, de média
m=1/2 esf.a.c. dada por (2.23).

Se m=0, chamaremos tal sequéncia de ruide brance.
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EXEMPLO 2.2 (Passeic Casual) - Considere umz sequéncia de v.a i.i.d{)(n,n:;l}
e suponha que cada X, possa tomar os valores -1 ou +1, com probabili
dades P{Xn=+l} =p, P{Xn=—1}=q, p+q=1. Definamos a sequéncia {Yn.,n'a,l},
onde para cada n:l,
Y, = X1+'X2+._..+Xn. (2.24)
Chamando E{X_}=m e Var{X }= v, é facil ver de (2.24) que
E{Yn}=n.m e Var.{Yn}= V(n) =n.v, ou seja, ambas dependem de n. Fica
a cargo do leitor mostrar que

Cy(nl,nz) = v[min(nl,nz)] = v(n1 AT, ).

0 processo estocdstico (2.24) & chamado de passeio casual e 32
medida que o tempo passa Y, tende a oscilar ao redor da reta Y = nm
com uma amplitude crescente. O processo &, entdo, nio estacionirio.

Se {Xn} Tepresenta uma sequéncia de deslocamentos indepen-
dentes e unitdrios de uma particula no eixo real, sendo que ela move
-se numa unidade para a direita, com probabilidade p ou uma unidade
para a esquerda, com probabilidade q, entdo Y, representari a posigao
da particula apds n deslocamentos. Na figura 2.5, temos a trajetd-
ria de {Yn, nzl} em (b), correspendente & trajetdria de {Xn,nzl} em

(a).

+1 |

10 n

{a)
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(b)

Figura 2.3

Observemos que Y =Y _,+X ., logo dado o valor de Y _,., Y, de
pende apenas de X, Por exemplo, dado que Y4=0, Y poderd ser+1 ou
-1, com probabilidades p e gq, respectivamente. Logo, a probabhilida-
de de Y, tomar o valor + 1 ou o valor -1 s0 depende do estado imedia
tamente anterior do sistema, e ndo dos estados precedentes. O proces
so 1Y _,n»1} diz-se uma Cadeia de Markov. Como X =Y -Y _,, este processo

também tem <inerementos ortogonais OWU nae correlacionados, Pois Xn=Yn—Y n-1°¢

ndaoe correlacionado com qualquer outro incremento Xm=Ym~Ym_1.

0 espago dos estados de X é E, = {-1,+1} ao passo que 0 es-
pago dos estados de Y é E,= {o,*1,%2,...1,

EXBMPLO 2.3 (Processo de Poisson). Suponha que estamos interessados no ni-
mero de eventos de certo tipo gue ocorrem no intervalo de tempo{0,t].
Por exemplo, podemos estar contando o nimero de chamados telefonicas
que chegam a uma central no intervale (0,t]. ou o numero de particu-
las radioativas registradas por um contador Geiger naquele intervalo,
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etc. O intervalo (0,t] nac precisa ser um intervalo de tempo. Pode-
mos estar interessados no nimero de quebras de um fio el&trico a ca-
da 100 metros, ou no numero de acidentes ocorridos num trecho de 50
km de uma rodovia, etc.

Indicando-se por {N(t),t30} o nlimero de eventos que ocorre-
ram no periodo de 0 a t, dizemos que este & um proeesso de Poisson com
intensidade ) se as seguintes condigbes estfo satisfeitas:

(1) N(0)=0;
(ii) para toda escolha de t0<tl<..<t em (0 «), as v.a N(tl)—N(to],... N[tn]—
_N(tn_l) sdo independentes; n

{iii) para toda escolha de t.t,e tpositivos, as v.a N(t2+TJ—N(tl+t) e N(t2)~
-N(ty) tém a mesma distribuiggo;
{iv) para quaisquer s e t, s<t, a v.a, N(t)-N(s) tem distribuicdo de Poisson

com média A(t-s), isto &,

T

-Aa(t- k )
P{N(t)-N(s)=k} = € ( S)El(t—S)] s (2.25)

k.

para k=0,1,2,...

Segue-se que E{N(t)-N(s)}} =Var{N(t)-N{s}} = r(t-s). O para-
metro ) representa a taxa média de ocorréncia dos eventos, por unida-

de de tempo.

A figura 2.6 ilustra uma trajetdria tipica de umprocesso de

Poisson.
N{t)
6 -
5 —_—
4 —
3] o :
2 — :
1 — o
1 H ] f
: : ! : : .
0 t. t
1 5 byt t t

Figura 2.0
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Vemos que o processo {N(t),ty0} n3o & estacionidrio e sua mé
dia m(t)=)t, que & igual & variancia V(t).E facil provar que C(tl,t2)=
=(t1!\t2)h. Ver exercicio 9. Embora o processo m3o sejaestacionario,
as propriedades (ii) e (iii) mostram que ele tem tncrementos estaciond-
rios e independentss. Ver Fernandez, 19753, pag. 112,

EXEMPLO 2.4 (Processo de Wiener) - Uma particula imersa em um liquido ou
gas exibe um movimento irregular, que pode ser acompanhado através de
um microscépio. O movimento de tal particula & chamado movimento Brow
niano, em homehnagem ac botdnico inglés Robert Brow, que descobriuo fe
nomeno em 1827. O fendmeno foi estudado matematicamente por A.Eins
tein em 1905 e depois por N. Wiener e P. Levy.

Seja X(t) o deslocamento apds o tempo t de umaparticula em
movimento Browniano. Uma trajetdria tipica de X(t) estda ma figura
2.7.

X(t)

S
NS Y

Figura 2.7

0 processo {X(t),t:0}é dito um processo de Wiener (Ou movimen-
to Browniano ou processo de Wiener-Levy) se:

(i) para todo t>0, X({t)~-N(0,t);
(ii) X(0)=0;
(iii) {X(t),t20} tem incrementos estacion@rios e independentes, no
sentido das propriedades (ii) e (iii) do exemplo 2.3.



Aqui, m(t)=0 e deixamos
Também, o processo definido por (
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ao leitor provar que C(tl,t2)=tlat?
i)-(iii) & Gaussiano. De fato, como

X(tl) 1 0 0 ... 0] .X(tl)
X(t,) 11 1 0 ...0 X(tz)-X(tl)
: =111 1 ol : (2.26)
X(t)) 11 1 ... Xt d-X0t )
e como X(tl), X(tz)—X(tlj,..., X(tn)—X(tn_l) sdo v.a independentes e
normais, temos que [X(tl),...,X[tn)]' tem distribuicao normal n-va-
riada.
Para um estudo detalhado do Processo de Wiener, ver Fernan-
dez, 1975.

EXEMPLO 2.5 - Seja {ZI(t),t=0,%1,%2,

n
X(t) =} ay 2(t-K), (2.27)
k=0
onde os a, sao nimeros complexos. Entdo, & fdcil ver que m=EX(t)]=0
e gue
C(r) = E{X(t+T)X{t)} = Jaiay .. (2.28)
onde a soma é estendida a todos os indices k tais que Osk<n e (Ogk-t<n.
Podemos generalizar (2.27},-considerando o processo
X(t) = [ a, z(v-k), (2.29)
k=-
com |ak|2<m. Entdo,
C = aa 2.30
() kzx_m T (2.30)
EXEMPLO 2.6 - Seja o processo
n "
X(t) = F A, ekt (2.31)
k=1 k

ondell,..

...} ruido braneo e considere

An sao constantes positivas e os Ak s3o v.a, commédia ze-
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ro e tais que E{A,A.}= 0, j#k. Seja v.=E{|A,|2} a varidncia de A,
k] jTEHRy

»

]
j=1,...,n. Entdo, e facil ver que
n iMk*
€(t) = ) vy @ (2.32)
k=1
Para t=0 em (2.32) obtemos
n
C(0) = var{X(t)} = ] v, (2.33)
k=1
© que mostra que a variancia d@AXét) & igual 2 soma das  variancias
14k

das componentes harmdnicas Ake que o constituem.

Se n=« em [(2.31), a formula (2.32) vale com n=w,se £|vk}<w.
Ou seja. se

[y

X(t) = [ Aee . {2.34)
k=1

com EfA,)=0 E(Akﬁj):ﬂ, j¥k, E[|Aj}23=vj e J|vy|<e,entdo
) b
1lkT

C(t) = e . (2.33)

i v
k=1 k
As férmulas (2.34. e (2.35) sac casos particulares das chama
das representagles espectrais de X{t) e C(t) que serao discutidas no
Capitulo 4. A relagBo (2 34) nos diz que X{t) & uma combinagdo 1li-
iAt
k

near de componentes ha.monicas Aye ,de frequéncias A e amplitudes

aleatorias Ak'

2.7 - ALGUMAS SERIES TEMPORAIS.

Nesta secdo apresentaremos algumas séries temporais reais que
serdo utilizadas mais adiante para ilustrar os procedimentos de esti-
magao a serem propostos.

EXEMPLO 2.7 -A figura 2.7 mostra uma série de temperaturas dacidade de
Sao Paulo, com 96 observagGes mensais. Estas sdo apresentadas na Ta-
bela A.1 do Apéndice.
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Analisando os dados da Tabela A.1 e a figura 2.7 vemos que

as temperaturas oscilam entre um minimo, que ocorre geralmente em ju

lho, e um maximo, que ocorre em janeiro ou fevereiro. Observamos

nesta série, a ocorréncia de um movimento aproximadamente periodi-

co, chamado variagao sazonal.
A figura 2.8 ilustra a série de manchas solares de Wolfer,

com observagdes anuais de 1749 a:é 1924. Os dados estdo na Tabela

A.2 do Apeéndice. Notamos que esta série tem um ciclo de aproximada-

mente onze anos.
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7
1750 1800 1850 1900 t(ano)

Figura 2.8

EXEMPLQ 2.9 - A Figura 2.9 mostra a série marés observada em Ubatuba,
S3o Paulo, nos primeiros cinco dias de novembro de 1972, dados hora
rios. Sido, ao todo, 120 observag¢des, apresentadas na Tabela A.3 do
Apéndice. (Na figura temos apenas o grifico do primeiro dia).

200 | &

-
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24  thoxa)

150
140

130

120

Figura 2.9
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EXEMPLO 2.10 - A figura 2.10 mostra séries temporais de temperatura,obti
das nas trés fases do GATE (GARP Atlantic Tropical Experiment),de ju
lho 2 setembro de 1974, para os pontos geograficos (00° ,035° W) ,(02°N,038°W)
e (02°N,035°W). Quatro camadas de variabilidade térmica distintas
podem ser observadas: camada 1, de 0 a 30m, camada 2, de 80 a 150m,
camada 3, de 150 a 300m e camada 4. de 500 a 1.000m.

28 L) os I} 15 28 al -1} 19 15

e ——.- Figura 2.10

o —
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2.8 - EXERCICIOS

1 - Use a equacac (2.4) para provar que, se X{t) & estritamente esta

cionario, entao m(t) e V(t) sdo constantes.
2 - Prove a proposigaG 2.4.

3 -~ Suponha X(t),t€T um processo estocdstico com média mx(t) e fun
¢do de auto-covaridncia C, (ty,t,) e seja ¢$(t) uma funcao ndo ale
atria. Obtenha a média ¢ a f.a.c. dos seguintes processos esto

casticos:

{a) Y(t) = X(t)+e{t)
(b) Y(t) = X{t).s(t)
(c) X{t) = X(t)-m(t)

(d) X (t) = X(£)/o,(t), onde o, (t)=[V, (t)]1/2
4 - Seja X(t)=Y(t)+iZ{t) um processo estocastico complexo.
Prove que
€y (T t5)=C, (tg, €50 +C, (1, 1)) +3{C £y, 1) =Cy (B, 5D )
onde Cyz(tl,t2)=C0v{Y(t1),Z(tz)}é a fungao de covaridneiq eruzado en-
tre os processos Y(t) e Z(%).
5 - Prove as seguintes propriedades da f.a.c. C[tl,tz):
(a) |CCr .t,) |<[ EIX(ty) |2 E|X(t,) 21}/2

{b) C(tl,tz) = C(t
(c) C{t,t}z0, real
(&) C(tl,tz) ¢ positiva definida.

Z’tl)

n
6 - Seja X(t)=m_+ A.cosw, t+B.sen w.t), onde w,,.. W_ sao constan
] ()ngl(:l I it 17" n -
tes positivas e A,, B. s#o v.a, independentes, com média 0 e va-

ridncias V.=Var(Aj)=Var(B-), j=1,...,n. O processo X(t) & esta-
cionario? “Encontra a média e a f.a.c. de X{t}.

7 - Considere o processo X(t) definido por
X(t) = a X(t-1)+m+Z(t),

onde Z(t) & ruido branco. Tal processo & chamado um processo au
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to-Tegressivo de la. ordem. Pode-se demonstrar que X{t) € es-
taciondrio se }al<l.. Encontre a m&dia e a f.a.c. de X(t).

Seja {X(t),t€T} um processo com incrementos independentes, is-
to &, para todo n e~tl<t2<...<1:n as v.a. X(t,)-X(t{),X(tg)-X(t,),
...,X(tn)—X(tn—l) sao independentes. Prove que, para tls ts
C(tl,t2)=Var[x(tl)]e, em geral, C(tl,t2)=Var[X(tlat2)] . onde,
tlf\t2=min(_tl,t2}.

9 - Seja {X(t),t€T} um processc com incrementos estacionirios,isto

&, para quaisquer t¢s, t'e<s',Com s-t=s'-t,temos que X(s)-X(t)tem
a mesma distribuig¢fo que X{s'}-X(t'). Suponha, ainda.que X(t)
tenha também incrementos independentes. Prove que
C(tl,t2)=(t1ntz)Var[X(l}].

10 - Seja {X(t), t$0} um processo de Poisson com pardmetro *>0.Seja

11

2 uma v.a. independentes de X(t}, com

+1, com probabilidade 1/2

-1, com probabilidade 1/2

Seja Y(t)=z.(-1)*(t),

aleatdric) € estaciondric e que Cy(tl,t2}= exp{—Z)\]tl—tzl}.

Prove que Y(t) (chamado sinal de telégrafo

Seja {X(t),t>03} um processo de Wiener e g:R—R uma furgdo posi-
tiva, estritamente crescente, com g{0)=1. Seja o processo

Y(r) = [g(8)]" /2. X(ag()): a>0 tER.

a) - Encontre a média e a variancia de Y(t) e prove que Y(t) &
Gaussiano. (Sugestdo: escreva o vetor [Y(tl),...,Y(tn)]'
como uma combinacio lineatr de v.a. normgis,como em(2.26)).

b) - Escolha g de modo que {Y(t),t€ R} seja estaciondrio. (Su-
gestao: obtenha E{Y(t+T)Y(t)} e imponha a condigdc que es
ta seja independente de t).

0 processo {Y(t),t€ }acima & chamado processo de Orstein - Uhlen-

beck. Sua fun%io de covaridncia & dada por C, (t;,t))=a exp{-b[ty-t,[}

onde g(1)=e2 , bz0(ver Fernandez,1975). Observe que restringin

do tx0 e fazendo a=1, b=2, este processo tem a mesma f.a.c.

que o processo do exercicio 10.
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Prove que o processo de Poisson & continuo em média quadritica.
Como este processo tem trajetdrias com saltos, vemos que um pPTo
cesso pode ser continuc em m.q e ter trajetorias descontinuas.

Seja ¢ uma v.a com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 2x].
Considere o processo X(t) = A cos(t+¢}, t20, A constante. Calcu
le E[X(t}] e C(1). O processo assim definido & continuo em mé-
dia quadrétiga, para todo t307

A funcdo C(t1) = sent € uma possivel f.a.c.? Sendo,por que nio?



CAPITHLO 3
INTRODUCRO B ANALISE DE FOURIER

3.1 - INTRODUGAO

De uma maneira bem geral, podemos dizer que a Andlise de Fou
rier ou Anilise Harmdnica, ou ainda, a Analise Espectral de uma sé-
rie temporal consiste em decompor esta série em uma soma de harméni
cos coswt e senwt, a partir de registros de comprimento finito.

Basicamente, a andlise classica de séries temporais e fun-
-— - s - v = - -
cGes temporais procura localizar periodos, identificar fenomenos cor
respondentes as linhas espectrais, como no estudo de marés.

Uma fungdo do tempo x(t), ~w<t<te, & periddica de periodo T se,

para todo t,
x(t) = x{t+kT). (3.1)

para k=0,x1.22,... No que segue, SUpPOTEmMOS T#0.
Dizemos que x(t)} & um harmonico de frequémeda w e amplitude A,

w e A positivos, se
x(t) = Acoswt ou x(t) = Asenwt. (3.2)
Como, para todo imteiro k,

cos [w(t+%§k)] = ¢cos(wt+Zwk) = coswt,

- 43 -
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o mesmo ocorrendo com o seno, vemos que um harmbénico de frequéncia
™ - - - - N
® tem perfodo T = %T‘ A frequencia da o numero de ciclos comple-

tos em 27 unidades de tempo; & chamada freguéncia angular.

Podemos considerar, também, a frequéncia em efelos por wnida-

de de tempo, que denotaremos por v. Neste ca.o tem-se

[
v '-2_,”’ (3-3)

1 . . . .
de modo que v = T Assim, por exemplo, uma onda cosenoide de perio-

do T = 5 segundos tem uma frequéncia v = % ciclos e w=2wv=0,4 ra-

dianos por segundo. Dizer que v=0,2 significa dizer que em um se-
gundo, % de um ciclo tem lugar.

A figura 3.1 ilustra um harmdnico
x(t) = Acos(wt+§), -w<tl+o, (3.4)

onde foi introduzido um parametro adicional, ¢, chamado fase, que da

o deslocamente da onda relativamente a origem.

x(t)

]

N4

T=2r /0

ot |

1

Figura 3.1
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Como cos{wt+$) =coswtcosgd - senwtsend, chamando a =Acos e
b =-Asend, (3.4) pode ser escrita

x{t} = acoswt + bsenwt. (3.5

De modo geral, uma série temporal x(t) pode ser considerada
como uma superposicdo de harmonicos da forma (3.4), com frequéncias
e fases variaveis, ou seja,

x(t) = x A{w)cos [wt+é (w) ], (3.6)

onde o simbolo z pode representar uma soma finita, infinita ou mes-
mo uma integral. Da mesma maneira que obtivemos (3.5}, de {3.6) ob
tem-se

x(t) = 5{a(m)coswt+b(w)senwt], (3.7}
~e<teto, onde
alw) = A(w)cosdlw), blw) = A{w)seng(w).

As representagdes (3.6) e (3.7) sdo chamadas representagdes es
pectrais de x(t), sendo que (3.7) & a chamada a forma real ou carte-

siana.

3.2 -~ COEFICIENTES DE FOURIER - APROXIMAGAC POR MINIMOS QUADRADOS

A idEia seguinte & considerar uma funcdo x{t) com periodo T
€ tentar aproxima-la por uma combinagido linear da forma (3.7) comum

numero finito de termos.

A expressao

N
xy(t) = ngo{AnCOSwht + B senu t}, (3.8)

T - ~ -
com w = %rn, n=20,12,...,N, & chamada um polinomio harmonico de grau
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N e periodo T.

Devemos definir em que sentido o polindmio harmdnico & uma
boa aproximagdo de x(t), periddica de periodo T. 0 critéric que se
rd utilizado € a aproximacdo de minimos quadrados, que consiste em
minimizar

T 2
JU [x(t}-xN(t)] dt. (3.9)

Ou seja, devemos encontrar os valores dos coeficientes a s

b 0sngN, de modo que

n!
T N 2 .
S(an,bn) = L [x(t)-ngo{ancosuht+bnsenmnt}] dt (3.10)
seja minimizada.Considernado as derivadas iﬁi—=0, 35 ¢ n=0,. N
da 35; ’ et

¢ utilizando as relagdes de ortogonalidade abaixo

fT 0, n#Em
g cosw t.cosuw,t dt = T/2, n=m>0
i T = n=0,
(3.11)
T 0, n#m
f senw t.senw t dt = { T/2, n=m>0
0 Of, n=0,

T
f senw t.cosw t dt = 0, para todo n, m,
o n m

obtemos que os valores An, Bn que minimizam (3.10} sao dados por
(ver exercicio 1) T

A =} | x(mar, Bg=o

0
T
- 2 2n .12
An =T x(t)cos(nﬂrt}dt, n>0 (3 )
T
2 2w
Bn =5 x(t)sen(nj;t)dt, n>0.

0
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As quantidades {A_, B » n30} sdo chamadas os coeficientes de
Fourter da fung@o x(t). Observemos Tue, para as expressoes (3.12) te

rem significado, & necessirio que T |x(t) |dt<e,
0

3.3 - SERIE DE FOURIER

Usando (3.8) pode-se verificar que

T

f ) 2 _ (T 2 P
% [x(t) xN(t)] = L) x“(t)dt (A +B,

neo ). L (3.13)
Para N-+=, a diferenca x(t)—xw(tJ+O, de modo que, formalmen-
te, podemos escrever

(-

x(t) = nZO {A cosu t+B senu t}, (3.14)

0st<T. O segundo membro de (3.14) diz-se a ewpansio em série de Fourier
de x{t). A memos que x(t) seja uma fungie suficientemente "bem com
portada"”, a série de Fourier de x({t) ndo converge, necessariamente,
para x(t}, para todo valor de t. Deste modo, escrevemos

oo

)
x(t, neo {Ancoswnt+anenwnt}, {(3.15)

2n ~ -
onde w = 7F-n e A .B sdo dados por (3.12); sendo x:R— R, do perio

do T, integrdvel ¢ absolutamente integrivel. E usual escrever-se
(3.15) na forma

oo

x(1) - %AO + nzl {Ancoswnt+anenmnt}, (3.16)
onde T
_ 2
An =7 J x(t)cosmnt dt, nx20
0 (3.17)
B. = 2 x(t)senw t dt, nzl
n T n ¥y Al
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A introdugio do termo % para A0 faz com que tenhamos uma Uni
ca formula para 0s A, .

Condicdes para que a fung2o x seja igual a sua série de Fou
rier sdao consideradas por Figueiredo, 1977.

"3.4 - FORMA COMPLEXA DA SERIE DE FOURIER.

Para facilidade de manipulagdo, & conveniente esgrever a se-
rie e os coeficientes de Fourier na forma complexa. Usamos a £0r-

mula de Euler
iw t _ .
e~ n = COSwnt+1senmnt,

do que obtemos

1wnt —1wnt 1wnt -1wnt
cosw_t = 2 A senw t = =&
n ) Z ? n 21
Temos, entao

) -iw_t B i -1
1 nt w 1w t 1wnt

It

A_cos +B
n mnt nsenwnt

_ An'an i“nt An Bn «iwnt
a2 i .
iwnt
Chamando de Cn o coeficiente de e , tewmos
An Bn 1
C. = —5+— = x(A_-1iB )

e substituindo os valores de A e B dados por (3.17) obtemos

T . 2
C =i J x(t) e 1 MTtge, (3.18)
o

T
para n=0,x1,*2,..., definindo-se CO = %. J x(t)de.
0
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A série de Fourier de x: R-—IR, periddica de periodo T, in-
tegrdvel e absolutamente integridvel, pode entd@o ser escrita como

L A
x(t) - ] ce™TH, (3.19)

n=-

Como C & um numero complexo, ele pode ser escrito na forma

polar
i¢n
C, = R .e , (3.20)
de modo que
a2 a2, Bn
R = [An +Bn] ,6 = aretg o £3.21)
n

E facil ver que, se a € um nimero real qualquer fixado, e se
x(t) tem periodo T, entdo

a+T T
J x(t)dt = J x(t)dt.
a 0
Em particular, se a = —%, temos que
T/2 T
J x{t)dt = J x(t)de. (3.22)
-T/2 0

Suponha, agora gque x(t) seja uma funcdo definida no interva
lo PT/Z,T/Z} ¢ nada & dito sobre a periodicidade de x(t). Como as
formulas (3.17)env01vemsamenteintegraissobre<)intervalo[—T/Z,T/Z]
de acordo com (3.22), entdo podemos escrever formalmente a serie de
Fourier de x(t). O que fazemos & estender x{t) periodicamente a to-
da reta, de modo a obter uma fungdo periddica, de periodo T que coin-
cide com x(t) no intervalo [-T/2,T/2] e que possui uma série de Fou
rier idéntica a de x(t). O {nico cuidado a tomar & definir correta
mente os valores de x(tlem-T/2e T/2, pois devemos ter x(-T/2)=x(T/2)
devido 3 periodicidade. Ver Tolstov, 1962, para detalhes. '
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3.5 - JANELAS

Considere o polindmio xN(t) dado per (3.8), ou entdo por

N s Zwt
] ¢ eTiNhT

EIVERS | (3.23)

0 problema que surge é: qual deve ser o valor de N de modo
que xy(t) possa ser considerado uma boa aproximagao de x(t)?

Substituindo os valores de An e Bn em (3.8) obtém-se

x (£} = JT D (3F [t-v ] x(v)dv (3.24)
N b, PO v . .
onde,
= 1 sen(N+1/2}¢ .
Dy() = 1 senli+d/2); (3.25)

5 o nicleo de Dirichlet e tem as seguintes propriedades:

(1) Dy (1) & uma fungdo par;

(ii) LfDN(t)dt = 1;

{iii)} D (2"t1% uma funcdo periddica de periodo T;
N-TT
. _ ZN*1

(iv) DN(OJ = =T

A equacgdao (3.24) mostra que xN(t) 2 uma soma de valores de
x(t), ponderada por DN(.).

DEFINICAO: Se x(t) e y(t) sao fungdes periddicas comperiodo 7T tais
que

T
y(t) L k(t-v)x{v)dv, (3.26)

dizemos que k(t) & uma janelg "através da qual y(t) ¥e
x(t}".
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Esta linguagem & tirada da teoria de comunicagdes. Proprie
dades de X(t) sao:

(1) K(-t) = K(t};
T
(ii) L K(t)dt = 1;
{(iii) |K(t)1s K(0), para todo t.
Segue-se que o niicleo de Dirichlet € a janelaatravés da qual

xN(t) vé xft). Um grafico de DN(t) para T=27 estd na figura 3.2.,
para alguns valores de N.

2 2
1 H=1 1] NS
0 —\ o 0 .
-~ —
-] . -1
4
3‘
2 2
1 N= 1 N=10
0 ,/\\_ T 0 ™
-1 l -1
Figura 3.2

A relagdo (3.24) mostra que 2 aproximagdo dg x(t) atraves
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de xN(t) sera boa se o niicleo DN(‘) for concentrado ao redor_do pon
to t. A figura 3.2 nos mostra que o nicleo DN(.}néoé satisfatdrio,
pois nio estd suficientemente concentrado ao redor da origem. Mes-
mo para N=10, hd muitos picos laterais, além do pico centralcom mag
nitudes razodveis. Em termos de convergéncia de x (t) para x(t),is
to significa que x{t) deve satisfazer condigbes de regularidade pa-
ra que xN(t)ax(t). No entanto, o Teorema de Aproximagdo de Weiers-
trass afirma que se x: a,b+R& uma fungao real continua, entio exis
te uma sucessio de polindmios que converge uniformemente para x em
fa,b]. |

Uma maneira de construir pelindmios harmonicos convergentes

para a fungao em questac fol proposta por Fejér.

Considere XN(tJ dado por (3.8) e a média
1 ) .
0N+1(t) = 1 {xo(t)+x1(t)+...+xN(t)}. .(3'27)
Entao, pode-~se provar que:

(i) ¢ (t) converge para x(t) uniformemente, se x(t} & contisua
N+1

e peridodica;

Pf n inzwt
nem N (1- e e T

(13) 0,0y (D)

N+l "n”
~ T 2T .
(111) oy, q(t) = | Fypq GFle-vDx(v)dy, - (3.28)
0
orde

(3.29)

1.7z
1 sen(N+1)5t]
Fyan (8) = [ -

T(N+1) sen %t J

& o niiclec de Fejér, que tem as propriedades:

{a) F (t) & uma fungio par;

N+1
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T
(b) Io FN+1(t)dt = 1;
(€) Fypy (2T & periddica, de periodo T.

N+1
(@ F, (0 =

A figura 3.3 ilustra FN+1 para T=2rn e alguns valores de N.

Vemos que o niicleo de Fejér &€ uma janela mais concentradaao
redor da origem que o nilcleo de Dirichlet. Além disso, Fy,p30. pa-
ra todo t, e os picos laterais tem magnitude desprezivel quando com-
parados com o pico central. '

1 1
N= N=5
] —_— T 0 -, T
2
1
1
N= N=11
o T — 7T 0l N
Figura 3.3

Do que foi dito acima, podemos considerar, de modo geral,ex
pressoes da forma

L2
-1l1-nt
™ ey = gh(%)cn e T, (3.30)
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para alguma fungdo h(t), com h(0)=l e h(t}=0, |t|>1.A funcdo h(n/N),
& chamada fator de conmvergéneia (ou eosficientes geradoree de janelas ,{Par~
zen, 1967) ou ‘“data windows” ou ainda “apers" (Tukey, 1967)).

Se definirmos

1My = 17 ndhemint, (3.31)
n
entdo (3.30) pode ser escrita :
*M ey =ITH(N) [311 [t-v]]x(v)dv. (3.32)

0

A fungao H(N)(t) € o que chamamos de Jjanela anteriormente e
em capitulos posteriores sera denominada de jarela espectral,definida
no dominio de frequéncias enquanto h({%) serd definida no dominie do
tempo. A forma tipica de H(N) {(t) & aquela das figuras 3.2 e 3.3, is

to &, concentrada ao redor da origem e tal que JTH(N)(t)dtﬂ.
0

Uma grande variedade de fatores de convergéncia tem sido su

gerida na literatura. A Tabela 3.1 ilustra alguns deles.

TABELA 3.1

- Wy,
hin/N), 0% n|<N H (e, —m<t<y Autores

1 DN(t) Dirichlet
1-|i| F,. . (t) Fejer, Bartlett
TR W+l ejer, Bartle
1 ™ 1 1 _m
5(1+cos o) () £ Dy (e ﬁ) +

1 TI’
+ 7 Dglery

Hamming, Tukey

6n ¢ in| N
- - < -
- (L-—,0sinlsgl 5, o5 tsen ne/4]* | de 1a vallé-Poussin,
2(1 - I;l)gl %slnléﬂ 4mN3 [ sen t/4 ] Parzen
2 fone? 2,2
- 2 -]
e /2N = X e Ne4/2 Gauss, Weierstrass
vVIr -
o2 dznw(t)
1"1?1'&' DN(t) v Riesz, Bochner, Parzen

FONTE: Brillinger, 1975.
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3.6 - COEFICIENTES DISCRETOS DE FOURIER.

Ha uma dificuldade prdtica para calcular os coeficientes de
Fouwrier dados por (3.17),.pois normalmente nao temos aexpressdo fun
cional da fungao x(t). Mais ainda, a fungdo x(t) pode nioc ser co-
nhecida em todos os pontos t do intervalo Og¢tgT e sim em um conjun-
to de pontos igualmente espacados tU’tl""tN-l’ definidos por

T. L_.
t. = —j, 3=0,1,...,N-1. 3.33
j TR 3 (3.33)
Sabemos da_teoria da integral de Riemann que, se g{t) & uma

fungdo continua, entdo
JTg(t)dt = lim < Nil g (X4) (3.34
0 - N =0 BT 34

Noco

eptdo aproximamos os coeficientes de Fourier An, Bn por

N-=1
(N &2 ] Im.
An ¥ =0 x(tj)cos(n NJ), {3.35)
N-1
s - 2 jZO x(t;)sen(ndy), (3.36)

de modo que € € aproximado por

No1 ~inZ™;
CiN} - % jEO x(t;)e N (3.37)

As quantidades definidas em (3.35)-{3.37) sdo chamadas coe—

Modentes discretos de Fourier de x(t).

Na realidade, os nimeros AﬁN), BéN), n=0,1,2... consistem
de, no maximc, N nimeros. Este fato segue das seguintes relacdes,
que ficam a cargo do leitor serem verificadas (ver exercicio 6}:
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ot
1

2n 2
cos{(Nin)>. = cos(n=t.).,

2T _ Zm
sen(kN+N)=r.tj = SEH(nﬁrtj), (3.38)

Zm 2w
-sen(kN-n)wr.tj sen(nﬁrtj),

onde m=1,2,...,N e k é um inteiro qualquer.
As relagles (3.38) nos mostram que, 4 fim de conheccrmos to

dos os coeficientes discretos de Fourier AgN), BgN) & suficiente co
nhecé-los para

n=0,1,2,...,%(N—1). se N & impar,
- N =
n—0,1,2,...,§ , se N e par,
ou entaoc, para
no=0,1,2 Fi] (3.39)
FIEICTEIE B B ) 2] \ .

E possivel obter uma relagdo entre os coeficientes de Fou -
rier An, Bn e o5 coeficientes discretos de Fourier AgN), BéN}. Pode
-se¢ provar (ver exercicio 7) que

(N) 1
Ap Ag * =1 Anke
AN .p L (A, + ) (3.40)
n n ¥ ka1l PygenAyken’ '

)

BéN} Bt k=1 (BNk+n-BNk-n]'

3.7 - "ALIASING"

Consideremos o harménico Acoswt+Bsenwt, de frequéncia w>0 .
Substituindo w por -w obtemos
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Acos(-wt) + Bsen(-wt) = Acoswt - Bsenwt,

wi seja, ainda temos um harménico de frequéncia positiva w.Segue-se
que as frequéncias w e -w sdo indistinguiveis e dizemos que w e -uw

sap "aliases'.

0 fato de observarmos nossa serie temporal x(t) em wum con-
junto de valores t igualmente espagades introduz novas Irequéncias

"aliases''.

As relacgdbes (3.38) nos dizem que dados os valores de x(t)

nos pentos tO’tl""’tN’ um harmdnico cos mz—.lllt, de frequéncia m ZT“,
ndo pode ser distinguido de um harmdnico cos nz—TTLt, de frequéncia,
nz_TTI , se m e n sdac relacionados por

m = kN + n (3.41)
ou

m=5kN - n, (3.42)
para algum inteiro k. Dizemos que a frequéncia szﬂ ¢ "alias'" da fre
quéncia nz—,;T, sobre ©s pontos tj=j %, se m e n sao relacicnados por
(3.41) ou (3.42). Obtemos o chamado efeito de "aliasing”, intreduzi-

do pela amostragem da sé€rie em pontos do tempo igualmente espagados.,

- . m - - . s -
A frequencia w = n Zn é a frequéncia mais baixa, daqual to-

T
das as demais wt Zgi( sao "aliases', onde At = % € o intervalo de a-

isto & ate T Tyt
mostragem, isto e At—tj—tj_l—ﬁj N(] 1=g-

Para ilustrar o exposto, consideremos, mais uma vez, o har-
mdnico

x(t) = cos(n ZTﬂ t.AT),

de tal sorte que a t-&sima observagdo € feita em t.At. Aumentando a

- . 2 - s . - .
frequencia nT“ a partir de 0, esta onda oscila cada vez mais rapida




% obtemos

mente € para n =

x(t) = cos 7.m~t.At = cosmt = (-1]t

T s o= . e -
N © esta oscilacdo & a mais rapida observavel.

Aumentando-se n mais ainda, de modo que §<n<N e sendo n'=N-n

pois At =

temos
x(t) = cos{N-n' ) tAt - cos{2rt-cos n'%ﬁtat)
= cos n'%;tAt.

Analogamente, obtemos sen nggtﬁt=—sen n'EgtAt. Podemos es-
tender o argumento para qualquer n, ndo importa qudo grande ele se-
ja.

Concluimos que teda frequéncia ngg, com n nao no intervalo,
o<ns7, tem uma freﬁuéncia "alias" neste intervalo, cham;d;de faltas
principal’ . Para n=x obtemos a frequéncia de Nyquist n- Tﬂ 7- TTF"Alt tam-
bém chamada frequéncia de corte, e ela & tal que frequéncias mais al

tas sio "dobradas" para dentro de[O,ﬁ%J. Ver figura 3.4.

-3/2 W -N/2 0 N/2 N 3'\,/2 x C

Figura 3.4

Voltaremos a este assunto no Capitulo 5.
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3.8 - TRANSFORMADA DE FOURIER.

Nas seg0bes anteriores consideramos a série de Fourier de uma
funcdo do tempo x(t), periddica, integriavel e absolutamente integri
vel, Nesta Se¢ao veremos como se passar da série de Fourier para a
transformada de Fourier.

Vamos introduzir a seguinte notagao. Dizemos que x: R — R
& uma fungio de L) see somente se x e |x| forem integraveis segun
do Riemann.

Consideremos, entdace, uma fumngao x(t) de L
riodo T. Entdo,

1 periddica de pg

.27
oo IN—p-t
T
x(t) - } C, € )
n=-co
com
2T
T/2 -insg-t
cn=%J x(t) e T at.
-T/2
Sejam h=5" & @ =nh=n3", n=0,%1,*2
] _T_ n _T-o =L g ly e e
Entdo
x(t) - § ¢ et
n=-cw
T/2 s
cC_ = % J x(t) e WLt g¢,
n 1/
Definindo-se
1 T/2 —imnt
- 1 = 0,%1,%2,... .
C(mn) = 77 J_ 2x(t) e | .dt, n= 0,+1,%2, , (3.43})
temos que
@ imnt
x{t) ~ 7} hC(w Je . {3.44)

n=-c
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Fazendo T+« e h+0 e notando que a série (3.44) &,formalmen-
iwt

te, a soma de Riemann definindo a integral de C(w) e , obtemos
_ 1 Iw ~iwt
Clw) = T o X(t) e dt, (3.45)
x(t) —J Clw) e™®fay. (3.46)

As relagoes (3.45) e (3.46) definem a transformada de Fou-
rier e sua inversa, respectivamente.

Podemos, agora, definir a transformada de Fourier para uma
classe particular de fungdes.

DEFINICAQ: Se x:B—R & uma fungao de L, com valores complexos,entdo
a transformada de Fourier de x(t} € a fungdo X:R — IR, defi-
nida por

X(w) = Fx](w) = le;f el ¥y (ryat, (3.47)

Algumas propriedades de X(.) sdo (wer Figueiredo, 1977, pa-
ra as demonstragoes):

{i) X(.) & continua
(ii) 1im X(w) = 0.
e

(iii) F & um operador linear, no sentido que
Flax+8y] = oF[x] + B8F[y],

para x e y funcgdes de Ly, ae B complexos.

(iv) X(w) nfo &, necessiriamente, uma funcio de L. Este fato
faz com que se estude a transformada de Fourier em um espa-
go (contide em Ll) onde X(.) pertenga a este espago. Tal es
pago & o conjunto § das funcdes de decrescimento riapido.
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Uma funcdo x: IR »( & de decrescimento rapide se for infinita-
mente diferencial e se

n
1im @ 4XB_ (3.48)
]tl*m dt

para todo m, n30 inteiros. Para um estudo detalhado do assunto,ver
Figueiredo, 1977, Capitulo 6. Contentar-nos-emos em apresentar oS
seguintes fatos:

{(a) Se x€ES , entao xGLl.

{b) Se x: R~C & xES , entdo F[x](w) pertence a 3.

() x(1) = J e (w) du, (3.49)

que & a formula da inversa de Fourier.

(d) Se x e y pertencem a §, entdao a ecomvulagao de x e y & defini-

da por
on) (1) = | x(e-s)y(s)ds. (3.50)

(d1) x«y ES.
(A2)F [x«y] = 2nF{x[F[v]. (3.51)
(d3) xy €8 e F[xy] = Zi“ [x] *F[y]. (3.52)

No caso de x e y pertencerem a Ll‘ a propriedade (3.51) ain
da & valida, mas com a condigdo de x ser continua e limitada em R.

0 desenvolvimento acima fol feito para uma fungao x:R +Rde

Ly- Se Lemos uma sequéncia infinita X n=0,+1,+2,..., com %|xn|<m,

entio a transformada de Fourier de X, sera
X(w) = i °f x_ e WM o cucn (3.53)
e n' ’ .

¢ 3 transformada inversa fica
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i iwn
X = J x(w) ey, n=0,+1,+2,... (3.54)
=~

A funcdo X(w) definida para -7 <w <7 através da relacgdo
(3.53) & periddica, de periodo 2u.

A tabela 3.2 fornece um sumario dos casos de interesse

3.9 - FUNGOES GENERAL 1ZADAS

Comecemos com um exemplo. Seja a fungdo

a, |[t| «b
x(t) =
0, [t] >b.

Usando (3.47) obtemos facilmente que

X(w) = Zab % (3.55)
X (w)
N N
: VAR YA Y AR N

Figura 3.5

Considere o caso a =1. Se bs=, x(t) tende a uma constante,
igual a 1, para todo t; quanto a X(w), ela tende a concentrar-secada
vez mais ao redor da origem,a medida que b cresce.Ver figura 3.6.




- &4 -

4% (w)

Figura 3.6

No limite, X(w) tende a uma "fung¢io', que tem um salte infi
nito na origem e & zero para todo w#0.

Tal funcdo & chamada a fungdo impulgo ou § (delta) de Dirace &
definida pelas relagoes

_ Yo, t=0
s(t) = (3.56)
0, t#0
e
+o
Jmﬁ(t)dt = 1. (3.57)

A rigor, o &nfo & uma funcgdo, pois assume o valor +=, para
t=0 e a integral (3.57)deveria. ser zero. Normalmente, & & intredu
zida através da propriedade
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J §(t)f{t)dt = £{0), (3.58)

se f(t) & uma fungdo real, continua ¢ que se danula fora de um inter
valo limitado. Contudo, como$ nic & uma fungdo, a integral do pri-
meiro membro de (3.58) nio faz sentido.

A id&ia & considerar uma sequéncia de fungdes continuas %Jt)

tais que:

(i) Gn(t];U, para todo t;

(ii) J Sn(t)dt =1

(i11) para todo e>0, >0, existe n_ tal que, para nzn

0 0

I én(t)dt<s.
[t]>n

Desta maneira, (3.58) poderia ser definida como

J S(t)£(t) = lim J s_(t)£(t)dt. (3.59)

N

Uma sequéncia de fungdes Gn(t] como acima € chamada uma su-
cessio de niclecs de Divae. A Tabela 3.3 mostra exemplos de tais  fun-

¢Bes, juntamente com suas transformadas de Fourier.

TABELA 3.3 — Nucleos de Dirac

Sn(t) An(w)
on segﬁi:nt 1,]w|<n
Q, |w| >n

2 2
fﬁe-'n'nt e"".'T(JJ /n

_ 2

n elt[n n
nZ+{ 2mw) 2

FONTE: Jenkins & Watts, 1968.
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Pode-se demonstrar que, usando (3.59), a relacao (3.58) €
realmente correta, se impomos a condigcac que os niicleos 5n(t) sejam
fungoes pares. Ver Figueiredo, 1877,

A interpretacio fisica da fung@o delta & a de um impulso de
energia em um sistema. Suponha um sistema definido pela integral

y(t) = J h(u}x(t-u}du. (3.60)

-

Aqui, x(t) & a entrada do sistema e y(t) € a saida e o sis-
tema & caracterizado pela fungdo h(t). Tal sistema diz-se um filiro
Iineqr e sera estudado com algum detalhe no Capitulo 5. Se a en-
trada de (3.60) & x(t)=6(t), entao

x

y(©) = [ e s(e-weu

h(t), (3.61})

‘ou seja, a resposta do sistema a um impulso € a fungdo h(t}, que re
cebe dai o nome de fungdo resposta de tmpulso. A relacdo (3.58) & caso
particular de (3.61).

Uma fumngdao relacionada com §& a funcdo de Heaviside, defini

da por
0, t<0
u(t) = 4172, t=0 (3.62)
1, t>0
Esta fungao pode ser emcarada como o limite de fung633unfﬂ
tal que
lim u (1) = (% <0
nve O 1, t»0

Por exemplo, considere
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¢, t<0
wit} = 41/2, t=0 (3.63)
1, t>0.

Derivando un(t) obtemos 1ﬂn{t)=%n.e-n|t|, que & um niicleode
Dirac. Logo, podemos dizer que a derivada de u(t) & &(t).

Duas outras fungbes Qiteis sfo o delta de Kronecker,

1, t=0 -

6{t} - (3.64)
0, t#0
¢ o pente de Dirac,
n(t) = jzmﬁ(t-ZTrj), (3.65)
com a propriedade
I:x(t)n(t]dt - ,-:i.w x(215) (3.66)

para x(t) apropriada. FungOes generalizadas sdo discuwtidas em Ligh
thill, 1958.

3.10 - EXEMPLO DE ANALISE DE FOURIER

Vamos considerar os dados horérios de marés, observados em
Ubatuba, S&o0 Paulo, durante os cinco primeiros dias de novembro de
1972, Os dados estao apresentados na Tabela A.3 do Ap8ndice e ilus-

trados na figura 2.9.
A Tabela 3.4 mostra alguns dos coeficientes AJNJ, BﬁN) cal-
culados usando (3.35) e (3.36), e dos valores correspondentes de

n

R [(AH(N))2+{BHEN))ZI /2 |embremos que (omitinde ¢ indice,
superior N} '
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Nil
1 ! -
=1 £y =
AO N j=0 X( ])
N-1 _
-2 ] 2
An VIR LD x(tj)cos(n_NJ}, : (3.67)
NEI
_ 2 2% .
Bn =N 3=0 s(tj)sen(njvj),

para n=1,2,..., [g} e se & par,

- N"l )
A ZO x(t;)cos (n} = jzﬂ x(t;) (-17,

Z||-a
=

N/Z

de modo que podemos escrever

[N{Z]
x(t) = A, +

t
0 j=1 (Ajcoswjt+Bjsenwjt) + (-1) ‘AN/Z’ (3.68)

o tltimo termo sendo incluido se N & par, t=0,1,...,N-1, com uﬁ=j%&

Aparece também na tabela a contribuicfe de cada harmdnico pa
ra a energia média. Esta & dada por
N-1 N

2 VA
tzo x“(t) = AO +

2

Il B~

2 2
R A
1 j + N/27

[T

(3.69)

Zro
Z|

3

novamente o Gltimo termo incluido se N & par. A equagdo (3.69) nos
diz que a energia média dissipada por x(t) pode ser decomposta em
contribuicdes dos diferentes harmonicos.

Consultanto a Tabela A.4 do Apéndice, que apresenta a anali
se completa, vemos que os termos para n<0, 10 e 12 contribuem com
mais de 98% da energia média, de modo que os dados podem ser aproxi
mados pelo medelo

x(t) = 1,7007 + 0.3801 cos(g+3,53) + 0,576 cos(%+356,60L
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TEBELA 3.4
a A B R_ 4 ) cogzgnuigﬁo
of 1,7007 | 0,0000 | 1,7007 0,00 2,8923
11 -0,1158 | 0,0026 | 0,1159 } 178,74 0,0067
10 0,3793 | 0,0234 | 0,3801 3,53 0,0722
12 | 0,0575 | -0,0034 | 0,5760 | 356,60 0,1658
19 | 0,0671 | 0,0383 | 0,0607 | 39,15 0,0018
23 | 0,0210 | 0,0027 | 0,0212 7,39 0,0002
40 | o0,0056 | 0,0071 | 0,0090 | 51,7t 0,0000
so | 0,0122 | ~0,0104 | ©,0160 | 319,48 0,0001
60 | ©0,0283 | -0,0000 | 0,0283 | 366,00 0,0008

Fonte: Tabela A.4

sendo que o dngulo da fase by ¢ dade emgraus nas Tabelas 3.4 e A.4.

Na forma complexa, (3.67) fica

. (3.70
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onde 1 N1 -im,t
Cn = _P:I E x(t) e J .
t=0
No caso de observarmos x(t) no intervalo [—T/Z,T/Z], de
(3.13) obtemos
T/2
s = % J x%(t)de = ) 1Cn|2‘ (3.71)
T -T/2 n

A anilise de Fourier sumarizada na Tabela A.4. foi feita u-
tilizando-se um computador de mesa HP-9810A.

3.11 - EXERCTCIO0S.

1 - Prove que os coeficientes de Fourier (3.12) sdo solugdes do se-

guinte sistema de equapdes nommais:

T

N
T
senw t costy t dt = J(f(t)coswmt dt,

T
PR I cosw_tcosw t dt + B J
n=oA“o nooom n

N T T T
z Anri)coswntsenmmt dt + Bn L}senmnt senwmt dt = L)x(t)senmmt dt.

Z - Prove que

(a) Se x(t) & periddica e par, entdo B =0, para todo n e

2 (172
An =T L) x(t)dt, n=0
4 [T/2
= { x{t)cosw t dt, n2l.
T "0 n

{b) Se x(t)} & periddica e Impar, entdo An=0, para todo n e

_ 4
LN ¢

n x(t)senwnt dt, nz1.

[T/Z
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3 - Prove a equagido (3.24)

4 - Prove que, para N»0 inteiro e t#0 (mod 2w):

(a) Dy(t) = ) oint | sen(N+1/2)t )
|nlsN sen 1/2t

2

by F ) - Do(t)+...+DN(t) _ 1 fsen(Ne1)1/2t
N+1 N+1 N+1 sen 1/2 t

5 - Usando o exercicio 4(b)prove a equacado (3.28).
6 - Prove as equagdes (3.38)

7 - Usando (3.38) e os fatos

N-1

L

- N-1
COS(HZElJ=0, ) sen(ngﬁj) =0 ,n# O,N,2N,... .

J

prove as equagdes (3.40).

8 - Suponha que a série temporal x{t) possa ser modelada por x(t)=
=Acoswt+Bsenwt+e(t), onde a frequéncia y € suposta conhecida,
Conhecendo-se N observacoes de i(t}, para t=0,1,...,N-1, deter
mine os estimadores de minimos quadrados de A e B, isto 8, os
valores de A e B que minimizam

N-1 N-1

ez(t) = [x(t)—Acosmt-Bsenmt]z.
0

+
[ Haee |
[}

t=
9 - Obter a transformada de Fourier de cada uma das fungdes:

1, |t]<a
(a) x(t) =
0, [t]>a
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1t, Ogtgl
(b) x(D)=]
0, t>1
(c) x(t) = ¢ | Fl  coctera.
-rt?
() x(t) = e , —w<t<tm,

10 - Considere a fungao

2t T T
a.cos—p—, = 7st<7
x(t) =
T
0 3 |tl>'z"

Prove que a transformada de Fourier dec x(t) tende para
%{S{m—%)+5(w+%),quando T+e. Ou seja, a transformada de Fourier
de uma cosendide consiste de uma fungac § de irca %centradaem
w=-1/4 e de uma fungdo de area a/2 centrada em w= 1/4.

11 - Prove que

[T @iase] xtolaz [ Iyt les.
12 - Defina a energia média contida na s@rie x(t), -w<t<+w, como sen-
1 (Yo
do lim T [ x*{t)dt. Considere
T -T
n iw.t
x(1) = [ C.e™jt, -w<torm,
j=-n
w0y w_5=vws e c_j=Ej. Obtenha a energia média contida em

x(t).
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13 - Usando um programa de computador (ou fazendo seu proprio pro-
grama), faga uma andlise de Fourier completa dos dados da Tabe
“la A.l1.




CAPITULO 4

ESPECTRO DE UM PROCESSO ESTACIONARIO

4.1 - INTRODUGAO

Dade uma série temporal, ela poderd ser analisada de viarias
maneiras, dependendo de nossos objetivos. Podemos estar interessa-
dos apenas na descrigao da série, ou em fazer previsodes de vualores
futuros. No primeiro caso, a construgdo do grifico da série e a ve
rificacio da existéncia de tendéncias, ciclos e variagdes sazonais
pode ser tudo oque se deseja. No segundo caso, serd necessidrio con-
siderar algum tipo de modelo que descreva o comportamento da série
e a escolha do modelo pode ser um ponto critico na andlise.

Um problema mais complicado seria o de tentar descrever ome
canismo aleatdrio que gerou a série sob estudo. Por exemplo, anall
sando-se uma série de alturas de ondas, podemos querer saber como es
tas ondas sdo geradas.

Qutros propdsitos sdao: estimagao de fungdes de transferén-
cia de sistemas dindmicos, controle de tais sistemas, simulagao e o
timizagio de sistemas, etc.

Em todos os casos, modelos probabilistico sdo construidos, mo
dominio do tempé ou no dominio de frequéncias.

No dominio do tempo, os modelos sdo utilizados com o propd-
sito principal de previsdo e controle. Obtemos os chamados modelos
pavamétricos finitos, no sentido que estes modelos sao determinados por
um numero finito de pardmetros a serem estimados através das obser-
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vagoes. A classe dos mode“os auto-regressivos o de médias moveis
tem sido bastante utilizada neste contexto.

Outra maneira de descrever séries temporais & atrevés de mo
delos nao pavamétricos, ou seja. modelos com um nimero infinito de para
metros. Um dos modelos ndo paramétricos mais utilizades & z andli-
‘se esgectral ou harmoniea, no d-ominio de frequéncias, ou a anilise da
fungdo de auto-covaridncia (f.a.c.), no dominio do tempe.

Na andlise espectral, a caracteristica fundamental & 0 espec
tro, que & a transformada de Fourier da fungio de auto-covariincia.
Logo, sob o ponto de vista da quantidade de informagdo probabilisti
ca que fornecem, o espectro e 1 f.a.c. sao ferramentas equivalentes.

A andlise espectral & fundameutal em Areas onde o interesse
biasico & a procura de periodicidade nos dades, como em Meteorologia
e Oceanografia, por exemplo. Campos de aplicacao da analise espec-
tral incluem a Engenharia Elétrica, Comunicagdes, Fisica, Economia,
Medicina, etc. Para exemplos e referencias. ver Brillinger, 1975,
Capitulo 1.

Na analise espectral de processos estocasticos. duas linhas
de pensamento sdo possiveis. Uma & devida aos tra:alhos de Wiener
(1930) e tiveram inicio com Schuster (1898.1906); aqui, a teoria &
desenvolvida para uma classe bastante ampla de processos estocdsti-
cos e ndo estocadsticos. A outra linha tem seus primdrdios nos tra-
balhos de Khintchine(1932,1934) e continua com Cramér (1942) e Kol-
mogorov (1941). Aqui, 2 andlise é restrita a classe dos processos
estocasticos estaciondrios.

No que segue, desenvolvemos de maneira especial a teoria de
Khintchine e daremos, brevemente, nogoes da teoria de Wiener e esta
beleceremos a relacio entre as duas.

4.2 - 0 ESPECTRO

Seja {X(t),t€L} um processo estocastico estacionirio, real,
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com média zero, varidncia unitaria e fungao de auto-covariincia C(t1) ,
TEZ.

Nesta secdo, suporemos que uma condigdo de independéncia as
sintdtica esteja satisfeita, no sentido que valores do processo bas
tante separados no temp. sejam pouco dependentes. Esta condigio - &
expressa na forma

[--] .
o IC(0) e, RIS
ou seja, C(1)+0, quando |tl+=., Nestas condig¢des, oespecirc de X(t)&€
definido como a transformada de Fourier de C(t), ou seja,

o«

flw) = o= L. cemeieT, | O 4.2)

=00

—c <+,

TEOREMA 4.1 - 0 espectro f(w) definido por (4.2) & limitado, nao nega
tivo e uniformemente contInuc. Além disso, f(w) & par e periddico

de perfodo 2w,

DEMONSTRACAO = Que & limitade segue de |f(w) ]5(213'1 glt:(r)lede(z;.l).
Agora, . ‘ : . 7

[+

[£(w+2) - (w) |<(20) "1 T,E

_ + s '
- le l(w A)T_e IWTllc(T)l'
logo

o0

few)-f(@) | s (2m 7L L

T==-00

lc(oy | le" 1My,

que tende para zerc, para A+0, independente de w.
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Comoe C(-t) = £(1) segue-se que

(=]

cmet® = 2ml 1 grerye1OT - £(ay,

[=:] TE~®

£(-w) = (2m7t 2

- logo o espectro & uma fungdo par, Também,

E(wr2m) = (Zn)"l j'm C(T]e—i(w+2n)1 =(2W)-1 ng C(T)e-imT.e‘iZWT = fu),

’Tf"— T
pois ISELAN
Para provar que f(w)an,'para todo w, considere
N-1 2
: -1 ~iwt ‘
£(0) = (20N)~ |t£0 x(t)e-iwt]®, (4.3)
Entao
N-1 N-1 _
B{fy{w)} = (zaN) "t tZO séo C(t-s)e tw(t-s)
e colocando t=t-s, vem que
N-1 .
Elfy(@)} = (2m)"L k(v feDc(re T
N-1 :
-1 -i
= (2m) T=}%+1 (1~l§l)C(1)e T, (4.4)

Como fN(u);O, segue-se que E{FN(w)}ao. _Quando N-e, a série
do segundo membro de (4.4) converge para f(w), logo f(w)20. O

Como f(w) & periddico, de periodo 2w, basta considerar
w€(-m,n]. Como f(w) & par, basta representd-lo no intervalo[0,r].

A condigdo (4.1) ndo precisa estar satisfeita. Nestas condi
gbes & necessario introduzir o espectro de processo de outre modo.
Notemos que, de (4.1) segue
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i3 .
c(t) = J e (w)dw,  TEL. (4.5)
-m

Para um processo com parametro continuo {X(t),t€R }, as re-
lagdes (4.1), (4.2) e (4.5) ficam, respectivamente

J fc(t) |dr<w, (4.6)
£(w) = 5= J e 197y dr, (4.7

e
a(r) = [ e e () da. (4.8)

4,3 - 0 TEOREMA DE BOCHNER-KHINTCHINE.

Nesta secdo e na seguinte trataremos das chamadas represen-
tagbes espectrais para o processo X(t) e para a respectiva fungao de
covaridncia C{t). Para ilustrar, iniciaremos com um exemplo, que da
estas representagdes em um caso particular.

EXEMPLO 4.1 - Seja X(t), -w<t<iw, uma fung¢do quase-periddica

I tw,t .
X(t) = .t z.e 7, (4.9)

onde w5 -n<jsn sdo frequéncias e Z_. sdo v.a. complexas com varian-
cias b., j=-n,...,n. Vejamos como as v.a. Zj devem ser de modo que
o processo X(t) definido por (4.9) seja real e estacionirio.

Para que o processo X(t} seja real os wj devem ser simétri-

cos, isto €, w_j=mj e as v.a. Zj devem ser tais que Z—j = Ej ,

j=0,%1,...,%n. Agora,
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n

iw,t
BiX(1)) - 5k Bz 1, (4.10)

=1

e para que o processo seja estaciondrio, devemos ter E{X(t)}=E{X(0)=m,
constante, para todo tER. Segue-se de (4.10) que E(Zj) sdo os coe
ficientes de Fourier da fungdo m=E{X(t}} (uma discussio elaborada,
deste fato encontra-se em Koopmans, 1975, pag.21) e entiao

1 T -iw.t
B(Z.) = lim > J m.e 7 dt.
-T
Como m & constante,

E(Z =m e E(Zj) = 0, j#0.

o)

Por outro lado, como X(t) & real, X(t)=X{t) e

- n .
1wj(t+T) j . 1mkt }

E{X(t+T)X(t)}

3
tr1
e,

L
Ve
=
Ao~}
o
~
I
1
=
b
o

n

iw.T
=7 E(|z,(%e I &+ |
j=-n J b

¥
Encarada como uma fung3o quase-periddica de t, com tfixo,de
vemos ter
E{X(t+T)X(t) }=E{X(T)X(0)}=B(7), digamos, -w<t<+=, constante, e o ar

gumento visto acima pode ser aplicado novamente obtendo-se

E(ijkj =0, j#k. £4,11)
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Logo, para que O processo seja estaciondrio e necessario que

as v.a. Zj sejam nao eorrglacionadas.

No que segue suporemos m=0, do que obtemos B(z)=C(T) e

n .
. LT
cer) = <L E{|Z,
(1) j=-n {| J| }oe
n .
iw-T
= j=5:-n bJe J , =T <o (4.12)

A relacdo (4.9) & a representagado espectral de X(t) enquan-
to que (4.12) & a representagdo espectral de €(1). Ambas constitu-
em as relagbes de Wienmer—Khintchine.

Consideremos, agora, Um processo estocistice estaciondrio ge
nérico X(t), -w<t<+w, real, dec média 0 e f.a.c. C(r) suposta contl
nua para tode 1. Suponhamos, também, C(0)}=1.

TEOREMA 4.1 - (Bochner-Khintchine). Uma fungdo continua C(t) € positiva
definida sc e sbmente se C[t) pode ser escrita na forma

clr) = f_wei“?TdF(m), (4.13)

onde F(w) & uma funcgdo real, nio decrescente e limitada.

DEMONSTRACRO - (i) Suponha que C(t) pessa ser escrita na forma (4.13)

Entao,
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n n T n
z E _ E { o im(Tk—'r.) _
k=1 j=1 C(Tk_Tj)akaj * kel j=1 {L“)e J dF(w)}akaj

n n .
™ ) ) 1m(Tk-Tj) _
= [ k=1 j=1 e akade(w)
[m g faty n ‘inj_
= ). k=1 e a1 (j=1e aj)dF{w)

© n ink 2 .
=f |kZ e ak| dF(w)20, logo C(t) € positiva definida.

(ii) Suponhamos, agora, C(1) positiva definida, continua.
Temos que IC(THS c(o)=1 e

1 = C(0) = j dF(A) <.
Seja z»0 e considere a fungao

Z z
1 iue iv
pz(N) = Fnz J{) JO C(U-.'V)el tuel Yiudyv.

Como C(1) & positiva definida, p, (w)320; fazendo u=t+v ¢ fu-
dando a ordem de integracic vemos que

Z N
pz(u)) = 715 I {1 - J—tz—l)(:(t)e'“’tdt.

-Z

Pelo Lema de Linnik, pz(w) & integrivel em toda a reta. Co-
mo C(t) & continua, usando o Teorema 1.4 temos que

o

a - e - Lpzcm)eit“’dw,
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-]

para todo t com |t|$z. Para t=0, J pz[r.u)dw=1 logo p,(u) € a densi

P

dade de alguma distribuigEO de probabilidade, logo (1- i%i)C{t) e a

fungao caracteristica correspondente. Quando z+e ,(l~l%i)C(t)*C(t)
uniformemente em todo intervalo finito.Segue-se que C(t) € uma fun-
¢do caracteristica, logo pode ser representada na forma (4.13). G

Se C{0)#1, a modificag3o no teorema & Obvia, com o resulta-
do final sendo C(t) uma fungdo caracteristica multiplicada pela cons
tante C(0).

A funcdo F(uw) diz-se fungdo de distribuigdo espectral do proces-
so X(t). Ela € definida a menos de uma constante, e podemos supor
F(-w)=0, F(+»)=1, Se C(0)#1, tome F(+=)=C(0)}. Também, normalmente
tomamos F{w) continua a direita.

Também, de (4.13),

CC0) = Var X(t) = J dF(2), 4.14)

que nos diz que a variancia total de X(t) € obtida somando-se as va
riincias das componentes harmonicas de X(t).

Se C(0)#1, podemos escrever (4.13) na forma
R(7) = f 19736 () ; (4.15)
onde R(t) & a fungaoc de auto-correlacdo C(1)/C(0) e G(uw)=F(w)/C(0).

A fungdo F(w) pode ser escrita na forma
Flw) = Fd(m)+Fc(w)+Fs(m), (4.16)

onde F,4(w) & uma funcdo .em escada, a f.d. espectral discreta, Fc(w)é
absolutamente continua, a f.d. espectral continua e F;(m)=0 em qua-
se toda a parte. Para modelos de interesse priatico, a Qiltima .compo
nente pode ser desprezada, de modo que
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F(w) = Fglw)+F_(u). (4.17)

A funcio Fd(w) estd associada a uma fungio p(w), tal que
p(w)>0 para todo o e p(w)>0 para um conjunto discreto de frequen -
cias e

Fd(w)'_=

wfgm p(ij. (4.18)

A componente continua Fc(m) € tal que pode ser escrita na
forma ' o

(=]

Flw) f‘ £(o)do, (4.19)

ou seja, f(w)=F'(w), para todo w. Como F & nio decrescente, f(uw)30,
para todo w.

Podemos, entdo, escrever (4.13) na forma

T i o,
C(t) = kjim e kap(wk)+f eMTE (1) du. (4.20)

- 00
Se f{w)=0, para todo w, temos um espectroc discreto € se
p(w)=0, para todo w, temos um espectro continuo.
De um modo genérico, o espectro &€ uma mistura das duas com-
ponentes, discreta e continua, como ilustra a figura 4.1.

4

£{w)

plw

Figura 4.1
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Se a condigao

j |C(t) jdTee, ' o (421

esta satisfeita, entdo

£la) = g; [' Clr)e 9Tgr. (4.22)

4.4 - 0 TEOREMA DA REPRESENTAGAO ESPECTRAL DE CRAMER.

0 processo X(t} dado por (4.9), com Zj v.,a. de média 0, va-
riincia b. e ndo correlacionadas, & um exemplo de representagao es-
pectral de um processo estacionirio. Ou seja, X(t)&escrito como uma
combinacio linear de componentes harmdnicas, de frequéncias-mj e am
plitudes aleatdrias, de modo que

n
c(o) = .Z b., 4,23
(0 j=-n Pj ( )
que segue de (4.12); ou seja, a varidncia de X(t) & igual a soma.das
variadncias das componentes harmdnicas que formam X(t).

0 passo seguinte & generalizar esta idéia para processos es
tacionirios quaisquer. A possibilidade de tal representagdo foi pri
meivo provada por Kolmogorov, 1941, 1942, usando geometria de espa-
cos de Hilbert. A prova de Cramér, 1951, usa métodos de espagos de’
Hilbert e pode ser encontrada em Cramér § Leadbetter, 1967.

No que Segue serid necessdrio necessario integrais do tipo

b :
- [ atoxca (4.24)
a ‘

b
;= [ smax, (4.25)
a

-t
—
|

ou

-t
L}
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de Riemann e¢ Riemann-Stieltjes, respectivamente, onde g(t) € uma fun
gdo nao aleatdria e N(t) & um processo estocdsticodemédiale f.a.c.
C[tl,tz). Tais integrais s3o definidas como limites em m.q. de so-
‘mas definidas como segue. Suponha [a,b] um intervalo finito e a =
= tp<ty<a.a<t, = b uma partigio deste intervalo. Consideremss asso
mas

n.
S, = L. g(t'.)X(t'.) {(t.-t. 4.26
1 551 g( J) (t ]) { j ]_1) . ( )
e
5, = L) )= .

5 jzlg{tJ)[X(tJ) X(tg—l)]’ (4.27)
que sao v.a. de média zero, determinadas pela partigdo, com tj-l‘
trigt.,

SR

Se as somas S1 e 52 convergem em m.q. para v.a. limites e es
tes limites sdo os mesmos para qualquer sequéncia de partigoes de
fa,b], com n+w e max(tj—tj_l)wo, entao estes limites serdo ‘defini-
dos como as integrais em m.q. I1 <] IZ:

—
il

1 g.1.m Sl’

-
i

2 L.iem SZ’
se estes limites existem, onde R.i.m. indica limite em m.q.

Uma cendicido suficiente para (4.24) existir & que a inte-

gral, b b . ‘
o - [ smamict,siards, (4.28)
3

exista e neste caso E(I,)=0, E{[Ill2}=Q1.
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Do mesmo modo, uma condigfo suficiente para (4.25) existir
& que a integral ‘

b b

0 - | | swimacces (4.29)
a Ja
exista e neste caso E(I,)=0, E{IIZIZ}=Q2. Para demonstragoes des-

tes fatos ver Cramér § Leadbetter, 1967,

Uma propriedade importante € a seguinte. Seja ny (tl,tzj
a fungdo de covaridncia cruzada de X(t) e Y(t).

PROPOSICRO 4.1 - Se X(t) e Y(t) sdo dois processos satisfazendo as con
digdes necessdrias para a existéncia de (4.24) ¢ (4.25), entdo

b b —— b b —
E {L1 g(t)X(t)dtJ h(s)Y(s)ds} = L L‘ g(t)h(s)ny(t,s)dtds, (4.30)
a

b b e bb ——
E {J g (t)dX{t} f h(s}dy(s)} = J J g(t)h(s)dcxy(t,s), (4.31)
a a a a

0 desenvolvimento seguinte g baseado em Yaglom, 1962.

Pode-se demonstrar que todo processo estacionario X(t) pode
sex. aproximado por um processo da forma (4.9}, no sentido que, para
tado €>0 drbitrariamente pequeno ¢ para todo T>0 arbitrariamente gran-
de, existem v.a. Lyveealy mituamente ndo correlacionadas e niimeros

reals Wysees st tais que

n

e J

E{X(t)~. j

n .

iw. T
) 2
sl |"<e,

para todo t€[-T,T]. A aproximacdo & melhorada aumentando-se n (que
depende de e e T) e diminuindo-se wj+1-mj. Logo, dado um intervalo
qualquer Aw de frequéncias, para T arbitrariamente grande, o nimero
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de frequéncias wy em Aw tornar-se-a arbitrariamente grande e a soma
w.éAij converge para uma v.a. que denotaremos Z(Aw). Logo, hetris
j :

ticamente, temos que podemos representar o processo estocdstice X{t)
na forma

X(t) = J ¥tz can) , (4.32)

ks

-

que € uma integral de Fourier-Stieltjes. Esta integral pode ser es
crita na forma de uma integral de Riemann-Stieltjes,considerando-se
uma func¢do pontual

Z{w) = Z{(-=,w]} {4.33)
de modo que
X(t) = J e10tqz (), : (4.34)

A funcdo de conjuntos Z:Aw+Z{Aw)satisfaz as propriedades:

(a) E[Z(Aw)]=0, para todo @,

{(b) Se Aw e A, w 5830 intervalos disjuntos,

1 2

Z(Alm+A2w) = Z(Alm)+Z(A2w).
(c) Se Ayu e Ay sdo intervalos disjuntos,
E{Z(AleZ(Azm)}=U.

Encarada como uma funcaoc pontual, podemos escrever:

(a') E[Z(w)]=0.
(c") E{[Z(ml+Aw1)-Z(ml)] [Z[w2+Aw2)‘Z(m2)]}=0,
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se 0s intervalos (wl’w1+Aw1) e (mz,mz-l-ﬂmz) sao disjuntos.
A condicdo (c') nos diz que Z(w) € um processo estocastico

com  inerementos ortogonais.

Vamos usar a seguinte convengdo operacional. A notagdo du
representard o intervalo (w,w+Aw) de modo que (c') pode ser escrita

E{Z(dw)Z(dV)} =0, se wfv , ) (4.35)

no sentido que dw e dv sdo tdo pequenos que eles sao considerados

disjuntos se w#v.

Formalmente, temos o resultade seguinte.

TEOREMA 4.2 - (Teorema Espectral) - Se X(t) & um processo estocistico es

tacionario, entao

X(t) = Lf e 2%z (dw) (4.36)
onde Z(w) € um processo com incrementos ortogonais e tal que

E{|Z(dw) |®} = F(dw), (4.37)
“onde F(w) & a funcdo de distribuigdo espectral.

OBSERVACOES -
{a) Notemos que {4.37) significa

BC|2(w,)-2(0p) | %) = Flup)-Fu;), (4.38)
s w2>w1.
(b) O processo Z(w) € chamado 0 processo espectral associado a X(t}.

(c) Usaremos, como formas alternativas, as expressdes (4.36) e
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(4.34) bem como (4.37j e

E{}dZ(w)|%} = dF(w).
DEMONSTRACAD ~ Definamos a funcdo aleatdria o

‘T -iwt

Zp(w) = 2 [_T ¢ L xae. (4.39)

E facil ver, usando os resultados do Capitulo 1, seg¢Ho 1.6,
que a integral (4.39) existe. Definamos

Z(w) = lim ZT(w], (4.40)

T+

onde o limite & em m.q. Para provar que o limite (4.40) existe, se
ja T'>T e considere

-iwt

2
E{z.()-Z()2}=E{i[ —-—-——.—-—:l)(tdt}=
I T+ W T | im T<|t|<T' ~it (t) \
_ e~iwt_1 elos 1
- f [T<itl<‘r' it STl B{X(t)X(s)| Ydtds. (4.41)

T<|s|<T'

Usando (4.36) e {4.37) vem que (4.41) torna-se

» griwt_g Jiws_; eiw'(t'SJdtdde(w') =
T<|t]<T' Jow ~2Tit  2mis

T<|s|<T*

e-lwt_1

@ iw't z
= P e dt dF(w')-
I~°°|‘(T<|t|<'l" Tit

Suponha F(w) continua. Por (4.41), provar que o limite
existe & consequéncia da existéncia do limite
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jT eiw t_ei(m -w)t

P(w',w) = 1lim f% dt = lim wT(w',m) =

Toreo -T it T-reo
=1L J semw’t 40 1 f senfo -o)t g, (4.42)
LaP t LT t
Mas,
o 1/2, w>0
% J Se{cl_wt at = 0, w=0 (4.43)
0 -1/2, w<0,
do que segue que
1, O<u'<w
1/2, w'=w>0 ou w'=0,w>0
lw',w) =4 0, w'>0, w'>w ou w'=w=0 (4.44)

ou w'<0, w'<w.
-1/2, w'=w<0 ou w'=0, w<l

- 1, w<w'<0,

Logo,

tin [ W0t ,0)- dplot,0) {2aF(e) =0,

T /0
e (4.40) define realmente um processo estocastico.

Verifiquemos que Z(w) tem incrementos ortogonais e satisfaz

(4.37). Temos que
E{[2(w,)-2(u) ] [2(u)-Z(ug)]} =

= La w(w-ml,wz—wl) 9(w-wy, wzmw,y JdF (0] .
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Segue-se que, por (4.44), para w, >w

2 1’

B{|Z(up)-2(0;) |?) = Flu,)-F(a)),
€ para wy<wyswzuy,,

E{[2(0g)-2(w)] [2(uy)-2(uz)]}=0.

Finalmente, mostremos que Z(w) satisfaz (4.36)., Temos

, b iwt :
E{X(t) [Z(w,-2(w )]} = Lu,w(mz—m,mz-wl)elw dF(w)
de modo que, para w,>wy, @ esperanga do lado esquerdo € igual a

w .
L}Z ettaF(w).
1

Logo,

) ’ o . A .
E{X(t) J el®S37(w)} = 1lim f e (t=s) gy
‘ “A

- Ao

=.J e10(t=8)gp(y) = crt-s)

E{[:DeiwtdZ(m] Jm

-0

19337 ()} = I o1 {t=Sdgrcy) = c(t-s),

=00

do que segue que

E{|X(t) - J e 9taz() 121 = 0, (4.45)

equivalente a {4.36).

Se f(w) ndo € continua, defina Z(w) como antes nos pontos
de continuidade de F(w) e por
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Z(w) = 7 [2(0-0)+Z(w+0))

nos pontos de descontinuidade de F(w) e os resultados provados con
tinuam a valer. (O '

Consideremos, agora, uUm processo estacionario discreto -
{X(t),t€Z}. Como vimos na segaon 4,2, westarid sempre entre -v e T,
de modo que as equagbes (4.13) e (4.36) ficam, neste caso,

.
c(r) = J et TdF (w) , (4.46)
- )
e
™ A t
X(t) = J e*taz(w), (4.47)
-
respectivamente. Se a condigao %|C(1‘)l<°° estd satisfeita, entdo
F(w) & derivavel, com F(w) = f(a)do, & temos
-"ﬂ' .
T iw
() = J 0T (w) du, (4.48)
-7
: _ 1 ¥ _-iet
f(w) = 7= - e c(t), (4.49)

como tinhamos visto na segdo 4.2, A representacdo espectral(4.46)
no caso discreto, & conhecida como Teorema de Herglotz.

Podemos, também, considerar as chamadas representacdes es-
pectrais reais para C{1) e X(t). Se X(t) & um processo real,a f.d.
espectral F(w)} & uma funcao par (a menos de uma constante aditiva)
e podemos escrever

C(t) = Jm coswtdG(w), (4.50)
0

onde G{w)=2F(w)+constante. Também, se¢ a condigdo (4.21) esta sa-
tisfeita, entdo f(w) & par e (4,22) fica

g w) = % I coswt C{Tt)dr, (4.51)
0
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onde g{w)=G'(w)=2f{w).

Quanto 3 representacdo espectral de X(t), consideremos y(w)
e V(w) tais que '

)

U(w) = Re[Z(w)] (4.52)
¥(w) =-Im{Z{w)]. .

Estas fungdes sdo tais que U(-w)=U(w), V(-w)=-V(w) e se fa
zemos as substituicdes

Uw) = [Z(w)+Z(-w})/2,

(4.53)
V(w) =-[Z(w)-Z(-w}]/2,
obtemos a representagdo
X(t) = f [coswtdU(u)+senutdV(w)] , (4.58)
0
onde
ID, w¥v
E{U(de)U(dv)} = E{V(dw)V(dv)} =
G(w), w=v,
E{U(dw}V(dv) = 0, para todo w & v,

4.5 - A TEORIA DE WIENER.

A diferenca entre as teorias de Wiemer e Khintchine est2 na
definigao da fungdo de auto-covariancia.

Seja x(t) uma série temporal real, -=<t<tw, tal que
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o T '
CylT) = 1113 i%f LTx(t+'r)x(t)dt (4.55)

exista e seja finita, para todo TE€R. CW(T) € chamada a funcio de au-
to-covaridncia (segundo Wiener) de x{(t)}. Para t=0 obtemos a ener-
gia total de x(t), dada por

c(n—l'lszt'dt 4.56
w)—Tiﬂ-gT_Tx()- {4.56)

Como dissemos no inicio do capitulo, a teoria de Wiener en-
globa a teoria estabelecida para processos estoc@sticos estaciondri-
0s. Se x(t) & um processo estocdstico, entdo em (4.56) o limite tem
que ser encarado como um limite em m.q., de tal sorte que Cw(r) seja
uma funcdc ndo aleatoria.

Wiener estabeleceu a existéncia da f.d. espectral F(w)tal
que (4.13) esteja satisfeita e resultados anilogos valem a partir
dai.

Resta saber em que condigdo war) dada por (4.55) coincide
com C(r)=E{X(t+¢)X(t)}. Esta & uma média no "ensemble",ao passo que
{4.55) & uma média no tempo. Ou seja, aqui estamos considerando x(t)
como uma trajetdria, logo x(t) & uma fungao real e (4.55) & um limi
te numérico usual.

Processos para os quais Cy{x) coincide com C(t) sZo chamados
ergodicos. Condigdes para que um processo seja ergddico podem ser en-
contradas em Yaglom, 196Z, pagina 16, Na realidade, devemos falar em
ergodismo em relagdo a mddia e em relacao a f.a.c. Um processo esta
ciondrio € ergddico em relagdo 3 média se

e

T
J X(t)de ™9 E{x(t) 1. (4.57)
0

e & ergbdico em relacdo 3 f.a.c. se

N

T Meq
J X{t+D)X{t)dt — C({7). (4.58)
0
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Em particular, (4.57) e (4.58) estardo verificadas se-
%3£c(r)=o, ou seja, quando a dependéncia entre as v.a.X(t) e X(t+T)
torna-se progressivamente menor a medida que T,

0 maior impedimento para ergodismo & a presenga da componen
te discreta no espectro de X(t). Pode-se demonstrar (ver Koopmans,
1975, pagina 60) que CW(T)=C(T) se e somente se p(lj)=0, para todo
j.

k.6 - EXEMPLOS

EXEMPLO 4.2 - Consideremos {Z{t),t=0,+1,%#2,...} o ruido branco. Entdo
C(0)=1 e C(1)=0, t#0 e usando (4.2) temos que f(m)=%;, -mgwgT. Ou se i
ja, o ruido branco tem um espectrc constante.

EXEMPLO 4.3 - Suponha que o processo estdcionario {X(t),t=0,1,...}te
nha f.a.c.

cer) = Mol 1m0, 1,22,..., |al< 1, M>0.

Entdo, a condigdc (4.1) estd satisfeita e

. 1-at
M -l -iwTr _ M,
£(w) = 7p ; a € T Zm iw__g2°

le*®-a]

EXEMPLO 4.4 - Considere o processo X(t), -=<t<+=, dado por
(-]
X(t) = J h(t)Z(t-T)drT, (4.59)

onde Z(t) @ um processo estaciondrio, de média 0 ¢ f.a.c. c ().

Segue-se que X(t) &€ estaciondrio (por que?) de média 0 e

“

f.a.c. . .
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Cx(T) =B {X(t+D)X(1)) = E{r h(u) Z(t+Tt-u)du Jm h{v)Z(t-v)dv}

= r Jm h(uh{)E{Z(t+T-u) Z{t-v) }dudv (4.60)

= r r h(u)h(v)cz('r-mv)dudv.

Segue-se que o espectro de X{t) € dado por

fx(m) = J_m CX(T)e"imdr.

I
2m

-0

e—im‘ LJ h(u)h(V)Cz(T*'V-u)dUdVdT'
-2

Chamando y=1+Vv-u, vem que

£ @) = o [ WO hynmc, () dudvay
- —2117 Lmh(u)e_iwudv J_mh(v)ei“’vdv J-.» c, () e-iwydy.
Chamando
H(w) = Jh(u)e"imudu, (4.61)
obtemos
f lw) = HwH(-w)f (o),
ou ainda,

2
£.(0) = [H@w)|% £, (). (4.62)
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A equagao (4. 59) representa o] que chamamos um sistema linear

e H(w) & a funcio de transferenc1a do sistema. A equagdo(4.62)mos-

tra que podemos obter o espectro da "saida" do sistema, dado o es-

pectro da 'entrada". No caso discreto, {4.59) reduz-se a
o0
X{t) = -kj_m th(t-k) (4.63)

e (4.61) fica -

H(w) = 1 & he 1ok, (4.64)

No caso particular em que a entrada 2(t} & ruido branco, o
analogo discreto de (4.60) fica

CX(TJ =] hkhk+'r
k
¢ 0 espectro de X(t) &€ dado por

£ (0) = 5= [H(w}|2. (4.65)

EXEMPLO 4.5 - Seja X(t)=Rcos(wt+4), onde R e w sio constantes e ¢ &
uma v.a. com distribuigdo uniforme em (-nm,u).
Entdo,

kil

m
B{X(t)} 7— j Rcos {ut+¢)dy = 7— J Rcospdp=0.
=T

Tamb&m
C(T) = B{X(t+)X(t}}= .1 f Rcos[w(t+r)+¢]Rcos(wt+¢)d¢
b 2 T
=~§; [ﬂ_ Reos (wt+$)Reos ¢d¢ = %% {JTCOS(NT-2¢%+COSQId¢,
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logo
RZ
C(t) = 7 COSWT.
Como C{t) ndo absolutamente somavel, temos que
T oiwtr
c(t) = J e dF(w'}.

-

onde

0, -T<w'<-w
Flw') = R2/4, —wéw' <w
2R2/4, wiw' <™

Usando a fungdo & de Dirac podemos escrever

2 2
£ = & FO) = 5 S(Arw) vy S(A-w).

£{3) FOO

|
|

~T ] uw T M +

I I

y\ y

Figura 4.2

EXEMPLO 4.6 - Suponha o processo (4.63), com Z(t) ruido branco e apg
nas um numero finito de valores hk ndao nulos.
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Obtemos ¢ processo
() = hOZ(t) +h12(t—1)+. . .+hq2(t-q), (4.66}

e dizemos que X(t) & um processo de médias moveis de ordem q. Aqui,
D b o-iuk
- -iw
H{w) = ko hk e

€ oespectro de X(t) & dado por (4.65),

fx(w) = % I kzo hk e.-iwklzo (4.67)

EXEMPLO 4.7 - 0 processo definido pela equagdo de diferencas
X(t) =¢]X(t-1)+...+¢pX(t-p)+Z(t}, {4.68)

onde ¢1""¢p SA0 constantes e Z{t) & Tuido branco, € chamado um pro
08880 auto-regresaivo de ordem p, ( processo seri estaciondrio se as rai
zes do polindmio 1-9¢ 18- ... -¢ ZP estdo fora do circulo unitdrio -
{ver Box § Jenkins, 1976 pagina 54).

Multiplicando {4.68) por X(t- k) e tomando a valor esperado,
vemos que a f.a.c. do processo satisfaz 3 equacdo de diferencgas

C(k) = ¢, clk-1)+.% 40, C(k-P),  k>0. (4.69)

Substituindo k=1,2,...,p em {4.69) obtemos um sistema de e-
quagdes lineares, chamadas equagdes de Yule-Walker.

0 espectro de X(t) & dado por

£ (w) = (Zn);l-rkgobke-iwkliz, | (4.70)

escrevendo (4.68) na forma o bkx(t—k)=z(t), b0=1. Ver Koopmans
1975, Cap. 7 para detalhes.
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k.7 - EXERCTCIOS.

N
1 - Seja X(t)—-zl{A c05mjt+BJsenm .t}, t=0,21,%x2,..., com

E(Aj) = E(Bj) = 0, E(A ); E(B ) = c?, AJ e BJ mutuamente nao

correlacionadas. Determlne a f d., espectral F{w) paraeste pro
cesso.
2 - Considete 0 processo auto-regressivo de primeira ordem

X(1) = & X(t-1)+2(t),

onde Z(t) & ruido branco.

{a} Prove que O PpTOCESSO X(t) pode ser escrito na forma
X(8) = Z(0)* 6, Z(t-1)+¢] Z(t-2)+..0

{b) Qual a condigdo para que O procegsd'seja estaciondrio?

{c) Obtenhs E[X(t)] e C(1).

{d) Obtenha o espec*ro do processo, usando (a) e (4.67).

3 - Suponha que um procCesso estacionario tenha f.a.c.

C(t) = M.e-a!T‘.cosBT, M>0, a>0, #>0. Prove que o espectro é

Ma 1 -1
dad f = R
ado por (w) {CE+(w—B)2 + ;P+(m+8)2}

4 - Suponha que X(t) tenha f.a.c. CX(T}=COST e que X(t) seja a en-
trada de um sistema limnear representado por

Y(t) = I h{w)X(t-u)du,
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| 1/10, 0gu<lo
com h(u) =
0, u<0 ou u>ll

obtenha a f.a.c. de Y(t) e o éspe;tro de Y(t).

. ft —pit- . '
Mostre que Y(t) = f e p(t v)x(v)dv, com p>0, satisfaz & equagdo

diferencial ‘dYEf' + pY{t)=X(t) e que Y(t) pode ser escrito na

forma

o

Y(t) = Jo e PVx(t-v)adv.

No problema anterior, se X(t} & estacionario, de média 0 e es-

L A
pectro f(w)=e 8" obtenha o espectro de Y(1).

Suponha que V(t) seja o desvio de um fluxo turbulento a parfir
da velocidade média do fluxo. Se o espectro de V(t) &

[ e w0

flw) =
lem , w<0,

qual € a fragdo de energia associada com as frequéncias
1<|w]<2?

Seja ¥ (t)=Rcos(wt+¢) um processo estacionario, com R constante
@ uma v.a. com fungao densidade continua g(w) e ¢ uma v.a.uni
forme em {(-w,m}. Mostre que o espectro de X(t) & dado por

o0

Rz-ngm [g(l+2wj)+g(-k+2wj)]/4.

Sejam X(t), Y(t), t=0,%1,%2,... Processos independentes,comlmg
dia 0 e espectro fx(w), fy(m), respectivamente. Prove que 0 €S
pectro de X(t)Y(t), t=0,+1,#2, ... & dado por
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™

Lﬂfx(w-a)fy(a)da.

10 -~ Se X(t) = J eiltdZ(A), defina a derivada de X(t) como sendo

X(t) = j:-f-t- e tazeay.

(a) Sob que condigdes a integral resultante tem sentido?
(b) Obtenha a f.a.c. de i)

(c) Obtenha a f.d. espectral de X(t).

11 - Suponha o processo estacionirio X(t) com representagido espec-

tral X(t) = fm eiwtdZ(wJ. Se Y({t) = Jm h(u)X{t-u)dun,

—CO

obter a representagdo espectral de Y(t).



CAPTTULD 5

FILTROS LlNEARES,.AHOSTRAGEM E "ALIASING"

5.1 = INTRODYGAO

Antes que a analise estatistica prOopriamente dita seja le-
vada efeito para dada série temporal, had uma série de passos a con-
siderar no que se refere ao processamento dos dados. Taispassos in

cluem:

(i) coleta dos dados

(ii) amostragem (digitalizagao ou discretizagao)
(iii) uso de janelas de dados ou '"tapers"

{iv) filtragem dos dados

{v} tratamento de "outliers" ¢ valores nac obervados
(vi) uso de graficos ¢ tabelas.

Ha outros fatores relacionados com os mencionados eneste ca
pitulo trataremos em especial do problema de filtragem e o de deter
minar o intervalo de amostragem de modo a evitar o fenomeno de' alia

sing", que ji foi mencionado ne Capitulo 3.

0s problemas listados acima entram no contexto do planejamen
to do experimento que conduz a obtengdo das séries temporals dispe-
niveis para andlise, E claro que em muitas situagdes tal planeja-
mento & impossivel, pois nds nao podemos controlar o experimento.As
sries econdmicas, astrondmicas ¢ meteoroldgicas estdo nesta catego
ria. Nos nio entraremos em detalhes sobre este assunto nestas no-

tas ¢ a referéncia adequada & o Capitulo 9 de Koopmans, 1975.

0 problema da coleta de dados & fundamental e se 0s mesmos

nio sdo confiaveis toda a analise subsequente torna-se inGatil. Em
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particular, énfase deve ser dada ao fato que.a série temporal observada
deveserrenresentativadoprocessoestocisticoquevaiser analisado,

Como dissemos, em muitas situagdbes teremos que nos conten-
tar em observar a série temporal de interesse e o cuidado a s¢ to-
mar & que as medidas sejam obtidas com a melhor precisdo possivel.
Como regra geral, nossas observagbes serfo igualmente espacadas no
tempo mas havera ccasiles em que isto nio ocorre. Por exemplo, em
Astronomia este fato ocorre frequentemente, pois a observacio de
um corpo celeste depende, Obviamente, de condicdes meteorolbgicas.
Em cutras situagbes, como em Oceaﬁografia, pode haver a quebra de
instrumento de medida., Nestas condigdes, serd necessario usar téc-
nicas de interpolagdo adequadas, quando isto for possivel ou entdo
recorrer a métodos mio convencionais de andlise, que normalmente
ainda nao se encontram suficientemente desenvolvidos e testados.

Em cigéncias como Comunicagdes, Engenharia Elétrica, Oceano-
grafia, etc, hid um nimero grande de sistemas de aquisicdo de dados
¢ uma referéncia para o assunte & Otnes e Enochson, 1978,

Os problemas de amostragem e da filtragem serdo tratados com
algum detalhe neste ceritulo. Com refer@ncia ao item (iii) acima,
frequentemente ndés muliiplicamos a série temporal por uma janela de
dados ou "taper', com o propositc de tornar mais visiveis certas ca
racteristicas dos nossos estimadores espectrais. Normalmente nés te
mos um segmento de série para analise e o uso do "taper" tem por ob
jetivo "suavizar' descontinuidades potenciais em cada extremo deste
segmento.

5.2 - FILTROS LINEARES

Em Comunicacfes umfiltro & um mecanismo que deixa passar
harmonicos numa certa faixa de frequéncias, suprimindo ou atenuando
componentes harménicos com frequéncias fora daquela faixa. Tais me-
canismos sdo amplamente utilizados, por exemplo, nos modernos ampli
ficadores e receptores de radio.

Do ponto de vista matemd3tica, um filtro & uma operacdo que
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transforma uma série de emtrads X(t), -w<t<+w, em uma serie de saida
Y(t), -m<tc+to. Este fato & indicado por

Y(t) = F{X(t)], ' (5.1)

ou, simplesmente, Y = F[X]. Tal operagdo & também chamada de um sis
tema.

Dizemos que F & {nvariante no tempo se a série de entrada é a
trasada (ou avancada) de 1 unidades implica que a série de saida €a
trasada (ou avangada) de r unidades. Ou seja, se Y(t) = F[X(t)], en
tao

FIX(t+1)] = Y(t+1), (5.2)

=l , L+,

S30 invariantes no tempo os seguintes sistemas:

Y(t) = r s{t-t)X(t)dT, (5.3
Y(t) = L& L 5(t~11,t—T2)X(T1)X(12) dTl drz. (5.4)
Y(t) = rgg (1}, (5.8

para fungoes s(3) e s('rl,'czj satisfazendo certas condigdes de regula
ridade, fy

Um sistema F & linsar se, para X, (1) amxztt) pertencendo do
dominio de F e %q 50y constantes complexas, temos

Flog Xy (034, X, (0] = o) F[X, (E)] + oy F[X,(2)]
(5.6)

o, Y, () + ay¥,(t),
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se Yl(t)==F [Xl(t)] eYz(t)=F[X2(t)]. Estamos supondo, tacitamente, que se
Xl{t) e Xz(t) pertencem ao dominio de F, entdo alxl(t)+uzxz(t) tan
bém pertence. '

partlr de agora chamaremos de filtro linear ou simplesmente

ﬁltra a um sistema que seja linear e invariante no tempo. (5.3)& um
exemplo de tal sistema. A relagdo (5.6) pode ser estendida para

F[T,0, X, (0] = B e FIX, ()], {5.7)
onde por {m entendemos uma soma finita ou infinita ou mesmo uma in
tegral. Em particular, se X (t)=e1“’t, entdo

iwt iwt
FlI 2,8 1 = Lo, Fle™ 7T, (5.8)

de modo que se a série de entrada & uma soma de cosendides,a agdo do
filtro fica determinada por F[elwt]. Para filtros cujo dominio in
clui tais séries, temos o seguinte resultado.

LEMA 5.1 - Se F & um filtro e se X(t) =e1°Jt,-m<t<+°°, entdo existe wuma

funcio S{w) tal
FIX(D)] = s(w)el®t, (5.9)
DEMCNSTRACAO - Chamemos F[eiwt]=¢w(t). Temos, entdo,
F[elw(t+"c)] -F [eiwt_elm'r] - g, ()
e usando a linearidade, obtemos

elwT -
: ¢'w(t) ¢w(t+T),
para todo t,T e w. Para t=0 ficamos com

8,0 = e (0,

ou, como T & um valor do tempo, podemos escrever
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F[eimtj - eiwt-S(w),
onde S(w) = ¢m(0). ]

A relagao (5.9) nos diz que, se eimt

2 a entradade filtro,
a saida & uma oscilagio harmdnica de mesma frequéncia que a entrada,
mas possivelmente com amplitude e fase diferentes. S(w) & chamada
fungao de transferéneia do filtro. De (5.8) obtemos

F[Xwawéith = zmawS(m)e‘iwt. (5.10)

Usando o lema & facil ver que a fungdo de transferdncia de
sistema linear (5.3) €

S(w) = f s (1ye 1%y, (5.11)
Como S(w) & uma fungdo complexa, podemos escrever
S(w) = [s(w) 16T (), (5.12)
do que decorre que (5.10) pode ser escrita
FlE0 10%] = 5, loy| sy tltre(@)+0@]  (5.13)

com am=|am]ei¢(w) . Vemos, entdo, que a amplitude de cada harmdnico &
multiplicada por |S(w)] e a fase & alterada de y(w) para ¥(w)+y(w).

|S(w)| & chamado o ganke de filtro e 6(w) & a fase do fFil
tro.

5.3 - 0 PROBLEMA GERAL DE- FILTRAGEM

De modo geral, o problema de filtragem consiste em separar
um sinal desejado do ruido que o contamina. Suponhamos que

X(t) = M(t)+N(t), (5.14)
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onde M{t) & o sinal ¢ N{t) & o ruido e X(t) & aplicaﬁo a umfiltro F
como esta ilustrado na figura 5.1,

X6 | ¥i= Xt

© Figura 5.1

Suporemos que 0S processos estocdsticos envolvidos sejames
taciondrios, de meédia zero.

Seja Y(t) a saida do filtro, isto &, Y(t)y=p[X(t)].
Seja L um outro filtro conhecido e
K(t) - LIM(t)] {5.15)
uma transformagdc do sinal M(t).

Entdo, o problema que se apresenta g:escolher o filtro Fque
reproduza XK(t) com 0 menor erro possivel,

0 caso usual & aquele em que K(t)=M(t),ouseja L=1, filtro
identidade, e o sinal M{t) & que deve ser reproduzido.

Se

g(t) = Y(t)-K(t) (5:16)

i o erro instantineo de reproducdo, ele serd caracterizadopeloerro
quadratico médio (e.q.m) E{e*(t)}.

No qﬁe segue consideraremos somente filtros do tipo (5.3].
ou seja

Y(t) = f» s(1) X(t-1)drT, (5.17)



- 105 -

ou

Y(t) = J s(t=-1)X(r)dr. - [5.18)

Ha, bisicamente, trés formas de filtros que podem ser consi -
deradas (Wainstein e Zubakov, 1962):

fa) filtros do tipo I, que funcionam come um computador, no sentido

que a entrada X(t) & armazenada por um certo intervalo de tem-
po, processada, resultando Y(t). Ou seja, para se obter Y(t)
um filtro do tipo I usa os valores X(t}, -w<t<+e;

(b) filtros do tipo 1I, para os quais as trés fungdes mencionadasem
(a) ndo sidoc separadas no tempo, mas sdo realizadas continua-

mente. Isto que dizer que Y(t) depende de X(s), para sgt ou
seja, o filtro utiliza somente os valores passados e 0o presen
te de X(s).

(¢) filtros do tipo III,que utilizam somente uma parte finitade pas

sado de X(s), por exemplo, os valores de X(s) para se[-T.T].

Do ponto de vista tedrico, os filtros do tipo I conduzem a
uma separacgao melhor do sinal, ja que utilizam a entrada X(t) para
umnimero''maior de valores de t. Por outro lado, os filtros do ti-
po II sido mais fidceis de impleientar e conduzem a uma malor rapidez
na obtencdo de Y(t).

No que segue, nos restring:remos aos filtros de tipo I.Para
o tratamento andlogo para filtros de tipo I ver Waistein e Zubakov,
19672. Vamos nos limitar a dizer que, neste caso, (5.17) e (5.18) fi

cam

Y{t) J: s(t)X(t-t}dT, (5.19)

t
Y(t) J s(t-t)X{1)dT,. (5.20)

-

respectivamente. Em (5.19) podemos dizer que s{t)=0, para t<0 e tam
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bém se diz que o sistema € fistcamente realisavel.

Entdo, o problema proposto acima pode ser refraseado como sg
gue:

"Encontrar a fungdo s{t) tal que E{£(t)} seja minimo."

5.4 - A EQUACAO INTEGRAL DE WIENER-HOPF.

Sejam, entdo, M(t) e N(t) processos estacionarios de média
zero e X(t) dado por (5.14). Se Y(t) & dado por (5.17), entdo

e(t) = r s{t)X(t-1t)dt - K(t). (5.21)

Entdo, o problema & encontrar o filtro F (ou a fungdo s(T))
que minimiza o e.q.m. E{e’(t)}.

Temos

e?(t)

[Jw S(T]X(t—T)dT]z - 2K(t) [z;S(T)X(t—T)dT+K2(t)

@«

J: Es(T)s(u)X(t-T)X(t-u)drdu-zf s (XD X(t-1) dt+KE ().

Logo, tomando a esperanga,

o

E{e?(t)} = ( I s{t)s(uW)E{X(t-1}X(t-u)}drdu -

-

(5.22)

- z[ s(T)E{K(t)X(t-7) }dt +E{K?(t)}.

-0

Se C (t) indica a f.a.c. de X(t), Cp(1) € a f.a.c. de K(t)
e Ckx(T) € a func¢io de covariancia cruzada entre K(t) e X{t), entdo
(5.22) fica
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E {&(0)} = f fs(T)s(u)Cx(T~u)d'rrlu
© o (5.23)

-2 r s('r)Ckx('r)dz‘+Ck(0).

Vemos que o e.q.m. nao depende de K(t) e X(t) mas de suas
f.a.c. e funcido de covariancia cruzada.

PROPOSICAO 5.1 - E{e2(t)} dado por (5.23) € minimo se e somente se s(t)
& solugdo da equagfio integral

r s(u}C, (t-u}du = Cy (7). ' (5.24)

-

DEMONSTRAGKQ -~ Seja s(t) a funcdo (chamada fungao de impulso)correspon
dente ao filtro otimo e seja Q o seu e.q.m. Entdo,qualquer outro
filtro com e.q.m. Q' terd fungio de impulso s{1}+&s(t).Queremos 5(y)
tal que Q'>Q. Substituindo s(t) por s{t)+8s(t) em (5.23) obtemos

o - Jw r [s('a) . Gs(T)I [s(u)+ 6s(w)] cx(-r-u)d'rdu.

-2 Jm [s()+8s(D)] Cy (T)dT + €y (0),

ou seja,

S0

ro ro s(r)s(u)Cx(T-u)d‘rdu-IZJ S(T)Ckx(T)dT +

e 00

~
[}

+

Ck(O) + E; ro s(T)Ss(u)CX(T-u)deu +

-

00

[ [ sstosae, waran|ssicy, e

00 B

+ J ;m 8s(T1}6s (u)Cx(T—u)deu.

-0 -
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Como € _(.) & uma funcdo par, temos

(2] 00

Qt =Q + 2 J 6S(T)d'€U s(u)Cx(’r-u)dil - Ckx('r)- +

-0

+ J J‘n55(T)55(T)55(U)CXCT—U)deU. (5.25)

Mas esta Ultima integral & igual a

J J 65(1:)Ss(u)E{VX(t—T)X[t-u)}d'cdu

- O

o0

= E { J §s(TIX(t-t}dT}%2 0,

logo para que o €.q.m. corresponden"ce a s(t) seja um minimo, & nece-
sario e suficiente que o termo entre colchetes em (5.25) seja nule,
isto &, que a equagdo (5.24) seja satisfeita (o que aconteceriasees
te termo fosse ndo nulo?).

Por outro lado, a suficiencia da condigao segue do fato que
se (5.24) 8 vilida, entdo a formula (5.25) fica

e como J30, vem que Q'3Q, ou seja, F € o filtro otimo. n

A equacio (5.24) & chamada equagdo de Wiener-Hopf ¢ temos que
resolvé-la para encontrar o filtro otimo. Para filtros de tipol is.
to pode ser feito facilmente. '

Seja S(w) a fungzo de transfer@ncia do filtro, isto e,
s@) = | s(x) & (5.26)
-

Multipligquemos ambos os lados de (5.24) por e e integre
mos com respeito a T:

re-imdt rs(u)Cx(T-u}dU - Jme—im'rcb((r)d'r. (5.27)

o OO
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Fazendo a transformagac t=T-u, obtemos para o primeiro mem
bro de {5.27}:

J e—iw(t+u)dt .st(u]Cx{t)du =

- 00 o

= I e'i“tcx(tJdt- J e 10U 5 (y)du.
Definindo-se
. 1 TP . .
£l (W) = z;"Lm_e ey (e (5.28)

_ como o espectro eruzade das séries K(t} e X(t), obtemos entdo

£ {w) Sw) = £, (), S (5.29)
usando (S;ZG}{é'a definigdo de espectra de X(t).

Segue—é@ de (5.29) que a funcio de transferéncia do filtrod
timo & dada por’ ' '

£ .
S(w) = —}‘-’-‘T% ' (5.30)

X

ou seja, .8 d;quociente entre ‘0 espectro cruzade de K(t) e X(t) eo
expectro de+X(t). Co

0 Eorrespondeﬁte e.q.m. do filtro otimo &€, de (5.23),

. plo

'E{ezftj} _ thoj_f J\ s(r)s(u)cx(T~u)deu. {5.31)

“deoo
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Como

L44]
Ck({J) = Ln fk(m]dw,
onde fk(m] € o espectro de K(t), temos que {5.31) fica

[:afk(w)dm - Jm Jw s(1)s(WC, (t-u)drdu =

-0

= Jm fk(w)dm - B J s{t}s(u)drdu J eim(T—Ufo(m)du

—_

o

@

£ (w)du J e18Torryde Jw e 10Ug 4y du

-

o0

S(w)S(- w)f (w) dw,

-]

L.
= f:u fk(m}dw - I
= J.: fk(m)dm - J

usando (5.26).

Logo, temos que

E{e? (1)} - { [£, ()-8 () S (~w) £, ()] du. (5.32)
Pela rélagﬁo (5.30),

ka(m)ka(-m) = ka(m)ka(-m) .
£ (w) €, (-v) f;(w)

S{w)Sf-u) =

de onde vem

w £, (W) £ (-w)
Bler(0) = [ £, (0 -—k-E-;—E-I-(-’)C—-—T—]dm -
. o
x (5.33)

dw .

. Jm £, (w) £, (w)-£, ()£, (-w)
- £, (w)
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0 caso mais simples mencionado anteriormente & aquele em que
K{t)=M(t), que conduz a

£
S(u) = nx () ] (5.34)
fx(w)

Suponido-se ainda, que o sinal e o ruido sejam nao correla-
cionados, temos que Cmn(T]=0. Neste caso,

Cpx(T) = EIM(L)X{t+1)} = E{M(t) [M(t+T)+N{t+1)]} =
= E{M{tIM(t+T}+E{M(tIN(t+T)} = Cp(T)

e também

€ (t) = E{X(t}X(t+1)} = E{[M(t)+N{t) ] [M{t+0)+N(t+T) ]} =

Cm(T) + Cn(r).

Destas duas relagles, vemos que

fmx(w) = fm(w) (5.35)

fx(m) = fm(w) + £ (w). (5.36)

Portanto, (5.34) reduz-se a

£ (w)

S(w) = —————— | (5.37)
falw) + £ (w)

e o e.q.m. do filtro Otimo serid

@ fm(m}fn(w) @
- fm(m)+fn(m)

E{e?(t)} = f (5.38)
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5.5 - ALGUNS T1POS DE FILTROS:,

(A)‘ Filtros passa-alto (”hzgh—pass")

S30 filtros que deixam passar frequenc1as altas ¢ suprmmem

frequéncias baixas. A fun;ao de transferéncia de um tal filtro ¢ da

da por
©S{w) |z : ©(5.39)
<, o
| lms wy.
(ver figura 5.2)
S{w;
1
s r —
' ; —
"(.L)O LUO ]
Figura 5.2

Um filtro particularmente simples para remover componenfé§

de baixa frequéncia & o filtro diferencga

Y(t) = X(t)-X(t-1). (5740)

A funcdo de transferéncia de (5.40} &

ilustrado na figura 5.3.A fun-

e o ganho & Glw)=|S(w) I=2]sen w/21,
wEE,

cdo S(w) tem massa concentrada nas vizinhangas das frequen51as

23T, ..
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G(w)

Fipura 5.3

A 0 filtro {(5.40) & bastante utilizado quando asérie apresen
ta tendéncia e & caracterizada pela presenga de grande quantidade de
energia em frequéncias balxas.

Observemos que (5.39} & a fungdo de transferenciade um fil
tro passa-alto ideal. Na realidade, os filtros fisicamente realiza
veis atenuam as componentes de baixa frequéncia, em vez de eliming

~ias totalmente.

Outro filtro nestas connigﬁeﬁ & o filtro derivada,cuja fun

¢do de transferéncia &
S{w) = iw, (5.41)

1ogo G{iw) =|w| e 6* (w}=w? (figura 5 4)
& (w
Glw)

Figura 5.4

N
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(B) Filtros passa-batzo ("low-pass')

S3o filtros que atenuam frequencias altas e deixam passar
frequéncias baixas relativamente inalteradas. A fungao de transfe
réncia de um filtro passa-baixo &

Sy =) 1 felsey (5.42)
s |“’]>‘“1 '
(figura 5.5).
S(w}
1
wﬁ 0 Wy W
Figura 5.5

Quando aplicamos num filtro passa-baixo a uma série X{t) ob
temos uma série Y(t) com aparéncia mais suave.

Un exemplo de filtro passa-baixo € a soma Y(t)=X{t)+X(t-1),
que tem funcfo de transferéncia

S(w) = 2 e ™cosma,

e, em geral, os filtros de médias mbveis

m
Y(t) = ey k=§_m X(t+5) (5.43)

cuja fung@o de transferéncia &
S(w) = 1 sen(Zm+l)w/2 , (5.44)

2m+1 sen w/2
que tem sua massa concentrada nas frequéncias  ws0(mod 2w).Ver figura
3.2.

,

N
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{C) - Filtros passa-banda {"band-pass”).

S30 os filtros que removem ou atenuam todas as frequéncias
exceto aquelas em uma faixa de frequéncias. A fungdo de transferén
cia de tais filtros tém a forma

1, wyglo|<uw;
S(w) = . (5.45)
0, caso contrario

(figura 5.6).

8 (w)
1
— —
! : | '
l 1 : :
l , : .
Wy g 0 Wy wy u
Figura 5.6

Como um exemplo temos o procedimento chamado demodulagac com-—
plexa. Consideremos a série de entrada %(t) e formemos o par de se-

ries {reais).

Yl(t) (cos mot)X(t)

(5.46}

Yz(t) (sen wot)x(t), t=0,x1,+2,...

Depois, passamos Yl(t) e Yz(t) por um filtro passa-baixo,

com fungao de impulso s({T}:

Wi () = ¥ s(t-T)Yl{r),
T
(5.47})
wz(t) = Z S(t'T}Yz(T)v

T
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As_séries wl{t) e Wz(t) sdo chamadas demoduladas complexas  de

X(t), t¥0,11,..., e dado que {s(t)} & passa-baixo, elas serao mais
suaves que X(t). Se depois formamos

V() = (cos wyt)W (t) + (sen mot)wz(t), (5.48)

entao pode-se mostrar facilmente (ver exercicio 4) que Vl(tl & es-

sencialmente uma versdao filtrada de X(t} através de um [iltro passa

-banda, com fungdo de transferéncia [S(m—mo) + S(m*wo}]/z , onde
S{w) & a fungac de transferéncia de (5.47). Se S(w) =1, Ju] <€ 4,
S{Q) = 0, caso contrdrio, entdoc a funcgio de transferdnciade F[X(tﬂ=
=V (1) &

0 , caso contrario (5.49)

{1/2; lwtw €8

5.6 - COMBINAGAD DE FILTROS

Dados dois filtros F1 eF2 com fungoes de transferéncia Sl[w)

e Sz(m), podemos considerar um novo filtro F, obtido de uma das se-

. 3
guintes maneiras.

(A) COMBINACAO LINEAR - FS[X(t)]=aFI[X{t)]+bF2[X(t]I, a e b constantes

cuja fungdo de transferéncia & S5 (w) =aS; (w) +bS, (w) {ver exercicio 5).

Escrevemos F3=aF1+bF2.

{B) APLICAGAQ.SEQUENCIAL - Fs[X(t)]=F2[FI[X[t)1], que tem a fungido de

transferéncia szw)=52(m)81(m) (ver exercicio 6).

Escrevemos F3 = FZFl'

E claro que podemos considerar mais de dois filtros. Por e-
semplo, considerando-se K filtros em s&rie, com fungtes de transfe-
réncia S.(w), j=1,...,k, como na figura 5.7, entdo a funcao de trans
feréncia do filtro resultante & Sylw)es Sy(w).



- 121 -

X — s, Sp b — S ¥
Figura 5.7
'Se Fi e f" sdo flltros do tipo (S 3), os chamados filtros aon
voluggo, entdo FS"F F. € também um filtro do mesmo tipo, com fungao

de transferéncia SZ(mJS (w}. Se as fung“es respostas de impulso s&o

S, (T), i=1,2, entdo a fungdo resposta de impulsc de FS’ 53(1), € a
convolugao de s (T) e s (TJ isto &, y

33(T) = j sz(u)sl(r—u)du. (5.50)

(ver exercicio 7)

5.7 - CONDICUES DE COMPATIBILIDADE.

Para que a relacao (5.7) esteja satisfeita, determinadas

condigdes sobre S{w) ou s(t) devem se verificar. Vejamos alguns ca-
S0S,

{A) - Considere o filtro convolucdo

Y(t) = fm s (1) X(t-7}dr. (5.51)

00

Como

S(w) = J s(t) e 10Tar,

para que S(w) seja uma fungldo limitada devemos ter

o0

1S() | < [

OO

IS(T)e—imT[dT = Jm |s (T} |de <. (5.52)
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Por outro lado, se a entrada de (5.51) & limitada, isto g,
|X(t)|< K,para todo t, entao

foo

IY(t)Ié-J ls(T)IIX(t-rjideKJ Is (1) [dT<K ' <,

ou seja, se (5.52) estd satisfeita, a safda do filtro tambem e limi

tada. Um filtro tal que, se a entrada & limitada, a saida também &
limitada, € chamado estavel.

(B) Sabemos que se X{t) & estacionario.

X(t) = Jm etz (w). (5.53%)

o

Tambeém, CX(O)=J dPx(m) & a energ.a (varidncia) contida em X(t) ees

ta sera finita se J de(m)<w. Se Y.t) & dada por (S.Si), sabemos

-

que
Y(t) = LD ei“’ts(w)dzx(m) = L ei‘“dzy(m),
de modo que
dz, () = S(w)dz,(v). (5.54)
Como E{IdZY(m)Wz} = dFy(w), segue-se que
aF, () = lS(m)lzde(w), (5.55)

e a energia da série de saida se:A finita se

oo

Lm |8 i | 2dF (w) <o, (5.56)

(C) Podemos obter um filtro passa-banda através da aplicagdo sequen
cial de um filtro passa-baixo seguido de um filtro passa-altc ou vi

ce-versa. De fato, se F) & passa-baixo com fungdo de transferéncia
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Sl(m) dada por (5.42) e K € passa alto, com funcao de transferén -
cia Sz(w) dada por (5.39), com 0<m0<w1, entao F3=f%Fl tem funcgao de
transferéncia S3(m)=82(misl(w), dada por (5.45).

&

I8, w) Izde.(w)<°° e J

o0

2
Devemos ter J oo|51(wJ52(mJ|_ de(w}<w .

mas como Sl(m)sz(w)ssl(m),‘estas relagoes estdo satisfeitas. Além
disso, F3 = Fle.

5.8 - AMOSTRAGEM,

Em alguns campos, como em Bconomia, a série temporal de in-
teresse ocorre naturalmente de forma discreta. Assim, as vendas dia
rias de um dado produto ou as médias diirias de fechamento de agbes
sdo exemplos. Mas, muitas séries consideradas discretas sio versdes
amostradas das respectivas séries continuas. '

Alguns exemplos de series observadas continuamente sio:

- o registro de alturas de marés em um ponto do oce-no;

- 0 registro dos movimentos da crosta terretre através de um
sismdgrafo;

- temperaturas lidas continuamente através de um termometro
que registra as medidas em um rolo de papel.

0 problema que se apresenta, entac, € o de amostragem de
uma série temporal continua, de modo a converté-la em uma série dis
creta, a fim de que se possa utilizar computadores digitais para a-
nalisar os dados.

E claro que aquelas caracteristicas de interesse da série o
riginal terdo que ser estimadas através da serie discreta e discre-
pancias grandes podem aparecer. Assim, o espectro estimado atraves
da série discreta pode ser bastante diferente do espectro da série
original, se certos cuidados nic forem tomados no processo de amos-
tragem.

Suponhamos {X(t),-w<t<+x} uma série temporal continua e es-

tacionaria.
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Seja At o intervalo de amostragem, OU seja, o intervalo de

tempo entre as observagoes. amostradas (figura 5.8)

X(t)

At

Figura 5,8

A quantidade 1/At & a taxa de amostragem, ou seja, © numero

de pbservacdes amostradas por unidade de tempo.

Obtemos uma série temporal discreta.

Xy = XAt(k} = X(kat), k=0,21,%2,.... (5.57)
A questdoc que ocorre, naturalmente, &: a série amostrada Xy

nos diz tudo sobre X{t)? A resposta esta contida no Teorema da Amos-—

tragem de Shannon, 1949.

Seja X(t), ~w<t<to, uma-série temporal com espectro f(w)=0,
pode ser exatamente reconstituida a
xe{0,+1,+2,...}. Precisamente,

TEOREMA 5.1
para |w|>Q. Entao, a série X(t)
partir de seus valores nos pontos o

tenos

® senﬂ(t -%%)

X(t) =
ko " ates 03

X(%% , —w<t<tm, (5.58)
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DEMONSTRAGAO - Seja
el0t Rsw =

E,(w) = jextensdio periddica de et 3¢ periodo 20,

fora deste intervalo.

0s coeficientes de Fourier de Eg(w) so dados por
-iw_t

Y]
= n -
Ca = 73 [_QX(t)e dt, n=0,£1,2,...,

2 . . . -
onde wy = Tgl , e a séerie de Fourier e

iw t o
X(t) = che no E segnt{_tﬁ—wkf{ng elw(‘n’k/Q)-
n

Como para [uwf[ >Q, F(dw) =0, segue-se que Z(dw) =0, logo

@ Q .
X(t) = ( o197 (dw) = I etz (ay) =

i -0

Q e .
I_Q B (0)Z(dw) = lzc—seslzmtt(_‘ﬂ_)‘fq:“ks{m' I_Qem“kmzfdm) =

senft(t-rk/&) rk
= E S?it-ﬂli?ﬂi (). U
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0 teorema nos diz que, se o intervalo de amostragem & tal

que Ats%, entdc o espectro da s@rie original e o da série amostrada
ceincidirdo.

5.9 -"ALIASING"

Consideremos, entdo, a série temporal continua X(t) amostra
da em intervalos de tempo igualmente espagados, sendo At o interva
lo de amostragem.

A observagdo fundamental & {Tukey, 1959) que uma onda cose-
na rapida, amostrada sistematicamente em intervalos de tempos Tegu
Tares, aparece da mesma maneira que uma onda coseno lenta (figura
5.9).

Figura 5.9

Ou seja, dado At, & impossivel saber qual dos dois harmdni-
cos estd sendo observado. Apds a amostragem, a contribuigdo aparen-
te perto de qualquer frequéncia & o resultado da superposigdode con
tribuicdo de muitas outras frequéncias, que se tornaram '"aliases"
umas das outras.

Para ver precisamente este fato, consideremos a representa-
Gao espectral da serie X(t):

X(t) =f e 10tz (g4 (5.59)
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Segue-se que
X, = X, (k) = X(kat) = Jiei“’k“zcm), (5.60)
iwkAt

que & uma "soma" de funcdes periddicase
rias Z{dw).

com amplitudes aleatd-

Para um dado w, seja ¢m(k)= 1kat‘ Temos que,na frequéncia
AL

Wit

¢w+2ﬂ/At(k)= eifw+2n/At)kat _ eimkﬂt eiZwk _ ¢m(k)’

ou seja, a fungao ¢ {(k} & indistinguivel da fungao ¢m+bdét(k) na fre-
27

quéncia w+At A amplltude na frequéncia w+At’ digamos Z(dw+ ) a-
parecera como contribuig2o 3 amplitude de ¢m(k)'
De modo geral, obtemos que, se £=0,+1,:2,
Pezpasar () = ¢, (K. (5.61)
Chamando
- T
(JJN = E':E (5.62)

a frequencia angular de Nyquist, segue-se que u, ZwN—m, ZmN+m, 4wN-m,
buytw, ey sio confundidas e tornaram-se 'aliases'". Todas as ampli
tudes Z(dm+2“£ %=0,%1,..., contribuem para a amplitude de ¢w(k)f

At7?
Chamando Z t(dm) a amplitude de ¢w{k), para me[-wN,mNI, temos qué
w -
_ N _iwkAt
XAt(k) = {_ e Zat[dw)’ (5.63)
W
N
onde
2, (duw) = ol _z(duvdlt
At R (5.64)
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A equacdo (5.63) & a representagao espectral do processo a-
mostrado, Em particular, para At=l obtemos a fepgesgntagéo espectral -
do processo {Xk, k=0,+1,+2,...}, ou seja, X, = | e;wkZ(dm), que ja
conhecemos. : T

Vejamos gqual a relagdo entre os espectros de X(t) e de Xk'
Chamando f{w) o espectro da série continua e fAt(MJVO espectro da sé
rie amostrada, temos que

clr) = Im 1) du,

supondo At=1, por um momento. Logo,

2n(j+1) . 27 T :
o) = .=§“j el e uyde = J elt, 1 fye2ni)de, (5.65)
=%l 0 3

para‘T=o,tl,... Como também
c(1) = [ 1T (w)de
T 7.0 At T

obtemos

2

£ q (W) ='jj;mf(m+zwj). (5.66)

Vemos, entdo, que numa frequsnciawna série discreta Xk Te-~
laciona-se com as frequénciasw,w*2w,....da série continua X(t). Co-
mo fAt(“)=fAt('w)' também relaciona-se com as frequéncias -w,-w#Zm,..

Se At#l, obtemos

/At . '
C(kot) = f elkatht(m)dm
-r/At

e (5.66) & substituida por

«

L iy, (5.67)

Faelad = 4o
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IXE At] [ mN’wN]’ obtemos as frequéncias Ll

‘Para todo mG[
At

E=x1,%2,..., allases"‘de tw,

No caso geral, obtemos a f.d. espectral do processo amostra
do, FAt(m) digamos, esta relacionada com a f.d. espectral da série
continua, F(w), através da relacido

- L3
o

,PAt(“") = L:Z.m F(ﬂ”'zﬂ) (5.68)

Deste modo. no caso em que o espectro de X(t) & uma mistura

de uma parte discreta é de uma parte continua, teremos que
oo

Z'ITR:)

Paelw) = o1 plur (5.69)

o

: 2l
fpe(w) = ££Lm £ (w+rg

) (5.70)

para E?<w<At’ onde pa (w) e fﬂt(w) sao a funcdo espectral e a fun-
¢ao densidade espectral, respectivamente, de Xﬁt(k) e plw), f(w) a
fungdo espectral e funcdo densidade espectral de X(t), respectiva-
. mente,

No caso em gue a frequéncia é dada em ciclos por unidade de
tempo, v(w=2mv), a frequéncia de Nyquist & dada por vN=¥%-7—f

v = JAT (5.71)

Se a série X{t), -w<t<+w, ndo possui componentes com fre-

quencias maiores que Wy entao fﬂt(m)=f(w), para |uw|<+=, e o proble

At
ma de "aliasing''niao aparece.

A figura 5,10 mostra como a energia do processo fora do in-
tervalo [-w,,u,] & "dobrada" para dentro deste intervalo.




2130 -

p(w)
F{w)

C (W)

«

A regido hachurada na figufa cortresponde a energia que &
transferlda de fora do intervalo [-u Wy sty | para dentro deste inter-
valo.. Observe que,_se tomissemos a frequéncia de Nyqulst igual ao
dobro daquela da figura, ndo teriamos. novamente o problema de "alia
sing". Isto corresponderla a tomar o ‘intervald de amostragem igual
a metg&e daquela qgiie resultou wy
amostrada, £, (w) ter§ periodo' in,, 2wy € esta 1nd1cado na figuara -

‘ i e
5.10 em linha pontilhada, e.como vemos, pode ser “bem diferente do es

da «figura 5.10. O espectro da série

espectro da série original

Como observamos ac1ma, o fe*ameno pode ser ev1tado ou pelo

menos reduzido escolhendo cu,\J (e portanto At) «demodo convenlente.
- R
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A maioria dos processos fisicos tém poﬁca energia e altas

frequencias. Se 2é& uma frequéncia tal. que  F(w) = 0, para |wI>ﬂ en-

tao

basta tomar At de modo que

= T
mN = At>A'

Deste modo, fﬂf(w} = f(w), para |w|<q,

5.10

Obtenha E{X(t)} e CX(T).

Prove que & funcdo de transferenc1a do f11tro (5.48) e
~s(w w0)+s(w+w )

- EXERCTCI0S.

Prove que a solugao da equagao %ntégral T g%§§l+ y{t)=x(t),
de T & uma constante, & y(t)= -.x(p]s(t-u)du. Determine s(u).

o 00

Suponha Z(t) e X(t) processos estacionirios, com

X(t) .=

. .
J”l' Zfuw)du, -
. tﬂ-T

No exercicio 1, suponha x{t} rﬁiéo.branco. Determine a fungdo
QB transferéncia S(w) e o espgﬁiro de y(t).

P

— , onde S{w)='§“§(f3 o YT

T;erve que a funcido de transfefénpia do filtro F;=aF +bF, e

Ss[w)=asl(w)+b 2(w), onde Sl(mg e SZ(w} sdo as fungdes de trang

ferencia de F1 e FZ'

_Prove que a fungao de transferenc1a do filtro F3 FZFl e Sé(w)=
=§ {m) S (w).
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Prove a relagaoc (5.50).
o0
Considere a fungdo guase periobdica X(t)=kjlmckelmkF, EE L
oo ., ) ;
e suponha que kjlm|ck|2<W. Suponha que F seja um filtro com fun
¢io de transferéncia S{w) e comnsidere F{x(e)]. Qual condigao de
ve estar satisfeita para que a saida do filtro seja uma fungdo

guase periddica bem definida?

. Considere um process: estocdstico estaciondrio qualquer e supo-

nha que seja possivel considerar

X(t) = % J 10t 47(w) = f ad? 10T grcw). (M)

— o

{a)} Qual a condigdo que deve estar satisfeitaparaque a  mudanga
de ordem de derivacioe integragao em (*) seja valida?

{b) Considerando (*) como um filtro, obter sua fungdo de trans-
feréncia,
(c) Obter o ganho e a fase do filtro.

Considere um filtro convolugao, com a entrada sendo_um processo
estacionario e com func¢do de impulso s{t)satisfazendo sZ(T)dT<w.

Que condigdao deve satisfazer a fungdo de transferéncia $(w)?

Seja I o filtro idensidade, isto &, I [X({t}]=X(t). Considere |
um filtro passa-baixo e a operagdo F=I-L. Obtenha a funcio de
transferéncia de F. Que tipo de filtro & F?

Seja F um filtro com fungdo de transferéncia S(w} e suponha que
ele seja aplicado sequencialmente n vezes, a entradainiciaLseE
do uma série estacionaria X(t), com £.d. espectral F(y). Deter
mine a condicao de compatibilidade do filtro resultante FQ sua
fungdo de transferéncia e sua fase.
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Suponha que F) eF, sejam dois filtros convolugido, conlfunQSes de
impulso s (T] e s (T), respectivamente, tais que ]s (1) ldt<=,

“i=l,2. Con21dere F—Fle. Se s(t) & a fungdo de 1mpulso -de F,

prove que | |s{1}|dz<e.

Considere a equagdo {5.37). Suponha que os espectros f (w) e
f (w), do sinal e do ruido, respectivamente, nio se intgrceptem
Mostre, que neste caso, S(w)=1 para f (m}#o e S(w} =0 ,para £ &ﬂ =0
Obtenha E{&%(t)}}neste caso.

Suponha que fn(m)>> £ (w), isto &, o espectro do ruido & substan

cialmente maior que o espectro do sinal. Moste que, neste ca-
so, E{e2(t)} = E{ME(t)}.

oo

Seja Y(t)=J s(t)X{t-T1}dTt. Prove que o espectro de X(t),fx(m),

-0
- - . - - 2
& ndo negativo, através da expressdo para E{Y ()}, usando um
filtro conveniente.
(Sugestdo: use S(w) passa-banda ao redor de W) .

Considere o filtro ¥ cuja fungao de transferéncia &

-i, O<w<m
S(w) = 0, w=0

i, -mw<w<.

Se X(t) = E R cos(w t+¢ ), R ,$. e n constantes. qual & a sé -

rie resultante da apllcagao de F a série X{t)7 F & chamade de
transformada de Hilbert.

Determinar as fases dos filtros (5.40),(5.41) e (5.43).
Provar (5.68), utilizando (5.64) e as propriedades de Z(w).
Considere a série X(t)=R cos(wt+¢), -w<t<tn, onde ¢ & uniforme

em (-m,7). Obtenha os espectros de X(t), f(w), ¢ da série amos
trada, fbt{m)'
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Suponha que uma série temporal do nivel do oceano & amcstrada
uma vez a cada semana, para procurar possiveis periodicidades
nos dados. Se t & dado em dias, encontrar a frequéncia de Ny-

quist. Mostre que 2Zr & uma frequéncia "alias" da frequéncia 0.

Suponha que experi@ncias passadas surgiram que o espectro de um

processo & da forma

¢~ ¢, (v/7Tm) + cos v, O<yu<Tw
f(v) =<{c + c. (v/7%) + cos v, -7m<v<P
0 s lvl=m,

onde ¢ € uma constante e a frequéncia v & dada em cidos por uni
dade de tempo. Um intervalo de amostragem t=1/71 & adequado
para estimar f(v)7E At=1/14n7
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CAPTTULO 6
A TRANSFORMADA DE FOURIER FINITA E O PERIODOGRAMA.

6.1 - INTRODUCAD

Neste capitulo e no seguinte estdremos interessados em ob-
ter estimadores do espectro f{w) do processo estocdstico estacioni-
rio X(t), t=0,%1,*2,.:,, definido por

fw = (zm~} I

plLe e, (6.1)

-7gw<™, Os estimadores sidc baséados em observagdes do processo ob-
tidas nos instantes t=1,2,...,N.

Neste capi;ulo, trataremos de um particular estimador, que
foi introduzido por Schusfef, em 1894. E o periakgrama ou espectro a-
mostral.. Este estimador é-ffeQuentemente usado em-ciéncias aplicadas
e o séu limite, qt.lel.ncioN—ml é chamado de espectro de poténcias. Es-
ta definicao do espectro € adequada quando temos sinais determinis-
ticos, mas quando temos processos aleatdrios. o Ilmlte em questao no
de ndo ter sentido, ji que o periodograma, comd um- estimador, serd
uma v.a. Vamos ilustrar o procedifiento em questdo.

Se x(t), -w<t<+m & um 51nal detérministito, sabemos do Capl

tulo 3, que a varidnéia ou energia media do 31nal no dominio —istsg
pode ser escrita i .- "
/2 T
S T T-J L L LI ST N A (6.2)

fT/Z (5.14)
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. onde ]
T - )
1 g -2mmt/T
Cm =5 .Tx(t}e : dt. (6.3)
9‘2-
Segue-se .que a varidncia da série x(t) &
T/2 o
2 " J 2 ; 2,1
¢ = lim = x“(t)dt = lim Z (T|C Vo = J p(v)dv,
onde

P = lim Tic, |? (6.4)

& chamado o espectro de poténcias. Por (6.3} segue-se queT(CmIZpg
de ser escrito

x(t)e
-T/2

1
T (6.5)

£T/2 .
| J 12nvtdt12
e este & chamado o periodograma. A definicdo (6.4) ndo & satisfatg

ria se x(t) & um processo estocdstico, pois (6.5) & uma v,a. e pode
nac convergir para nenhum valor limite, quando T-w,

6.2 - A TRANSFORMADA DE FOURIER FINITA.

Dados os valores X{1), X(2),...,X(N) do processo estaciona-
rio real X(t), t=0,21,+2, ..., definimos a transformada de Fourier
finita destes valores como

N
dMyy = L tzl O DTN (6.6)
VITN

—wcw<+n, B facil ver que
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T (4 d(Na(d)'= d(N)(m+2ﬂ), 1sto &, tem periodo 2m;

R (6.7)
(i1) a® ey = aM .

Portanto, basta considerar & no intervalo [-w,w]. Embora
(6.6) seja definida para todas as frequéncias w em [-7,7] elanaprid
; = “ s o ' 2Ty -
tic = N-1
ica g calculada para frequencxgs da formg_wv . com —[TTJQvSEH'

Escrevemos .
N =iZ7vt

a® o1 Ixwye ¥, (6.8)
A SIN t=1 :

5l

Suporemos, no gue Segue, que X(t)temmédia zero, f.a.c. C(T)
e espectro dado por (6.1}. Temos, entdo, que B{dSN)}=0. Calculemos
Var{d&Nj}=E{id(N)iz}. Usando a representagdc espectral de X{t) em
(6.8) obtemos

N })% “iut F iwt M -1/2 If i(w-w )t
d\() b= (2nN) Vf.tzle VoL ez = L{zm) i TV AT ()

Chamando

N .
s My = L 7 et ' (6.9)
(2N} ¥2 t=1

temos que

m
aM . JﬂA(NJ (w-22ydz(w) . (6.10)

E ficil ver que ]A(Nj(w)|2 & o niicleo de Fejer (ver Capitu-
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lo 3) e este compoTta-Se como uma fungdo 6 de Dirac quando N-e.

Agora,

N) |2 N) (N
e(1aM %) = sra{MalVs-

J“ I“ 2090 (219, (N0 (210 E (2 () 42 ()

- 4T
e como B{dZ(w)aZ(a)}=f(w)dm, se w=qg, Segue-se que

ko)
E(1alM 1% - J 16 -3 2e(wyde. (6.11)
-7

Pela propriedade acima referida de 1Q(N)(.)|2, segue-se que
se f(w) & continua, para N grande,

(N),2

E(]d; 17 = £(w), (6.12)
e esta aproximagdoc & tanto melhor quanto mais suave for f(w) na vi-
zinhanga de @, =g§3.

Vamos, supor agora, que X(t) seja Gaussiano. Segue-se de
(6.8) que dEN), sendo uma combinagdo linear de variidveis normais,te

rd uma distribuicdo conjunta multivariada normal complexa.

Entio, temos o seguinte Teorema de Limite Central.

TEOREMA 6.1 - Se o espectro f(w) & continuo, entdo as v.a. dSN),
N-1 ' - -
‘[‘7‘]&%{%, sio assintoticamente independentes, quando N+=, e com
distribuigio assintdtica NS(0,f(w }), se V#0, 5 ¢ com distribui-
N

gac assintotica Nl(O,f(mv)), se v=0 ou =.

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, devemos provar que E {dSN)dSN)} +0
quando N+» e y#v, Usando (6.10),
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Ty T T~ AT e
e@Malls - LT J_WA(N) - 20N (- 2 a@&E)}

= f »™ (o %)A(N) (o~ Y f@yde. . (6.13)
™

A funcio A(N)(a- E%H)A(N)(a— 2%3) & o produto de duas jane-

las centradas em w, e w, e quando N-» estas frequéncias -tendema zg
ro e os picos das janelas tornam-se mais préximos e ponteagudos. Co
mo f(w) & continua, (6.13) tende ao mesmo limite que

™

-
quando N+~ e a integral & igual a

iZmut +i2ﬂvs i,

N N - = T .

1 N N ia(t-s)
VT I T e ( e do =

N t=] s=1 -

- 1 ? eiZﬂ(v—u)t/N 1. v=u

N =
t=1
- 10, v=p

usandoe {6.9) e o fato que

T . 2T, t=s
J o128l g -
-7 0, tfs.

Logo, lim E{dﬁN)dSN)}=0, v#y e as v.a. dEN)séo assintaticg
>

(v}
mehte independentes.

Como X(t) & Gaussiano, a distribuigao limite & uma normal
complexa, com midia zero e varidncia E{idSN)l2}=f[mu), para vl e
v#% . Para v=0 ou v=%, dSN) & real e a variancia assintdtica & £(0)
ou f{m), respectivamente. ]
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-

O Teorema 6.1 foi demonstrado sob a suposigdo que X(t)
Gaussiano. B :

Se X(t) & um processo estaciondrio qualquer, satisfazendo &
condigao !

P

[Tl [C(x)|<e, .

pode-éc provar que

(N} 4(N)y _ P (6.14)
Cov{dv ,du 1 = f(wv) O(Ly,

e sob certas condigdes de regularidade sobre as frequeéncias mv,dgN)'
tem distribuigdo assintdtica normal complexa, como no Teorema 6.1.
Para detalhes, ver Brillinger, 1975, Capitulo 4.

0 Teorema 6.1 também & valido para frequéncias w quaisquer;
basta considerar uma sequéncia de inteiros {vy} e as frequéncias
2wV

N

convergindo para w-

6.3 - 0 PERIODOGRAMA,

A equagdo (6.12) (ou a equagdo (6.14)) sugere que um estima
dor para £(w,) e

N .
-1lw t
ISN) - idSN)|2 =1 !tzl X(tye Y 12, (6.15)

27N

2y N-1 [N . Este estimador € chamado o

para frequéncias W, = 5
periodegrama dos valores X(t), t=1,2,...,N.

Podemos definir o periodograma para qualquer frequéncia

wg€[-m,m]:

1My = [aM w2, (6.16)
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mas na pratica ele sd poderd ser calculado para um nlmero finito de
frequéncias. Pode-se demonstrar que (6.16) ¢ completamente determi

2mv

nado por seus valores nas frequéncias Wy Ty

De (6.11) segue-se que ISN) ¢ assintdoticamente n3o viciado,
isto &, '
1im E(1EV) = £(w)). . (6.17)
N+o v ’

Vejamos, agora, a distribuig¢3o assintdtica do perIodograma.

Supomos X(t) Gaussiano.

TEOREMA 6.2 - As ordenadas do periodograma ISN) 530 v.a. assintdtica-
mente independentes e t&m distribuigdo assintdtica mOltipla de wuma
v.a. qui-quadrado com dois graus de liberdade, se v#0 e v# % e com
um grau de liberdade, se v=0 ou v=%.

DEMONSTRAGAO ~ Escrevamos dgN} = agN)-ing), de modo que

N
N
aSN) = (211]\!)_1/Z tzl X(t)cosmvt e bSN) = (ZFN]—l/Z.tEI X(t)senwvt

N), (M) (N _T 0
dé +a§ aM g

Como a&N} = e bSN) = —3———73~—, estas sdo v.a.reails, com

2 _ 21 - .
média zero e distribuig¢do normal. Como oS déN) sap independentes 0s
pares (aéN),b(N)) também ser2o. Provemos que 0S5 avN) sao indepen-

dentes dos bENy assintoticamente

Temos que

B{d\EN)}2 = E{ dSN]dSN)} = E{déN)qu)}4-Q pois os dSN) sdo assin-

tdoticamente independentes e d&N) = QEF)_ Do mesmo modo,E{dSN)}2+0,
em ambos 0s casos VA0 e v#g . Logo,
FOM QORI
By My gy ¥
v v

1 N .2 ,(N)q2
g B T80T = 0

2 21




- 142 -

e aEN) & independente de bSN), vF0, v# %-

N (N} (N)

Para v=0, aéN)=dgN) e ng)=U. Para v=z, a = d @
N/2 N/2
%@2 = 0. Como, para v#0 e v#%, d(N)~N (o, f[m }), pela proprledade
da normal complexa (ver segdo 1.7) segue se que ag " -N; (0,—f(m )},
bEN}-Nl(U,%f(wv)) e independentes, logo
L N
Y -N,{0,1)e —Y - - N.(0,1) ¢ independentes
Lo, V2 Loy )]i.r'z !
ARV 127

N (N)
do que segue que [a( )J +[b“ 1= - XZ(Z), onde XZ(Z) indica uma v.a
—f(m )

com dlstrlbulgao qui-quadrado com dois grausde 11berdade Vemos por-

tanto que I( ) tem a distribuigao dewra Vv.a. Tf(m )X (2)., para v#D
e v# Para v=0 ou v~% obtemos

1™ = M2 - s’ e IS}'?,_ [alg'}’)z - fm¥@. o

Temos, entdo, que assintéticamente,

)
E1(Y) = £y,

var 0V = ), vio, v A (6.18)
2
2£°(0), v=0
Var (ISN)) ={2f2(“), v=§

Vé-se, entdo, que embora o periodograma seja assintoticamen
te nio viciado ele nap € consistente, isto quer dizer que, mesmo au
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mentando o numero de observagdbes, a variancia de I&N) nao decresce
e permanece ao nivel de fz(wv). Pode-se demonstrar que as relagoes
{6.18) valem para frequéncias quaisquer e que o Teorema 6.2 conti-
nua valido, removendo-se a suposicdo de que X(t) € Gaussiano. Para

detalhes, ver Brillinger, 1975.

TEOREMA 6.3 - Se .X(t) tem média m e ¥|C(T)[<m, entdo

n : '
180N (ume) 126 (w)da + M )12 (6.19)
m b

v

E{I(N)(m)} = J

DEMONSTRACAD - A relagao (6.19) & obtida do mesmo modo como foi obti
da a relacdo (6.11), ji que ISN)[w]=!d5N}(m)|2. a

Notemos que se m=£13, v£0, v%%, o termo envolvendo m no se-
gundo membro de (6.19) anula-se e obtemos a relagdo (6.11). Lembre
mos também que |A(N)(.)12 & o niicleo de Fejer. Se w#0, w#r, 0 ter-
mo [A(N)(m)]z.mz & pequeno, e (6.19) nos diz que a média do periodo
grama é aproximadamente igual a uma média ponderada do espectro com

peso concentrado na vizinhanca de w.

TEQREMA 6.4 - Se u e A sdo frequénqias diferentes de zero e w, entdo

. _ z -
cov 10900,10 ) = {FENEA BN P Eon oo,

(6.20)

DEMONSTRAGAD - Ver exercicie 7. 1

COROLARIO 6.1 - Se A==5=, u=

Zrr _2ms
N N

, T,s#0, r,s#g, entio

covit™ oy, 1My = o h. (6.21)
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DEMONSTRACAO - Segue. imediatamente do Teorema §.4,pois A+u e A-u se-

nao da forma E%E e 0 termo entre chaﬁes sera nulo. [
- N, _ 2y I
Tambem, para A=u= R obtemos de (6.20) que-
var{t M 1 = 2o+, (6.22)

A relacdo (6.21) nos diz que ordenadas do periodograma sdo
praticamente n#o correlacionadas, do que resulta o comportamento er
ratico do periodograma. :

6.4 - A TRANSFORMADA RAPLIDA DE FOURIER.

Para calcular a transformada de Fourier finita (6.6) sdo ne
cessarias aproximadamente Nz-operagﬁes complexas. Por uma operagdo
complexa entendemos uma multiplicagdo complexa seguida por uma adi-
gav complexa.

Cooley e Tukey, em 1965 introduziram um algoritmo, chama-
do transformada rdpida de Fourier - FFT(de "fast Fourier transform")}
que requer apenas 2N10g2N operagdes. Para séries longas, a econo-
mia de tempo & consideriavel.

Inicialmente, para o caso N=r1.r2, ry e, inteiros e dife~
rentes de um, & mostrado que sic necessirias T=N(r +7,) operacoes.

e N=r,.r,... a do n ari = ATt .t oes.
) 1°¥2 T entao serdo necessarias T (r1 ry . rm)operagoes

0 caso N=r™, com =2 ou 4 oferece vantagens importantes pa-
ra computadores com artmética binaria.

Se todos os r, sdo 1guais a r, entao N=r" & m=10ng, de mo-
do que o niimero total de operagdes & T=Nmr=rNlog N, que para r=2 re
duz-se a T=2Nlog2N Para detalhes, ver o artigo acima mencionada de
Cooley e Tukey ou Brillinger, 1975, Capitule 3.

Veremos, no capitulo seguinte, que um procedimento para es-
timar f(w) consiste em considerar
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Fw) = £ L wiotioerler (6.23)

onde C(t).% um estimador da f.a.c. C(t) ¢ w(t) & uma funcdo peso.

(6.23) & um estimador suavizado de covariancias e corresponde a sua- .

vizar a fungde de auto-covariincia no dominio do tempoe entio trans
formar para o dominio de frequéncias.

Outra possibilidade & obter estimadores suavizades de perio
dogramas, de mode que os calculos sdo feitos todos no dominio de fre
quéncias. Obtemos a transformada de Fourier finita (6.6) usando uma
FFT, depois obtemos o periddograma (6.15), nas frequéncias E%E,e de
pois suavizamos ao redor de uma frequencia de interesse. Aqui resi-
de a vantagem do algoritmo, reduzindo o tempo de computagdo necessd
rio.

Se N nio & um miltiplo de 2 ou da forma N=r1f2...rm, consi-
dere um inteiro adequado N'>N e os valores X(1),%X(2),..,X(\),0,..0,
onde temos N'-N zeros.

t - -
Entac, obtemos a transformada dSN ), para frequencias da for
ma %%E, ou seja,

1 N _iZﬂvt
aN) R = Ly xewe T

Temos aqui, um nimerc maior de frequencias do que no caso de

usar E%E, pois N'>N,

EXeMPLO 6.1 - A Figura 6.1 mostra o periodograma dos registros de ma-
re, de 1 a 29 de abril de 1975, obtidos em Canan&ia, S.P., dados he

rarios,

Na realidade, o grafico mostra ISN)=[ASN)]2 + [BSN)IZ,.onde

ASN) = % by X(t)cosmvt,
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Ny _ 2 :
Bv =N E X(t)senmvt.

iéN) difere do periodograma por um fator %%.

o 1600
12804
960]
5
640 2
3z20] Mg o
K Ny
1
IR o , N '
0 10 20 30 &40 50 60 70
n
Figura 6.1

Também, somente 75 coeficientes de Fourier foram calculados
para o exemplo em questdo.

Vemos que ha, basicamente, trés frequéncias dominantes; te-
mos a componente de baixa frequéncia, Mf, um pico ao redor de n=30,
correspondente as marés diurnas e um pico ao redor de n=55, corres-
pondente is mards semi-diurnas. Hd outras periodicidades que ndo apa-
recem na figura. Ver capitulo 7, para um exemplo em que outras com-
ponentes, correspondentes a altas frequéncias aparecem.
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6.5 -~ EXERCICIOS

Prove com detalhe o Teorema 6.3.
N
se ¥ =2 L x)
N 1= , prove que

afV iy - P .
para v#0, vAy, onde Y(t)=X(t)-%

N) 27V N) .21y
i = 170

Prove que =§~)» para V#0, v%% e Y(t)=X(t)-X.

Se Y(t)=X(t)-X, prove que

N-1
I ) = 5 r=}%+1 Clrye ™,
N-|1]
onde C(t) = § tlo [X(t+1)-X] [x(t)-X].

Se %]TI |C(1) |<=, prove que
covida®™ ), a®™ @y = £00 + o).
Usando o exercicio anterior e sob a suposicdo 13 estabelecida

prove que, se E[X(t)]=m,

2
EI™ )} = £) + ooy [SERNZ]T f + oo,

para qualquer frequenciawe

ET™M )} = £l + oY), sew= ¥,

vl e v#%.
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7. Prove que o Teorema 6.4, supondo X't)-de média 0 e Gaussiano.

- m
8. Prove que C(1) = I
bl

71N (0)da, onde Y(t) =X(t)-% e C(x)
& definida no exercicio 4. -

9. Obtenha d{N)(w) para as seguintes séries:

(a) X(t) = 1, para t=0 *1,%2,...,N=2n+1,
(b) X(T) = ¥t t=0 +1,22,...
() -X(t) = t¥

t*, k inteiro, t=0,z1,%2,...
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CAPTTULO 7

ESTIMADORES ESPECTRAIS SUAVIZADOS
7.1 ~ INTRODUGAO

Constatamos que o periodograma ndoc & um bom estimador do es
pectro, dada a suva grande instabilidade. Neste capitulo vamos ver
como podemos obter estimadores espectrals que tém propriedades me-
lhores que o periodograma.

Ha dois métodos para se obter estimadores mais estdveis que
o periodograma, ambos conduzindo aos chamados estimadores suaviza-
dos do espectro. Podemos fazer o processo de suavizacido no tempo e
depois transformar para o dominio de frequéncias. Obtemos os estima
dores suavisados de covariancias. Ou entdo, o processo de suavizacao &
feito no proprio dominio de frequéncias e teremos os estimadores suavi
zados de periodogramas. Em ambos 0s casos obtemos estimadores que sao
assintoticamente néo viciados e com variancias que decrescem com o

numero de observagbes da série temporal.
Como o espectro & definido por

F(3) = 21? k_z e"1rkey  Cncuwgr, (7.1

a idéia natural & substituir C(k) por um estimador.

Suponhamos, entdo, que temos observagoes X(1),...,X(N) das¢
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rie temporal e consideramos estimar C(k) atraves de

(k)

|
1 [X()-X] [x(e+|x-X), |k|eN-1,
=1 (7.2)

=0 . !k;>N'=].,

onde ¥ & a mé&dia amostral

X =

I b1 2

X(t). (7.3)

1
t=1

Sem perda de generalidade, suponhamos a média do processo i
gual a zero, de modo que (7.2} fica

- 1N" kl
C(k) = " X(t)X€t+|k|), Jk|gN-1 (7.4)
t=1
=() ]k |>N-1
Entio,
N- |kl

E{C(K)}= L EXCOXCIRD) :
g (7.5)

N-| k|
-1 % cw = 2 - Ehew,

0 que mostra que C{k) & viciado. Se, em (7.4), colocamos N-{k| no
denominador, no lugar de N, obteremos um estimador nao viciado de
C(k). Contudo, o estimador definido por (7.4) tem um erro quadréti
co m&dio menor que o do estimador ndo viciado. De (7.3) vemos que
E(k) 2 assintdoticamente nio viciado.

Se E{X({t)}=n#0, obtemos de (7.2) que, para |k|¢N-1,
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C(X)

Zl =
o~

. [X(t) -w+w-X] [X(t+ 1k |)+u-p-X]

N- k| N- ||
=1 ) [x(t)-u][X(t+|k|)—uJ-% 21 [X(t)-u] [X-u] (7.6)

2

N-1k| N-|k|
1

S b XeerlxD-u] [R-ule g 1 [R-wd?
t=1 t=

El

Mas

N-1kj

] w’? - -1 x-n?
t=

2

1
[X(t)-u] = -5 (R-u) (N- [k [Jusg (R-p) (N- [ K [IX

- L& -1k Xew = -l x-w?

Logo, (7.6) fica

N-1k|
G0 = I -l X kD ul-a-gh o,
t=
de modo que
E{C(K)} = (1—l§l)6(k)-(1—i§l)Var(X). (7.7

Considerande (7.3) como um filtro linear, obtemos queelapo
de ser escrita
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X=Xt =g I, X, (7.8)

pois o vetor [X(l),...,X(N)]r tem a mesma distribuicdo que
[X(t-N),...,X(t-1)]

E facil ver que a funcio de covariadncia de (7.8) &

. N
C=(K) = CoviX(t),R(t+k)}= = y C, (keu-v)
. N? u=1 vy=1
e fazendo u-v=y vem que
N N_|Y} N
1 1
Co(k) == 1 I Clk#y) == ] (N-]yDIC,(k+y)
N2 y=-N v=1 N? y=-N

e fazendo k=0 obtemos, entdo,

a-Bbe . (7.9)

Logo, se a média do processo ndao & zero, vemos de (7.7) que

var(X) = %

“Mz

o viciodo estimador & acrescido por um termo da ordem de N~

Estimando-se f(kj por

§ e 1AKg ek, (7.10)

£(2) = g; )

onde C(k) & dado por (7.2), & facil ver (exercicio 3) que

5 kE e Mg = 1My, (7.11)

logo ¢ estimador f(A) coincide com o mesmo periodograma anterior.
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7.2 - ESTIMADORES SUAVIZADOS DE COVARFANCIAS.
Do. Teorema 4.1 vimos que

N-1

TN+

1™y = et ) i(l"J%L)C(r)e'i’“'. (7:12)

Chaﬁando

-5l eiena
w(r) = (7.13)
0, |t|>N-1

vemos que (7.12) & a transformada de Fourier do produto w©.C(D,
logo temos

n
s(1M o) = J W(a) £ (A-0)da, (7.14)

-7

onde W(A) & a transformada de Fourier de w(T), dada por

2
Wi = N[E%%%?l] (7.15)

A equagdo (7.14) nos diz que o periodograma tem um valor es
perado que corresponde a "olhar o espectro através da janela W(X)."
Como, para N grande, W(A) comporta-se como uma fungao §, (7.14) tam
bém nos diz que I(N)(A) £ assintoticamente nao viciado.

0 procedimento de suavizagdo foi introduzide por Bartlett,

1953%. Suponhamos que dividamos a série de N pontos em K séries de
. N ; (M)

comprimento M=y e calculamos o periodograma I, (A, £=1,....X, pa

ra cada sub-série. Depois tomamos

K
ngl IEM)(A), -mEAET . (7.16)

(N = %
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Este & chamado o periodograme suavizade de Bartlett, na frequén-

cia A. Pode-se provar facilmente {exercicio 5) que

™

E{IM(TJ}= J Wy (o) f(A-a)da, (7.17)
~TF
onde Wy (1) & a fungdo (7.15) com N=M, transformada de Fourier de

-zl joygme
(1) = (7.18)
0, |t|M-1,

M<N. W (3) € a janela espectral de Bartlett e estd ilustrada na figura
7.1, enquanto que wM(l) € o miclec ("lag Window") de Bartlett.

i WM(J\)

-2M -1M 0 1M 2/m A

Figura 7.1
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0 procedimento acima sugere considerar estimadores espec
suavizados da forma

F) =% 1 wy(mC(me P, raien (7.19)
T=-

onde, para um inteiro MzN, wM(T), t=0,+1,:.., & uma sequéacia de pe-
sos satisfazendo:

(1) Ust(T}st(0)=l;
(i1) wy(-t)=wy(r}, para todo Ty : (7.20)
(1i1) wy(1)=0, [1]>M
0 estimador £(A) & chamado 'e.s.tfmador suavizado dé covariancias .

A janela espectral correspondente 3 fungdo peso {nficleo) WM(T) & de-
finida por

) =g e (. (7.21)

jSegﬁeuse qué'WM(AJ satisfaz: s
(1) WM(-A]EWM(A), para t?dq A
T E : : : . o
(ii] [qu(A)dA,; WM[UJél? (7.22)

De (7;19) obtemos que E(A) € a convolugdoc das transformadas
de Fourier de wM(T) e C(r), isto €,

Iy = JﬁwM(A-an[NJ(a}da. (7.23)
-

Tomando o valor esperado de (7.23)} obtemos

- m
EGEMT = (w0 BT ™ () da = [ W (- E(adda.  (7.24)
Y oy
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Supondo a janela'HM(A) concentrada ac redor de A=0 e £(A)
constante sobre todo intervale de frequéncia de comprimento compari
vel com a largura do pico da jamela, podemos escrever
™

ECE(O)) = £00) J Wyadda= £, (7.25)
. " . . .

- 80b estas mesmas condicbes, pode-se provar que

. . ‘ﬁ .
var((01 = 6200 [ @, (7.26)
‘ ~%

o qﬁe serd feito na secdo seguinte. A relagdo (7.26) vem do fato

N . L ‘
CoviEO) (0 = 5 | WyOh-a) [y (u-0) +¥, (uva) €2 o)
A _ |
: (7.27)

que por sua vez & obtida de (7.23).Ver Jenkins § Watts, 1968, pagi-
na 412, A relagao (7.27) mostra que a covariincia entre os estima-
dores espectrais suavizados depende da intersecgdo entre as janelas
espectrais centradas em A e nu.

7.3 - ESTINADORES SUAVIZADOS DE PER|ODOGRAMAS

Consideremos a integral (7.23) substituida por suas somas de
Riemann:

JCV I I O W E AL (7.28)
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on¢e lv=z%3. Como %; g WM(Av) = [ﬂfm(l]dk=1, temos que o estimadbr_

(7.23) € assintdticamente equivalente ao estimador

N
- 1 |
£(x) = ] LIEEWELON (7.29)

onde W{)) & uma fungdo peso real, par, periddica e tal que

t31
7 W(Av) =1,
v=-£E%l]

0 estimador (7.29) & chamado estimador suavizado de pewtodogra-

mas .

Um caso particular de (7.29) foi sugerido por Daniell, 1946,
e consiste em tomar a média de n ordenadas do periodograma ao redor
da frequéncia de interesse.

Se queremos calcular £{))} em A=Aj=§§l, consideramos, entao,

P . dy (N), (7.30)
f()\j) HE I
- . . -1 .. [n
onde a soma & estendida de v—J-[—i—] a J+[7].
Como ISN) € assintdticamente ndo viciado, temos que
E{f(A)} = SW(A-A )E(A). (7.31)
v v v

Vejamdés a variancia de £(A), que & assintBticamente a mes-
ma que a variancia de £{A). Temos, de (7.29), '
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Cov {0, E(Y = § WO WG -r)cov(t (Y 10y

T,S

2nT 21s

ondehr= N sAg =N

ma sac nao correlacionadas, temos que

Cov ), £(0) = BOMWE)IE O+ T WOAIWE A E0, )

I‘,Q-

+2w&-ﬂwm-ﬂf2&),

supendo N par.

Para j=y, obtemos

Var{EQO} = w20 £2(0)+ ;
iy

Como W(A]=%§WM(X),Substituindo ag somas por integrais

mos:

" 20
E{£(0)} ~ % W (-3 JE(A )
_gqm
- J WM(A-a)f(a]da,
-
que coincide com a equagdo (7.24). Também,

- - m i
Cov{f(a),£(u)}= %? J WMfA-a)WM(uAm}fz(a}da,
-m

para A, u#0,m. Para A=p,

‘ T
var{f(n31 = & LL:*ZM (rx) £ @) dan

WO IE 02 0wl

=212 Como, para N grande, as ordenadas do periodogra

(7.32)

(7.33)

obtemos

[7.34)

(7.35) .

(7.36j
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Observemos que a expressao (7.36) € aproximadamente a mesma
que (7.27), desprezando-se o termo que contém WM(A—a)WM(u+a)em(7j7)
que € pequeno quando comparado com WM(A‘Q)WM(U-QJ, quando A=y.

Fazendo-se agora a suposiglo j4 mencionada apds (7.24), ob-
temos de (7.34) e (7.36) que

E{£(M)} = £()), (7.37)
var{f(n)} = %ﬂfz(x) Jﬁwz (a)da, (7.38)
- M

gue sdao aquelas ja mencionadas na seg@o anterior para f(A).

7.4 - DISTRIBUIGAD ASSINTOTICA DOS ESTIMADORES SUAVIZADOS.

Consideremos, inicialmente, o estimador de Daniell,dado por
(7.30}. Suponha que N e n sejam suficientemente grandes, mas né pe
queno comparado com N, de modo que f£() seja aproximadamenter cons-
tante sobre intervalos de frequéncia de comprimento E%E. Pode-se de

monstrar(ver problema 2) que

Y

E{f(lj)] f(lj},

Va{r{%(xj)} fz(Aj)/n, (7.39)

para Aj da forma 2mj/N.
L0 2
Para um j fixo, tém distribuigdo y (2)
X.)/2
£( j

e sao independentes, para j—[251]§v43+[§],
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- ‘Supondo-se Ajfo,w e % suficientemente pequeno de mode  que

vio, {%], vem que a soma

[
I f(r.), .
10 /30)

para j—[nz ]svsj+[%], tem uma distribuigdo xz(Zn).

De (7.30), segue-se que E(Aj) tem uma distribuigao

f(k')xz(Zn), ou seja, podemos dizer que
Zn

2nE(r:) £

17 Zax*(zn). (7.40)
i}

]

Voltemos agora, ao estimador suavizade (7.29), escrito na
forma ’

E(xj) = 2L g WM(Aj—Av)ISN), (7.41)

para -[Eil]svs[%]. Se f(A) & aproximadamente constante sobre a lar-
gura do pico principal de WM(A), entao

. £(A YT
F(r) » —— 5 WM(Aj-xv]UgN), (7.42)
onde
o
o™ N (7.43)
v - 172-Eixji )

tem uma distribuiééo XZ[ZJ. Logo, por (7.42}, E(Aj) tem uma distri
buigdo que (para M e N grandes) € uma combinagdo linear de variaveis
xz(Z) independentes. Como € dificil obter a distribuigdo destav.a.
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usamos uma aproximagio, que consiste em supor que f(lj) tenha  uma

distribuigac c.xz(r), onde ¢ e v s30 determinados de modo que os dois
primeiros momentos do estimador coincidam com os dois primeiros mo-
mentos da distribuicao proposta. Temos:

ELE(1,)) Eicx?(x)] = cr,

Var[cxz(r)] = 2c%r.

Var{%(xj)}

Destas relagdes obtemos

Var{f[l.]}
c = “——-ﬂs*—l——, {7.44)
2 E{f(hj)}

2[E{E(1)1] 2
r = — 1. - (7.45)

Var{f (Aj)}

O parametro T & chamado wmimere equivalente de graus de IKberdade
do estimador. De (7.37) e (7.38) obtemos ficilmente que

2{£(2)}?
;= : | = — N . (7.46)
20 LT 2 2
£01)) NLWWM(m)da LﬁWM(a)da
Também,
- . 2
Var{f[lj)}.Z[E{fEAj)}I ) f(xj),
ZE{f(lj)} Var {f(lj)}
de modo que
£,
RN o
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Como, assintoticamente, %}Ww(lez W(x), temos que

r-=—f—%———;"' S L (7.48)
PWeG)
. oy
onde a soma & sobre -[H%l]‘é Vg [%],

'Cdnéluimqs, portanto, qte.f(kj) (e %(lj)] fém uma ‘distri -

, FO0) o : o '
buigdo aproximada -?l— xz{r), onde r & dado por (7.46) ou (7.48)1.

7.5 - INTERVALOS-DE CONFIANGA.

Vamos nos referir, no que Segue! a'§TA] mas tudo aplica45e;_
¢ claro, a £(x): - ' .

Como rf(x)/f(k) tem uma distribuigfo aproximada Xz(r), fixa-
do um coeficiente de confianga Y , 0<v<1, podemos determinar dois nﬁ

meros a e b tails que

rE(A) N
P{!asm‘s b} = v. {7.49]
Os niimeros a e b sio escolhidos como os quantis Ea/2 e

El_a/z da dispribuigéo xz(r}, com Y=1-¢ (Figura 7.2}

of2

» X(r) _ -

Figura 7.2
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De (7.49) obtemos

P {—F—rf(")sfms-——-—rg”} =y (7.50}

-do que decorre que[rf(l)/b, rf(ll/a] € um intervalo de confianga pa
ra f{;) com coeficiente de confianca ¥ ,

O comprimento deste intervalo &

L = rfam _rf(y) “%(A)Ea_s%’

que depende de £(}), portanto & uma v.a. Se queremos L constante,
basta tomar logaritmos. De fato, de (7.50) temos

log % + logf(xj < logf(n) ¢ log % + log%(k), (7.51)

. que & um intervalo de confianga com coeficiente de confianga ¥ para
logf(a). O comprimento do intervalo fica

log % - log E = log 2.

7.6 - EXEMPLOS.
Nesta secdo apresentamos dois exemplos}de estimadores suavi
zados.

EXEMPLO 7.1 - A figura 7.3 mostra o estimador suavizado de covaridn-
cias para a serie de temperaturas a 110 metros (figura 2.10), Fase
2, do GATE, com N=21 observagdes (ver capitulo 2).0estimador (7.19)
& calculado para trés valores do ponto de truncamento, M: M=10,M=14
e M=18. Além disso, a frequéncia estd dada em ciclos por dia. Os
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espectros estimados foram obtidos utilizando-se o programa BMD-02T

com uma janela espectral de Tukey. Para este caso, 0s nimeros de

graus de liberdade, calculadoes segundo  (7.46) sdo,respectivamente,

r=6, r=4 e r=3. Como temos poucas observagdes, ha grande impreci-

sio na determinacdo das frequéncias provaveis, contudo vé-se que ha
cinco faixas de frequéncias dominantes.

Ver Mesquita e Morettin,
1978, para detalhes.

2,320-
b9
)]
1
— ]
1
— §
i i
bt L
! i
R | GATE -~ FASE 2
= '
5 i 11gn ~N = 2t
! ——— M =18
- I M=14
o e M=10
1
A
1
_— (]
n}
Kl
[tk
—
L V
)
1
H
1
|
1
1
b 1
1
]
1
i
.
b
N v \\/‘
L i [ 1 ! ] I | |
0 0,1 0,2 0,3 0,4

0,5 ciclos/fdia.
——

frequéncia

Figura 7.3
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EXEMPLO 7.2 -Na figura 7.4 temos um estimador espectral usando (7,29},
para uma fungdo W(A) particular. O estimador apresentado correspon
de a um ano de observagdes hordrias de alturas de marés no porto de
Canangia, S#o Paulo (conforme Franco § Rock, 1971). Cada pico cor-
'responde a uma componeﬁte_de maré: D=diurna, SD=semi-diurna, etc. A
frequéncia € dada em ciclos por dia.

Este & um exemplo em que vemos picos emergindo de um
espectro continuo, que & devido ao ruido subjacente, particularmen-
te em fregiiéncias baixas. Um modelo razodvel & o seguinte: supomos
que 0 processo de mares €& a superposicio de um processo fortemente
deterministico e de um processo aleatdrio suposto ergddico, estacio
naric ¢ de média zero. Usualmente, o primeiro & suposto ser uma fun
¢do quase-periddica e o segundo Gaussiano.

10000

1000 SD

e /epd

100

4D
10

5D 6D
g,1

o S 10 15 20 25 30 35 40 45 S50 55 60

Figura 7.4
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~ EXERCTCI0S

Seja X(t) uma série estaciondria, de média zero e densidade es-
pectral f(w), t=0,*1,#2,... Passe X(t] por um filtro linear com
funcdo de transferencia A(w), passa-banda, com faixa de passa-

gem Aao redor da frequéncia w', Prove que a varidncia da série
de salda €& aproximadamente f(w'),

Prove as relagoes {7.39). (Sugestdo: Suponha n suficientemente
pequenc e N suficientemente grande de modo que f()) seja cons -
tante sobre todo intervale de frequéncias de comprimento Zm/N).

Prove a relagio (7.11}).

Prove que (sob certas condigoes de regularidade)exp{-I(N)(Aj/f(x}}
tende em distribuigdo para uma v.a. com distribuigio tniforme no
intervalo (0,1}, quando N+w=,

Prove a relagao (7.17).

Uma sequéncia de nilcleos {wM(T)} Poﬁe ser gérada escalando-se,
uma fungzo continua w{u) como segue. :Seja wlu)=0, Ju|>1.
Defina )

wo (1) = wit/M).-.

Se w(u) & par e o sw(wew(0)=1, para [ul< 1, este nicleo tem as
propriedades (7.20). S . o

{a) Prove que
T 1
2 J wﬁl(x)dx =M J wiu)du.
-7 -1

(b) Prove que
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var {E()) = fZ{A)cw M/N,

1
onde ¢y = J wz(u)du.

7 = Um estimador suavizado de covariancias & calculado com N=500
pontos, niicleo

1, 1k|sM
wM(k)
0, |k|>M

e o valor de M usado foi 50. Supondo f(l'}=20, obtenha um in-
tervalo de confianca para f£{Xx') com v=0,895,

§ - Provar a relacdo (7.27).

N® . ' 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2.4
realizacad
1 0,64 [ 0,74 | o,62 | o,59| 0,35 -0,09} -0,39
2 0,84 { 0,371 0,06 | -0,32{ -0,60 | -0,69 | -0,67
3 0,34 0,50 0,37 0,26 | -0,52 | -0,72 0,k2
4 0,23 | o0,26| ©0,35| 0,55| 0,69} 0,75 0,80
5 0,12 0,20 | 0,24 | 0,181 -0,20 | -0,42 | -0,46
6 -0,16 | -0,12 | -0,15 0,05 0,29 0,43 0,63
7 -0,22 | -0,29} -0.38 | -0,24 | -0,06| 0,07 ] -0,16
8 -0,26 | -0,69 | -0,70 | -0,61 | -0,43 | -0,22 | 0,29
) -0,50 | -0,60 | 0,68 | -0,62 | -0,68 | -0,56 | -0,54
10 -0,30] 0,13 0,75 + 5,84 0,78 1 0,73 | 0,71
1 -0,69 | -0,40 0,08 0,16 0,12 0,18 0,33
12 0,18 | -0,79 ¢ -0,56 | -0,39°| -0,42 | -0,58 | -0,53
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Temos, na pagina 167 (tabela), os valores do processo esto-
castico X(t) para 12 realizagoes e t=0;0,4;0,8;1,2;1,6;2,0;
2,4, Supondo X(t) estacionidrio:

a) Estimar E[X(t)] e Var[X(t)]

b) Estimar C(<).
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APENDICE

TABELA A.1

TEMPERATURA EM SAQ PAULO

(Media de 24 leituras diarias)

ANOS

MESES 1949 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957
Janeiro - | 20,6| 20,5 20,8 [ 21,9 22,0} 21,1 | 23,4 | 21,3
Fevereirol - | 20,9 ] 20,7 | 20,1 [ 20,7 | 21,5 | 21,9 | 21,2 { 20,4
Margo - 20,6 20,0] 2057} 20,9} 21,0 20,7} 20,3 20,4
Abril - } 18,8159 37,1 [ 18,1 ) 18,3 ] 18,6 | 18,1 | 18,1
Maio - 17,5 | 15,7 | 16,7 | 16,9 ! 16,5 } 15,7 | 15,1 | 15,9
Junho - | 16,1 | 14,6 | 15,2 | 15,5 | 16,3 | 14,9 | 13,5 | 15,0
Julho 14,5 | 14,7 { 13,2 | 14,8 | 13,3 | 15,7 | 14,7 | 14,0 -
Agosto 15,6 | 17,0 | 14,0 | 16,8 | 15,8 | 16,2 | 15,5 | 13,6 -
Setembro | 16,0 | 17.0 | 16,3 | 17,9 | 17,8 | 17,7 | 16,6 | 17,6 -
outubro | 17,7 | 16,9 | 17,5 | 18,0 | 18,4 | 17,7 | 16,4 | 17,0 -
Novembro | 17,6 | 17,8 | 19,0 | 19,1 | 18,6 | 18,5 | 16,9 | 16.7 -
Dezembro | 19,6 | 19,9 | 18,4 | 19,8 | 19,4 | 19,6 [ 20,2 | 19,1 -

FORTE: TAG-USP.

entao
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TABELA A.2
SERIES DE MANCHAS SOLARES DE

WOLFER, 1749-1924

Numero Numer o Numero Numero
Ano de Wolfer Ano de Wolfer Ano de Wolfer Ano de Wolfer
1749 80,9 1793 46,9 1837 138,3 1881 54,3
1750 83,4 1794 41,0 1838 103,2 1882 59,7
1751 47,7 1795 21,3 1839 85,8 1883 63,7
1752 47,8 1796 16,0 1840 63,2 1884 63,5
1753 30,7 1797 6,4 1841 36,8 1885 52,2
1754 12,2 1798 4,1 1842 24,2 1886 25,4
1755 9,6 1799 6,8 . 1843 19,7 1887 13,1
1756 16,2 1800 14,5 1844 15,0 1888 6,8
1757 32,4 1801 34,0 1845 40,1 1889 6,3
1758 47,6 1802 45,0 1846 61,5 1890 7,1
1759 54,0 1803 43,1 1847 98,5 1891 35,6
1760 62,9 1804 47,5 1848 124,3 1892 73,0
1761 85,9 1805 42,2 1849 95,9 1893 84,9
1762 61,2 1806 28,1 1850 66,5 1894 78,0
1763 45,1 1807 10,1 1851 64,5 1895 64,0
1764 36,4 1808 8,1 1852 54,2 1896 41,8
1765 24,9 1809 2,5 1853 39,0 1897 26,2
1766 11,4 1810 0,0 1854 20,6 1898 26,7
1767 37,8 1811 1,4 1855 6,7 1899 12,1
1768 69,8 1812 5,0 1856 4,3 1900 9,5
1769 106,1 1813 12,2 1857 22,8 1901 2,7
1770 100,8 1814 13,9 1858 54,8 1902 5,0
1771 81,6 1815 35,4 1859 93,8 1903 24,4
1772 66,5 1816 45,8 1860 95,7 1904 42,0
1773 34,8 1817 41,1 1861 77,2 1905 63,5
1774 30,6 1818 30,4 1862 59,1 1906 53,8
1775 7,0 1819 23,9 1863 44 .0 1907 62,0
1776 19,8 1820 15,7 1864 47,0 1908 48,5
1777 92,5 1821 6,6 1865 30,5 1909 43,9
1778 154,4 1822 4,0 1866 16,3 1910 18,6
1779 125,9 1823 1,8 1867 7,3 1911 5,7
1780 84,8 1824 8,5 1868 37,3 1912 3,6
1781 68,1 1825 16,6 1869 73,9 1913 * 1,4
1782 38,5 18256 36,3 1870 139,1 1914 9,6
1783 22,8 1827 49,7 1871 111,2 1915 47,4
1784 10,2 1828 62,5 1872 101,7 1916 57,1
1785 24,1 1829 67,0 1873 66,3 1917 103,9
1786 82,9 1830 71,0 1874 44,7 1918 80,6
1787 132,0 1831 47,8 1875 17,1 1919 63,6
1788 130,9 1832 27,5 1876 11,3 1920 37,6
1789 118,1 1833 8,5 1877 12,3 1921 26,1
1790 89,9 1834 13,2 1878 3,4 1922 14,2
1791 66,6 1835 56,9 1879 6,0 1923 5,8
1792 1836 121,5 1880 32,3 1924 16,7

60,0
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TABELA A.3

1 A 5 DE NOVEMBRO DE 1972

D I A D 1 A
HORA HORA
1 2 3 A 5 1 2 3 4 5

1 §f1,79 | 1,84 | 2,23 | 2,252,161 13 1,80 | 1,94 | 2,17 [ 2,70 | 2,06
21,76 11,87 | 2,17 | 2,18 | 2,17 f 14 | 1,85 | 1,96 | 2,07 2,04 | 2,04
3 |1,56 | 1,59 [ 2,02 | 2,07 [ 2,07 | 15| 1,68 | 1,90 | 1,96 11,031 1,88
& | 1,32 [ 1,45 | 1,93 | 1,93 | 1,86 ] 16 1,46 11,72 ] 1,85 | 1,30 |.1,76
511,33 {1,685 | t,72 { 1,78 | 1,67 | 17 1,46 | 1,58 | 1,63 | 1,61 | 1,52
611,21 | 1,20 | 1,58 {1,551 1,57 } 18 | 1,35 | 1,49 ] 1,46 1,411 1,38
7 11,26 [ 1,26 L 1,45 | 1,h0 | 1,38 § 19 | 1,43 1 1,50 1,38 ) 1,30 | 1,24
g { 1,46 | 1,33 [ 1% 1,38 | 1,31 | 20| 1,47 ] 1,55 | 1,37 | 1,20 1,12
g | 1,60 1,45 1,50 11,33 |1,30] 21| 1,67 } 1,77 1,49 | 1,26 | 1,15
o] 1,764 % 1,73 | 1,81 | 1,56 | 1,39 f 22 § 1,79 | 1,99 } 1,72 1,44 | 1,24
111 1,87 | 1,96 | 2,06 1 1,84 | 1,60 | 23 | 1,92 } 2,13 | 1,99 | 1,73 1,59
12} 1,88] 1,9 }|2,16] 2,09 1,93 §24]1,9 2,26 | 2,20 | 2,02 ) 1,90
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TABELA A.4

ANELISE DE FOURIER DOS DADOS DE MARE DA TABELA A.3

o] CONTR . AD
n An B1.'1 Rn d’n( ) Q.M.
0 1,7007 0,0000 1,7007 0,00 2,8923
1} -0,1158 0,0026 0,1159 {178,74 0,0067
2 0,0319 ; -0,0283 0,0427 |318,44 0,0009
3 | -0,0052 0,0248 0,0254 |101,92 0,0003
4 | -0,0847 0,0102 0,0654 |171,06 0,0021
5 0,0390 0,0035 0,0395 5,03 0,0008
6 0,0225 { -0,0081 0,0239 (340,09 0,0003
7 | -0,0040 | -0,0005 0,0040 {186,70 0, 0000
8 | -0,0116 0,0130 0,0174 |131,82 0,0001
9 | -0,0719 0,0246 0,0760 {161,09 0,0029
10 0,3793 0,0234 0,3801 3,53 0,0722
11 0,0698 | -0,0296 0,0758 }337,03 0,0029
12 0,0575 | -0,003& 0,5760 [356,60 D,1658
13 0,0493 | -0,0086 0,0500 |350,08 0,0012
14 0,0369 | -0,0098 0,0382 [345,07 0, 0007
15 0,0252 0,0028 0,0254 6,42 0,0003
16 0,0405 | -0,0026 0,0405 [356,29 0,0008
17 0,0302 { -0,0098 0,0317 1342,07 0,0005
18 0,0173 | -0,0008 0,0173 (357,27 0,0001
19 0,0471 0,0383 0,0607 | 39,15 0,0018
20 0,0456 | -0,0273 0,0531 |329,10 0,0014
21 0,0261 | -0,0197 0,0327 {322,99 0,0005
22 0,0204 | -0,0054 0,0211 |345,29 0,0002
23 0,0210 0,0027 0,0212 7,39 0,0002
24 0,0187 | -0,0177 0,0258 |316,61 0,0003
25 0,0232 | -0,0072 0,0243 {342,84 0,0003
26 0,0175 0,0021 0,0176 6,96 0,0002
27 0,0307 | -0,0032 0,030% 354,09 0,0005
28 0,0250 | -0,0146 0,0289 [324,71 0,0004
29 0,0280 [ -0,0004 0,0280 {359,19 D, 0004
30 0,0185 0,0075 0,0200 { 22,07 0,0002
31 0,0258 | -0,001% 0,0259 |355,86 0,0003
32 0,0233 | -0,0109 0,0257 [334,93 0,0003
33 0,0089 | -0,0003 0,0080 |357,82 0, 0000
34 0,0210 0,0009 0,0210 2,38 0, 0002
35 0,0288 | -0,0022 0,0289 355,71 0,0004
3 §,0117 0,0030 0,0120 { 14,36 0,0000
37 | "0,0148 0,0080 D,0168 | 28,38 40,0001
38 0,0342 0,0000 0,0344 0,02 0,0006
39 0,0245 | -0,0068 0,0254 344,60 0,0003
40 0,0056 0,0071 0,009¢ [ 51,71 0,0000
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TABELA A.4 - conclusao

ANALTSE DE FOURIER DOS DADOS DE MARE DA TABELA A.3

o CONTR,AO
v An Bn Rn d)n( ) Q.M.
41 0,0046 | 0,0041 0,0061 | 41,56 €,0000
42 0,0253 -0,0083 0,0266 (341,90 0,0004
43 0,0173 -0,0095 0,0197 ]331,17 0,0002
44 0,0147 0,0072 0,0164 25,97 0,0001
45 0,0141 04,0012 0,0142 4,73 20,0001
46 0,0217 -0,0149 0,0263 |345,62 0,0004
47 0,0126 | -0,0036 06,0131 |343,88 0,0000
48 0,0173 0,0110 0,0205 | 32,41 0,0002
49 0,0271 0,0042 0,0274 8,86 0,0003
50Q 0,0122 =-0,0104 0,0160 }319%,48 0,0001
51 0,0106 | -0,0052 0,0119 |333,90 0, 0000
52° 0,0285 0,0089 0,0299 17,26 0,0004
53 0,0301 -0,0045 0,0304 ]351,45 0,0005
54 0,0198 -0,0018 0,0198 |354,84 0,0002
55 0,0133 G,0108 0,0171 38,99 0,0001
56 0,0360 -0,0034 0,0308 353,62 0,0005
57 0,0245 | -0,0066 0,0254 344,92 0,0003
58 0,0089 | -0,0086 0,0123 |315,93 0,0000
59 0,0259 0,0039 0,0262 8,54 0, 0004
60 0,0283 ~0,0000 0,0283 1360,00 0,0008




ANALISE HARMONICA DE PROCESSOS

ERRATA

ESTOCASTICOS

Pedro A. Morettin

PAGINA _ LINHA ONDE_ESTA DEVE SER
v 14+  Processos Estocdstico Processo Estocadstico
vi 2, ALIASING YALIASING"
1 43 anilise de Fourier Analise de Fourier
6 12 ¢ (.17) (1.7)
9 74 (B2 - B(x?) [E(x))2 < E(x?)
12 e g =
13 4+ & integrdvel do é integrével no
22 91t o estudo dé ¢ estudo a
26 2t = Ezajaj = EZajak
27 5t || |x0}]? |ECL 1x%(0)] |2
41 14 4 v.a.inde'pe'ndentes v.a.independente
45 gt é a chamada € chamada
46 101t T =n=0, T, n=20
52 8¢ x:a,b-R x:[a,bl* R
55 10 4 , entiao aproximamos . Entao aproximamos
60 13t (amy7! Sei®™x(t)at (em)™t fe Wy (t)at
61 2 ¢ diferencial diferenciavel
72 94 Bs(w-1) + srE) Ao -F) + 8(w+3)}
96 717 =211 fhwe Yy =(2m)™ fh(w) 1"y
103 24 levada efeito levada a efeito
107 7t  para §(w) + ¥ (u) para ¥(®) + 8(w)




PAGINA LINHA ONDE ESTL DEVE SER
108 3 ¢ Y(t) = X(%) v(t) = 3[x(t)]
129 3 ¢+ obtemos a f.d. obtemos que a f.d.
= L =0 '
131 44 we=xp> A wy = gg > R
138 4+  E{dz(w)az(a)} " Ef az(w)dz ()]
139 1 4, E dz(a)dz(B)} E{dZ(a)dz (B )}
143 a1+ cov 1Moy, 1My covl 1M 0y, 1M (3.
144 9t T = (rg J_r...+ rm) T = N(r; +...+'rm)
155 14 estimadores espec estimadores espectrais




