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PREFACIO

Apresentamos aqui alguns dos aspectos fundamentais da tecnia dos gha-
{os, a saben, conexidade, emparelhamentos, celoragao, grafos eulenianos e hamilto

nianos.

05 exeaciedos ao fim de cada capitulo complenentan o fexto,esperamos que
déem ao Leitor um pouco mais exigente a profundidade desejada; nas notas ao §im de
eada capltulo procwwamos dar o devido credito pela autonia dos vanios nresullados
e eventualmente mencionamos Liwies efou antigos de interesse para ¢ Leitorn mais en

Lusiasmado.

Gostadianes de agradecer a Comissdo Onganizadona do 128 Coliquio pela
oportunidade que nos concedeu, bem‘como agradenen tambem o "Natwial Sciences and
Engineering Reseanch Counedil of Canada™, pois parnte do Livro fod esonito quando de
nossa permangreia como progessor visitante no Departamento de Combinatorie e Oié-

mizacio da Univensidade de Waterloo.

Somos particubanmente gnatos a Dandel H. Younger, pot despentar o nod
50 interesse pelo assunto e pelo incentive incansavel, a Imre Sdnon pelo apaxio
constante e péﬂa Poituna cuidadosa de parntes do Livio. Finalmente, nossos aghade
cimentos ac Sh. Jodo Baptista Esteves de (Liveira pelo esmenado frabalho de dati
Rografia e arte gnifica.
UNICAMP, julho de 1979

Claudio L. Lucchesdi



CAPTTULO I
GRAFOS
1.1~ ALGUNS CONCEITOS BASICOS

Muitas situagles podem ser convenientemente descritas atra
vés de diagramas que consistem de um conjunto de pontos, juntamente
com linhas que ligam alguns pares destes pontos. Por exemplo,os pon
tos podem representar pessoas, as linhas ligam pares de amigos; os
pentos podem representar centros de comunicagfes,as linhas ligacBes
éntre os centros. A abstracdo matemdtica de situacdes desse tipo da
lugar ao conceito de grafo.

Um grafe G consiste de um conjunto finito VG de elementos
chamados vertices, um conjunto finito aG de elementos chamados anes-
{as, e uma fungao de incidineia VG que associa a cada arestaa de G um par
ndo ordenado de vértices (n3o necessariamente distintos) de G, cha-
mados de extremos de a (figura 1).

Grafos podem ser representados por diagramas,onde cada vér
tice & representado por um ponto e cada aresta por uma linha ligan-
do 05 pontos que representam seus extremos.

Muitos termos utilizados na teoria dos grafos advém da re-
presentagao em diagramas. Assim, os extremos de uma aresta sio Lned~
dentes a aresta, e vice-versa. Os extremos de uma aresta sio adjacen-

tes (mesmo que coincidam); s3o adjacentes também arestas com pelo me-
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Grafo Z: VZ = {A,B,...,L}
az = {1,2,...,13}

o, VZ (o)
1 | {A,B}
2 {B}
3 {B,C}
4 {A,C}
5 | {A,D}
6 {C,D}
7 {C.D}
8 {F,H}
g | {G6,I}

10 {H,J}

11 {1,L}

12 (F,J}

13 {G,L}

Figura 1-Um grafo, Z, e uma de suas representagses em
diagrama.

nos um extremo em comum. Para X um subconjunto de VG, AdjG(X) deno-



ta o conjunto dos vértices de G adjacentes a pelo menos um dos vér-
tices de X. Uma aresta & um Lage se seus extremos coincidem,uma £~
gagdo caso contriric. No caso do grafo Z da Figura 1, a aresta 2é um
lago, as demais s3o ligagdes; se X denota o conjunto {B,F,I,J}, en-

tao AdjZ(X} = VI\{D.E,I}.

0 Zamanho de um grafo G & oginteiro |vG! + |aG|, ou seja, &
a soma do numero de vErtices com o nimero de arestas de G. O grafo

vazic e o grafo de tamanho Z€Y0, scm arestas nem vertices.

0 grau gG(v) de um vértice v num grafo G & o nimero de ares
tas que incidem em v, onde o5 lacos s3o contados duas vezes. Da de-
finigdo segue imediatamente a
PROPOSIGAO 1 - A soma dos graus dos vértices de um grafo & igual ao
dobro do nimero de arestas do grafo.

COROLARIO - Em todo grafo, o nimero de vértices de grau impar & par.

Usaremos normalmente a letra G para designar um grafo; as
sim, quando nido houver possibilidade de ambigliidade, omitiremos ale
tra G e escreveremos, por exemplo, V, a, ¥ e Adj, no lugar de VG, agG,
¥G e AdjG, respectivamente.

No restante desta segdo apresentamos um conjunto basico de
definigles. Convidamos o leitor a ler as demais segdes, voltando a

esta 3 medida que necessitar das definicdes.
TIPOS DE GRAFOS

Grafo simples & aquele que nio contém lacos nem duas ligacodes distin-

tas com o mesmo par de extremos.



-4 -

Grafo complete € um grafo simples em que quaisquer dois vértices dis-
tintos s3o adjacentes. A figura abaixo ilustra um grafo completo com

cinco vertices.

Tnidnguto & um grafo completo com trés vértices.

Grafo negutar € aquele cujos vértices tém todos o mesmo grau. Caso ha
ja necessidade de explicitar o grau comum, g, dizemos entao que G &
g-regular.

Grago bipanticiondvel - Uma bipartigao de um grafo G g um par {X,Y} tal
que XuY =VG, XnY =@ e cada aresta de X tem um extremo em X, o outro
em Y. Um grafo & bipanticionavel se admite uma bipartigdo.

n-cube - Um recubo & um grafo simples cujos vértices sdo asn-uplasor
denadas sobre o conjunto {0,1}, e no qual dois vértices sdo adjacen

tes se e somente se diferem em exatamente uma coordenada; um cube & tm 3-cubo.
SUBGRAT0S
Subgrago - Um grafo H & um subgrafe de outro G (HSG) se VG inclui VH, aG inclui

aH e para toda aresta de H seus extremos em H sdo tambem seus extremos em G.

Subgrajo propric -H & um subgrafo pwptic de § (HEG) se H for um sub-



grafo de G, porém distintc de G.

Subgrago gerado - Se X & um subconjunto de V, entfo G[X] denota o sub-
grafo de G gerads por ¥: 3 o subgrafo H de G tal que VH=X ¢ aH & o
conjunto das arestas que tém ambas os extremos em X. Se x & um sub-
conjunto de aG., entdo GIx3 denota o subgrafo de G gerado por x: & o
subgrafo H de G tal que aH=x e Vi é o conjunto dos vértices que sio
extremos de arestas em x. Se 7 & um subconjunto de VG e v um vérti-
€e em VG entdo G -Z abrevia G[VGVZ] e G -v abrevia G -{v}. Se z éum
subconjunto de aG e o & uma aresta em aG entdo G-z & o subgrafo ge
rador de G que tem aG\z como conjunto de arestas e G- aabrevis
G-{al. -

Subghafo geradon - Um grafo H geaa outro G se HSG e G =G[VHI. Grafa =
€ um subgrafo gerador de G se H gera G. Assim, um grafo H gera G se

e somente se HeG e VH =VgQ.
MAXIMALIDADE E MINIMALIDADE ..

Maxime, minimo, maximal, minimal ~ Dado um conjunto C de conjuntos, dize-
mos que um conjunto m em C & maximo em C se nenhum conjunto em C tem
cardinalidade maior do que a de m; analogamente, um conjunto m' de C
€ minimo em C se nenhum conjunte em C tem cardinalidade menor do que
a de m'. Por exemplo, considere como C o conjuntol dos emparelhamen-
tos do grafo G indicado na figura; e; seguir (um empatelhamento de G &
um conjunto de ligagSes de G duas a duas ndo adjacentes); nem o em-
parelhamento {2} nem o emparelhamento {2,5} sdo miximos em C; os em
parelhamentos {1,3,5} e {1,3,6} s3o ambos miximes em C; o emparelhg
mento vazio € o dnico minimo em C.

Por outro lado, dizemos que um conjuntom em C & maximal em C sene

nhum conjunto em € inclui proprizmente m; analogamente, um conjunto m' em C &
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minimal se nenhum conjunto em C & um subconjunto proprio de m'. Utilizando ainda
o conjunto C do exemplo anterior, mem © emparelhamento {2} nem o empare-
1hamento {2,4} sic maximais em C; oS emparelhamentos {2,5te{2,4,6}
530 ambos maximais em C; o emparelhamento vazio & o iinicominimal em
C.

Dado um conjunto C de grafos, G & maximo em C se nenhum ou
tro grafo em C tem tamanho maior do que o de G; um grafo H & maximal
em C se H nio & subgrafo préprio de nenhum grafo em C. Analogamente

se definem grafos minimos e grafos minimais.
PASSEIOS

Passeio - Um passeioP em G & uma seqiidncia finita e nao vazia (vo,al,
vl,...,an,vn), cujos termos sio alternadamente .&rtices v, e ares-
tas &3 e tal que, para todo i, 1is<n, v;_ 4 &V s80 ©S extremos
de a, . Admite-se o caso em que n=0, no qual P € entao dito degeneia
do. O comprimento de P g o inteiro n. Dizemos que P & um passeio de Yy
avy; 0s vértices vpe vy, sdo a onigem e o terming de P, respectivamente;
os vertices ViseeraVyg sio vértices internos de P: se n>0 entac as
arestas o, € o s3o a aresta-cnigen e a aresta-itrming de P,respectivamen
te; VP e aP denotam os conjuntos {vo,vl,...,vn} e {al,...,an}, Tes

pectivamente; o passeio P passa pelos vértices de VP e pelas arestas



de aP. 0 passeio (vn,an,...,vl,al.voJ & 0 hevenso R(PJdeP.UEaaeé&Jde P
€ um passeio que & uma subseqiiéncia de termos consecutivos de P. Se
as arestas L ERRRRLN de P forem duas a duas distintas entio P & uma
itha. Se os vertices VooV forem dois a dois distintos entdo P
€ um camirho. Se a origem ¢ o término de P coincidirem entio P € fe-
chado: nesse caso, para i tal que 0<ixgn, (vi,ai+1‘vi+1,..., Gy sV
al,vl,...,ai,vi) € uma rotagdo de P. Dizemos que P & abento se nio for
fechado. Se P for uma trilha fechada e nio degenerada e sevi,...,vn
forem dois a dois distintos ent3o P & ofrewfar e aP um cireudito. Seja
Q um passeio (uO,Bl,ul,...,Bm,um) tal que up =V, Entdo a seqiiencia
(vo,al,vl,...,an, Vo Bys ul,...,Bm,um), um passeio, & o produte de P
e Q, nesta ordem. No grafo Z da figura 1, P=(A,1,B,3,C,4,A,5,D,5,4,
1,B,2,B) & um passeio de A a B de comprimento 7, A & sua origem, B
seu término, B,C,A e D sdo internos em P, VP ={A,B,C,D}, aP = {1,2,
3,4,5}; P n3o € uma trilha, nem um caminho, nem um ﬁaSSeio fechado.
Por outro lado, Q=(B,2,B,3,C,4,A) & uma trilha, mas ndo umcaminho.
A segdo (A,1,B,3,C) de P & um caminho. A secdo {A,1,B,3,C,4,A) de P
€ circular, {1,3,4} um circuito, ao passo que a.trilha fechada (A,
1,B,2,B,3,C,4,A) nio € circular.

Dada uma colegae C de passeios, VC, OC, aCe oC denotam Tes
pectivamente o conjunto dos vértices pelos quais passam passeios em
C., o conjunto dos vértices que sio origens de passeios em C, o con-

junto das arestas pelas quais passam passeios em C, o conjunto das

arestas que sdo arestas-origens de passeios em C.
1.2 - SUBGRAFOS E 0 TEOREMA DE RAMSEY

Em toda festa com 6 pessoas, ou existem 3 que sdo 2 a 2 a



migas, ou existem 3 que s&c 2 a 2 ndo amigas.

Vamos inicialmente traduzir esta afirmagao para a lingua-
gem da teoria dos grafos: seja G um grafo completo com 6 vértices,em
que cada aresta & colorida com uma de duas cores, rosa e limdo; se-
jam r e & respectivamente os conjuntos de arestas rosa e limao. En-
t3o ou GLT] ou GL&] tem um tridngulo como subgrafo.

Para demonstrar esta afirmagao, considere um vértice qual
quer de G, digamos v. Evidentemente ou pelo menos trés das arestas
que incidem em v s3o rosa ou pelo menos trés delas sio lim3o. Supo-
nha que tres delas sdo rosa, sejam w,X e ¥ 0s extremos,distintos de

v, destas trés arestas. Se pelo menos uma das arestas de Gl{w,x,y}1]

v X

¥

for rosa, digamos a que liga w e x, entdo o triamgulo GL{v,w,x}] & um
subgrafo de G[rJ; por outro lado, se todas as arestas de GI {w,x,y1}]
forem limdo entdo o triingulo G[{w,x,y}] & um subgrafo de GI[R]. O ca
so em que pelo menos tré$ das cinco arestas que incidem em v sdo 1li-
mdo & tratado de maneira analoga.

Convidamos o leitor a dar um exemplo de uma festa com cin
co pessoas para a qual a-afirmagZo acima nao se aplica.
TEQREMA 1 - Existe uma funcio f dos pares ordenados de naturais =22
nos naturais tal que para todo par (m,n), todo érafo completo G com
f(m,n) vértices e toda particdo (r,%) das arestas de G, ou G[r] con

tém um subgrafo completo com m vértices ou G[2] contém um subgrafo



completo com n vértices.
DEMONSTRAGAO - por indugdo em m +n.

0 casoemque m=2 oun=2 & trivial,bastando tomar f(2,m)=
= f(m,2) =m. 0 caso emauem>2 e n>2 & resolvido tomando-se f(m,n)} =
= f(m-1,n) + £(m,n-1). Para demonstrar esta afirmagao, seja G um gra
fo completo com f(m,n) vértices, (%,r) uma partigao das arestas de G,

v um vértice de G. Sejam L eR os conjuntos dos vértices adjacentes a

<

em GL[2] e G[rl, respectivamente. Ora, L]+ |R| = gG(v) =f(m,n)-1 =

f(m-1,n¥+£(m,n-1)~-1. Portanto, ou IL} = f(m-1,n) ou |R] 2 £(m,n-1) .

Suponha que {L| 2 f(m-1,n). Seja (L',r') a particdo de G[L]
definida por %' =gnaGLL) e 7' =rnaGlLl, Por indugiio, ou GLLI[r'] tem
um subgrafo completo com n vértices, ou GLLI{%'] tem umsubgrafo com
pleto com m-1 vértices. Ora, se H & unm subgrafo completo de G[LI[r"']
com n vértices entdo H & um subgrafo completo de G[r] com n vérti-
Ceés; por outro lado, se K & um subgrafo completo de GLLI[%'] comm-~1
vértices, entdo G({v}uVK] & um subgrafo completo de G[£] com m vé'r-.

tices. 0 caso em que [R| 2 £(m,n-1) & tratado de maneira andloga. &
.3 - CONTAGEM E O TEOREMA DA AMIZADE

Considere uma festa em que cada duas pessoas tém exatamen
te um amigo em comum. Naturalmente, suporemos que a relagdo de ami
zade & simétrica e irreflexiva. O teorema da amizade afirma entio
que existe alguém na festa que & amigo de todas as demais pessoas
presentes i festa. Na linguagem da teoria dos grafos, temos entfo o
seguinte
TEOREMA 2 -Seja G um grafo simples n2o vazio em que quaisquer dois

vértices t8m exatamente um vértice adjacente a ambos. Entao G temum
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vértice adjacente a todos os demais.
DEMONSTRAGAO - A demonstragio &€ feita por contradigdo, considerando
un grafo G em que cada dois vértices tém exatamente um vértice adja
cente a ambos e supondo que nentum vértice & adjacente atodos os demais. Ade
monstracio prossegue provando cada uma das seguintes afirmagoes:
LEMA 1 -Se u e v sao dois vértices nao adjacentes em G, entdo glu)=
= g(v).
LEMA 2 -Se u e v sido dois vértices de G, entdo g(u) =g(v).
LEMA 3 -Seja g o grau comum a todos oS vértices de G. Entdo g=23 e
V] = g(g-1) +1.
LEMA 4 - Seja f(2) o conjunto dos passeios fechados de comprimento £.
Se %22 entdo g-1 divide |£(2) ] -1.
LEMA 5 -Se & & primo, entdo ¢ divide [£(2)].
LEMA 6 - Existe um primo & que divide [£(2)]-1.

Naturalmente, as afirmagdes dos lemas 5 e 6 sdo contradi-
térias, ¢ que prova o teorema.
DEMONSTRAGAO DO LEMA 1 - Por simetria, basta mostrar que g(u) < g(v).
Cada vértice z em Adj(u) tem exatamente um vértice adjacente em co-
mum com v, por hipOtese: denote esse v8rtice h(z): ora,h(z)€Adj(v);
a recém definida fungdo h: Adj(u) — Adj(v) & injetora. pois se z,%
® 2, mas h(zlj =h(z2) entio 2 €z, tém (pelo menos) dois vértices
adjacentes em comum, a saber u e h(zl}, conforme ilustrado ma figu-
ra abaixo. Assim, |Adj(u)] < |Adj(v)| e portanto g(u) < g(v). Por si-
metria g(v) = g(u). Loge g{u} =g(v). [ ]
DEMONSTRACAO DO LEMA 2 - Pelo Lema 1, podemos supor que u e Vv sao ad

jacentes. Como supusemos que nenhum vértice em G g adjacente atodos



h(zl.) = h(zz)

os demais, entdo existe em G um vértice, u',tal que u'=zu e u'gAdj(u).
Se u'#Adj(v). entdao g(u) =g{u'Yy=g(v),pelo Lema 1. Po'rtanto, u'€Adj(v)
(e conseqilentemente u'=v). Analogamente G tem um vértice, v', tal que
vv'zu e v €Adi(u) ¥Adj(v), <conforme ilustrado na figura abai-

x0. Ora, u' e v' nio sdo adjacentes, pois caso contrario v' e v se-

ul

riam vértices distintos em Adj(u) nAdj(u'). Pelo Lema 1, g(u)=g(u')=
=g{v)=g(v). . N

DEMONSTRACAO DO LEMA 3 - Considere o conjunto X de todos os ternos or
denados (u,v,w) tais que u=w e v & ~ vértice em Adj{u)nAdj (W), Co-
mo existem precisamente [VI1-[[V]|-1] pares ordenados (v,w) de vérti-

ces com u=w, entdo

IX| = |v|-0]V]|-11. | (1

Por outro lado, dade um vértice v, existen precisamente g(g-1) pa-

res ordenados de vértices em Adj(v). Assim,
IX] = |vl-g(g-1). (2)

De (1) e (2).segue que |V| =g(g-1) +1. Note, ao tentar g=0,1,2, que
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gz3. n :

DEMONSTRAGAO DO LEMA 4 - Vamos denotar por p(k) e b(k),respectivamen
te, o conjunto dos passeios de comprimento k e o conjunto dos pas-
seios abertos de comprimento k. Obviamente, {b(k) ,E(kK)} & uma parti

cio de p(k): ademais, [p(k)|= |V|gk, Logo,

gt (3)

Iba-2)1 + |£(e-2)| = |V

Vamos agora considerar a seguinte funcdo x: £(o) —p(2-2}:
se P= (uo,al,ul, ...,aﬂ,ug} entac x(P} = (uo,al,ul,.. . ’C"_Q,—Z’UR,-—ZJ . No
te que se Q & um passeio em b(2-2) entdo existe exatamente um passeio
P em f(&) tal que x{P) =Q; observe também que se Q & um passeioc em
f(2-2) entio existem precisamente g passelos P em f{1) tais que x(P)=

= Q. Portanto,

1£()| = Ib(r-2) | +g|£0a-2)] . ()
De (3) e {4},
1£(2) | = |V]-g" %+ (g-1) - [£C2-2) | . B

Pelo desenvolvimento do bindmio de Newton , de (5) segue que

P NP
€08 ] <1 = [V]-1 + ,zl[ 1) a1y ey 1£-D)

i=
Portanto, pelo lema 3, g-1 divide [£(2)][-1. |
DEMONSTRAGRO DO LEMA 5 - Considere a relagdo R{2)={(P.Q) |Q & uma rotagdo de P} sg
bre £(2). B ficil ver que R(2) & de equivaléncia. Considere um passeio P= (U0
ups-- "“ﬂ,’ug) em £(2) e considere o conjunto S={s|0«s<l e P= (Ug 0ty sUgyys s e oo

ul’uﬁ,‘“l’ul""’“s’us}' Note que se s&S entao Ug =ug, Up T e . =a para

st Uy TWi45 © % T dus
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todo i tal que lsisf-s. Assim, Uy =ug, o =

j tais que lIsi<s e lsi+jss<i. Em particular, se i denota o resto da divisio de &

%ajs © Y =ui+js para todo i e todo
por s, entdp P = (ui’ui+l’ui+1""’az’uﬂ,’ul’ul"" cxi,ui) e portanto ou i=0 ou
1€S. Fm particular, se s & minimo em S entdo s>1 (pois up*1,) e i=0. Portan-
to, se % & primo entdo S & vazio. Assim, a classe de equival8ncia de
de R(%) que contém P contém precisamente % passelos. Como esta con-

clusdo vale para todo P em £(£), entdo 2 divide | £(8)

. -]
DEMONSTRACAO DO LEMA 6 - Do lema 3, segue que g-122 e portanto g -1
tem um divisor primo, digamos 2. Do lemz 4, temos que & divide
|f{a)] -1. |

A demonstragdo do teorema estd completa. [
EXERCICI0S

1. Quantos grafos H existem tais que VH={1,2,3,4,5} ¢ al = {A,
B,C,D,E}? Quantos grafos simples H existem com o0s citados
conjuntos de vértices e arestas?

2. Mostre que se G & simples, H & completo e ambos tem exata-
mente n vértices entfo |aG| < faH| = {g) .

3. Mostre que para todo nx=3 existe um grafo simples 3-regular
com 2n vértices que nio tem triangulos como subgrafos.

4. Mostre que o nimero de mulheres & igual ao de homens em to-
da festa em que cada pessoa & amiga de precisamente k outras
do sexo oposto presentes i festa (k21) . Formule a assercgio
em termos de grafos.

5. Mostre que em toda cidade (com pelo mends dois habitantes) re

sidem duas pessoas com o mesmo nimero de amigos habitantes
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11.

12.
13.
14.
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da cidade. Formule a assergac em termos de grafos.

Mostre que para todo grafo G existe um grafo regular H e um
sub .onjunto X de VH tal queG =H[X]. Mostre também que se G & sim
ples ertdo existe um tal H que também & simples.

Mostre que todo k-cubo tem 2X yérticer, k¥ 1

are~tas e ébi

partici navel.

Dé um exemplo de um grafo s mple- nio biparticiondvel que nao

seja um ridngulo, e de tamanh o menor possivel.

Seja C um co:junto finito e na. vazio de conjuntor fin- tes.

Mostre que C tem elementos maximos e minis s. Mostre que tO

do elemen o maximo (minimo) € maximal (minimal

Demonstre as s guintes afirmagdes:

a. todo conjunto ndo vazio de conjuntos finitos tem um ele-
mento minimo e todo elemento minimo e minimal

b. todo conjunto finito e ndo vazio de conjuntos tem um elg
mento maximo.

c. todo conjunto finito e ndo vazio de conjuntos tem elemen
tos maﬁimais ¢ min mais.

d. conjuntos infinitos de comjunto- podem ndo ter nem ele-
men os minimais nem elementos maximais.

Mostre que H = G[X] sc¢ e somente se Hé maximal no conjunto dos

subgrafos de G cujos vértices pertencem a X. Mostre que H =

= ([x]see somente se H & minimal no conjunto dos subgrafos

de G cujo ¢o junto de arestas inclui X.

Mostre que H gera G se e somente se HSG e VH = VG.

Dé um grafo G e um subconjunto x de al tais que GLaG\x]=G-x

Mostre que todo grafo G sem lagos tem um subgrafo geradorbi
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16.

17.

18,

19.

21.
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particiondvel  tal que gH(V) > gG(v}/2 para todo v em V.

D& um exemplo de r . mostre que nao existe(m);

a. um passeio que n3o sej uma trilha.

b. uma trilha que nio seja um caminho.

€. um caminho q e na seja uma t~1lha.

d. um passeio fechado que nio seja circular.

e. do1s caminhos cujo produto nao seja um caminho.

Mostre que se P & um passeio e Q uma secio fechada de P &e
comprimento maximo, entdo P pode ser expressoc como um produ
to da forma RQS e RS & um caminho cuja origem coincide com a
de P, o término de RS coincide com o de- P, V(RS)S VP e todo
vértice interno em RS & interno em P. Co clua que todo pas-
seio de comprim:nte minimo de u a v & umcaminho e que exis-
te um caminho de u a v se e somente se existe um passeio de
uav,

Mostre que existe um passeio circular em G que passa por-u-
ma aresta o cujos extremos sfo u e v se e somsnte se existe
um caminho de u a v em G -4, !

Seja P =(;0,a1,v1....,an,vn) comn. 0, n=2 ¢ Vo =vn.Mostre
que P & circular se e somente se Vireos Vi forem dois a dois
distintos. D& um contra-exemplo para essa afirmagdo se per-
mitirmos n=2.

Prove que por toda aresta numa t 1 has fechada passa um pas-
seio circular. Dé um contra-exemplo para a afirmagio se subs
tituirmos trilha por passeio.

Mostre que a operagdo de produto de . sseios & associativa.

Seja vG o minimo dos graus dos vértices de.um grafo Gnio va
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23,

24,

25.

26,
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zio. Mostre que se G for simples entdo existe um caminho de
comprimento yG. Para cada n, ache um grafo simples G tal que
n=vG e G n3o tem caminhos de comprimento n+ 1.

Prove que se yG>1 ent3o G tem um pasgeio circular;ademais,
se G for simples ent3o existe um tal passeio cujo comprimen
to & maior do que ¥G.

Sejam u, v e w trds vértices num grafo G e sejam C e D cami
nhos de comprimento minimo de u a v e de u a w, respectiva-
mente. Mostre que se x ¢ y sdo ambos vértices de VC e de VD -
entaoc x precede y em C se e somente se X precede y em D.(Un
vértice z' precede outro z'" num caminho P se existem segoes P,
P" e P"'tais que P=P'P"P'",z' & o término de P' e z" 0 tér
mino de P").

Mostre que a fungdo f definida na demonstracdo do teorema 1

m+n—2]

satisfaz a identidade £(m,n) = (" ]

Mostre que a seguinte fungdo f satisfaz a assergao do teore
ma 1:
m, se n=2
n, sem=2 e n>2
£(m,n} =

x+y-1, se x e y forem ambos pares, m>2 e n>2

X +y, nos demais casos

onde x = f(m-1,n) e y =f(m,n-1). (Sugestdo: refagca a demons-
tragdo do teorema, levando em conta o corolirio da proposi-
¢do 1 da seciio 1).

Seja F o conjunto das funcoes que satisfazem a assergao do

teorema 1. Entdo podemos definir uma fungdo g, também em F,
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tomando g(m,n) =min{£(m,n) |£E€F}. Mostre que
a. g(3.3} =26 c. g(3,5) 214
b, g(3,4) 29 d. g(4.4) =218

(Sugestdo: considere yp grafo completo G com VG = {0,...,

z-1}, & uma particdo (4,r) das arestas de G, onde

a. z=5 ¢ L & o conjunto das arestas com extremos 1 e j
tais que i-j =+l (med 5)

b. z=8¢e 2 & o conjunto das arestas com extremos i e j
tais que i-3j=+1, -1, 4 {(mod 8)

€. 2z=13 e ¢ &8 o conjunto das arestas com extremos i e j
tais que i-j =1, 25 (mod 13)

d. z=17 e 2 & o conjunte das arestas com extrembs i e j
tais que i -j=+1, 22, x4, 8 (mod 17).)

27. Mostre V€ os valores de g(3,3), g(3,4), g(3,5) e g(4,4) sio
6, 9, 14 e 18, respectivamente, onde g ¢ a funcio definida
no exercicio 26, {Sugestdo: considere a fungao f definida
no exercicio 25 e use o exercicio 26).

28. Mostre que se g denota a fungdo definida no exercicio 26,
entdo g(n,n) 22n/2' (Sugestdo: considere um grafo G comple
to com z vértices (z <2n/2), verifique que o niimeroc de par
tigdes (2,r} de ag & 2(5), verifique que o nimero destas par
tigoes (2,r) tais que G[L] contém um subgrafo completo com
n vértices ndc & maior do que (;)2(§)~(%), ¢ que correspon
dem portanto 2 menos da metade do total de partigdes).

29, Demonstre a seguinte generalizagdo de teorema 1: Para todo

s 21 existe uma funcgio fs das seqliéncias de s naturais » 2
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nos naturais tais que para todo grafo completo G com fs (ml,
...,mS) vértices e toda partigdo (£l, .-,%;) das arestas de
G, existe um i (1=<iss) tal que G[R.i] contém um subgrafo com
my vértices. (Sugestao: defina fS da seguinte maneira:
f(fs_l(ml v ,ms_l) ,mS) , Se s=2

fs(ml,...,ms) =

m se s =1

1,
onde £ & a fungdo cuja existéncia é demonstrada no teorema
1.)

Demonstre que existe uma fungio f5 tal como no exercicio 29,

e que satisfaz a desigualdade

(m1+m2+ “es +ms-s) !
N (S M P DRI CIE D

Demonstre a seguinte generalizagdo do teorema 1 para todo
s21 ¢ tode k21 exisite uma funglo bs,k das sequéncias de s
naturais =k nos naturais tais que para todo conjunto X com
bs,k(ml,mz,. ..,ms) elementos, ¢ toda particido (21,...,2.5) do
conjunto dos subconjuntos de X com k elementos. existe um i
tal que 1 <i<s e um subccnjunto X(i) de X om m; elementos
tal que todo subconjunte de X(i) com k elementos pertence a

Ly (Sugestdo: defina b da seguinte maneira:
1]

my; . se s =1
bZ,k(bs-l,k(ml"‘ ’ms-l) ,ms) , se 5>2

by, ilmyseeeomg) = f1eby p 1 (by ye(my-1umy) by yolmy.my=1)) ,se

s =2 eml,m2>k>1

‘my -k, nos demais casos.)
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32. Verifique que a relacio R(%) definida na demonstracio do le
ma 5 € de equivaléncia.

33. Considere a relagdo S={(P,Q)|P & uma rotagdo de Q ou o re-

verso de uma rotagdo de Q) sobre o conjunto dos passeios cir

" culares de um grafo. Mostre que S é uma relacio de equiva-

léncia cujas classes de equivaléncia estdo enm correspendén-

cia biunivoca com o conjunto de circuitos do grafo.
NOTAS

A teoria dos grafos tem sido utilizada em dreas tio dispa
res do conhecimento humano como anilise de circuitos elétricos, pes
quisa operacional, teoria da computé&ﬁo, analise numérica, quimica
orginica, fisica, topologia, genética e psicolo ia {vide, por exem-
plo, [Harary 19691).

Leonhard Buler & considerado o primeiro autor em teoria
dos grafos; o famoso fisico e matemdtico resolveu o problema das pon
tes de Konigsberg [Euler 1736]. Havia duas ilhas ligadas entre si e

ds margens do rio Pregel por sete pontes, como na figura abaixo. 0

TAF
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problema era partir de uma das quatro regides, atravessar cada pon-
te uma vez e voltar ao ponto de partida. Euler demonstrou que o pro
blema nio tinha solucdo. De fato, Euler caracterizou os grafos que
admitem uma trilha fechada que passa por todos os vértices e ares-
tas. Teremos oportunidade de examinar esta questzo no capitulo IV.

0 niimero de textos em teoria dos grafos g razoavelmente
grande. Destacamos [Bondy & Murty 19761,[Berge 19703 ¢ [Harary 19691
como textos de caridter geral, [Aho, Hopcroft e Ullman 1974] como um
texto que aborda complexidade de algoritmos e estruturas de dados,e
{Biggs 19741 como um enfoque algébrico da teoria dos grafos.

O teorema 1 & um caso particular do teorema de Ramsey [Rag
sey 19301, que no caso finito corresponde ao enunciado do exercicio
31; a demonstragio aqui apresentada 2 outra [Erdds e Szekeres 19351
. e [Greenwood e Gleason 19551 (exercicios 24 e 25). Pode-se dizerque
o cerne desse resultado & o principio das casas de pombo: dadosn pom
bos e m casas (0<m<n}, alguma casa devera abrigar dois pombos (exer
cicio 5}. '

Argumentos de contagem sdo utilizados no exercicio 28 [Brdds

19471 e no teorema 2 [Erdds, Rényi e Sds 19661.



CAPITULO II
CONEXIDADE E SEPARACAD

1+ COMPONENTES

Dois vértices u e v de um grafo G 550 Ligados em G se exis-
te um passeio de u a v em G. Convém ressaltar que u e v sfo ligados
em G se e somente se existe um caminho de uavenoG (exercicio 16
do capitulo I). Desta definigdo segue imediatamente.que a relacgdo de
ligagdo & de equivaléncia. Portanto, induz uma partigio p de VG tal
que dois vértices sio ligados em G se e¢ somente se pertencem ac mes
mo conjunto em p. Cada subgrafo de G gerado por um elemento de p &
um componente de G. A figura abaixo ilustra os quatro componentes do

grafo Z da figura 1 do capitulo I.

G F 8 B
E
e 1 9 12 10
H,

it

H, f,

Figura 1-Um grafo e seus quatrce componentes: Hl’ Hz, H3 e H4.

.21
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Um grafo & conexo se quaisquer dois de seus vértices sdoli
gados. O grafo da figura 1 ndo & conexo, tem quatro componentes. Um
grafo H & isofado em G se HEG e se qualquer passeio em G que passa
por um vértice em H € um passeio em H.

LEMA I - Se LEHeEG e L & isolado em G entdo L € isolado em H.
DEMONSTRAGAO - Se P & um passeio em H entdo P & um passeio em G. Se,
além disso, P passa por um vértice em L, entdo P & um passeioc em L,
pois L & isclado em G. |

LEMA 2 - Se LEHSG, L & isolado em H e H & isolado em G entdo L & iso
lado em G.

DEMONSTRAGAO - Seja P um passeio em G que passa por um vertice em L.
Como LEH, entaoc P passa por um vértice em H. Como H € isolrdo enm G,
entic P & um passeio em H, Como L & isolado em H, entdo P € um pas-
seio em L. De fato, L & isolado em G. [}

A cadasubcenjunte 5 de VG podemos associar o eonjunto das 2
restas de G que tem um extremo em S, o outro em YG\S; esse conjunto
& chamado o corte de arestas associade a S ¢ & denotado 8G(S). Comvémres
saltar que 6(S) =8(V\S) e que 6(@) =@ =5(V}.

Podemos associar a $ um outro comjunto, a saber, odos veér
tices que pertencem a S e s3o extremos de arestas em 6(8); esse con
junto & chamado o eorte de véatices aséociade a S e & denotado WG(S).

Um conjunto de arestas (vértices) & um corte de axestas [con
fe de vertices) se for o corte de arestas (vértices) associado a al-
gum subconjunto de V.

Um corte d de arestas (W de vértices) sepasa dois subconjun
tos X ¢ Y de VG se, para algum subconjunto Z de VG, d=4(Z) (W=W(Z)

e um de % e Y & um subconjuntode Z, o outrode VG\Z; se X={x} ou Y =
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= {y} (ou ambos), entio escrevemos simplesmente que o corte separa
xeYouXevy (owxey).

Un corte d de arestas € sepatador em G se d 6 o corte asso
ciado a algum subconjunto préprio e nio vazio de VG. Um corte W de
vértices € separador em G se W & o corte associado a algum subconjun
to 5 de VG tal que WgSSVG.

EXEMPLO - No grafo Z da figura 1,

(1) se S={B,C,F} entdo W(S) =S e §(8)={1,4 6,/,8,12}
(ii) o conjunto {3,4,5,9,11) & um corte de arestas e o conjunto
{A,B,I} um corte de vértices (ambos associados, por exem-

plo, ao conjunto {A,B,E,H,J,I}.

(i1i) o corte vazio separa [B,D} e {J,F} mas n3o separa nem B

eDnem J e F,

(iv) o subgrafo H, de Z € isoladoe em Z; também & isolado o sub-
grafo de Z que tem dois componentes, Hl e Hy; o subgrafo
Z[{A,B,C}] nao € isolado; tampouce s3ao isolados os subgra-
fos X de Z tais que VX =1{A,B,C,D} e aX= {1,2,3,4,5,6,7}.

LEMA 3 - Seja X um subconjunto de V, P =(v0,u1,v1,...,an,an um pas-~
seio em G, I o conjunto {i]lcis<n e a;€8(X)}. Entao |I| & Impar se e
somente se um dos veértices Vo ¢ V, pertence a X, o outro a VA\X.

DEMONSTRAGAO ~ por indugao em n. Se n = 0 entdo obviamente I = @ e

{vo,vn} ¢ um subconjunto de X ou de V\X. Suponha pois que n>0. Con

sidere inicialmente o caso em que vn_lex. Por indugido,
[IN{n}| € par se e somente se v, EX. (1)

Por outro lado, pela definicdo de corte,
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nEl se ¢ somente se vnEV\X (2)

Ora |I| & impar quando |I\{n}| & par e n€l, ou quande [I\{n}]| & im-
par e ngl; |I| & par nos demais casos. Portanto, |I| & impar see so
mente se um de v, e v, pertence a X, o outro a VAX. O caso em que
Yn-1
COROLARIO 1 - Se dois vértices sdo ligados entdo o corte vazio naoos

EV\X & tratado de maneira andloga. ]

separa. ]

COROLARIO 2 - Seja d um corte de arestas em G, P = (vo,ul,vl,..., o
v,) um passeio em G, I © conjunto {i|l<i<n e o €d}. Entdo |I| &€ im-
par sé e somente se d separa v, e V.

DEMONSTRACAC - Pelo lema 3, |I]| & impar se e somente se um dos vérti
ces vy e Vo pertence a X o outro a VAX, qualquer que seja XSV tal que
d=6(X). De fato, |I| & Impar se e somente se d separa vy e v . ®
COROLARIO 3 - Seja H um subgrafo de G. Entdo H ¢ isolado em G se ésg
mente se S(VH) =@ e G[VH]1 =H. Ou seja, H € isolado em G se e somen-
te se toda aresta de G com um extremo em VH pertence a al.
DEMONSTRAGAO - Suponha que H & isolado em G, seja « uma aresta de G
com extremos u e v, pelo menos um dos quais pertence a VH. Entdo (u
@,v) & um passeio em G que passa por um vértice em VH. Como H & iso
lado em G entdo (u.%,v) & um passeio em H. Logo, o€alH. Como estacon
clusdo vale para toda aresta a com pele menos um extremo em VH, en-
tao §{VH) @ e GLVH] =H.

Reciprocamente, suponha que 8{VH) =¢ e GILVH] =H. Para pro
var que H & isolado em G, seja Q= (uO,Bl,ul,...,Bm,um) um passeio em
G. Como §(VH) =@, entdo §(VH)naQ =@. Pelo lema 3, ou todos 0s verti
ces em VQ pertencem a VH ou pertencem todos a VG\VH. Ademais, H =

= G[VH] por hipdtese. Portanto, ou @ € um passeio em H ou VQSVG\VH.
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Como esta conclusio vale para todo passeio Q em G, de fato H & iso-
lado em G. [ ]
LEMA 4 -8e K & um componente de um grafo G entdo K & isolado em G.
DEMONSTRAGAO - Seja o uma aresta de G com extremos u e v, suponha que
um deles pertence a VK. Por definicao de componente, se um vértice
em VK & ligado em G a outro em VG, entdo este outro pertence a VK.
Ora, u e v sfo ligados em G e Pelo menos um deles pertence a VK. Lo
go, ambos pertencem a VK. Ademais, ainda por definigdo de componen-
te, K=G[VK]. Portanto, « pertence a aK. Como esta conclusic vale
para toda aresta o com pelo menos um extremo em VK, entzo K & isola
do em G, pelo corolirio 3. |
COROLARIO 4 - Doisvértices sio ligados se e somente se o corte vaziondo
05 separa.
DEMONSTRAGAO - Imediata, do lema 4 e lema 3. | |
TEOREMA 1 - As seguintes afirmagoes sfo equivalentes:

(i) G & conexo.

(ii) G n@o possui cortes vazios seﬁaradores.

(iii) Nenhum subgrafo préprio e ndo vazio de G & isolado em G.
DEMONSTRAGAO - (i} = (ii} Suponha que G & conexo, seja X um subcon
junto proprio e ndo vazio, de VG. Entdo X contém um vértice,digamos,
u, e VX outro, digamos v. Como G e conexo, entio u e v sao ligados
em G. Pelo coroldario 1, &(X) =@.

(ii) = (iii) Seja H um subgrafo proprio e nio vazio de
G. Se VH for um subconjunto proprio de VG, entdo §(VH) =@; se VH =
= VG entdo G =G[VH] e portanto H=G[VH]. Em ambos os casos, H ndo &
isolado em G, pelo corolario 3.

(iii) = (i) Se G for vazio entdo & certamente conexo.Su
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ponhe pois que G ndo & vazio, seja K um componente de G. Pelo lema
4, K & isolado em G. Logo, K=G. Ou seja, G & conexo. [ |
TEOREMA 2 - As seguintes afirmagOes sao equivalentes:
(i) H € um componente de G.
(ii) H & nio vazio, isolaﬁo em G e comexo.
(iii) seja C' o conjunto dos subgrafos conexos e ndo vazios de G;
entao U & maximal em C'.
(iv) seja C" o conjunto dos grafos n3o va ios e isolados em G;
entdo H € minimal em C".
DEMONSTRAGAO - (i} == (ii) Suponha que H & um componente de G. Cer-
tamente H & ndo vazio. Pelo lema 4, H & isolado em G. Se v e w deno
tam dois vértices de H, entio v e w sac ligados em G, por defimigao
de componente; ademais, H & isclade em G; portanto v e W sa0 liga-
dos em H. Como esta conclusde vale para quaisquer v e wemVH, entao
H & conexo.

(ii) == (iii) Suponha que H & ndo vazio, conexe e isola-
do em G. Se K & tal que HSKEG, entdo H & isolado em K, pelo lema 1.
Pelo coroldrio 3, K ndo & conexo. De fato, H & maximal em C'.

(iii) = (i) Suponha que H & maximal em C'. Como H & nio
vazio, entdo VH contém um vértice, digamos v. Seja K o componente de
G que tem v como um de seus vértices Como H & um subgrafo, conexo,
de G, entido quaisquer dois vértices de VH sio 1igadoslem G. Portan-
to, VHEVK. Ademais, K =G[VK]; portanto HSK. Como j& provamos, ({i)
= (ii}), K € conexo; entdo H =K, pela maximalidade de H. De fato,
H & um componente de G.

(ii) <= (iv) Suponha que H & isolado em G & ndo vazio.En

tao HEC", Portanto, H € minimal em C" se e somente se nenhum subgra
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fo préprio e ndo vazio de H & isolado em G. Pelos lemas 1 e 2, H & minimal em C"
¢ ¢ somente se nenhum subgrafo préprio e ndo vazio de H & isolado em H. Ou seja,
H & minimal em C" se e somente se H & conexo, pelo teorema 1. ]
Se u e v sao vértices ligados em G entdo a distdneia de ua vem G & o
comprimento do menor passeio {caminho) de u a v em G.
TECREMA 3 - Seja G um grafo, u um vértice en G, considere ent3o a seqiincia So+5y
-+. de subconjuntos de VG assim definida:
{u}, se k=0
x Adj (Sk—l)\ssk—l’ se k>0,
onde Ssr denota uSi (0<isr).
Entao
(1) Sk € 0 conjunto dos vértices que distam k de u em @,
(ii) existe um natural g tai que 2 < |VG|, S0 =0, S1 20,, "’SJL =
=@, ¢=S£+1 =S£+2 =....
DEMONSTRAGAQ - (i) Denote por D (k20)} o conjunto dos vértices que
distam k de u em G, por Ds]-c 0 conjunto u'Di (0=izk). Provaremos, por
inducdo em k, que Dy =Sk. A afirmagdo € trivialmente valida para k=0,"
uma vez que D0 = {u} =SO' Suponha entdo que k > 0, Para mostrar que
DkESk, seja v um vértice em Dk' Entio existe um passeio (vo,al,vl,..
+20sVvy )} de u a v oem G. Ora, (vo,al,vl,...,ak__l,vk_l) € um passeio
de u a Vk-1 ©M G e portanto vk-lensk-l' Por inducgao, vk_lessk_l.Po_{
tanto, Vi, um vértice em Adj (vk_l) , pertence a S.y+ Ainda por indu-
cdo, v, um vértice em Dk’ nao pertence a Ssk—l' Assim, v bertence a
Sk' Portanto, Dkssk.
Para mostrar que SkSDk, seja v um vértice em Sk' Entdo e-
xiste em Sg.1 um vértice, v', e em aG uma aresta o, cujos extremos

sdo v e v', Por indugdo, existe um passeio P de u a v' de comprimento
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k-1 em G. Ora, P(v',a,v) & um passeio de u a v em G e tem comprimen
to k. Logo, vGDsk. Por outro lado, v, um vértice em Sk’ pertence a
VG\S_y .1+ O Qque poT indugdo implica que v pertence a VG\D_y _y- As-
sim, v€D, . De fato SD € 8 demonstracdo de (i) estd completa.
(ii) Ora, 53,81, & uma seqiiéncia disjunta de subconjun
tos de VG, Assim, se % denota o menor natural tal que 52+1 =@, en-

tdo % < |VG

. Ademais, como Adj(@) =@, entao §D=S“2 =S£+3 = ..., |
2 - CONEXIDADE

Nesta segdo vamos generalizar os conceitos apresentados na
segao anterior. Assim, por exemplo, havera grafos 'mais conexos do
que outros', num sentido preciso. Estas nogdes sdo também de valor
pratico, além do natural interesse tedrico; assim por exemplo, quan
do grafos sdo usados para representar redes de comunicagio, € dese-
javel que sejam "bastante” conexos, para imprimir & rede um certo
grau de confiabilidade.

Dizemos que dois passeios sdo disjfuntoes se ndo existe veérti
ce pelo qual ambos passam; disjuntos nas anesias se nao existe arestape
1o qual ambos passam; disfuntos intenamenie se nenhum deles passa  por
vértice que & interno ao outro; disjuntos exceto na origem {no t2wmino} v
se ambos tém a mesma origem v (mesmo tgérmino ¥) e por nenhum outro
vértice além de v passam ambos os passelos.

Dois vértices distintos e nio adjacentes ue v sao k-Liga-
des em G (k=0) se existem k passeios dois a dois internamente disjuntos
de u 2 v em G. Dois vértices distintos e adjacentes u e v sao k-Li-
gados em G (k20) se existem peld menos k-1 passeios de u a vem G-X

dois a dois disjuntos internamente, onde x demota o conjunto das 1i
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gagdes cujos extremos sao u & v. Finalmente, qualquer vértice u 2
k-figade a si mesmo, qualquer que seja k = 0. Note que a relacio de
1-ligagdo & a relagdo de ligagdo.Note também que quaisquef dois vér-
tices sao 0-Tigados, e se u e v sﬁb k-ligados, entdio u e v sio
k'-ligados, para todo k.‘ tal que 0 <k' <k.

EXEMPLO - No grafo da Figura 2, quaisquer dois vértices sdo 2-liga-

Figura 2

dos pois existe um passeio circular que passa por todos 6s vértices.
Logo, quaisquer dois vértices sio 1-1igﬁdos ¢ 0-ligados. Os vértices
2 e 3 sdo 3-ligados, mas ndo"4-ligados. S3o 3-ligados quaisquer dois
vértices em {0,1,2,3,4} e quaisquer dois vértices em {4,5,6,7,0}. Mas
nenhum vértice em {1,2,3) & 3-ligado a algum vértice em {5,6,7} pois
esses dois conjuntos sio separados pelo corte de vértices {0,4}=

= W({0 1,2,3,4}) que consiste de Z virtices apenas e € disjunto de
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{1,2,3}u{5,6,7} (lema 3). Finalmente 0 e 4 sdo os unicos vértices
distintos 4-ligados, e os unicos 5-ligados, e nao existem vértices
distintos que sejam 6-ligados.

Mais uma vez, se substituirmos na definicfo de k-ligacio
toda ocorréncia de "passeio" por "caminho”, obteremos outra defini-
¢do, porém equivalente (veja exercicio 16 do capitulo I).

0 leitor atento deverda ter nctado que a relagao de k-liga
¢io & reflexiva e simétrica, mas nao necessariamente transitiva:con
forme vimos no exemplo anterior, oS vértices 1 e 0 (figura 2) sdo3-
ligados, © <ip também os vértices 0 e 7, mas or vértices 1 e 7 sao
apenas Z-ligados. Assim, nio & possivel generalizar de forma ing8-
nua o conceito de componente.

TEOREMA 4 - Seja X um subconjunto de VG, x um vértice em VG\X, C uma
colegdo miaxima de caminhos dois a dois disjuntos exceto no término
x & todos com origem em X; seja Z um corte minimo de vértices que se
‘para X e x mas nao contém x. Entao lc| = lz].

DEMONSTRAGAQ - Dentre as colecgbes de caminhos dels a dois disjuntos
exceto no término X e todos com origem em X, escolha uma,(eiiste,pois
a vazia & uma delas), chame-a D, tal que OD seja maximal.

Pelo lema 5, abaixo, existe um subconjunto W de VG\{x]} que
& um corte de vertices que separa X e x, € contem precisamente
|D] vértices. Basta entdo mostrar que W & minimo e D & maxima. Parta
tanto, observe quz se D' & uma colegdo de camiﬁhos, disjuntos exce-
to no término x, e todos com origem em X, e se W' & um subconjunto
de VG\{x} que & um corte de vértices e que separa X e X, entdo, pe-
1o lema 3, cada caminho em D' passa por um vertice em W'; ademais,

W' & um subconjunto de VG\{x} e D' consiste de caminhos disjuntos ex
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ceto no término x. Logo caminhos distintos em D' passam por vértices

distintos em W'. Portanto, |D'| < |W'|. Em particular,
D'} < W] = |D| < |w*|

e portanto [D'| < |D| e |W| < |W']. De fato, D & méxima e W & minimo.
LEMA 5 -Seja D uma colegio de caminhos disjuntos exceto no términeo

X, todos com origem em X. Entdo uma das seguintes alternativas vale:

ou (i) existe um corte de vértices W tal que W separa X e Xx,
|¥| = ID| e x pertence a VG\W.
ou (ii) existe outra colegio D, de caminhos disjuntos exceto no
término x, e todos com origem em X, e também um vértice
w em X\OD, tais que OD_ = {w}uOD e XnVD, s{w}u[XaVD]1.
DEMONSTRACAO - Por indugdo em |VD| + |VG\X].

12 CASO  W(X)\VD nio & vazio.

Seja v um vértice em W(X)\VD, o uma ligacdo em §(X) que in
cide em v, v' o extremo de a em VG\X. Se v' =x entdo (ii) vale, com
D, =Du{(v,a,x)} e w=v,

Suponha pois que v' =x, seja X' o conjunto {v'}uX. Note
que 2 hipdtese de indugdo & aplicivel a X' e D. Todo corte de verti
¢es que separa X' e x separa tambem X e x. Pela hip&tese de inducio
podemos entao supor que o casc (ii) ocorre, com X' no lugar dex; D,
noe lugar de D+, e w' no lugar de w.

Se w' =v', entao v', um vértice em V\OD',pertence a V\OD}
e portanto (ii) vale, com D,=D; ew=w'. 8e w' =v', entao v, mnvéz
tice em X'\VD', pertence a V\VD; e portanto (ii) vale, com D, & co-

lecdo obtida a partir de Dj. substituindo o caminho P enm D, cuja ori
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gém & w' pelo caminho (v,u,v')P, e com w =y, Em ambos os casos,(ii)

vale.
2° TASO  XnVD\OD nio ¢ vazio.
Seja P =(v0,al,vl,...,an,vn) um caminho em D e m um intel

ro tais que O <m<n ¢ v, €X. (Figura 3).

Figura 3

Note que P & um caminho com término x e portanto
{vl,...,vm_l}EV\{x}.
Seja entdo X' o conjunto XU{Vl""‘vm—l}‘ seja D' a colegdo obtida

de D substituindo P por (vm,a Vm+1""’an’vn)' Note que {Vm} =

m+l’
= OD'\OD e {v,} =OD\OD'. Observe também que a hipdtese de inducdo &
aplicavel a3 X" ¢ D', pois X€X' e |VD'| = |VD| -m < |VD|. Se (i) valer,
com X' no lugar de X, D' no lugar de D, e W' no lugar de W, entdo
(i) véle paré XeDcomW=W" pois todo corte que separa X' € X se
para também X e x.

Supenha entdo que (ii) vale, para X' e D', com D] no lu-
gar de D, e w' no lugar de w. Note que Vs um vértice em OD', per-

tence a 0D;. Note também que ¢ conjunte {vo,vl,... }, que deno-

vm-l

taremos M, & um subconjunto de X'\VD'. Logo, ou MaVD, =@ ou MnVD] =



- 32 .

= {w'}.

Se MnVD, =@ entdo faga 2 “Vpi 5e MoVD{ ={w'} entdo faca
z=w', Em ambos os casos, seja T o inteiro tal que 0<srszme z =V,
seja R o caminho em D, cuja origem & z. Finalmente, seja B, a cole-
gao cbhtida a bartir de D/ mediante a substituicdo de R pelo caminho
[vﬂ’ul’vl""‘mr*vr)R' E ficil ver que (ii) vale, com w=w' se z =

= ¥ e w =vm se z =w',

n’
3% CAS0 Nenhum dos anteriores.

Afirmamos que (i) vale, com W=W(X). Certamente W(X) & um.
corte de vértices, que separa X e x, eque n3o contém x, pois XeVy{x}
e W(X)<X. Resta entdo mostrar que W(X) = 0D, pois nesse caso IW{XJI =
= |bf.

Para mostrar que W{X)<0D, note que W(X)=XnW(X) ,pois W{X) =X
Como o 1° casonao se aplica, entdo W(X)sVD, Portanto, W(X) =XaW{X)nVD.
Como o 2¢ caso nio se aplica, entio X WVDEOD Portanto, W(X)<OD.

Para mostrar que ODeW(X), basta notar que pelo lema 3, ca
da caminho em D passa por um vértice em W(X); como W(X)<OD, entzo a
origem do caminho pertence a W(X), pois D é constituida de caminhos
disjuntos exceto no término X. De fato, 0D =W(X) e (i) vale, com W=
= W({X). A demonstracio do lema completa a demonstracdo do teorema.

| |

Convidamos o iéitor a "aplicar" a demonstracio do lema pa
ra o grafo da Figura 4, onde D consiste dos dois caminhos indicados,
x=11 e X={1J;H.

COROLARIO 5 -Sejam u e v dois vértices distintos e ndo adjacentes em
G; seja CO uma cole¢do méxima de caminhos de u a v dois a dois dis-

juntos internamente, W, um corte minimo de vértices que separa u e
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Figura 4
v mas ndo contém nem u nem v. Entdo |Gyl =|Wol.

DEMONSTRAGAO - Se C & uma colegdo de caminhos de u a v intermamente
disjuntos e se W & um corte de vértices que separa u e v mas nao con

t3m nem u nem Vv, entdo cada caminho em C passa por um vértice em W,
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¢ distintos caminhos em C passam por distintos vértices em W. Por-
tanto, |C| s {W|, com igualdade somente se C & maximaz e W & minimo.
Basta entZo produzir um tal par C, W com |IC] = |w[.

Seja H o grafo G-u, X o conjunto AdjG(u)}\{ul}. (No caso da
Figura 4, se u=0 entdo X ={1,2,3}). Como u e v nio sio adjacentes,
entdo vEX. Seja D uma colegdo maxima de caminhos em H, disjuntos ex
ceto no términe v e todos com origem em X. Seja W =WH(S) um corte mi
nimo de vértices em H que separa X e v mas ndc contéem v.

A cada caminho P em D corresponde um caminho P' em G, dew
a v, bastando para isso tomar P' =(u,a,u0)P, onde Uy e a origem de
P e o uma ligacdo com extremos u e Uy. Assim, C={P'|PED} & uma co-
lecdo de caminhos de u a v em G, dois a dois internamente disjuntos.

Ademais, pelo teorema 4,
fc] = in} = |w| (1)

Por outro lado, mostramos agora que W & um corte de vérti
ces em G que ndo contém nem u nem v mas separa u e v. Ora, W=WH(S)
€ um corte em H =~ G-u que separa X e Vv mas nao contém v. Certamente
W ndo contém nem u nem v. Se V€S, entio XSVG\S e nesse caso W = WG(S);
se VEVG\S entdo XSS e nesse caso W =WG(Su{ul) (Figura 5). Em ambos
05 casos, W & um corte de vértices em G que separa u e v,

De fato, em vista de (1), C & mixima, W & mfnimo e Ic] =
= |W|. |
COROLARIO 6 ~ Dois vértices distintos e ndo adjacentes de um grafo G
sao k-ligados se e somente se nenhum corte de vértices com menos de

k vértices separa u e v mas nio contdm nem u nem v. | |
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Figura 5

Um grafo & k-conexo (kzO). se guaisquer dois de seus vérti
des sAo k-ligados. O grafo da Figura 2 g 2-conexo, mas nac 3-conexo;
o grafo da Figura 1 & 0-conexo: o grafo da Figura 4 & 0-conexo, I-
conexo, 2-conexo, 3-cCOnexo mas nio 4-conexo. Evidentements, um gra-
fo & l-conexo s¢ e somente se¢ for conexo; todo grafo € 0-conexo; se
um grafo & k-conexo entdo & k'-conexo para todo k' tal que Os<k'zk.
PROPOSICRO 1 -Seja G um grafo com n vértices. Se ns1 entdo G & k-
conexo, para todo k20, Se n 22 entic G nio & n-conexo, e sera n-1
conexo se € somente se tiver um subgrafo gerador completo.
DEMONSTRACAO - Como todo vértice & k-ligado a si mesmo, se n<1 en-
tio G & k-conexo. Suponha ent3o que n>2, sejam u e v dois vértices
distintos em G, X o conjunto das arestas cujos extremos s3o u e V,H
o grafo G -x. | ‘

0 corte W =WH(VG\{V}5 separa u e v em H mas ndo contémnen
v nem v. Logo.,u e v nao sio (n;l)-llgados em H. Portanto, u e v nao
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sdo n-ligados em G. Ademais, u e v sio (n-1}-ligados em G se ¢ so-
mente se u e v s3o adjacentes em G e WH(VG\{v}) =VG\{u}, ou seja,se
e somente se v for adjacente em G a todos os demais vertices de G.

Como estas conclusdes valem para todos os pares de vérti-
ces distintos u e v em G, entioc G nio & n-conexe, & sera (n-1)-cone
X0 Sc e somente se contiver um subgrafo gerador completo. ]

Em vista da proposigdo 1, podemos definir a conexidade de um
grafo G- com pele menos dois vértices como sendo o maior inteiro k tal
que 6 & k-conexo.

TEOREMA 5 -Seja G um grafo com n vértices (nz2) e que nac contém um
subgrafo gerador completo. Entio g conexidade k0 de G & taracterizg

da pelas seguintes propriedades:

(i) kg € a cardinalidade de cada corte minimo W de vértices
de G que € separador em G.
(ii) kg € a cardinalidade de cada subconjunto minimo X de VG tal
que G- X ndo & conexo.
DEMONSTRAGAO - Vamos primeiramente mostrar que W existe e |W] <k,.Pa
ra tanto, sejam u; e vy dois vértices de G que sdo ko—ligados mnas
nao (kp*1)-ligados. Se Uy e vy nio forem adjacentes entdo pelo coro
lario 6 existe um corte de vértices em G com precisamente ko vérti-
ces, que separa Uy € vg mas ndo contém mem Uy nem v,. Nesse caso, W
existe e |W| <kgy. |
Podemos entdo supor que Uy € vy sao adjacentes. Seja x o
conjunto das arestas de G cujos extremos sao Uy € Vg, seja H o gra-
fo G- x., Ent3o ug & vy s30 (k0—1)—ligados em H, mas nio kU-ligados.
Pelo corolario 6, existe em H um corte Wy =WH(S) que separa ug & Vv
mas ndo contém nem u; nem Vo» © consiste de precisamente k,-1 vérti

s
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ces. Pela proposigao 1, k,<n-2 e portanto |W01 <n-3. Seja entao
w um vértice em VG\[WUu{u,v}]. Ajuste a notagido, permutando Ug Vg
se necessario, de forma que uOES. Se w pertence a S entdo WG(S) se-
para w e v, nao contém nem w nem vy e consiste de k, vértices (Fi-
gura 6). Se w pertence a VG\S entdo WG(SU{VO}) sepaTa U, e w,nao con
tém nem u, nem w e consiste de kO vértices (Figura 7}.

De fato, W existe e
W] <kg. (1)

Vamos agora mostrar que X existe e |X| s |W|. Para tanto,
sejam u e v vértices em VG\W que W separa. Qualquer passeio de u =a
v passa por um vértice em W; portanto u e v nio sdc ligados em G-W.

Logo,

Eal

Figura 6

G-W néo & .conexo. De fato, X existe e

|X| < |W

. (2)

Finalmente, se u' e v' sao vértices de G- X ndo ligadosen
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G-X, entao u' e v' n3o sio ([X[{+1)-1ligados em G, pois todo passeio
de u' a v' em G passa pPor um vértice em X e passeios distintos de u
a v' em G internamente disjuntos passam por vértices distintos em X.
Assim, kj < |X|. Desta desigualdade, (2) e (1) segue que ko= [X] =lw|.
|

0 proxime resultado & mais uma aplicagdo do "principic da
casa do pombo'.
TEOREMA 6 -Se G & um grafo k-conexo (k=2) com pelo menos 2 vértices
entao por quaisquer k vertices Passa um passeio circular.
DEMONSTRACAQ - Por indugdo em k. Considere o caso k=2,inicialmente.
Sejam u e v dois vértices distintos em G. Pelo coroldrio 5 existem
dois caminhos, P e Q, disjuntos internamente e de u a v em G. Entdo
o produto de P com o reverso de Q, isto &, P*R(Q), € um passeio cir
cular que passa por u e v.

Suponha entdc que k 2 3,seja Z um subconjunto de VG com k
vértices, u um vértice em Z. Como G & k-conexo, entdc G & (k-1)-co-

nexo. Por indugdo existe em G um passelo circular C que passa por to
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dos os vértices de Z\{u}. Se C passa também por u, entacC passa por
todos os vértices de Z. Suponha entdo que C nao passa por u.

0 passeio circular C pode ser expresso (tomando uma rotagdo de'C, se
necessario) camo um produto CICZ"'Ck-l onde cada Ci € um caninho ndo degenerado
e tem camo origem um dos k-1 vértices em Z\{u}, (Figura 8). Seja D uma colegdo ma
xima de caminhos dois a dois disjuntos exceto no té&rmine u, todos com
origem em VC. Sem perda de generélidade, VDAODEVAVC,

Supenha que existe um i tal que 1=i=<k-1 e dois caminhos
distintos P1 e P2 de D tem sua origem em VCi. Entzo Ci pode ser ex-
presso como um produto C..C..C., onde Cil & nio degenerado, sua ori

ioril-iz
gem e seu término constituem as origens de P1 e de P2 (Figura 8). A
juste a notagao, permutandc P1 e P2 se necessario, de forma que a o
rigem de Ciq seja a origem de P; e seu término a origem de Pz.Entéo

CiOPlR(PZ}CiZCi+1Ci+2'"Ck-ICICZ'"Ci-l € um passeio circular em G

Ci+1

Figura 8
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que passa por todos os vértices de 7.

Para completar a demonstragio, resta entdo mostrar que pe
1o menos dois caminhos em D tem suas origens nummesmo VCi (Isisk-1).
Ora este & certamente o caso se |D| 2k. Suponha entio que |D| sk-1,
Pelo teorema 4, existe um corte W de vértices que separa VC e u,nzo
contém u e consiste precisamente de D] vértices.

Seja w um vértice em VC. Como G & k-conexo, entdo pelo co
rolario 6 ou W cont&n u, ou W contém w, ou w e u sio adjacentes, ou W ndo separa
w e u. Mas W separa VC e u, ndo contem u, e waVC. Logo weW. Como esta conclusac va

le para todo vértice w em VC, entdo VCEW. Portanto,
k-1<{vC| =< |W| = |D| sk-1.

Consequentemente, |VC| =k-1=|D

.- Portanto, VC=2Z-{u) =0D. Assim,pa
ra cada Ci existem dois caminhos em D cujas origens sd3o a origem e
0 término de C;. A demonstracido do teorema ests completa. B

Da mesma forma como usamos passeios disjuntos internamen-
te para definir a relacdo de k-ligacdo, podemos definir a relagdo de
k-aresta-ligacio usando passelos disjuntos nas arestas. Resultados
semelhantes aqueles ja obtidos valem também neste caso, com demons~
tragdes mais simples ainda. Por isso, apenas enunciaremos a maioria
destes resultados, deixando suas demonstragdes como exercicio para
o leitor.

Dois vértices u e v sio k-aresta-Ligados em G (k20) se u = v
ou se existem k passeios de u a v em G dois a dois disjuntos nas arestas, Novamen
te, quaisquer dois vértices sao O-arestas-ligados e a relacdo de I-ligacio coin-
¢ide com a relagao de l-aresta-ligacdo e com a relagao de ligacdo. Se dois ver-

tices sdo k-aresta-ligados entdo s3o também k'-aresta-ligados, para
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todo k' tal que 0 sk' sk. Mo grafo da Figura 2, os vértices 2 e 3
sao 6-aresta-ligados, os vértices 3 e 4 sdo 4-aresta-ligados,mas nao
5-aresta-ligados, pois o corte 6({2,3}) de arestas separa 3 ¢ 4 e
consiste de quatro arestas (lema 3).

Um grafo G & k-aresia-conexe {k=0) se quaisquer deis de seus
vértices sdo k-arestas-ligados.
PROPOSICAQ 2 - Seja G um grafo com n vértices. Sen=l entdo G & k-
aresta-conexo, qualquer que seja k20. Se nz2 e d denota o minimo
dos graus dos vértices de G, entdo G ndo & (d+l)-aresta-conexo.
DEMONSTRAGAO - Imediata. |

A anesta-conexidade de um grafo G com pelo menos dois vérti-

ces € o maior inteiro k tal que G & k-aTresta-conexo.

COROLARIO 7 - Seja G um grafo com pelo menos dois vértices,d o mini-

mo dos graus dos vértices de G, k0 a conexidade de G ¢ ké a aresta-
t

0 sko <d.

DEMONSTRAGAQ - Basta notar que quaisquer dois passeios distintos dis

conexidade de G. Entao k

juntos internamente sdo disjuntos nas arestas. 8
TEQOREMA 7 - Sejam X e Y dois subconjuntos de VG, disjuntos. Entido u-
ma colegdo maxima de caminhos com origem em X e términe em Y, dois
a dois disjuntos nas arestas tem a mesma cardinalidade de um corte
minimo de arestas que separa X e Y.
DEMONSTRAGAC - Analoga & do teorema 4.

Mostre que se D € uma colegio de caminhoé com origem em X
e términoc em Y, dois a dois disjuntos nas arestas, entdo uma das sg
guintes alternativas vale:

ou (i) existe um corte d de arestas que separa X e Y, e |d|=|D]|,
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ou (ii) existe outra colegao D, de caminhos com origem em X,téer
mine em Y, deis a doig disjuntos nas arestas, e tambem

uma aresta o em oD \oD tais que

oD, = {aluoh e
aD, naGlXl=aDnaGLX]. [ ]

COROLARIO 8 - Dois vértices de um grafo G szo k-aresta-ligados se e
somente se nenhtm corte com menos do que k arestas os sépara. n
TEOREMA 8 - Seja G um grafo com n vértices (n22). Entdo a aresta-co-

nexidade ké de G € caracterizada belas seguintes propriedades:

(i) k! & a cardinalidade de cada corte minimo de arestas de G

0
que & separador em G. '
(ii) kg € a cardinalidade de cada subconjunto minimo x de aG tal
que G ~-X nido & conexo.
DEMONSTRAGAO - AnZloga 3 do teorema 5. 1
EXERETCIOS

1. Mostre que para quaisquer subconjuntos X e Y de V, s(xey) =
= §(X)®38Y, onde @ denota a operacac de "diferenca simétri-
ca', ou seja A®B = (AuB)\ (AnB).

2. Mostre que um subconjunto de aG & um corté 5¢ e somente se
€ a unifo de uma colecdo de cortes nio vazios minimais,dois
a dois disjuntos.

3. Mostre Que se G & conexo entio 8(8) € um corte nio vazio mi
nimal se e somente se G[S] e GLVA8] sdo ambos subgrafos pré

prios de G e conexos.
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Mostre que um conjunto de arestas € um corte se e somente se
sua interségﬁo com cada circuite do grafo contém um nimero
par de arestas. Conclua entdo que as seguintes afirmagces
sdo equivalentes:
(i) G & biparticionavel.
(ii) aG & um corte em G.
(i1i) todo circuito em G consiste de um nimero par de

arestas.

. Mostre que }6(5)| € Impar se e somente se © nimero de vérti

ces de grau impar que pertencem a § & impar.

Mostre que se W=WG(S) entdo W{(VG\S) uW) =W.

Mostre que todo grafo simples com n vértices e mais do que
(n;la arestas & conexo.

Mostre que se G & um grafo simples com n vértices e cada um
de seus vertices tem grau pelo menos {n-1)/2 entdo G & cong
X0,

Demonstre que dois caminhos de comprimento miximo num grafo

-conexo nio sao disjuntos.

Mostre que se modificarmos a definigao de Sy (k»0) no enun-

ciade do teorema 3 para
§; = Adj({ul){u}
e S = Adj(S_1)\(Sy_quSy_p) (k>1)

entho obteremos a mesma seqiiéncia SO’Sl"" .
Suponha que a seqliéncia SO’SI""’SL a que se refere o enun

ciado do teorema 3 seja fornecida, Esboce um algoritmo efi-
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ciente que calcula um caminho de comprimento minimo de u a
um vértice dado.

Seja T §, =a seqlincia a que se refere o enune
ciado de teoremz 3. 0 que se pode afirmar a respeito do gra
fo GIS_,1?

Mostre que para quaisquer vértices distintos u e v ligados
em G a distancia de u a v é igual 3 cardinalidade de cada co
legdo maxima de cortes de arestas dois a dois disjuntos que
separam u e v, ¢ & igual a d-1, onde d & a cardinalidade de
cada coleg@o maxima de cortes de vértices dois a dois dis-
juntos que separam u e v.

Suponha que a cada aresta ¢ de um grafo G seja associado um
real ihio negativo p(q). 0O peso de um passeio (vo,al,vl,...,
an V) € a soma p(ql)-+p(a23 *...%p(a ), e a p-distineia en
tre dois vértices u e v & o minimo dos pesos dos passeios de
U a v. Generalize o teorema 3 e demonstre a generalizacido ob
tida.

Como se pode determinar eficientemente um circuite minimo
que contenha uma aresta dada, ou verificar que nenhum cir-
cuito - ~ontem?

A cintura de um grafo € a cardinalidade de cada circuito mi-
nimo, se o grafo tiver algum circuito. Como se pode determi
nar -eficientemente a cintura de um grafo?

Um passeio & pax [Impax] se seu comprimento & par (Impar).
Da mesma forma como distancia e cintura foram definidos com
relagao a passeios, podemos também definir distincias e cin

x

turas pares e impares. Por exemplo, a distdncia par de uav &
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” . > . -
o minime dos comprimentos dos passeies pares de u a v. De e
xemplos de passeios pares {impares) de u a v cujo comprimen
. . -~ . - - .
to seja a distancia par (Impar) de u a v mas que nao sejam
trilhas.

Defina uma seqiiéncia (PO,IU),(PI,Il),... de pares ordenados

L2Y

de subconjuntos de V de forma que para cada k, Pk(Ik] o}

2k

(018

conjunto dos vértices cuja dist@ncia par (impar) de u
(2k+1).

Prove qu: existe um passeio fechado impar em G se e somente
se existe um passeic circular Impar em G. Mostre, através de
um exemplo, que a afirmagic fica falsa se substituirmos "Im
par"” por "par', mesmo se substituirmos "passeio" por I''tri-
1ha". Comec se pode calcular eficientemente a cintura impar
de um grafo?

Dado um conjunto t de arestas de um grafo G, um passeio P =
= (vo,al,vl....,an,vn) & afternade com relagdo a t se paraca
da i (l<i<n-1), uma das arestas a; € Dy,q pertence a t, aou
tra a aG\t. Podemos entdo definir distancla alternada da ma
neira usual. D& uma definigdo recursiva da seqiiencia SD’SI'
""Sk"" tal que Sk € o conjunto dos vértices cuja distan
cia alternada a u & igual a k, para cada k=0. Se necessa-
rio, substitua cada Sk por Pkqu, e defina uma seqiiéncia
(PO,IO),(Pl,Ilj,... recursivamente.

Dé um exemplo de um corte de arestas nao vazio d gue separa
dois vertices m e v, € um subconjunto § de Viiu,v} tal que
d=4(3).

Caracterize a classe de grafos para os quais a seguinte de-



23,

24,

25,

26,

27.

- 47 -

finicao de k-ligagdo & equivalente iquela dada no texto:
"Dois vértices u e v sio k-ligados em G se u=v ou se exis-
tem k passeios de u a v dois a dois disjuntos internamente",
Dé um contra-exemplo para a seguinte afirmacfo."Sejam X e Y
subconjuntos disjuntos de VG. Entio a cardinalidade de cada
colec@o mixima de caminhos com origem em X e término em Y,
dois a dois disjuntos, & igual & cardinalidade de cada cor-
te minimo de vértices que separa X e Y" (confronte esta a-
firmagdo com as dos teoremas 4 e 7).

Mostre que se X e Y sio subconjuntos (nio hecessariamente
disjuntos) de V entdo a cardinalidade de cada colegdo maxi-
ma de caminhos com origem em X e término em Y, dois a dois
disjuntos, € igual % cardinalidade de cada subconjunto mini
mo Z de V tal que no grafo G-Z, nenhum vértice em X\Z & 1i
gado a algum vértice em Y\Z.

Mostre que um grafo com pelo menos 2k vértices & k-conexo se
¢ somente se, para quaisquer subconjuntos X e Y de V com pe
lo menos k vértices cada um,existem k caminhos dois a dois
disjuntes, com origem em X e término em Y. Sugestdo: use o
teorema 4 e o raciocinio do coroldrio 5.

Mostre que se G & Z-conexo entdo quaisquer duas ligagdes de
G pertencem a um circuito em G.

Dé um contra-exemplo para a seguinte afirmacio {compare-a com
0 teorema 6)}:" Se G & um grafo k-aresta-conexo (k=2) com pe
lo menos 2 vértices entdo por quaisquer k arestas passa um
passeio circular". Mostre que essa afirmagio € falsa mesmo

Se restringirmos os conjuntos de k arestas a arestas duas a
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duas ndo adjacentes.

28, Mostre que dois passeios disjuntos internamente sdo disjun-
tos nas arestas. '

79, Demonstre a proposigide 2.

30. Demonstre o teorema 7.

31. Demonstre o teorema 8.

32, Seja G um grafo simples com n vértices (nz2) e d o minimo
dos graus dos vértices em G. Mostre que se d =z {(n-1)/2 entao

a aresta-conexidade de G € igual a d.
NOTAS

A definicio de k-ligagao e de comexidade aqui apresentada
nio & {nica. Alguns autores [Harary 1969, Bondy e Murty 19761 prefe
rem a caracterizacde (ii) dada no teorema 5; outros usam ainda ou-
tra definicio, imune a dualidade planar [Tutte 19661. O teorema 4 e
os corolirics § e 6 s3ao variacdes do famoso teorema de Menger {1927).
Uma dessas variagdes, a do coreldrio 6, aparece num trabalho de Whit
ney, juntamente com a desigualdade do coroldario 7 [Whitney 1932b1.
0 caso particular do teorema 6, para k =2 bem como o Tesultado enun
ciado no exércicio 26 tamb&m sdo de Whitney (1932a). O teorema 6 foi
demonstrado por Dirac (1960a). E também de Dirac (1960b) o resulta-
do enunciado no exercicio 25. Uma solugdo para o exercicio 14 & co-
nhecida como o algoritmo de Dijkstra (1959). Igualdades minimax ani
logas ao teorema de Menger envolvendo arestas ao invés de vértices
(teoremas 7 ¢ 8 ¢ coroliario 8) sé foram descobertas mais tarde por
Ford e Fulkerson (1956), no contexto de fluxos em redes. Para um es
tudo mais aprofundade de conexidade sugerimos a ja citada monogra-

fia de Tutte (1966). ia



CAPTTULO III
GRAU
1 - SEQUENC1AS GRAFICAS

Seja G um grafo com n vértices V1a¥ys seey Voo A seqiiéncia
(g{vl),g(sz,...,g(vn)) & uma segiibneia degraus de G.Uma seqliéncia de
naturais & gradica se for uma seqliencia de graus de algum grafo, e
estnilamente gnafica se for uma seqiiéncia de graus de algum grafo sim-

ples.

Seja f uma fungdo de um conjunto V no conjunto N dos patu-
rais. Dizemos que f & gk&ﬁiﬂa se existe um grafo G tal que V = VG e
gG{v) =£(v) para todo v em V, e estnitomente grafica se existir um tal

G que seja simples. Para X um subconjunto deV, £(X) denota § £(v).
vEX

TECREMA 1 -Uma funcido £: V — N & grdfica se e somente se f(v) &
par.

DEMONSTRACAD -Se f & grafica entdo existe um grafo G tal que V = VG
e gGlv) =£{v) para todo v em V; nesse caso, £(V) =}gG(v) =2|aG| ,pe-

la proposig¢do 1 do capitulo I; portanto, £(v) & par.

Reciprocamente, se f£(V) & par entao o conjunto X = {v] vev
e £{v) & Impar} tem um nimero par de elementos; nesse caso podemos
particionar X em pares {x1.x,1, {x3,x4},...,{xlxl_l,xlxl}; podemos
definir entdo G como um grafo em que existenm I1X|/2 ligacSes, com ex

~49-
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tremos xl e xz, Xz € Xgo o o XIXI-I e xtxl’ respectivamente, €
(£(v)-1X])/2 lagos, f(v}/2 dos quais incidentes a cada vertice v em

VAX, e (f(v)~1)/2 dos quais incidentes a cada vértice v em X. u

A Figura 1 mostra um exemplo em que V ={x],Xy:X5 X4, Vyo

V2’V3} consiste de sete elementos,

£(x) = £(xy) = £lxg) = £(x) = 3 e £vy) =£(vy) = £lvg) = 2.

0099999

*1 *2
Figura 1

0 grafo ilustrado na Figura 2 & outra solucazo para a fun-

¢do f mencionada.

Figura 2

Conforme vimos,a solug@o dada pelo teorema 1 nem sem-
pre (quase nunca) @ um grafo simples, mesmo guando existe uma

solugio simples. O prdximo resultado caracteriza fungoes estri
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tamente graficas:

TEOREMA 2 -Uma fungdo grafica f: V —= N & estritamente grafica se
e somente se f£(X) <k(k-1} + ] min{k,f(v)} para cada subconjunto X
A

VvEVAX
de V (onde k denota a cardinalidade de X).

DEMONSTRAGAO - Para verificar que a condigdo citada & necessiria, su
ponha que f & estritamente grifica. Seja G um grafo simples com V =
= VG » g6 =£., Considere um subconjunto X de V, seja k a cardinalida
de de X. Entdo, se H denota o grafo G[X] e¢ X denota o grafo G-X, te
mos que (figura 3) '

I gG(v) = [ ghH(v) = |8(X)}| = | (g6(v)-gKk(v)). (1)
vEX vEX VEV\X

—

I

Figura 3
Como G & simples, entdo

gH(v) sk-1 (veX) (2)

gG{v) -gK(v) = min{k,f(v)} (veviX) . (3)
De (1), (2) e (3),

f(X) = k(k-1) + § min{k,£f(v)}. (4)
vEV\X
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De fato, a citada condigdo & necessaria. Para mostrar sua
suficiéncia, suponha que vale. Vamos provar, por inducdo em |V|.que
£ & estritamente grafica. Certamente £ ¢ estritamente grafica se

y =, pois nesse caso basta tomar o grafo vazio.

Suponha entdo que V #@. Vamos colocar os n vertices deV na

orden (vl,vz,...,vn) de forma que f(vl] 2f(vy) 2., zf(vn).

Por hipdtese, a condigdo (4) vale para todo subconjunto X

de V. Em particular, quando X ={v1}, temos que

n
£(vy) = Z-min{l.f[vi}} < n-1.
i=2

Assim, f(v;) sn-1. Ademais, denotando por X, @ conjunto {VZ""’V£(v1]+1}’
temos que f(v) =1 para todo vemnX;,. Seja entdo V' o conjunto V\{vl},

F't V' — N a fungdo definida por

f(v)-1, se vEX,
£ (v) =

f{v), se VEV'\XO
Pelo lema abaixo e pela hipdtese de indugdo, £ # estritamente grafi
ca. Seja pois G' um grafo simples com VG'=V' e gG'=f'. Entdo adicio-
nando a G' o vertice v, € f(vl) ligagoes u2’33“"’“f(v1)+1 tais que
vy evy sio os extremos de a; para todo i (25isf(vl)+1), obtemcs um,
grafo simples G com VG=V ¢ gG=f. De fato, se (4) vale para todo sub-~

conjunto X deV entdo f & estritamente grafica.

LEMA - A fungdo £': V' — N & grafica; ademais, para cada subconjunto X de V',

£(X) < kik-1) + 7 min{k,f'(v)}, (5)
vEV'\X
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onde k denota a cardinalidade de X.

DEMONSTRACAO -Para mostrar que £' & grafica, basta notar que £' (V')=

= £(V} -2£(v;). Como f & griafica entzo f' & grafica, pelo teorema 1.
1 30 g p

Vamos mostrar que a condigéo (5) wvate, por indugib

em {X\X,]|.
1? CASO f£(v) =k+1 para todo vértice v em XO\X.
Pela escolha de v, e XO, .
£(X) <kf(v)) = kl_XUl = kiXonX[._— [xﬂ\-x| + (k+1)fxﬂ\x|. 16)
Como £'(X) = £(X) -[XOnX|, entdo de tﬁ) segue que
£100 s (k-1 |xg0X] - x5\ + (k1) |Xp0%] « N

_Por hipotese do caso, min{k+1,f(v)} =kt1 para tode v em Xp\X.  Por-

tanto,

(DX = T min{lel,£(v)} = XX+ F mindk, £} . 18)
VEXG\X VEX\X
De (7) e (8),

£100 s (k-1 [XgnX| + T min(k, £ (v}
vGXO\X

Dai a validade de (5), pois [XgnX] < |X| =k. A anilise do 1° caso es

td completa.
29 CASO X=Xy e £(v) <k para cada v enm V'\(Xuxdj.

Seja X' o conjunto Xu{v,}. Entio,

£100 = £0X) - £v)) - [XnXg| = £00) - [x,) - k. (9
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Por outro lado,

£(X') < (keDk+  J min{k+1,£(v)} . {10)
vEVAX'

Se v pertence a X\X entio min{k+1,f(v)} =1 +min{k,f’ {(v)}; se v per
tence a V'\(XUXO) entdo £'(v) =f(v) <k e portantec min{k+il, £(v)} =

= {k,f'(v)}}. Logo,

7 min{k+1,£(v)} = o omin{k.f' (v)} + [X\X[. (11)
vEVAX! veEV'\X

Finalmente, lxo\xl =Xyl - 1% =Xy} - k. Desta, (9;, (10) e (11),

{0 s (kHD)k+ ] minik,f' (v)} - 2k.
vEV'\X

Portante, (5) vale. A analise do 2% caso esta completa.
39 CASO Existe um vertice w em X\X; e outro ., em Xg\X tais que
£(w) <f(w0) .

Como f‘(wo) =:E(w0) -1 e £'(w) =f(w), entdo f' (w) < £ (wo).
Seja X' o conjunto [X\{w}]u{wo}. Por indugdo (uma vezr que X'\X, ~

Frox'ys k(k-1) + 7 min{k,f'(v)}. (12)
vEV'\X'
Mas
J min{l£ (- T min{k,£' (W} = min{k, £ ()} -mink, £ (W)} <0 (13)
vEV \X' VeV \X
e

£ (X) -£1(X") = £'(w) —:E'(WO) < 0. (14)
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De (12), (13) e (14) segue a validade de(5). A anialise do 39 caso es

ta completa.

4¢ CAS0 Nenhum dos anteriocres,

Como o 1¢ caso nac se aplica, entdo existe um véertice W em

Xg\X tal que f(wo) <k.

Por definicao de Xpo
£(v) = £(wg) < k (¥vEV'\X,), (15)

Como o 29 caso nao se aplica, entdo X\ X, 2 nao vazio, seja

w um de seus vértices. Como o 39 caso nio se aplica, entdo
f(v) < f(w) (VVGXO\X). (16)
De (15) e (16), temos que
f(v) £ k (VvGV‘\(XnXOJ) (17)

pois WEV'\X,.

Seja X' o conjunto X\{w}. Por indugdc, {pois X'\NXy =

= (XX WD),

X)) < (k-1 &2+ 7 min{k-1,f' (v)}+min{k-1,f' (w)}.
vEV'\X
Logo,

fr(xX')y = (k-1)(k-1) + E min{k,£'(v)}. (18)
VEV'\X

Finalmente,

£'(X) = £ (X")+£'(w) = £'(X") +k.
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Desta e (18),

Fr(X) < 1+k(k-1)+ ;o omin{k,f'(v)}. (19)
o vEV'\X

Para mostrﬁr a validade de (53), resta agora mostrar que a
desigualdade estrita se aplica a (19). Para tanto, note que de (17),
) min{k,f'(v)} = £ (V'\X).

veEV '\ X

Logo, de (19),

£1(X) = 1+k{k-1) +£' (V'\X) (z0)

com igualdade se ersomente c¢ a igualdede se aplica a (19). Mas
£' (V') & par e portanto f'(X) =£'(V'\X) (mod 2). Ademais, k(k-1} e
par. Portanto, a desigualdade estrita se aplica a (19) e a (20). De
fato, {5) vale. A andlise do 47 caso completa a demonstragido do le-

ma. B
A demonstracio do lema completa a demonstragao do Leorema.
COROLARIO 1 -Seja £ =(f;,....f ) ume seglidncia n3o crescente de na-

turais, Entdo f & estritamente grdfica se e somente se Jf, & par e

e~

n
f; < k(k-1) + ) min{k,fi}
1 i=k+l

i
para todo k tal que 1 <k =n,
DEMONSTRAGAD -Seja V ={v1,..\,vn} um conjunto com n elementos. Seja

f a funcao de V em N que associa a cada v, o valor fi. Basta notar

que para cada subconjunto X de V, onde k designa sua cardinalidade,
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LX)

[ b
Lai]

i

n
} min{k,f.} < ! min{k,f(v)}.
k L X

i=k+1 vEVY

Assim, a condicdo enunciada implica na validade da condlgao enuncia
da no teorema. Por outro lado, evidentemente esta implica aquela.As

sim, as duas sio eéquivalentes. j

Vamos agora demonstrar uma outra propriedade a respeito de
seqiiéncias estritamente graficas, que a rigor segue como corolirio
da demonstracie do teorema 2. 0 método a ser utilizado e todavia di

ferente daquele usado na demonstracgio do teorema 2.

TEOREMA 3 -Seja f==(f1,...,fnj uma seqiiéncia ndo crescente de natuy-
rais. Entdo f & estritamente grafica se e somente se fi =n-le f'=

(fz-l,fs—l,...,ff H—l,ff PETREREE ) € estritamente grafica.
1 1

DEMONSTRACAO -Obviamente, se fyen-1 e £' & estritamente grafica en

tio f @ estritamente grafica,

Vamos considerar portanto somente o caso em que £ & estri-
tamente grafica. Nesse caso, evidentemente fl sn-1, Seja V={v_,...
,Vn} um conjunto com n elementos e f a funcao de V em N que associa
a cada v; o valor £;. Note que intencionalmente éstamos usando omes
mo simbolo £, seja para a seqiiéncia, seja para a fungdo. Seja 6 a
classe dos grafos simples G com VG =V e gG=£f. Como f & estritamen-
te grafica, entdo G & ndo vazia. Seja X, o conjunto {VZA%"“‘KH+1L
Beja G um grafo em G tal que AG = AdJG(vl}\XO seja minimal,

Vamos agora mostrar que AG & vazio. Para tanto, suponha o



-~ 58 -

contrdrio, seja v, um vartice emAG. Como }Ade(vl)I = IXOI, entdo

Xo\AdjG{vy) é ndo vazio, seja vj um de seus vertices.

Vi "V W

Figura 4

Por defimigdo de Xp» ] <i. (A figura 4 mostra um exemplo em
que f; =5, i=15¢e j =4). Portanto,fj =f,. Ou seja gG[vj) z gG(vi).
Mas v & adjacente a vy e vy nio o &. Logo, existe um vertice,w,ad-
jacente a V5 mas néo a vy (figura 4). Substituindo em G as ligagoes
com extremos vy € W, e vy e V;, por ligagBes com extremos vi € Vj,e

v, e W, obtemos outro grafo simples G' em G, com AG'EAG\{vi}, em con

tradicdo a escolha de G. De fato, AG & vazio.
Como |Ade(v1)l =Xyl entdo AdjG(v,) =Xg. Logo, £' €&afun
¢do grau do grafo G-vy. De fato, £ 3 estritamente grafica. ¥

2 - EMPARELHAMENTOS

Na secdo anterior, vimos caracterizacoes de funcdes grafi-
cas e estritamente graficas. Quanto &s Oltimas, podemos dizer que de

cidir se uma dada fungdo £: V — N e estritamente_gréfica equivale
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a decidir se existe um subgrafo G de um grafo completo K com VK = V
e tal que f =gG. Podemos pensar entdo na seguinte generalizacio: e
ja X um grafo (nao necessariamente simples nem tampouco completo),f
uma fungdo de VK em N. Em que condigoes K tem um subgrafo gerador G
tal que f=gG? A resposta a esta Pergunta sera dada na préxima se-
¢cdo. Nesta secdo consideraremos casos particulares desta questdo,em

que £(v) =1 para todo v em VK.

Considere um conjunto t de arestas de um grafo G. ParaX um
subconjunto de VG, Xt denota o conjunto dos vertices incidentes aa
restas de t. Dizemos que t cobte um subconjunto Y de VG se cada ver
tice em Y incide em pelo menos uma aresta em t: assim, t cobre Y se
€ somente se Y =Yt., Dizemos que t & um emparelhamento com relacdo a um
subconjunto X de VG se nenhum lago em t incide em algum vértice em
X e nenhum vertice em X & incidente a mais de uma ligacdo em t- has-
sim t & um emparelhamento em re'agdo a X se e somente se gH(v}) = 1

para todo vertice v em X, onde H dengta o grafo G ({aG\t'.

Quando t cobre VG dizemos simplesmente que t & uma cobentu-
ta de (vertices) de G; quando t & um emparelhamento com relagido a VG

dizemos simplesmente que t € um emparelhamento em G.

Considere agora um conjunto T de véertices de um grafo G. Pa
Ta x um subconjunto de aG, xT denota o conjunto das arestas inciden
tes a vertices de T. Dizemos que T cobre unp subconjunto y de agG se ca
da aresta em ¥y incide em pelo menos um veértice em T: assim, T cobre
¥y S¢€ e somente se y =yT, Dizemos que T @ Andependente com neﬁag&o a um
subconjunto x de aG se nenhuma aresta em X tem ambos os extremos (ou o
Unico extremo, no caso de lagos) em T: assim, T & independente com

.relagao a x se e somente se nénhuma aresta em X pertence a aH, onde
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H denota o grafo G[TJ. .

Quando T cobre aG dizemos simplesmente que T & uma cobertura
de (arestas) de G; quando T & independente com relacdo a aG dizemos que

T & independente em G.

Finalmente, -dade um grafoe G, VU(G) denota o conjunto dos’
vértices de G que tém grau zero em G; quando G & subentendido, V; a

brevia V4(G).

 TEOREMA 4 -Seja G um grafo,t em emparelhamento em G, ¢ uma cobertu-

Ta de vértices em V\V,, T um conjunto de vértices independente emG,
¢ uma cobertura de arestas de G. Entao

(i) ITl =f¢c| +|vyl, com igualdade somente se T ¢ maximo e cAEmi

nima,
(i1) |t] =lc}, com igualdade somente se t & maximo ¢ C & minima.
(iii) VAT cobre aG ¢ V\C & independente em G.
{(iv) existe uma cobertura ¢' dos vértices de G —V_0 e um empare-

lhamento t' em G tais que
[t] +[c"] "'W'OI |Vl =[]+ lcl * lv.g[xf
{v) se T & maximo e C ¢ minima entdo
[T] +]c] = |Vv].
€vi) se t & maximo e ¢ € minima entdo

el +fcl + vyl = [v].

DEMONSTRAGAD

(i} cada vértice em T ou pertence a Vy ou incide em arestas em
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¢; ademais, vértices distintos em T\V0 incidem em arestas distintas
de c, pois T & independente e ¢ cobre VAV,. Se T' & um conjunto in-
dependente em G ¢ ¢' cobre VAV, entdo IT'|s]cI+]V0[ elT[s{c‘f+!V0];
assim, se |T| = [cl+[V0] entdo |T'|<|T| e [c[=]ec'], logo T & maximo
e ¢ & minima,

(ii) analoga a (i).

(iii) nenhuma aresta de G tem ambos os extremos em T ¢ toda ares-
ta de G tem pelo menos um extremo em C; logo, toda aresta de G tem
pelo mencs um extremo em VAT, e nenhuma aresta de G tem ambos os ex

tremos em VAC. Portanto, V\T cobre a e W\C & independente em G.

(iv) Para cada vértice v enm (V\VUJ\Vt, escolha arbitrariamente uy-
ma aresta o(v) incidente em v, seja c' =tu{a(v)|VG(V\V0J\Vt}. Entdo

e IsTel1VI=1¥0 1= (vel = V] -1Vgl-It] e portanto [cl+[c'{+[vy]  |v].

Seja t' um subconjunto maximal de ¢ tal que t' & um empare
lhamento em G. Entfo nenhuma ligacdo em c\t' tem ambos 05 extremos
em VAVt'; por outro lade, todo vertice em (V\Vo)\Vt' incide em pelo

menos uma aresta em c\t'. Logo, ](V\VO)\Vt'l s |ent'|. Assim,
V1= 1Yyl = 2] <le] - et
Ou seja, |V] s|t'] +|c| 4[V0].

(v) De (iii)}, temos que VAT cobre aC e portanto [C|<|V]|-|T|. De
(1ii), temos tamb&m que V\C & independente e portanto |V]-|C| <|T}.
De fato, |T| +]c| =|v].

(vi) Analogamente a (v), de (iv) temos que

[t] + |e'| + IVOI <|V| e portanto |t} + |cf + Vol < |v].
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Ainda de (iv), |V} =|t'| +[c| + V4l e portanto vl sle] +le] +|vgl.

Dai a igualdade |t]| +|c] +]V,| =|V]. ]

Convém ressaltar que a desigualdade (i) mo emmciado do teorema 4 e
miitas vezes estrita, mesmo quando T & mAximo e ¢ & minimo: considere por exemplo
um tridngulo A propdsito,este mesmo exemplo (tridngulo) serve para ilustrar que a
desigualdade (ii) & tambem 3s vezes estrita, mesmo quando t & maximo e C:e.-minima.
Veremos a seguir todavia que a igualdad: ocorre em (i) e (ii) nas sitvagdes minimax

quando G & biparticionivel.

Por outro lado, a reciproca de (v € falsa: um contra-exemplo trivial
consiste em tomar um grafo ndo vazio G, fazer T=@ e C=VG. Analogamente, a reci-

proca de (vi) & falsa: deixamos a cargo do leitor a elaboragdo de contra-exemplos.

TEOREMA 5 -Seja G um grafo com bipartigdo {X,Y}. A cardinalidade de cada cobertura

minima C de arestas de G & igual a de cada emparelhamento maximo t em G.

DEMONSTRACAO - Adicione a G um novo vertice x, e ligacGes entre x e
cada vertice em Y, desta forma obtendo um nove grafo H (figura 5%.

Assim, G=H-x.

Figura 5

Seja W um corte minimo de vertices em H que separa X e X

mas nio contém x. (No caso da figura 5, {3,5,8} constituem um tal



- §3 -

N

corte.) Entdo W & uma cobertura das arestas de G, pois se a€aG com
extremo u em X e v em Y ¢ se B denota a aresta em H com extremos v
e x, entdo (u,o v,B,X) & um caminho em H com origem em X e términe

X, portanto ou u ou v pertence a W. De fato, W cobre aC. Assim,
fc] = |w]. (1)

Seja agora D uma colegfo midxima de caminhos em Hdois a dois
disjuntos exceto no término x e todos com origem em X. A cada cami-
nho P =(v0,a1,v1,...,an,vn) em D corresponde uma aresta a(P)=a1, de
G (note que nz2); ademais a caminhos distintos em D correspondem a~
restas sem extremo em comum. Assim, {a(P)|PED} & um emparelhamento

em G, com cardinalidade [D|. Logo,
ID] < [t]. (2)

De (1) e (2), pelo teorema 4 do capitulo II e pelo teorema

4, (ii), fcl =|t]. ¥

COROLARIO 2 -Seja G um grafo com biparticdo {P,N}, c uma cobertura
minima dos vértices em VA\Vy, T um conjunto independente miximo. En-

tdo [c| +|Vyl = 1],

DEMONSTRAQKO - Pelo teorema 5, existe uma cobertura C de aG e um em

parelhamento t em G tais que
lcl = ltf. (1)

Pelo teorema 4, (iv), existe uma cobertura c¢ dos vértices en V\V0

tal que

[el +lc | 1yl s [V]. (2) ‘
|
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Pelo teorema 4, (iii)}, VAC & independente em G. De (1) e (2),
el = ler] < IVl = 1vgl - ] = [V] - [¥,] - fcl <IT] - [Vl

Portanto, |c| = |T| ~[Vy]. Do teorema 4, (i), segue que le|+[vyi=1T].
u

0 proximo resultado & conhecido como teorema de Hall, e &s

vezes chamado de "o problema dos casamentos" (vide exercicio 11}.

TEOREMA 6 -Seja G um grafo com bipartigado {X,Y}. Existe um empare-

lhamento que cobre Y se ¢ somente s¢
[Yavo(6-2) | = lz],

para cada subconjunto Z de X.

DEMONSTRAGCAO - Para verificar a necessidade da condicgldo, seja tum em

-

parelhamento em G que cobre ¥, Z um subconjunto de X. Seja v um ver
tice em ¥nV,(G-Z). Como v pertemnce a Y e t cobre Y, entdo v € o ex-

tremo dé uma aresta,o, em t. Seja u o extremo de o em X. Como v per-
tence a VO(G—Z),_gntéo u pertence a Z. Podemos assim assoclar a cada
vertice v em YnVO(G—Z) um vertice u(v) em Z, de forma que v ¢ ul(v)
sdo adjacentes em G[t]. Como t & um emparelhamento, entao se v' «v"

segue que u(v'} =u(v") para quaisquer vértices v' e v'' em YnVO[G—Z).

Assim, a desigualdade vale.

EXEMPLO - Considere o grafo G da figura 5. Ndo existe emparelhamento

gque cobre Y em G pois se tomarmos Z={3}, temos que YnVO(G-Z)={6,7}.

Para verificar a suficiéncia da citada condigde, suponha que
ela vale, seja t um emparelhamento maximo em G, C uma cobertura mi-

nima de aG. Pelo teorema 5, {C| =|t].
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Seja Z o conjunto CnX. Note que para cada vértice vem Y\C,
Adj(v)<Z, pois C cobre aG e {X,¥} & uma bipartigcio de G. Assim,

Y\C;YnVO(G\Z). Logo,
Ivvci s[YnVO(G\Z)I <lz! = [cnXx].

Portanto, |Y| =<]C

. Mas |C| =|t] =[Yt|. Logo, IY] <|Yt]. oOu seja,
Y=Yt e t cobre Y. |

0 leitor atento deveri notar que o enunciado do teorema &

ndc se generaliza de maneira ingénua para grafos nao biparticioniveis.

Poder-se-ia pensar que a condicio
IVoe-23) s |z

para tode subconjunto Z de VG & necessiria e suficiente para que um
grafo G tenha um emparelhamento que cobre VG. Esta condicdo & certa
mente necessaria (vide exercicio 16}, mas nio suficiente; mais uma

vez, © triangulo & um contra-exemplo.

Daremos a seguir a2 condicdo necessaria e suficiente para
que G tenha um emparelhamento penfeifo, isto &, um emparelhamento
que cobre VG. Dado um grafo H, um componente X de H & mpar se | VK|
& impar, e pat se |VK| & par; denotamos por I(H) o conjunto de com-
ponentes Impares de H. A condigdc necessaria e suficiente para que

G tenha um emparelhamento perfeito & que
l1(6-2)| =< [z],

para todo subconjunto Z de VG. Mais adiante, iremos demonstrar esta
afirmagdo. Vamos agora dar trés exemplos. 0 grafo G da figura 6

nao tem um emparelhamento perfeito, pois se tomarmos = {v},
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entdo |I(G-2)[ = 3. O triangulo também nio tem um emparelhamento per

feito, basta tomar Z = 8.

Figura 6§

No caso do grafo G da figura 5, se tomarmos Z = {3} temos [I(G-Z)|= 3.

LEMA 1 -Seja t um emparelhamento num grafo G, Z um subconjunto de

VG. Entdo
11(G-2)| = IV\Vt| +|Zt].

DEMONSTRACAO - Seja K um componente impar de G -Z, tal que t cobre VK
Como VK & Impar, entdo pelo menos uma aresta o« em t tem um extremo
em VK, o outro em If. Podemos ent@o associar a ¥ o extremo v(K) de
o em Zt. Por outro lado, se K @ um componente impar de G -1 tal que

+ ndo cobre VK, entdo VKAVt =@ e podemos entdo associar a K um ver-
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tice v(K) em VE\Vt.

Note que v: I(G\Z) — [V\VtIvZt & injetora, pois seX e k'
s80 componentes distintos enm I{G\Z) entio v(K) = v{K'},pois t &um em
parelhamento em G e VK e VK' sio subconjuntos disjuntos de V, Daj a

desigualdade enunciada. [

Dade um emparelhamento t em um grafo G, um passeig P = (vo,
GyaVy, .._,an,vnj em G & t-alternado se para cada i tal que l<izn-1, u
ma das arestas o; e ®i+] Pertence a t, a outra a aG\t. O passeio P
3 t-pat se n=0 ou se uIEaG\t, g t~Impar se n =0 Cu se ulet. Note que

qualquer passeio de comprimento menor do que dois & t-alternado. A

figura 7 mostra alguns exemplos de Passeios alternados.
v
7

Figura 7
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Enunciamos a seguir algumas propriedades elementares cujas

demonstracoes ficam a cargo do leitor.

LEMA 2 -8Seja P =(v0,a1,v1,...,an,vn) um passeio t-altermado. Se P

for t-par entao uZiGt {1<isn/2) e a21+1eaG\t (0<is{n-1)/2), e se P

for t-impar entdo aZieaG\t (1£i<n/2} ¢ u21+1et (0sig(n-1)/2). <]

LEMA 3 -Se P & um passeio t-par (t-impar} de comprimento impar en-
tio R(P) & um passeio t-par (t-impar). Se P & um passeio t-par (t-

impar) de comprimento par entao R(P) & um passeio t-Impar (t-par).B

LEMA 4 -Se P & um passeio t-impar cujo término pertence a VAVt e o
& uma aresta em t, entio ou P nao passa por nenhum dos extremos de

a ou P passa por o. ]

LEMA 5 -Seja C um caminho t-impar, com origem u, e com  término
v. Se v pertence a V\Vt entdo t' = (tuaC)\(tnaC) & um emparelhamento

em G, com Vt' =[Vtul{viiviul. ®

LEMA 6 -Se.C & um caminho t-alternado nio degenerado com origem u €
termino v, ambos em V\Vt, entdo t' = (tuaC)\ (tnalC) ¢ um emparelhamen

to em G, com Vt' ={u,vluVt, 8

Denotaremos por Q(G,t) o conjunto dos vértices v de G que
s3o origens de caminhos t-impares com termino em V\Vt. No grafo( da

figura 7(a), onde v EVAVL, temos QIG,t) = AV, VoV, Ve Vg VgV }.
0 0*Y2z'"4°"5*76*" 778

Se H & um subgrafo de G, entdo tH denota o emparelhamento
tnaH de H. Um subgrafo H de G & um t-vertice em G se VHAV(tH) & unita
rio e VH=0Q(H,tH). O subgrafo G{{v4,v5,v6,v7,v8}] do grafo G da fi-

gura 7(a) 2 um t-vertice em G. Note que qualquer subgrafo de G com
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precisamente um vértice & um t-vertice em G. qualquer que seja

G.

TECREMA 7 - Seja t wum emparelhamento em G tal que Vt & maximal.

tdo existe um subconjunto Z de V tal que
|1(6-2)| = |vwt| +|z].

Ademais, cada componente em I(G-Z) & um t-vértice em .

DEMONSTRAGAD - A demoﬁstragéo serd feita mediante os seguintes

t e

En-

re-

sultados, onde Q abrevia Q(G,t) e Z dencta o conjunto Adj(Q)\Q.

LEMA 7 - V\VteQ.

LEMA 8 - Toda dresta em t com um extremo em I tem o outro extremo em

Q.

LEMA 9 - Para cada componente K em GLQI, VK =Q(K,tK}.

LEMA 10 - Para cada componente K em GLQ1, se |VK\V(tK)| =2 entido pa

ra cada vertice v em VKAV (tK) existe em K um caminho tX~- par nio de-

generado com origem em VE\V{tK) e término .

LEMA 11 - Para cada componente K enm GLQI, |VEK\V(tK}| =1.

v'EQ

uedAdi(Q)

Figura 8

DEMONSTRAGAO DO LEMA 7 - Para cada vértice v em VAVt, (v¥) e um

nho t-par em G com orgiem v e término em V\Vt. Portanto veQ;

cami

logo,



VAVZA-VR »

DEMONSTRACAO DO LEMA 8 - Seja o uma aresta em t COm eXtremos u @ v,
suponha que u€Adj(Q). Seja B uma aresta que incide em u ¢ tem um eg
tremo v' em Q {figura 8). Seja C um caminho t-impar em G com origem
v' e término em V\Vt, Se C passa por o entdo C pode ser expresso cg
mo o produto C'(u,w,v)C" ou como o produte C'(v,2,u)C"; no 1% caso
(u,2,v)C" & um caminho t-impar com origem u e termino em V\Vt; no 2°¢
caso (v,a,u)C" & um caminho t-impar com origem v e téermino em V\Vt.
Finalmente, se C nido passa por o entdo C ndo passa nem pPOT U Nempor
v: nesse caso (v,a,%,8,v')C & um caminho t-impar em G com origem v
e términa em ViVt. Em todos os trés casos, pelo menos umdeu e vper

tence a Q. Assim, se u€Z = Adj(Q)\Q entao vEQ. [ |

DEMONSTRACAO DO LEMA 9 - Considere um vértice v em VK. Como VKsQ, entdo se-

ja C= (vo,ml,vl,... , 0 ,vn) um caminho t-Impar em G com origem vy =V

n
e término em V\Vt. Ora, (v,) 3 um caminho em K. Seja entdomo maior

inteiro <n tal que C' = (vo,al,vl,...,a ,vm) e um caminho em K.

m
Considere inicialmente o caso em que m<n { figura 9. com

m=4 e n=8)., Pela maximalidade de m, vm+IGV\VK; logo ,vm+leV\VQ. Co
" o_ & 3 - -

mo C" = (vm+1,am+2,vm+2,...,an,\rn) ¢ um caminho t-alternado em G cu
jo término pertence a V\Vt, entdo C" nic e impar; portanto, m+l<n e

€aG\t. Assim, o_, .6t e portanto vaVK\V(tK). Logo, C' & um cami

m+2 m+1
nho tX-Impar em K cujo término pertence a VKAV(tK) Assim, vEQ(K,tK).
Considere agora 0 caso em que m=n. 0 vértice Vi necessa-
riamente pertence a VKA\V(tK), pois pertence a V\Vt. Assim, novamen-
te C' & um caminho tX-Impar em K, com origem.v e término em VKAV (tK).

.arlL
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Em ambos os casos, vEQ(K,tK). Como esta conclusio vale pa-

ra todo vértice v em W, entio de fato VK = Q(K,tX). K

Figura 9

DEMONSTRAGAO DO LEMA 10 - Suponha que [VKAV(tK)| 22, seja v um ver
" tice em VK\V(tK).

Observe que simplesmente pelo fato de pertencer a YK, M =
= G[{v}] & um subgrafo de X tal que {v} SVM\V(tM) e VM =Q(M,tM). Se
ja entao X um subconjunto maximal (ndo vazie) de VK tal que {v} =

= XAV(tl) e VL = Q(L,tL), onde L denota o grafo GLXI (figura 10).

Como {v} = X\V(tL) entdo nenhum vertice em VKAV (£K)\{v} per
tence a X. Assim, como X & conexo, entdo o corte WK(VK\X) nio & va-

zio. Ademais, como VvEVK\V(tK}, entido tndK(X) = @.
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L & GIX]

EVK\V (LK)

Figura 10

Considere agora um vértice w em WK{(VK\X). Pelolema 9, exis-

te em K um caminho tX-impar C =(vg,u1,v1,...,u ,vn) cuja origem Vo

n
& w e cujo término pertence a VK\V(tK}. Seja a uma aresta em 8K(X)
que incide em w, seja w' seu extremo em X. Como tnéK(X) = B, entao

aBakit.

Como X =VL =Q(L,tL), entio existe em L um caminhe D tL-im-

har com origem em w' e termino v.
g

Suponha que C & um caminho em K -X. Entao C e D sao disjun
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L=gG[x]

Vnr'l )
am+ 1

v
mt+1 m

Figura 11

tos; ademais R(C) (w,a,w')D & um caminho tK-par nao degenerado com o

rigem em VKA\V(tK) e término v.

Resta entdo mostrar que C & um “iTinho em K - X. Para tanto,
suponha o contrario; observe que (vy) & um caminho em K - X, poisvy =
= w. Seja entdo m o maior inteiro <n tal que C' =(v0,al,v1,...,am,
vy} ¢ um caminho em K - X. Seja X' =XuVC', L' =G[X']. Vamos agoramos

trar que X' contradiz a escolha de X (figura 11).

Observe primeiramente que para cada inteire i tal que
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e < , - . K
1<2i+l =m, (v21+1,m21+1,...,vl,al,vﬂ)(w,u,w JD & um caminho tK-1m
par em L', com origem v,..q © término v. Ademais, pela maximalida-
de de m, e uma vez que C n3oc & um caminho em K -X, entéonKn,\%ﬁlex

am+1€aG\t.

Logo, m & impar e {vl,v3,...,vm}§Q(L‘,tL').

Analogamente, seja D' um caminho tL-impar em L, com origem

Vel © término v. Entdo para cada inteiro 1 tal que 0<2ism-~1, (VZi,

L. = r_7 1 L
a21+1,v2i+1,...,um+l,vm+1)D & um caminho tL'-Impar em L', com ori

- . = 1 1)
gem vy, ¢ termino v. Assim, {vz,v4,...,vm_1}eQ(L ,IL' ).
Portanto, X' =Q{L".tL'}.

Finalmente v, um vertice em VK\V(tK),pertence a X'\V(tL');
todo véertice em X'\{v} pertence a V(tL'), pois C' e R{C') sao ambos
impares e nic degenerados, e todo vértice em X\{v} pertence aV(tL).

Assim, {v} =X'\V(tL'} e a escolha de X & de fato contradita.

Portante existe um caminho tK-alternado nao degenerado,com

origem em VK\V(tK) e término v. .|

DEMONSTRAGAO DO LEMA 11 - Em virtude do lema 9, |VKAV(tK)| =1. Supe-
nha que |VK\V{tK)| = 2. Dentre os vartices em VK, escolha um, v, tal
que se C denota um caminho t-impar de v a algum vértice em V\VL, en-
tdo para nenhum outro vertice v' em VK existe um caminho t-TImpar de
v' a algum vértice em V\Vt cujo comprimento seja menor do que o© de

c.

Vamos agora mostrar que VEVKA\V(tK) e & o unico vertice em

VKrVC. Para tanto, observe que se o término de C pertence a VK en-
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tio e ve(s= (v). Por outro lado, se o término de ¢ pertence a V\VK,
entao, como na demonstragdo do lema 9, C pode ser expresso como um
produto C'{v',v,u)C", onde YEtnEG(VK) e C" & um caminho em G -VK;nes

Se caso, pela escolha de v e C, temos que C' & degenerado, v =v'.

De fato, em ambos os casos VEVKAV(tK) e {v} =VKnVC (figura

12).

Figura 12-A situacdo analisada no lema 11, no caso
particular em que nem v unem w pertencem
a V\Vt.
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Como |VK\V(tK)| =2, ent@o pelo lema 10 existe em K um cami
nho t-alternado nio degenerado D cuja origem, digamos w, pertence 2

VK\V(tK) e cujo término & v.

Note que DC & um caminho ndo degenerado e t-alternado em G
cujo término pertemce a V\Vt. Se w pertence tamb&m a VAVt entdo Vt
nio & maximal, pelo lema 6. Se w pertence a Vt e se o denota a ares
ta em t que incide em w e w' denota o extremo de o em V\VK, entdo
(w',ow)DC & um caminho t-impar cuja origem, w', pertence a V\Q ¢ cu-
jo término pertence a V\Vt, uma contradicao. Note que C nio passa
poT W € portanto nao passa nem poT w' nem por o, D nido passa por W';

assim, (w',o,w)DC & de fato um caminho.

Em ambos os casos, com w em V\Vt ou com W em Vt, obtivemos

uma contradicdo. De fato, |VK\V(tK}| = 1. B

Para completar a demonstragdc do teorema, vamos denotar por

J o conjunto de componentes do grafo GIQJ.

Pelo lema 7,
i\t = Q\Qt, (1)

e 2sVt. Cada vértice v em I pertence pois a Vt e pelo lema 8 & ad-
jacente ao longo deuma arestaemta um vertice v' em Qt\V(tQ); ade-
mais, t & um emparelhamento e portanto se v e W sdo vértices distin
tos em I entao sdc adjacentes ao longo de arestas em t a vertices

distintos v' e w', respectivamente, em Q\V{(tQ). Assim,
2] s lQe\v(rQ) |- ' (2)

Pelo lema 11,
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[Qwv(eQ)| = |Jj. ‘ (3)

Cada componente K em J & um subgrafo ndo vazio e conexo de
G -Z; de fato, K & isolado em G -Z, pois Z =AdjG(QI\Q. Assim, cada
compenente em J € um componente de G.-Z, Ademais, pelo lema 11, para

cada componente K em J, |VK| & impar, pois VK| =1+2|tK|. Assim,
JeI{G-1), (4)
De (1}, (2) (3) e 74), temos que
[VAVe] + [z} = [I{G-Z)]. (s)

Pelo lema 1, a igualdade vale em (5), & portante a igualda
de vale em (2) e (4). Assim, I(G-Z) & J. Pelos lemas 9 e 11 cada com
ponente em I(G-Z) & um t-vertice em G. A demonstragdo do teorema es-

td completa. [ ]
COROLARIO 3 - Um grafo G tei um -emparelhamentd perfeito se e somente
se -
11(6-2) | sz}
para todo subconjunto Z de VG.
DEMONSTRAQEQ - Imediata, pelo lema 1 e teorema 7. [

COROLARIO 4 - Um emparelhamento t em um grafo G © maximo se e somen-

te se existe um subconjunto Z de VG tal que
[T(G-2)[ = Jv\vt] +]z].

DEMONSTRACAO - Imediata, a partir do lema 1 e do teorema 7, uha vez

‘que t € maximo se e somente Se V\Vt & minimo. [ |
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COROLARIO 5 - Um emparelhamento t em um grafo G & miximo se e somen-

te se Vt & maximal em {Vt'|t' & um emparelhamento em G}.
DEMONSTRACAO - Aplique o teorema 7 e o lema 1. R

3 - f-EMPARELHAMENTO S

Nesta secdo vamos considerar um problema que abrange os con

siderados nas duas primeiras segoes deste capitulo.

Dado um grafo G, a cada subconjunto t de aG corresponde u-
ma fungio t de VG no conjunto N dos naturais, tal que para cada v enm
VG, t(v) & o grau de v no grafo G -(aG\t); assim, para cada v em VG,
t(v) & o nimero de arestas de t que incidem em v, lagos contados duas
vezes. Note gue usamos O MESmMo simbolo tanto para o conjunto de ares
tas quanto para a funcic, mas & facil distinguir quando se trata de

um ou outro, pelo contexto.

Dada uma fungdo £ de V em N, e um subconjunte X de V, £(X)
denota J f£(v). Um subconjunto t de aG 2 um f-emparelhamente se t{v) =
< f£(v} ggia cada v em V, e um f-emparefhamento perfeifc se t(v) =£(») pa
ra cada v em V. A f-deficilnein de t & o inteiro f(V) -t(V): note que
a f-deficidncia de t & sempre nao negativa; & igual a zero se e somen

te se t & um f-emparelhamento perfeito.

oy

Assim, um emparelhamento & um f-emparelhamento em que £
a funcdo que associa o valor 1 a cada vertice de V. & perfeito se e
somente se t for um f-emparelhamento perfeito; a f-deficiéncia de t

¢ iguat a |V\Vt]|, neste case.

Por outro lado, se f & uma fungdo de um conjunto V no con-

junto N dos naturais, entdo f # estritamente grafica se¢ e somente se
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um grafo completo G com VG =V admite um f-emparelhamento perfeito.

Vamos entdo caracterizar os pares G, £ onde G & um grafo e
f uma funcdo de V em N,tais que G admite um f-emparelhamento perfeito;

na verdade, vamos ver também como se determina um f-emparelhamento de

f-deficieéncia minima.

Dados dois subconjuntos disjuntos X e Y de VG, AG(X,Y) de-
nota o conjunte §G(X)néG(Y); assim, A{X,Y) & o conjunte das arestas
com um extremo em X, o outro em Y, e @& igual a SH(X) = §H(Y), onde H=

= G{XuY].

Dada uma particdo p=(S,T,U) de V em 3 blocos 5, T e U (al
guns eventualmente vazios), um componente K de GLUI & Zmpat com rela-
gdo a f: V —+ N e com relagdo & particdo, se f(VK) + |A(VK ,1}| & im-
par. Denotamos por I(£,p) o conjunto de componentes de GLU]l Impares

com relagao a f e a p.

Conforme veremos, a condicfo necessaria e suficiente para

que G admita um f-emparelhamento perfeito & que
[T(£,p) | < £(8) - [£(T) - 2|aGrTi| - [A(U,T) |1 (1)

'para cada partigdo p=(S5,T,U) de V.

Vamos inicialmente ilustrar a necessidade desta condigdo
com alguns exemplos. Evidentemente, G nio admite um f-emparelhamento
quando £(V) & Impar. De fato, se £(V) & impar entdo a partigao p =
= (¢,0,V) de V nio satisfaz a condigdo mencionada acima (I) poiso 1la
do direito da desigualdade & igual a zero, enquanto o esquerdo & po-
sitivo, uma vez que £(V) sendo Impar implica que £(VK) & impar para

pelo menos um componente K de G.
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Como outro exemple, considere o caso em que f{vo) > gG{vO)
para algum vértice vy Evidentemente, G ndo admite um f-emparelhamen
to perfeito. De fato, a particao p =(¢,{v0},V\{v0}) nao satisfaz a
condigdo (I). pois como T ={v,}, entao f(T)-ZlaC[T]I-LA(U.T)|=£(V0)-
~ gG(vo) >0; assim, o lado direito de (I) & negativo (pois S5=@) e

portanto (I) ndo & satisfeita.
Como um terceiro exemplo, considere o grafo da figura 13,

i}

L. —— ———

Figura 13

onde o nilmero proximo a cada vértice indica o valor de £ naquele vér
tice. 0 f-emparelhamento indicado tem f-deficiencia 2.Evidentemente,
nenhum f-emparelhamento tem f-deficiéncia Impar pois f(V) & par. As-
sim, o f-emparelhamento indicado tem f—defici%nfia minima, poisogra
fo nio admite un f-emparelhamento perfeito. De fato, seconsiderarmos

a partigdo . =(8,T,U) indicada, entdo os dois componentes de GLU3 sao
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Impares com relagdio a f e p, f(8) =1 e £(1)-21aGITI |- |[A{U,T) |=6-4-1=

= 1. Assim, p ndo satisfaz (I).

LEMA 1Z - Seja t um f-emparelhamente em um grafo G, p = (S,T,U0) uma

partigdo de V. Entdo
[TCE,p) | < [E(VY-t (V)] + £(S) - [£(T) - 2]|aGLTY| - 1A (U,T) |2 (I1)

Ademais, a igualdade ocorre em (II) se e somente se cada uma das se-

guintes condigdes vale:

(i) para cada componente X de GLU1, A(K,t) <1 onde A(K,t) deno-

ta
ﬁ(VK)—t(VK)j-+|A(VK,S)nt| +[A[VK,T)\t|

e (i) afGLTi}ct
e (iii) f(8) =+(S) e tna(GLS1) = @,

DEMONSTRAGAO - Considere um componente K de G[UJ. Ento
t(VK) = 2ftnak| + |[A(VK,8)nt| + |A(VK,T)nt|.
Portanto,
0=a(K,t) = £(VK) + |A(VK,T) | - 2] tnak| - 2|A(VK,T)nt].
Assim, A(K,t) é Impar se e somente se KeEI(f,p). Portanto,
‘iI(f,p)| SCEW -t (U1 + |A(U,S)nt| + |A(U, D)\t ] (1)

com igualdade se e somente se (i) vale.
Por outrec lado,

t(T) s 2[aGLTI[+|A(U,T)nt] + |A(S,T)nt| (2)
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com igualdade se e somente se (ii) vale. Finalmente,
[tns (S)| < £(S) - t(8) + £(8) (3)

com igualdade se e somente se (iii) wvale.

Lembrando que A(U,S)ur(S,T) =6(S}, e somando (1),(2) e (3)

obtemos (II}, com igualdade se esomente se (i}, (ii) e (iii) valem. 1N
TEOREMA 8 - Para todo grafo G e toda fungio f£: V — N existe um £~
emparelhamento t de G e uma partigdo p = (5,T,U) de V tal que

|1(E,p)| = TE(VI-t(V)I + £(S) - [£(T)-2]aGLTI] -[A(U, T[],

Ademais, Tn{v|f(v)=1}=@.
DEMONSTRAGAO - Por indugdo em [{v|£(v)=1}].
Considere inicialmente o caso em que f{v) =1 para todo v em

V. Pelo teorema 7, existe um emparelhamento t em G e um subconjunto

Z de V tais que
l1¢6-2) | = [vave] + |Z].

£ £icil verificar entdo que a assergdo vale, comp-(Z,B,N\Z).

Podemos pois supor que existe em V um vértice x tal que f(x) =1.

Vamos agora definir um novo grafo G' e uma nova fungao
£':V0'—— N. Inicialmente, vamos '""quebrar” x em gG(x) mnovos vértices,

de forma que cada um deles fique com grau 1 (figura 14).

Adicionamos agora max{0,gG(x)-f(x)} novos vertices ao gra-
fo, ligando cada um deles a cada um dos gG(x) vértices em que x foi

quebrado (figura 15). .
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=
x
._"'"_‘.
Figura 14
=}
x f(x) =3
Figura 15

Finalmente, modificamos £, obtendo f', fazendo £fr(v) = £(v)

para cada vértice "antigo", e £'(v) =1 para cada "novo'" vertice.

Formalmente, VG' =[VG\{x}JuExtuInt, onde VG\{x}, Ext e Int
sd0 conjuntos 2 a 2 disjuntos, Ext consiste de 2G(x) vérticeg, Int
consiste de max {0,gG(x)-£f(x}} vértices, Ext ={vu|a € uma aresta que
em G incide em x}u{wala € um lago que em G incide em x}. O conjunto
aG’' & entdo definido como sendo igual a aGulExtxInt] onde se supde,
sem perda de generalidade, que aG e ExtxInt sao disjuntos, e a fun-
¢do de incidéncia ¢G' de G' & assim definida:

pG{a), se w€a(G-x)
{u,va}, se o & uma ligagdo de G com extremos u e x
Ya'(a) =

{va,wa}, se o € um lago de G que incide em x
{u',u"}, se a€ExtxInt e o = (u',um.
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Finalmente, f' & a funcdo de VG' em N que associa a cada
vértice em VG\{x} o valor £(v) e a cada vértice em Extuint ovalor 1.

Note que se gG(x) =0 entdo G'=G-x e f' € a restricdo de f a VG'.

A figura 16 mostra o grafo obtido a partir do grafo Gda fi
gura 13, efetuando a operagao recém-descrita para cada vértice x tal

que f(x) =1.

LA

=."——.Lk

Figura 16

Podemos agora aplicar a hipdtese de indugdo a G', f' uma

vez que o vértice x foi substituido por vértices nos quais f' assume
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o valor 1.

Dentre os pares t', p' = (S',T',U') tais que

|TCE*,p'}] = [£ (VG")-t’ (VG') 1+ £' (') - CE'(T')-2[aG'[T'1] -[AG'(U',T) 1 (IID)

T'oi{v|f' (v)=1} = @, (IV)

escolha um tal que t'\aG & maximal ¢ S & minimal.

LEMA 13 - O conjunto t=t"naG & um f-emparelhamento de G, com
f(VG) -t(VG) = £'(VG') - t' (vG") +max{0,f(x)-gG(x)}.

DEMONSTRACAO - Vamos inicialmente mostrar que t'(Int) = |Intf, ou se-
ja, que todo vértice em Int & incidente a uma aresta em t', Para tan
to, suponha que, pelo contréfio, Int contém um vértice v que nio in-
cide em nenhuma aresta de t'. Pelo lema 12, a £ -deficiéncia de t' &
minima, e portanto todo vértice em Ext & incidente a alguma aresta de
t'. Como |Ext| z|Int|, entdo pelo menos um vértice de Ext & inciden-
te a uma aresta de t'naG; seja v' um tal vértice, o uma tal aresta.BEn
tdo t" =[t'\alu{(v,v'}} contradiz a escolha de t'. De fato, t'(Int)=

|Int

Portanto, t'(Extulnt) =t(x)+2|Int]). Assim, £{VG) - t(VG) =

£'(VG') ~t'(VG') - [£' (ExtuInt) - t'{(ExtuInt}] + £(x) - t(x} = £'(VG')-
t'(VG') + £(x) + |Int| - [Ext]|.

]

Mas [Int] - |Bxt| =max{0,gG(x)-£(x)} -gG(x). a

LEMA 14 - Seja v um vértice em S' com £'(v) =1, o mimero de corponentes em I £ ,p")

que contém vértices em AdjG' (v). Entdo.n+ [AG' ({v},T')} = 3.
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DEMONSTRAGAO - Seja S"=8'\{vl, U" =u'uiv}, p"=(8",T",U"). Pela mi-

pimalidade de S' e pelo lema 12, da igualdade (III) segue que
|I(f',p")]s]I(f',p')|+|xG'({v},T'] -2, &)

Seja K' o conjunto dos componentes de G'[U"] que contem vér

tices em AdjG'(v), seja X o componente de G'[U"] que contém v. Entdo
£1(VK) + |26 (VKT | = 1+ 26 ({v), T | +LGZK'[f' (VLY+|AG' (VL,T*) | .
Assim,
£1(VK) +AG' (VK,T'}| = 1+ IAG' ({v},T')| +n  (mod 2).
Portanto,

[TCE .p") | 2 [I(£,p")}] -0 (2)
com igualdade somente sen+|AG' ({v},T')| for impar.
De (1) e (2), segue que 2gn+|AG"({v},T') |, comigualdade so
mente sen+|AG' ({v},T')| for Impar. De fato, n+|AG' ({v},T')] 2 3. ]
LEMA 15 ~ Se U'nInt =@ entdo U' inclui Int.

DEMONSTRACAO - Seja w um vertice em U'nInt, v outro em Int\{w}. Comeo
AdjG'(z) =Ext para cada vértice z em Int, entao todos os vértices em
U'aExt sdo ligados a w em G'[U']l e portanto no maximo um componente
de G'[U'] contém vertices em AdjG'(v). Por outro lado, T'n{IntuBxt)=
= @;portanto |AG' ({v},T') & vazio e vE€U'uS'. Pelo lema 14, vEU'. Como

esta conclusdo vale para cada vértice v em Int, entaoc InteU'. |
LEMA 16 - Se U'nExt =@ entdo U' inclui Ext.

DEMONSTRACAC - Seja w um vértice em U'nExt, v outro em Ext\{w}. Ana-
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logamente ao lema 15, todos os vértices de U'nlnt pertencem a um mes
mo componente de G'[U'].

Ademais, |A2jG'(v)\Int|=1. Assim, ou no miximo 2 componen
tes de G'[U'] contém vérticgs em U'nAdJG' (v) (masnessecaso AG'({v},T')=
=@),ouno miximo um componente de G'[U'] contémvértices em U'nAdjG' (v}
{e nesse caso |AG'({v},T')| <1). Em ambos os casos, veU', pelo lema 14,

Para provar o teorema, vamos considerar trés casos.
12 CASO - U'nInt= @ge U'nExt =0,

Pelos lemas 15 e 16, U' inclui ExtuInt. Fagamos § =5',T =
= T' e U={x}ulU'sVG]. Os componentes de G'[U'] que ndo contém vérti
ces em IntuExt sdo os componentes de G[UJ que nio contém x. Se K' de
nota o componente de G'[U'] que contém os vértices em IntuExt e se K
denota ¢ componente de G[UJ que contém X, entio E(VE)=f" (VK')-2gG(x)+

+2f(x) e AG(VK,T) = AG' {VK',T"). Portanto,
ITCEp) | = JICE",p0) .
Consequentemente, pelo lema 13, a igualdade vale para f, t
e p.
2% CAS0 - U'nInt = mas U'nExt =@.

Pelo lema 15, IntSU'; como T'nExt =@, entdo ExtesS'. Faga

S=[8"nVGlu{x}, T=T' e U=1U'nvs.

Evidentemente, para cada vértice v em Int, G'[{v}] & un com

ponente em I(£',p'). Ademais Int =U'\U. Assim,

[TCE,p) | = |TICE',p")} - |Int|
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AG(U,T) = AG'(U',T")

Por outro lado, £(8) =f'(8') - £'(Ext) +£(x) = £'(8")~|Ext]|+
+ £(x) =£'(8") - |Int].

Assim, pelo lema 13, a igualdade enunciada vale para f, t

erp.
39 CASO - Nenhum dos anteriores.

Como nem o 1° nem o 2% caso se aplicam, entdo U' e Int sdo
disjuntos. Portanto, S inclui Int. Assim, para cada vértice vem Ext,

|AdjG' (V)\S'| <1. Pelo lema 14, U' inclui Ext.
Faga §=8'naVG, T -T'u{x}, U=U"aVG.

Considere um vértice z em U, seja XK o componente de GIU]
que contém z, K' o componente de G [U'] que contém z. Seja Xoconjun
to VK'nExt, seja v um vértice nesta intersegioc. Ora, o grauemG'[U’]
de cada vertice em X & igual a 1, portanto o vértice v adjacente a v em G'{U']
nio pode pertencer também a X, pois caso contrario VK'={v,v'} e ndo contém entio
z. De fato, v' pertence a VK'\X.Portanto, para cada veértice v em X, v tem
grau 1 em G'[U'] e o vértice adjacente a vemG'LU'] pertencea VK'\X.
Assim, nenhum corte separador de vértices de G'[U'] consiste exclusi
vamente de vértices em X. Portanto, GIVK'\X] & conexo. Ademais, con-

t8m z e & isolado em GLUJ. Portanto, K= GIVK'\X1. Assim, £(VK) +
+|AG(VK,T) ] =£7(VK') + |AG' (VK',T")|.

Logo,r 0s componentes de I(f,p) sao os componentes de I(f',p")

que contém vértices em U'\Ext. Vamos agora analisar os componentesK'



- 89 -

de G'(U'] tais que VK'SExt. Seja v um vértice em VK'. Seja v' o vér-
tice em VG'\Int adjacente a v em G'. Se v'EExt entdo VK' ={v,v'} ¢
£ (VK")+|XG' (VK',T') [=2. Se v' pertence aT' entdo VK'={v}e K'€I{f',p")
pois £'(VK') + |AG' (VK',T') | = 2. Finalmente se v’ pertence a S' entao VK'={v}
e K'€I(£',p"), pois £'(VK') + |AG' (VK',T") | =1.

Portanto,

TCED ] = [XCE,p7) | - [ACIxt,S) | (0
Por outro lado, pelo lema 13,
£(VG) ~t(VG) = £'(VG) - t'(VG) +max{0,f{x}-gG(x)}, (2)
Note que S =S'\Int. Assim,

£(S) = £'(8') -max{0,g6(x)-f(x)}}. (3

Note também que

£(T) = £'(T') +£(x), (4)
Finalmente,
[AG(U,T) | = [rG'(U',T") | + ]A6({x},U) | - |AG({x}, T\ {x}) | (5)
e
2|aGLT1| = 2[aG'[T'1[ + 28 + 2|AG({x},TS{x}) | (6)

onde % indica o nitmero de lagos que em G incidem em x.

De (1) a (6), segue a igualdade enunciada. A anialise do 3?

caso completa a demonstracio do teorema. B
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CORQLARIO & - Seja G um grafo, £ uma funcdo de V em N. Entdo G admi-

te um f-emparelhamento perfeito se e somente se
[I(£,p) | < £(8) - [£(T)-2]|aGIT1] - |A(U,T) }]

para cada partigdo p=(8,T,U) de V. E

COROLARIO 7 - Seja G um grafo, f uma fungdo de V em N, t um f-empare

lhamento. Entdo t tem f£-deficiéncia minima se e somente se

11(£,p) | = [EWV)-t(V)1+£(8) -~ [£(T)-2]aGlT] [-|Aaqu,T) |1
para alguma particdo p=(5,T,U} de V. [

Vamos agora dar uma aplicagdo do Teorema 8.
TEOREMA 9 - Seja H um grafo k-regular, r um inteiro tal que 0 =7 <k.

Entdo H tem um subgrafo gerador L tal que r sgL(v) =T+l para todo v

em VH.

DEMONSTRAGAO - Seja n= |VH!, suponha que n & par. Vamos formar um no-
vo grafo G, adicionando a H um novo vértice w, ligando w a cada vér-
tice em H através de exatamente uma ligagfo, e adicionando ainda? la

¢os incidentes a w, onde & =n/Z.

Seja f: VG — N que associa n a w e r+l aos demais vérti-
ces. Basta agora mostrar que G tem um f-emparelhamento perfeito, di-

gamos t, pois nesse caso a assercgdo vale, com L=H - [aH\t].

Seja pois t um f-emparelhamento em G e p = (S,T,U) uma par-

ticHEo de VG tais que
1T(E,p) | = £CV) - t(V) +£(S) - (£(T)-2{aGITI|- |2 (U, T)|1.

Pelo lema 12,

[ICE,p) | = £(U) - t(U) + [A(U,8)nt| + {A(U.TINE] (1)
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aGlTist (2)
£(8) = t(8) (3)
aGLSIcat\t (4)

Considere primeiramente o caso em que wES. De (4}, nenhum
dos lagos incidentes a w pPertence a t. Portanto, de (3), todas gs 1i
gagoes que incidem em w bertencem a t. Novamente de (4), 8 ={w},pois
w € adjacente a todos os demais vértices, Portanto |A(U,S)nt| = |u].
Logo, de (1), £(U) =t(U) e AMU,TINt =¢. Assim, de (2), todo vértice
em T tem todas as suas arestas incidentes em t. Portanto, ou T =@ ou

T+l =k+1, Bm ambos os casos, como f(U) =t(U), t & um f-emparelhamen-

to perfeito.

Considere agora o caso em que w€T. De (2), todos os & 1la-
¢os incidentes em w pertencem a t. Como f(w) = 2%, entZo nenhuma das
ligagoes incidentes em w pertence a t. Como w & adjacente a todos os

demais vértices, entdo, de {2), T={w} e IA{U,T)\t|=]y]|. De (1), £()=

= t{U). De (3), £(S5) =t(S). Assim, t & um f-emparelhamento perfeito.

Resta considerar agora o caso em que w€U. Entio G[U] & co-

nexo. Portanto, de (1),
12£(U) - £t(U) + [A(U,8) nt| + 12U, T\t (s)
Por outro lado, de (2)
(=1} |T| + £(T) - £(T) = |6(T)\t| (6)

e de (3) e (4),
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(e+1)|8] = [8(S)nt]. (7)
De (5), (6) e (7), uma vez que t(s) = £(8),
FOV) -t (V) + (k=) [T| + (z+1) [s| < [A(8,T)| +1.

Seja s =min{|S{.|T|}. Entdo, como todo vértice em SuT tem

grau k em H e como w€U, segue que IA(S,T)| s ks. Portanto,

£(V) -t (V) + (k+1)s < [A(S,T)| +1sks +1.
Logo, £(V) -t(V) +s=<1,

Mas £(V) =n+n(r+1), e & par pois n & par; por outro lade,
t(V) & par pois t & grafica. Logo, £(V) -t(V) =0. Ou seja, t & um £~
emparelhamento perfeito. Como esta conclusdo vale para o caso em que
n & par, basta agora observar que se n for impar podemos tomar 2 "3

pias" disjuntas, de H, no lugar de H. B
EXERCTCIOS

1. Mostre que se d =min{g(v) |vev}y e D =max{g(v) |vev} entdo d <
s 2fa|/|V} =D,

2. Mostre que dado um conjunto de npontosno plano, quaisquerdois
dos quais distam pelo menos 1 um do outro, entdo existem nédo
mais do que 3n pares de pontos cuja distancia & precisamente

1.

3, Mostre que existe um grafo k-regular simples com n vertices

(0 <n; 0=<k) se e somente se k<n e kn € par.

4. Mostre que f£: V — N, grafica, & a fungdao grau de algum

grafo sem lagos se e Somente se £(V) 22£(v) para cada



10.

11.

- 93 -

vertice v em V.

Uma arvere & um grafo conexo sem circuitos. Mostre que £:V 4N,
V| 22, & a funcdo grau de alguma 4rvors se ¢ somente se

f(V) =2|V|~2 e £(v) 21 para cada v em V.

Seja f: V. — N (|V|22) uma funcdo estritamente grifica. Mos-
tre que £ &€ a fungdo zrau de algum grafo simples comexo se e
somente se £°V) 22|V( -2 e f(v) 21 para cada v em V. (Suges-

tao: use o enunciado do exercicio 17 do capitulo I).

- Seja f: V — N (|V]|22) uma funcdo estritamente grafica. Mos-

tre que f € a fungdo grau de algum grafo simples 2-conexo se

€ somente se £(V) 22|V| ~2+2f(v) 22|V] +2 para‘cada v em V.

- Seja £: V— N (]V}22) uma fungdo estritamente grafica. Mos-

tre que £ € a fungdo grau de algum grafo simples k-aresta-co

nexo (k=2) se e somente se £(v) =k patra tédo v em V.

Seja £: V — N, {X.Y} uma particdo de V. Mostre que-existe um
grafo com biparticdo {X,Y} tendo £ cémo funciddé grau se e so-
mente se f(X) =f(Y). Mostre tamb&m que existe um grafo simples
com bipartigdo {X.Yr tendo £ como fungdo grau se e somente se

£(X) =£(Y¥) e £(Z) < } min{k,£(v}} para cada <Y, onde k = Iz].
vEX

Dé um exemplo de um grafo G, um emparelhamento t de G e uma
cobertura c de VAV, (G) tais que [t]+ |c]| + IVOI = |V|, mas nem
t & miximo, nem c & minima.

Considere um conjunto X de megas e outro Y de rapazes. Qual

a condic¢do necessiria e suficiente para que scja possivel ca

sar todos os rapazes em X com mogas em Y, de forma que a esposa




1z.

13.

14.

is.

16.

17.

- 94 -

de cada rapaz seja uma moga de quem ele goste?

Seja G um grafo com bipartigdo {X,Y} e k um inteiro positive.
Mostre que se g{v) 2k para cada vértice v em Y e g(v) =k pa-
ra cada vertice v em X, entao G tem um emparelhamento que co

bre Y.

Seja G um grafo com bipartigdo {X,Y}. Mostre que se G tem um
emparelhamento que cobre X e outro que cobre Y entac G temum

emparelhamento que cobre V.

Mostre que se G & um grafo biparticiondvel k-regular entdo o
seu conjunto de arestas € a unifo de uma colegao de k empare
lhamentos perfeitos, deis a dois disjuntos. {Sugestdo: apli-

que os exercicios 12 e 13).

Sejam n prismas triangulares regulares (nzl) tais que cadafa
ce (lateral) de cada prisma & colorida com uma de n cores,de
forma que existem exatamente trés das 3n faces com cada cor.
Mostre que & possivel empilhar os prismas pelas bases de for
ma a obter ocutro prisma triangular no qual cada face exibeca

da uma das n cores. (Sugestdo: veja exercicio 14).

Mostre que um grafo biparticiondvel G tem um emparelhamento
que cobre V se e somente se |V,(G-Z)| < |Z|, para todo subcon
junto Z de V. Mostre que se um grafo G, ndo necessariamente
biparticionével, tem um emparelhamento que cobre V, entdo

|V0(G—Z)[ < |Z|, para todo subconjunto Z de V.

Seja G um grafo com biparticdo {X,Y}, D=max{g(v)|veEV}. Mos-
tre que o conjunto de arestas de G pode ser expresso como a

unido de D emparelhamentos dois a dois disjuntos. (Sugestdo:
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mostre que existe um grafo H con biparticdo {X',Y'} tal que

GSH, H & D-regular, XsX' e YSY'; use o exercicio 14).

Seja G um grafo com biparticdo {X,Y}, K e M subconjuntos de
V. Mostre que as seguintes condigdes sdo equivalentes:
(i} G tem wm emparelhamento com relagdo a M que cobre X,
(ii) para todo subconjunto z de M, |KnVO(G-Z)I <|Z].
(iii) para tode subconjunto Z de MnX, lKnYnVO(G~Z)l <]Z| e
para todo subconjunto Z de MnY,|KanV0(G—Z)[ < |z

Refaga o exercicio 17, usando o exerficio 18.

Seja P um conjunto finito parcialmente ordenado pela relagdo £, Uma ca-
deda em P & uma seqiiéncia (vl,vz,...,vn) nio vazia de elemen
tos de P tais que v; &Vi+1 para todo i tal que ls<isn-1. Uma
colegdo de cadeias cobte P se todo elemento de Pocorre em pelo
menos uma cadeia da colecd@o. Uma anticadeia & um conjunto A de
elementos de P tais que para todo v e todo w em A, ou v=w ou
nem v<w nem w <v. Mostre que cada colegao minima de cadeias
que cobre P tem cardinalidade igual 3 de cada anticadeia mi-
xima. {Sugest3o: obtenha um grafo G com biparticdo {P!P"} on
de [P'| =]|P"|=|P|, p' ={v'|vEP}, P" = {v"|vEP} e vértices v'
em P' ¢ w" em P" sio adjacentes em G se e somente se viw. Ob
tenha um emparelhamento maximo em G e uma cobertura minima

dos arestas de G.)

Mostre que se G & um grafo completo com um nimero par de véz
tices entdo o conjunto de arestas de G pode ser exXpresso co-
mo a uniio de uma colecdo de emparelhamentos dois a dois dis

juntos.
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Demonstre os lemas 2, 3, 4, 5 e 6.

Demonstre que um emparelhamento t num grafo G & miaximo se e
somente seé nao existe caminho nao degenerado e t-alternade em

G com origem e término em VAVt

Mostre que se um grafo 2-comexo G com pelo menos dois vérti-
ces tem um emparelhamento perfeito, entdo G tem peloc menos

dois emparelhamentos perfeitos,

Mostre que todo grafo 2-conexo j--egular tem um emparelhamen

to perfeito.

Mos:ire que toda aresta de um grafo Z-conexo 3-regular perten

ce a pelo menos um emparelhamento perfeito

D8 um exemplo de um grafo 3-Tegular que nio tem um emparelha

mento perfeito.

Cada aresta do grafo de Petersen (figura 17) pertence a al-
gum emparelhamento perfeito. Mas o conjunto de arestas desse
grafo ndo & a unifo de uma colegao de treés emparelhamentos

dois a dois disjuntos. Demonstre estas afirmacgOes.

Figura 17
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29. Mostre que todo grafo n-conexo n~regular com umnimero par de

vértices tem um emparelhamento perfeito.
30. Demonstre o corcldrio 3 a partir do coroldrio 6.

31 Sejam K e M subconjuntos de VG. Mostre que G tem um empare-
lhamento com relagdo a M que cobre X se e somente se

[ T(GIKAMT~Z) |+ | (KAM)nV((G-2} | <|Z] para cada subconjunto Z de M.

32. Conjetura: Todo grafo S-regular S-conexo tem um Z-emparelhamen
to perfeito (isto &, um f-emparelhamento perfeito em que £(v) =

= 7 para todo v)
NOTAS

A caracterizagdo de seqliéncias estritamente graficas apre-
sentada no corolario 1 foi demonstrada por Erdds e Gallai (1960). Es
ta caracterizagao pode ser demonstrada de maneira simples apartir de
teorema 8 {(ou corolario 6 — vide exercicio 30)., e foi assim demons-

trada por Tutte (1974).

A caracterizagdo recursiva e construtiva de segiiéncias es-
tritamente graficas apresentada no teorema 3 foi descoberta indepetn-
dentemente por Havel (1955) e Hakimi (1962); & também de Hakimi (1962)
a caracterizagio de fungdes grﬁ{icas do teorema 1 e a caracterizagio
de seqiigncias de graus sem lagos do exercicio 4. 0 resulrado enuncia
do no exercicio 8, que caracteriza fungbes graficas de grafos com u-

ma dada aresta-conexidade, foi demonstrado por Edmonds {1964).

O teorema 5 & conhecido comoe teovema de Kénig (1931). © co
rolario 2 & um caso particular do enunciado no exercicio 20,que por

sua vez & conhecido como teorema de Dilworth {1950). O teorema 6, as
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vezes mencionado como o teorema de KOnig-Hall, foi demonstrado por

Philip Hall (1935).

A igualdade minimax enunciada no coroldrio 4 (juntamente
com o lema 1), & conhecido como teorema de Berge-Tutte e foi demons~
trada por Berge (1958). O coroldrio 3, aqui demonstrado a partir do
teorema 7, na verdade foi provado muito antes, por Tutte (1847). A
primeira demonstragdo algoritmica do teorema 7 foi dada por Edmonds
(1965). A demonstragdo aqui apresentada & baseada em parte no traba-
1ho de Lovdsz. O enunciado do exercicio 23 foi demonstrado por Berge
(1957) . O enunciado do exercicio 25, que pode ser facilmente demons-
trado a partir do teorema de Tutte {corolarioc 3), na verdade foi pro
vado muite antes por Petersen (1891), que exibiu o grafo da figura &

(vide exercicio 27) e o grafo da figura 17 (vide exercicio 28).

A caracterizagdo de grafos G e fungbes f: V — N tails que
G tem um f-emparelhamento perfeito (teorema 8) & de Tutte (1952).Tam
bém & de Tutte (1978) a demonstracio do teorema 9, sobre subgrafosqua

se regulares.



CAPTTULO Ty
GRAFOS EULERIANOS E HAMILTONIANOS
1 ~ GRAFOS EULER|ANDS

Um grafo G & euferiano se existe uma trilha fechada que pas
sa por todos os vértices e arestas de Q. Informalmente, podemos di-
zer que um grafo G & eulerianc se pudermos desenhar uma representa-
¢ao grafica de 6 sem tirar o lapis do papel e voltar ao ponto de par

tida, sem passar mais de uma vez por nenhuma aresta.

TEOREMA 1 - Um grafo nio vazio G & euleriano se e somente se G & co-

nexo e todos os seus vértices tem grau par.

DEMONSTRAGAQ ~'Sup0nha inicialmente que G & euleriano, seja T uma tri
lha fechada em ¢ que passa por todos os vértices e arestas de G. Pa-
Ta mostrar que G & conexo, Se€jam uy e v dois vértices em G. Como T @&
fechada e passa por u, podemos tomar uma rotagao T' de T que também
€ fechada, passa por todos os vértices e arestas de G e tem u como o
Tigem. Como T' passa por v, entdo T' tem uma secdo T" com origem u e
termino v. Assim, u e v sdo ligados em G. Como esta conclusio vale pa

Ta quaisquer u e v em G, entio G & conexo.

Para mostrar que cada vértice v em G tem grau par, observe

que como T & uma trilha fechada em G, entdo |aTné{v}] & par, peio 1le
-99.
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ma 3 do capitulo IT. Como T passa por todas asarestas de G, .entao
aTné{v} = 8{v} e portanto |&{v}| & par. Assim, O numero de ligacgdes
que incidem em Vv 2 par e portanto o grau de v € par. De fato, esta

conclusio vale para cada vertice v em G.

Vamos agora demonstrar a reciproca do que ja foi demonstra
do. Suponha que G % conexo ¢ cada um de seus vertices tem grau par.
Seja T uma trilha de comprimento maximo em G, Vamos mostrar que T e
fechada e passa por todos 0s vértices e arestas de G. Para mastrar que
T & fechada, seja u a origem de T, v seu término. Pelo lema 3 do ca-
pitulo II, |aTas{v}| & par se e somente se u=V. Mas |6{v}| epar,pois
o grau de v @ par. Assim, se u=v entido aTné{v}%8{v} e portanto T po
de ser estendida a uma trilha T(v,o,v'), ondea Zuma arestaem 6{viiaT
e v e v' sic 05 extremos de o), em contradigao a escolha de T. Por-

tanto u=v e T & fechada.

Para mostrar que T passa por todos os vértices earestas de
G, suponha o contrdrio. Entdo o grafo H =G[aT] % um subgrafo proprio
(e nBo vazio) de G. Cemo G % conexc, entdo B nio & isolado em G. Lo-
go, aG\aT contém uma aresta, digamos B, que tem pelo menos um extre
mo, digamos w, em VH. Tomando uma rotacdo T' de T com origem (e ter-
mino) w, vemos que T' pode ser estendida a uma trilha T'(w,8.,w'] (on
de w e w' sd3o os extremos de B), em contradigdo a escolha de T. De fa

to, T & fechada e passa por todos os vertices ¢ ar.stas de G. [ |

Podemos agora considerar a seguinte questio: em que condi-
coes & possivel obter um passeio fechado .que passa por todos os Ver-
tices e todas as arestas de um grafo nao 7vaz1o G? em casoafirma-
tivo, quio grande deve ser o comprimento de um tal passeio? Evidente

mente, a resposta para a primeira pergunta e trivial: se e somente se
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o grafo & conexo.

Com relagdo & segunda pergunta, observamos que certamente

0 comprimento & no minimo |aG]; de fato, pelo teorema 1, esse minimo

1

atingido se e somente se todos os vértices de G tiverem grau par.
Daremos a seguir um limite inferior para o comprimento de P (teorema

2]).

Dado um grafo G, vamos denotar por VI(G) o conjunto dosvé;
tices de G cujo grau € Impar. Vamos denotar por I{G) o conjunto dos

subconjuntos X de VG tais que IXnVI(G)| & Impar.

LEMA L - Um corte §(X) tem um nimero impar de arestas see somente se
X€1(G) .

DEMONSTRACAO - Por indugdo em [X|. A afirmacdo & trivialmente vilida
se X =0, pois nesse caso [§(X)| & par e X€I(G). Suponha pois que X &

ndo vazio, seja v um vértice em X, seja X' o conjunto X\{v}. Por in-

dugdo,
l6x*)] = [X'av,(6)| (moa 2). (1)

Evidentemente,
[8tv}] = [HvIavy(6)| (mod 2). ' 23

Por outro lado,
8(X) = 8(X'®{v}) = 8(X') ®6{v} (exercicic 1 do capitulo II}.
Assim, [8(X)] =|86(X"}| + [6{v}] - 2|8(X")né{v}]|. Logo,

[6(X)}| = |8(X") | + |6{v}] (mod 2). (3
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De (1), (2) e (3),

P& (XY | |XnVI(G) | (mod 2).

De fato, |6(X)| & Impar se ¢ somente se X€I(G). |

Um subconjunto ponderado de 1(G) & uma fungdo £: I(G} —= N,on

de N denota o conjunto dos naturais; a caxrdinalidade |£| def & o inteiro

¥ O£(X); o suponte S(f) de £ & o conjunto {X|XEI(G) e £(X)>0} ;para

zgégG;resta o de G, f(a) denota o inteiro Gg%x)f(x) f & 2-disjunto
o

XET (G}
nas arestas se £{a) <2 para cada aresta o em G.

TEOREMA 2 - Seja G um grafo conexoc e nao vazio, seja P um passeio fe
chado que passa por todos os vértices e arestas de G, seja f um sub
conjunto ponderado, 2Z-disjunto nas arestas, de T7(G). Entdo o compri-

mento ¢ de P e a cardinalidade |f| de f satisfazem a desigualdade
cz|aG| +1/2]f]

com igualdade somente se c & minimo e |f] & miximo.

DEMONSTRACAO - Seja t o conjunto das arestas de G pelas quais P pas-
sa pelo menos duas vezes; ou seja, t € o conjunto das arestas o de G
tais que se u e v denotam os extremos de o entio P pode ser expresso
por um produto da forma PlA'PzA"P3 onde cada um de A’ e A" pertence

a {(uialv) ¥ (V,O.,u)}-

Pelo lema 1, e pelo lema 3 do capitule II, tn&(X) =@ para
cada X em T(G). Assim, para cada X em S(f), tnd(X) 2@ . ademais, como
£ & 2-disjunto nas arestas, entdo |f| <2|t)., Logo, |t|=1/2|f]. Mas
c = |aG| + |t], por definigde de t; dai a desigualdade. Como em outras

desigualdades deste tipo ji vistas, se c = |aG| +1/2|f] entdo ¢ € mi-
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nimo, |f| & mdxima (e P passa exatamente duas vezes por cada uma das

arestas de t).

EXEMPLO - A figura 1 mostra um conjunto t de arestas de G e um sub-
conjunto ponderado f de I(G), 2-disjunto nas arestas, tais que |t| =
= 1/2|f[ e gH(v) & par para todo v em V, onde H = G-t. Os conjuntos X
em S(f) sdo indicado por linhas tracejadas, e os niimeros proximos a
elas indicam os valores de f(X). Deixamos a cargo do leitor, como e-
xercicio de entendimento do teorema 1, a obtengdo de um passeio P tal
que P & fechado, passa por todos os virtices e arestas de G e seucom

primento & |aG| + [t]. [

Figura 1
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Na verdade, o limite inferior obtido no teorema 2 g atimo,

ou seja

TEOREMA 3 - Seja G um grafo conexo e nao vazio, P um passeio fechado
de comprimento minime que passa por todos os vértices e arestas deG,
f um subconjunto ponderado de I{G), 2-disjunto nas arestas e maximo.

Bnt3o o comprimento e de P satisfaz a igualdade c¢ = |aG| +1/2[f

Nio iremos demonstrar o teorema aqui, pois sua demonstra-

cao foge ao escopo destas notas. [ ]

2 - GRAFOS HAMILTONIAMNOS

Un caminho hamiltoniano em G & um caminho que passa por todos os ver-
tices de G um passeio circular & hamiftoniano se passa por todos os vértices de
G. Um grafo & hamiltoniano se contém um passeio circular hamiltoniano. O grafo do

dodecaedro, ilustrado na figura 2, & hamiltoniano. Por outro lado, o grafo de Pe-

Figura 2
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tersen (figura 17 do capitulo III) ndo &,pois ndo possui 3 emparelhamentos perfei

tos, dois a dois disjuntos (exercicio 28 do capitulo II1 e exercicio 8).

0 proximo resultado & mais uma aplicacio do "principic das

casas de pombo",

TEOREMA 4 - Seja G um grafo simples, u e v vértices distintos nio ad
jacentes tais que g(u) +g(v) 2 {V|, seja H o grafo obtido a partir de
G adicionando-lhe uma ligag@o o com extremos u e v. Entdo G & hamil-

tonianc se e somente se H & hamiltoniano.

DEMONSTRACAO - Evidentemente, se G & hamiltoniano entio H & hamilto-
niano. Suponha agora que H & hamiltoniano, seja P =[v0,a1,v1,=..,an,
vn) um passeio circular hamiltoniano em H; obviamente, se P nao pas-
sa por o entdo P & um passeio em G e portanto G & hamiltoniano. Supo
nha pois que P passa por o. Ajuste a notagdo, considerando uma rota-

¢do de P ou uma rotacdao do reverso de P se necessiario, de forma que

Vg =V.e; =0 e vy Tu. Observe que

Pt = (vl,az,vz,...,an,vn)

& um caminho hamiltoniano em G, com origem u ¢ tdrmino v. Note tambdm
que n= |V]., Como G & simples, u e v nio sdo adjacentes em G e gG(u)+

+gG(v) 2n, entao existe i tal que l<iszn-I, v EAdIG{u) eviGAde(v).

i+l
Nesse caso, se f denota a aresta de G com extremos u e Visps © S€ ¥
denota a aresta de G com extremos vioe vy entdo (figura 3) o passeio

circular
Q = (U’B‘vi+1‘ai+2’vi+2’ “ee ’an'vn’Y’vi’ui’ .. -svzaazsu)

€ hamiltoniano em G.
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Figura 3

De fato, se'H & hamiltoniano entio G & hamiltoniano. [

Com base no teorema 4, damos agora 2 seguinte definigdo. 0
fecho de um grafo simples G & o grafo obtido a partir de G adicionan
do arestas entre vértices distintos nao adjacentes cuja soma dos graus
& pelo menos |V| até que nao existam mais pares de vértices com €s-
ta propriedade. Formalmente o fecho F(G) de um grafo G g definido in

. dutivamente da seguinte m neira-

(i} se n3o existem vertices distintos u e v de G tais que u e v
nio sdo adjacentes e gG(u) +gG(v) > |V|, entdo F(G) =G.

(ii) se existirem vértices nio adjacentes e distintos u e VvV em G
tais que gG(u)+gG(v} = |V|, entao F(G) =F(H), onde H & o gra
fo obtido a partir de G, adicionando uma ligagdo entre u e

V.
LEMA 2 - O fecho de G estd bem definido.

DEMONSTRAGAO por indugdo em |V|(|V]|-1) - |aG|. Supomha que existem pa

res distintos u, ve u', v' em G tais que u e V nao saoc adjacentes

mas sio distintos, u' e v' ndo sdo adjacentes mas sdo distintos, com

glw+g(v) 2 |V] e g(u')+g(v’) > |V|. Sejam H e H' os grafos obtidos a
'

partir de G pela adicdo de uma aresta com extremos u € V, u' e v',

respectivamente. Evidentemente u e v ndo sdo adjacentes em H', u' e
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v' ndo sao adjacentes em H, gh' (u)+gH' (v) = [V], gH(u')+gH(v") = |V].
Assim, se K denota o grafo obtido a partir de G pela adicdo de uma a

resta com extremos U e vV e outra com extremos u' e v', entdo, por in

dugido,
F(H) = F(K) = E(H').

Assim, o grafo final obtido nio depende da ordem em que as arestas

sdo adicionadas. ]

OBSERVAGAD - Na definicao de fecho, bem como na demonstracao do lema

2, n3o levamos em conta os "nomes" das arestas adicionadas.

COROLARIO 1 - Um grafo simples G & hamiltoniano se e somente se F(G)

€ hamiltoniano. E

COROLARIO 2 - Se o fecho de um grafo simples ¢ com pelo menos trés

vértices & completo entdo G & hamiltoniano. [}

COROLARIO 3 - Se um grafo simples G contém n vértices {(n23) e g(v) =

z n/2 para todo v em V, entdo G & hamiltoniano. ]

LEMA 2 - Se um grafo G & hamiltoniano entdo o némero de componentes

de G-Z & no midximo |Z|, para cada subconjunte nfZo vazio Z de V.

DEMONSTRACAC -~ Seja P = (vo,al,vl, ++5 0,V ) um passeio circular hamilto-
niano em G, seja Z um subconjunto ndo vazio de V. Ajuste a notacdo,considerando
uma rotagdo de P se necessario, de forma que VOGZ. Seja i={_il,...,
i[Zf-I-lJ 4 seqiiéncia estritamente crescente de indi.es tais que vijGZ
(1£j<1Z2[+1). Bvidentemente, il =0 e ilZi+1 =n. Para cada j tal que
l<js|Z],o0u ij+l=ij+1 ou asecdo de P de Vi @ vi-ﬂ_1 € um caminho
em G- que passa por todos os vértices em {vkjij <k< ij-:-l}'Em ambos

0s casos, G({vk!ij<k<ij+1}) & um subgrafo conexo de G- z. Assim, o nd
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mero de componentes de G -Z & no maximo |Z]. [

Uma sequencia de naturais (gl, “ea ,gm) majoka outra (hl, vees
hn) se mM=0 & gizhi para todo i tal que 1 <ism.
TEOREMA 5 - Seja G um grafo simpies com seqiiencia de graus g = (gl,..

.,gn) onde n23 e gy <8y .- SEpe Se

fm|lsm<n/2, g <m e g _ <n-m (1)

entio G & hamiltoniano. Ademais, este resultado 2 o melhor possivel,
no seguinte sentido: se g ndo satisfaz (I) entdo g & majorada por u-
ma seqiiéncia crescente que também ndo satisfaz (I) e que & a seqiién-

cia de graus de um grafo nao hamiltoniano.

DEMONSTRAGAO - Seja F o fecho de G. Se F for completo entdo G & ha-
miltoniano. Suponha pois que F naoc & completo, vamos primeiramente
mostrar que g nao satisfaz (I). Para tanto, :;,ejam u e v dois wverti-
ces distintos e ndo adjacentes em F tais que gF(u) + gF(v) & maximo.

Ajuste a notagdo, permutando u e v se necessario, de forma que
gf(u) < gF(v). (1)
Se gF(u) =0 entao (I) ¢ falsa, pois g, =0 <l<n/2 e g <n.
Suponha entao que 0 < gF(u) , Nesse caso, seja
m = gF{u) 21. (2)

Por definigl@o de fecho,

gF(u) +gF(v) <m. (3)

Pela escolha de u e v, cada vértice em [VAAdJF(v) 1\{v} tem grau no maxi

mo gF(u) em F; assim, de (3), pelo menos gF(u) vértices tém grau no
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" maximo gF(u) em F; como G & um subgrafo gerador de F, entdo, de (2),

segue que pelo menos m vértices tém grau no méximo m em G; assim

8y <M. . (4}

Analogamente, pela escolha de u e v, € por (1}, cada vérti
ce em VNAAjF(u) temgrau nomaximo gF(v) em F; assim, de (3), pelo me-
nos n - gF(u) vértices tém grau menor do que n -gF(u) em F; como ¢ &
um subgrafp gerador de F, entio, de (2}, pelomenos vertices tem

grau menor do que n-m em G. Assim,

8.y <T-M. (5)

Finalmente, de (1), (2) e (3),
m< n/2, (6)

De (4), (5) e (6) vemos que g nio satisfaz (I). De fato, se g satis-

faz (I) entao F(G) & conpleto e portanto G & hamiltoniano.

Para provar a segunda parte do teorema,suponha que g nio sa
tisfaz (I), seja m tal que m <n/2, Ep=Mm e g, . <n-m. Sejé'haiseqﬁég
cia

(my,...,m, n-m-1,...,n-m~1, n-1,..,,n-1),

Sr—y——t A — d ——
m n-2m , m

Certamente h & crescente, majora £, hm =m e hn-m =n-m-1l. Seja H um
grafo simples obtido da seguinte maneira: seja K um grafo completo
com n vértices: particione VK em tr&s conjuntos Vl, V2 e V3 com m,
n-Zm e m vértices, respectivamente; remova de K todas as arestas com

um extremo em V, e o outro em VK\V;. Evidentemente, h & uma seqiiéncia
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de graus de H, pois para cada vértice v em Vis AdFH(v) =Vq, para ca-
da vertice v em V,, AdjH(v) = [VE\V;I\{v} e para cada vértice vem Vs,
AQFH(v) = VHA{v}. Ademais, H nio & hamiltoniano. pelo lema 2; pois em
H-V; cada vértice em V; tem grau zero e H[V,] é tamb&m um componen-
te; assim, H -V, tem m+l comporentes. A figura 4 da um exemplo de um

tal grafo H, comm=2 e n=7. []

=}
o

>

i |

A A

Figura &

EXERCTC10S

1. Verifique que o probleme das pontes de Kdnigsberg (motas do

capitulo I) ndo tem solucgio.

2. Mostre que um grafo G conexc e ndo vazio tem uma trilha (ndo
L
necessariamente fechada) que passa por todos os vértices e

arestas de G sc e somente se G tem neo maximo dois verti-

ces com grau impar.

3. Seja G um grafo conexo e ndo vazio com exatamente 2 vértices
de grau impar. Seja d a distancia entre esses vértices em G.
Mostre que cada passeio fechado de comprimento minimo que pas

sa por todos oS vertices e arestas de G tem comprimento |aG|+d.
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- Seja G um grafo conexo e ndo vazio com exatamente 2n vérti-

ces de grau Impar, P um passeio fechado de comprimento mini

Mo que passa por todos 0s vErtices e arestas de G. Dentre as

enumeragtes do conjunto de vértices de grau impar, seja (vl,
n

VZ""’VZn) uma tal que izld(VZi_l,VZi] e minimo, onde d(x,y)

denota a distidncia entre dois vértices x e Y em G. Mostre que

n
0 comprimento de P & |aG] + ¥ dlv

s 13Vas)a
151 2i-1°7"21

Seja G um grafo conexo e nio vazio, P um passeio fechado de
comprimento minimo que passa por todos os vértices € arestas
de G, t um subconjunto minime de al tal que gG(v) = gH(v) (mod 2)
para tode v em VH, onde H denota G[t]l. Mostre que o compri-

mento de P & {aG| + |t].

Mostre que um grafo conexc ¢ nio vazio & euleriano se e so-
mente se o seu conjunto de arestas € a unido de uma colecdo

de circuitos dois a dois disjuntos.

Mostre que se G tem 2k >0 vértices de grau impar e & conexo
entdo o seu conjunto de arestas & a unifo dos conjuntos de a
restas de uma colecdo de k trilhas duas a duas disjuntas nas

arestas.

Mostre que todo grafo 3-regular hamiltoniano tem trés empare

lhamentos perfeitos dois a dois disjuntos.

Mostre que se G & um grafo com biparticio {X,Y} e IX| = |¥],

entdoc G nio & hamiltoniano.

Mostre que a reciproca do lema 2 & falsa. (Sugestdo: conside

re o grafo de Petersen, figura 17 do capitulo III).
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D& exemplos de grafos simples hamiltonianos cujos fechos ndo
sdo completos. Dé exemplos de grafos simples cujos fechos sao
completos mas cujas seqiléncias cvescentes de graus g = (gq,...

,gn) nao satisfazem a condigaoc (4) o teorema 5.

Demonstre a seguinte generalizagio do teorema 5; seja G um
grafo simples com segliéncia de graus g =(g1,...,gn) onde g,<
gy S g seja C uma colecdo de caminhos dois adois dis
juntos em G, denote por % a soma dos comprimentes dos cami-

nhos em C. Sen=z3+4% e se

Am|Leme(n+2) /2, g <m e gn_m<n+£—m. (I1)

m-£

entdo existe em § um passeio circular hamil oniano Q tal que
para cada caminho P em C ou P ou o reverso de P & uma segao
de Q Mostre ainda que se a condicdc (II) nio &satisfeita en
t30 g & majorada por uma seqiiéncia crescente de graus de um
grafo H, que tem um caminho P &e comprimento %, tails que nem P nem o ve

verso de P & segao de algum passeio circular hamiltoniano em H.

Mostre que se G & um grafo e Z um subconjunto proprio de V
tal que o niimero de componentes de G -2 & no minimo |Z| + 2,

entdo G ndao tem um caminho hamiltoniano.

Seja G um grafo simples com pelo menos uma aresta, g =(g1,..
+»g,) uma seqiéncia de graus de G, com g S8y S ... Sg . Mos-
tre que se ndao existe m tal que m < (n+l}/Z, Ep <M ®© 8nyiop ©
< n-m entio G tem um caminho hamiltoniano (Sugestaoc: adicio-

ne um novo vértice a G, faga-o adjacente a todos os demais e

use ¢ teorema 5.)
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15. Seja G um grafo simples com bipartigdo {X,Y}, onde 1X[=[Y]=22,
seja g =(g1,...,gn) a seqliéncia crescente de graus de G. Mos

tre que se
Am[msn/4, gpsm e gn/z_msnfz-m

entao G € hamiltoniano. (Sugestdo: faca todos os vértices de

X ficarem adjacentes .adicionando arestas a G.)

16. Seja G um grafo nio vazio, d =min{g(v) |vEV}. Mostre que se G
& conexo e |V|>2d entdo G tem um caminho de comprimento 2d:
se G & 2-comexo e |V|22d =2 entio G tem um circuito com pe-
lo menos 2d arestas. Conclua que todo grafo simples Zk-regu-

lar com 4k +1 vértices &€ hamiltoniano (k=1).

17. Mostre que se G & ¢ grafo de Petersen (figura 17 do capitule

II1) entdo G- {v} & hamiltoniano, para qualquer v em V.
NGTAS

0 teorema 1 & devido a Euler (1736), que resolveu o entio
famoso problema das pontes de Kénisberg (vide notas do capituleo I e
exercicio 1), 0 problema do correio chings (teoremaz 3) foi resolvido
por Edmonds e Johnson (1973). 0 termo "hamiltoniano™ & usado, pois o
matemdtico William Hamilton inventou em 1859 um jego em que um dode-
caedro regular tinha seus 20 vértices rotulados com nomes de cidades
famosas; o participante deveria entdc dar a "volta aoc mundo", deter-
minando uma rota ao longo d.s arestas do dodecaedro que passe atra-
vés de cada um dos vértices ¢Xatamente uma vez e volte zo ponte de
partida (figura 2}. O teorema 4 & de Bondy e Chvatal (1974), mas aidéia

fundamental aparece na demonstracae do corcldrio 3, dada por Dirac (1552).
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0 teorema 5 & de Chvatal (1972). Convém mencionar que nenhuma carac-
terizagdo simples de grafos hamiltonianos & conhecida. De fato, opro
blema de decidir se um dado grafo € cu nao hamiltoniano parece ser in
tratavel computacionalmente, pois este problema pertence dclasse dos
problemas NP-m-completos (veja Lucchesi, Simon, Simon, Simon e Kowal

towski (1979)).



CAPTTULO ¥
COLORAGEO

1~ NOMERO CROMATICO

Uma k-colornagdo (k20) de um grafo € uma fimgdo c:V — {1,2,...,k}
tal que se u e v sdo vértices adjacentes em G entdo c(u) =c(v); as-
sim, uma k-coloragdo de um grafo particiona V em k subconjuntos (Vl,
Vz,...,Vk), alguns dos quais eventualmente vazios, tais que vértices
adjacentes pertencem a blocos distintos da particdo. Note que um gTa
fo com lagos nao admite k-coloragdes, qualquer que seja k. Por outro
lado, se G &€ um grafo sem lagos com n vértices entfo G admite pelome
nos n!: n-coloragbes. Um grafo & k-colordvel se admite uma k-coloragdo.
Evidentemente, se G & k-colorivel entio G & k'-colordvel para todo k'
tal que k' zk. O nimero cromatico de um grafo, X{G). & o menor natural
k (se existir) tal que G & k-colorivel: se X{G) =k, entdao G & k-cro-
matico. A figura 1 ilustra um grafo 3-cromdtico.

Freqilentemente, ao considerarmos uma k-coloragiic ¢ de um
grafo G, dizemos que um vértice v tem cor Jj em lugar de dize{ que
cv) =3. "

Note que um grafo € D-coloridvel se e somente se for vazio,

l-coloravel se e somente se nio tiver arestas e 2-coloravel se e¢ so0-
~115-
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mente se for biparticiondvel.

Figura 1

Vamos denotar por A(G) o inteiro max{g(v)|vEV} se Gndo for
vazio; para o grafb vazio G, adotamos A(G) =0.
PROPOSICAO 1 - Se G @ um grafo sem lagos entdo X(G) < 1+A(G).
DEMONSTRAGAO por inducdo em |V|. Se G for vazio entao X(G)=0<Ll+A(G).
Suponha entdo que G nao & vazio. Certamente A{G-v) $A(G). Assim, por indugdo,
X(G-v) <1+A(G). Seja c' uma k-coloragdo de G-v, onde k denota 1+A(G). Intloc' po
de ser estendida a G, (bastando para isso notar que AdjG{v) <A(G) <k),atribuindo a
v uma cor que n3o & usada por nenhum de seus adjacentes. Assim, G e

k-coloravel e portanto X(G, <k. n

0 resultado enunciado como proposigdo 1 & o melhor possi-
vel, pois para todo k, se Kk+1 denota um grafo completo com k+l vér
tices, entao A(Kk+1) =k e X(Kk+1) =%+1. Contudo, em f{quase) todos os

demais casos podemos diminuir o limite superior de X(G) de ume unidade.
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TEOREMA 1 - Seja G um grafo sem lacos. Entio X(G) =A(G) a menos que

ou (i) pelo menos um dos componentes de G & um grafo completo
com (precisamente) A(G) +1 vértices,
ou (ii) pelo menos um dos componentes tem como conjunto de ares-

tas um circuito Impar e A(G) = 2.

Observe que o caso (ii) no enunciado do teorema 1 & ilus=~

trado na figura 1.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1 - Suponha o contrario, dentre os contra-exem
plos da assergde, escolha um, G, que seja minimal. Vamos agora obter
algumas propriedades de G. Observe que removendo um vértice v de G,
cada vértice de AdjG(v) em G-v tem grau menor do que A(G); assim,ne
nhum dos componentes de G -v que contém vértices em AdjG(v) & um gra
fo completo com A(G) +1 vértices, e se A(G) =2 entio mnenhum desses
componentes tem como conjunto de arestas um circuito {Impar). Assim,
se G~ v tem um componente K,completo, com A(G) +1 vértices, entio K
€ um componente de G; se G -v tem um componeénte K cujo conjunto de a

restas & um circuito Impar e A(G) =2 entdo K & um componente de G.

Por definicao de G, podemos entio supor que G-v & A{G)-co
lordvel. Para cada A(G)-coloracdo de G-v & necessirio que se usem to
das as A(G) cores para os t vértices xl,xz,...,xt adjacentes a v en
G, pois caso contririo haveria uma cor disponivel para v e G seriaen
tdo A(G)-colordvel. Como gG(v) <A(G), entdo t =A(G) e podemos supor
que 0s vértices XI’XZ""’XA(G) $30 coloridos com as cores 1,2,...,
A{G), respectivamente. Supondo o grafo G -v assim colorido, temos en

tdo:

LEMA 1 - 0s vértices x; e xj (1=<i,j<A(G): i=j) estdo no mesmo COmpo-
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nente Cij do subgrafo Bij de G -v gerado pelo conjunto de vértices de

cores i e j.

DEMONSTRACAO - Caso contrdrio a permuta das corgs 1 e j no componen-

te de Bi que tem X; como um de seus vértices fornece uma A(G)-colo-

3
ragao de G-V em que 0S5 vértices X; € Xy tém ambos a mesma cor j, €m
contradicgdo & obrigatoriedade de colorir xl""’xA(G) com A(G) cores

diferentes. [}

LEMA 2 - C.lj & uma cadeia (l=i,j<A(G); i=zj). Isto &, Cij € gerado pe
las arestas de um caminho em Cij' Ademais, esse caminho tem compri-

mento impar, um de x; € X5 g sua origem, o outro seu término.

DEMONSTRAGAO - Pela lema 1, existe um caminho nao degenerado C = (VO,

Gl,Vl,...,O. ¥

- n) de x; a Xj em Cij’ onde V=X eV =X..

i n j

Observe que x4 & adjacente zo vértice vy, Que por sua Vez
tem cor j. Come gG(xi) <4(G) e como v & adjacente a X entdo, em G-v,
x. & adjacente a nio mais do que A{G) -1 vértices. Se pelo menos dois

1

deles tiverem a mesma cor ou se X; for adjacente amenos do que A(G)-1
vértices em G -v, entdo a cor de x; pode ser mudada. Assim, xj & ad-
jacente a precisamente A{G)-1 vértices em G-v e v, € o tnico deles

. & 1. Analogamente, o grau de X

com cor j. Logo, o grau de Xy em Ci;} j

em Cij e 1,

Para completar a demonstragao do lema, basta agora mostrar
que para todo k tal que 1 <k <n, o grau de v em G, € 2. Para tanto, su
ponha o contririo, seja komenor inteiro tal que 1<1<<negCij (vk) = 2.
Como v, € adjacente em Cij a Vi_q & @ Vy,q. POT Sua vez distintos,en
tao gcij (Vk) > 2. Nesse caso, vy pode ser recolorido com uma cor diferente de i

. . , - - -
e diferente de j, € 0 novo componente Cij tera Xy =Vg,Vqyser-sVy sy COMO ver
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tices, mas ndo terd nenhum dos vértices Vi Viaprt e Vy =xj em contra

digdo ao lema 1. De fato, Cij € a cadeia GlaCl.Deixamos ao leitor co-

mo exercicio a verificacfo de qQue o comprimento de C & Impar. ]

LEMA 3 - 0 vértice X & o nico comm a Cij e Cyy (15i,7,ksa(6) ;izj=kei).

DEMONSTRACAD - Supenha que w € um vértice distinto de X; ¢ comum a
Cij & Cik' Entao o grau de w em Cij e 2 e em Cik também. Logo, w po-
de ser recoloride com uma cor diferente de i, J e k; nesse caso os
vErtices X e Xj ficardo em componentes distintos do novo Bij’ emcon

tradigao ac lema 1. [ ]

Se X; e xj forem adjacentes para todo i e todo j tais que
l<i,j<A(G) e i=j, entao G[{v}u{xl,...,xA(G)}] € um grafo completo
com A(G) +1 vértices (e um componente de G). Por outro lado, o conjun
to de arestas do grafo H =G[{V}UVC123 & um circuito Impar: ademais,
se A(G) =2 entao H & um componente de G. Podemos entdo supor que
A{G) =23 e, sem perda de generalidade, que X) & X, nao sdo adjacentes.
Nesse caso, a cadeia Ciz contém um vértice y # X, adjacente a xl.Ap6s
permutar as cores 1 e 3 na cadeia Cy3. as novas cadeiasC,; e C,5 con

terdo ambas o vértice y distinto de Xy, em contradigao ao lema 3. A

demonstragdo do teorema esti completa. 8

Um clique num grafo G & um conjunto de vértices dois adois
adjacentes. Numa coloragze de um grafo, os vértices de um clique re-
cebem todos cores distintas. Assim, um grafo com um clique grande ne-
cessariamente tem um nimero cromitico alto. A reciproca deste fato po

rém & falsa, conforme veremos a seguir.

TEOREMA 2 - Para todo natural k, existe um grafo k-cromitico semtri-

angulos.




- 120 -

DEMONSTRAGACQ - Por indugaoc em k. Para k =0, tomamos o grafo vazio.Pa
ra k=1, tomamos um grafc com um vértice e sem arestas., Para k=2,t0
mamos um grafc com uma ligacao e dois vértices. Suponha pois que kz3.
Por indugio, existe um grafo G' (k-1) -cromatico sem tridngulos. Enu-

mere os vértices de G' segundo uma seqiléncia (vi,vé,...,v;lj ,onden =

|VG'|. Forme um grafo G adicionando a G' n+i novos vértices vb‘,vl, e

.,v;{, ligando vy 2 cada vértice em {v{,.’..,vﬁ} e ligando cada v‘i'a to

dos os vértices de G' adjacentes & V.

EXEMPLOS - No caso k=3, o grafo G obtido estd ilustrado na figura 2,

& o grafo da figura 1.

Vi Y1
v]l
0
1 "
v, v
Figura 2

Ng caso k=4, o grafo cbtido estd ilustrado na figura 3.
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Vamos inicialmente mostrar que G nic tem trifngulos. Para
tanto, suponha que, pelo contrdrio, G contém trés véertices, u, v ¢ w,
dois a dois distintos e adjacentes. Seja V" o conjunto {vi,..., v;}.
Note que V" & independente em G e portanto no maximo um dos vértices
{u,v,w} pertence a V". Por outro lado, V" =Ade(v5), logijEhhv;wL
Assim, {u,v,wlsVG\{v{j} e pelo menos dois vertices em {u,v,w} perten-
cem a VG'. Sejam pois i,j e % tais que u =vi, VeV, wE{vh,vz} ei=j.

]

' nao:-sdo adjacentes entio 2 #1i; analogamente, £ =7j. Ouse

¥ 1
Como vy e vy
Ja, i=j=2= i. Mas G' =GIVG'] e Ade(vE) =Ade'(v£), portanto u,v e
vi sdao tres veértices distintos, dois a dois adjacentes em G', umacon

tradigao pois G' ni3oc tem tridngulos. De fato, & nio tem trifnculos.
& P g g

E facil ver que G & k-coloravel, pois G' @ (%-1)-coloTdvel
€ qualquer (k-1)-coloragdo c' de G' pode ser estendida a uma k-colo-
racao ¢ de G fazendo c(vB) =k e c(vg} =c'(vi), para cada i tal que

1<i1<n.

Para mostrar que G & k-cromatico, resta agora mostrar que G
nao & (k-1)-coloravel. Suponha que, pelo contririo, G tem uma (k-1)-
coloragao c. Sem perda de generalidade, podemos supor que c(vﬁ)=k-1.
Assim, c(vg) <k-1 para todo i tal que 1 <i <n.Mudando parac(vg} acor
de cada vértice vi tal que c(vi) =k -1, obtemos entdc uma (k-2Y-co
loragio de G', uma contradigio. De fato, G & k-cromdtico e nio tem

tridngulos. | |
2 - POLINGMIOS CROMATICOS

Denotaremos por w(G,k) o niimero de k-coloracBes distintas
de um grafo G. Assim, G & k-colorivel se e somente se m{G,k) >0. Se

G & um grafo com lagos, 7w(G,k) =0 para todo k; se G & um grafo com-
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pleto com n vertice (n>0) entdo w(G,k) =0 para tode k tal que O<k<n
e m(G,k) =k!/(k-n)! para todo k tal que kzn; se G & um grafo sem a-
restas ¢ com n vertices (n>0) entdo w(G,k) =k™; seG & o grafo vazic

entao w(G,k) =1.

Dado um grafo ¢ e um# aresta o em G com extremos uev (nio
necessariamente distintos), vamos denotar por G& o grafo G~a € por
G'(;. o grafo obtido a partir de G& mediante a coalizio de u & v num Q-
nico vértice. Note que se o & um lago entdio G} =G:. A figura 4 mos-
tra um grafo G & os grafes G& e G;. 0 grafo G; & o grafo obtido apar

tir de G mediante a contraeao da aresta a.

G"

» Figura 4
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1EMA 4 - Seja o uma aresta de G. Entdo

T(G,k} = H(G&,k) —'rr(G‘O‘t,k).

DEMONSTRACAQ - Sejam u e v os extremos de o. Sem perda de generalida
de. suponha que u & o vértice em G; obtido pela identificacio de u e
v. Observe inicialmente que o conjunto das k-coloracdes de G & o con

junto das k-coloragdes c de Gc; tais que c(u) =c(v). Assim,
W(Gvk) = T[(G&!k} -im, (1}

onde m & o numeroc de k-coloracdes ¢ de Gc'x tais que c(u) =c(v). A toda k-coloragio
c' de G'D’£ corresponde uma coloracao ¢ de G(; tal que c(u) =c(v). bastando para isso
tomar a extensdo c de ¢' a VG& tal que c(v) =c'{u); por outro lado, se ¢ & una k-
coloracdo de G('l tal que c(u) =c(v), ent@e a restrigiio de c a VGo: & uma k~coloragio
de G;. Assim, ex-iste uma bijecdo entre as k-coloracdes de G‘O: e as k-coloragbes ¢

de Go'c tais que c(u)} =c(v). Logo,
m o= n{G,k). (2)

De (1) e (2) segue a igualdade enunciada.

TEOREMA 3 - Seja G um grafo com n vértices. Entioexiste uma seqliéncia
.1 - .
de inteirosndo negativos (ao,al,.. .‘,an] tal que w(G,k) = Z (—l)lai]kn t

i=0
Ademais, se G nio tem lagos entdo ay=1; se n>0 entdo a =0,

DEMONSTRAGAO - Por indugdo em |aG!. Se G nio tem arestas entido evi-
. dentemente m(G,k)} =x" se n >0, e n{G,k) =1, se n=0. Em ambos os ca-

508 a0=1 e se n >0 entdo an=0.

+

Por outro lado, se G tem lagos entao m(G,k) =0 e n >0.

Suponha pois que G nio tem lacos, mas tem uma ligagao, u.
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Entdo, pelo lema,

T(6,K) = w(GY.K) -m(Gy, k). (1)

Como a & uma ligagdo, entdc n =22; como G nao tem lagos, entdo Gé nao
tem lagos. Por indugde, existem sequencias (bl‘bZ""’bn-l) e(cU,cl,

e.sCp_p) de inteiros ndao negativos tais que

n-1 . .
7 (6 k) = e ] (-1t kT (2)
i=1
e
-2 . .
(G}, k) = ?E (fljlcikn'l‘% (3)
i=0
De (1), (2) e (3},
7(G.X) = k“-+nil(-1}i(b.+c. 3Pt
ja] i 7i-l

Assim, a assergdc vale, com &, =1, a; ={bi+ci_l] para cada i tal que

1<iz<n-1, e an-=0. B

A funcdo w(G,k) & conhecida come o polinimic enomitico de G.
Observe que w{G,k) pode ser calculado usando recursivamente a formu-

la enunciada no lema 4.
3 - GRAFGS CRITICOS

Um grafo & k-cnitice se for k-cromatice minimal. Por exem-
plo, os grafos k-cromiticos obtidos pela demonstracdo doteorema 2 sdo
k-criticos (exercicio 3). Vamos agora obter propriedades de grafos k-

criticos.
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PROPOSICAQ 2 -Todo grafo k-cromitico tem um subgrafo k-critico, todo

grafo k-critico & simples e conexo.
DEMONSTRACAG ~ Imediata. ¥

PROPOSICAD 3 - Todo grafo k-critico G tem pelo menos k vertices, to-

dos com grau maior do que k- 2.

DEMONSTRACAO ~ Suponha que G tem um vértice, v, tal que gG(v) =< k-2.
Como G-v & (k-1)}-coloravel, entdo seja ¢ uma (k-1)-coloracHo de G-v.
Evidentemente, c pode ser estendida a uma (k-1)-coloracie de @, atri
buindo a v uma das cores ndo usadas pelos vertices em AdjG(v). Assim,
G & (k-1)-colordvel, uma contradigao. Portanto, gG(v) >k-2 para todo

v em V. Bvidentemente, k =X(G) =|V]|. B

PROPOSICAD 4 - Se G & um grafo k-critico e W(X) & um corte (de vérti

ces) separador em G, entdo W(X) ndo & um clique em G.

DEMONSTRAGAO - Suponha o contririo. Como G' = G[X] e G" = GL{VAX) uW (X)]
sdo ambos subgrafos proprios de G, entdo sfo ambos (k-1)-colorhveis
sejam ¢’ e ¢" {k-1)-coloracbes de G' e @ respectivamente. Como W(X)
@ um clique, entdo c'{v) zc'(w) e c”(v).?ch(w) para quaisquer v e w
distintos em W(X). Podemos entdo ajustar a notagio, permutando as co
res atribuidas pela coloragdo ¢’ se necessario, de forma que c'(v)=
= c"(v) para cada v em W(X). Nesse caso, a "unido" ¢ de c' e c", ou seja, a fungao
¢: V—-{1,...,k-1} tal que c(v) =c'(v) para cada v em V@' ¢ c(v) =c"(v} para ca

da v em VG, & uma (k-1)-coloracfio de G, um contradigao. B

COROLARIO 1 - Todo grafo k-critico & Z-conexo, exceto o grafo comple

to com 2 vértices. [ |

Conforme veremos a seguir, a proposicdo 4 tem uma outra con

sequéncia interessante. Seja W um conjunto de vertices de um grafo G
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G' um componente de G -W; entao o grafo G[WuVG'] & um W-componente de G
Considere agora um grafo G k-critico, e dois vértices u € v tais que
{u,v} & um corte separador em G. Dizemos que um {uv,v}-componente de
G & do *ipc 1 se todas as suas (k-i)-coloragdes atribuem a mesma cor
auev, e do £ipo 2 se todas as suas {k-1)-coloracbes atribuem co-~

res diferentes a u e a v.

TEOREMA 4 - Seja G um grafo k-critico, {u,v} um corte separador emG.
Entdo G tem exatamente dois {u,v}-componentes, um, G;, do tipe 1, ou
tro G,, do tipo 2. Ademais, se Gi denota o grafo obtido a partir de
G pela adicdo de uma ligagdo com extremos u e v, ¢ se G denota o

grafo obtide a partir de G, pela identificagdo dos vertices uev, en

tao G] e G sfio amhos k-criticos.

DEMONSTRACAO - Como {u,v} & separador, entdo G -{u,v} nao € COnexo.
Assim, G- {u,v} tem pelo menos dois componentes. Logo, G tem pelo me
nos dois {u v}-componentes. Como G & k-critico entdo cada um desseés
componentes & (k-1)-colordvel. Se todos esses componentes admiéem (k-1)-
coloragoes que atribuem a mesma coT a u € a v, entdo evidentemente G
& (k-1)-coloravel, uma contradi¢do. Logo, pelo menos um desses compo
nentes, digamos Gz, & do tipo 2. Analogamente, se todos 0s {u w¥}-com
ponentes de G admitem (k-1)-~coloragdes que atribuem cores distintas
aueaventio G & (k-1)-colordavel, novamente uma con'radigdo. As-
sim, pelo menos um desses componentes Gl’ e do tipo 1 Evidentemen-
te, como G & k-cromitico, entdo GLVGyuVG,] & k-cromatico. Logo, como

G & k-critico, entdp G =GIVG,vVG,]. De fato, G tem exatamente dois

{u,v}-componentes, G1 e GZ’ do tipo 1 e 2, respectivamente.

Para mostrar que G1 € k-critico, observe inicialmente que
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Gl e (k-1)-colordvel; assim, dada uma (k~1)-coloracgdo de Gl’ obtemos
uma k-coloracdo de Gi mudando para k a cor de u. Logo, Gi g k-coloré
vel. Por outro lado, G ndo & (k-1)-colordvel, pois G, & doti
poe 1. Ass.m, G} 2 k-cromdtico. Para mostrar que G} & k-cri-
tice, basta agora mostrar que Gi -a & (k-1)-coloravel, para to
do o em aGi. Isto & certamente verdade se o for a aresta com
extremos u e v. Suponha entdoc que a pertence a aG; Como G & k-criti
co, entao G-a & (k-1) -colordvel ; seja ¢ uma (k-1)-coloracdo de G-u.
Como G,SG-u entdo a restrigdo de c a VG, & uma (k-1) ~coloracio deGZ;
portanto c{u) =c(v). Assim, a restricao de ¢ a VGl & uma (k-1)-colo-

ragdo de Gj. De fato, G} & k-critico.
De maneira analoga demonstra-se que Gy & k-critico. N
TEOREMA 5  Todo grafo k-critico (k>0) & (k-1)-aresta-conexo.

DEMONSTRAGAO - Suponha o contririo. Seja G um grafo k-critico (k»>0),
X um subconjunto proprio e nao vazio de VG tal que [&(X)| <k-2. Para
cada aresta o de §(X), seja X, 0 extremo de o em X, iu 0 extremo de

a em Vi\X.

Como G & k-critice, entdo G[X] e G-X sio ambos (k-1)-colo-
raveis. Seja ¢ uma (k~1)-coloracdc de G-X. Para cada (k-1)-coloragio
¢ de GIXJ], seja Z(c) o conjunto {a[aea(x) e c(xa)=5(iu)}. Seja ¢ uma

(k-1)-coloragdo de G[X] tal que Z(c) & minimal.

Observe que se 2(¢c) =@ entdo a "unido" de c e & (ou seja,
f: V—{1,...,k-1} tal que £f(v) =c(v) se v€X e £(v) =C(v) se vEeV\X)

¢ uma (k-1)-coloracdo de G, contradicdo.

Resta portanto mostrar que Z(c) =¢. Suponha o contrério,sg

ja o« uma aresta em Z(c), seja
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I = {v|veW(X) e C(v)=c(xu)},

d = 8(XIné(I),

m = {i|1<i<k-1, dv em W{X)\I com c(v)=i},

n = {i|l<i<k-1, 3v em AdjG(II\X com c(v)=i}.

Por definicgdo de m, X e d,

[m] < {W(X)\I| sk=2-{d]. (1)

Analogamente,

In| < {AdFGLINNX] =]d]. (2)

De {1} e (2},

[m! +In| sk-2.

Mas a cor comum aos vertices em I pertence a n, pois xael,
xaGAde(I)\X e c(xa) =c(xu).

Assim, existe pelo menos uma cor, digamos r, queé nzo & a
cor de nenhum vértice em W{X)u[AdjG(I)\X]. Portanto, se permutarmos
em G[X] as cores r € c(xaj, obteremos uma nova (k-1)-coloragdo c' de
GEXI, tal que Z(c')€Z(c)\{al}gZ(c), em contradicdo a escolha de c. De

fato, Z(c) & vazio, e G (k-1)-coloravel. Portanto, [8(X)| 2k-1 e G e

de fato (k-1)-aresta-conexo. |

Um grafo H & uma subdivisdo efementar de outro G se H pode ser

obtido a partir de G substituindo uma aresta a com exiremos u € v por
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duas novas arestas o' e 0" e um novo vertice v, tal que vy eu sﬁo oS
extremos de o' e Vo © V 05 extremos de o". Um grafo H & uma subdivisdo
de outro G se existe uma seqiiéncia (GO’Gl""’Gn} (n=0) em que G0=G,
G, =H e Gi+1 & uma subdivisdo elementar de Gi’ para cada i tal que
0<is<n-1. A figura 5 mostra um grafo que € uma subdivisdo de um gra

fo completo com 4 vértices.

Figura 5

TEOREMA 6 - Se G € k-cromdtico ¢ k <4 entio G tem um subgrafo que &

uma subdivisde de um grafo completo com k vertices.

DEMONSTRACAO - A afirmagdo & trivialmente vilida se k < 2. Para k=3 a
afirmagdo € facilmente verificada pois se G & 3-cromitico entao Gtem
um circuito ¢ com um nimero Impar de arestas e Glc] & uma subdivisio

de um tridngulo. Podemos entao supor que k=4,

Evidentemente, tode subgrafo de um subgrafo de G & um sub-
grafo de G. Assim, podemos supor sem perda de generalidade que G &

4~critico. Pelo coroldrio 1, G & 2-conexo.
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Considere inicialmente o caso em que § tem um corte separa
dor {u,v}. Pelo teorema 4, G tem exatamepte dois {u,v}-componentes,
Gy e Gy ademais, se adiclonarmos uma aresta o a G, com extremos u e
v, o grafo assim obtido, Gi, 2 4-critico. Por indugdo, Gi tem um sub
grafo H' que & uma subdivisdo de um grafo completo com 4 vértices.Se
C denota um caminho de u a v em GZ’ entio GCVH'uVC] tem um subgrafo
H que & uma subdivisdo de H'. Assim, H & um subgrafo de G e uma sub-

divisio de um grafo completo com quatro vertices.

Suponha entado que G &2 3-conexo. Nesse caso, tomando 2 ver-
tices distintos u e v de G, existe uma colegdo com 3 caminhos €y, C,
e L3 de u a v, dois a dois internamente disjuntos. Ademais, pela pro
posigdo 2, G é simples, portanto ped. menos dois dos caminhos Cl, c,
e Cq, digamos C; e €y t&m comprimento maior do que 1, Como G & 3-co
nexo, G - {u,v} & conexo. Dentre os caminhos em G - {u,v} comorigemem

VG, e término em VC,uVCq, escolha um, C,, de compriménto minimo. E £fa

‘cil ver que GlaCjuaC,uvalgual,] ¢ uma subdivisao de um grafo completo

com 4 veértices (figura 6). ]

v

u

Figura 6
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Convém ressaltar que a reciproca do teorema & falsa,pois se
0 conjunto de arestas de um grafo G & unm circuito em G com um nimero
par de arestas e 24, entdo G & 2-colorivel e uma subdivisdo de um tri

dngulo.

Dado um grafo simples G, uma contracdo efementar de G & um
grafo simples H obtido a partir de G mediante a substituicdo de dois
vértices adjacentes u e v por um novo virtice w que &ligado (por meio
de ligacdes) a cada vértice en AdjG({u,vi)\{u,v} Um grafo H & uma
conturedo de outre G se existe uma seqleéncia (G, .Gl,...,Gn) (nz0) tal
que G[) =0, Gn =H e Gi+1 € uma contracdo elementar de Gi’ para cada i
tal que 0 <isn-~1. A figura 7 ilustra um grafo G e uma contragio ele

mentar H de G.

Figura 7

COROLARIO 2 - Se G & um grafo k-critico (k<4) entio G pode ser con-

traido a um grafo completo com k vértices. 5
L - COLORAGAD DE ARESTAS

Uma k-aresta-coloragdo (k20) de um grafo G & uma fungdo

¢: aG — {1,...,k} tal que para arestas distintas e adjacentes a e



- 132 -

8, c{a) =c(B). Um grafo & k-anesta-colondvel se admite uma k-aresta-co
loragio. Observe que o grafo vazio & 0-aresta-colorivel., Note também
Que todo grafo é |aGl-aresta-colordvel e que se um grafo &' k-aresta-
colorivel entdo é k'-aresta-coloravel, para todo-k' zk. Podemos assim
definir o himerd aresta-cromitice de G, X'(G), como sendo o menor k tal
que G & k-aresta-coloravel; dizemos entdo que G & X' (G)-aresta-cromiti
co.

Dada uma k-aresta-coloragiao ¢ de um grafo G, dizemos que 2
cor i (l<isk) esta representada por ¢ num vértice v de G se cla) =i pa

ra alguma aresta o incidente em V.

PROPOSIGEO 5 - Seja m=max{[a{v)1|ve\n. Entdo ¥'(G) zm. Assim, se G

nio tem lagos entdo X'(G) 2A(G). B

TEOREMA 7 - Se G & um grafo simples entéo
A{G) =X'(G) =A(G) +1.

DEMONSTRACAO - Pela proposigde 5, A(G)s X'(G).

Provaremos, por indugdo em laG|, que
X' {(G) <A(G) +1.

Evidentemente, se aG for vazio entdo X'(G} =0 <1 =4(G)+1. Suponha en
tdao que € tem uma aresta, a. Seja G' o grafo G -a., Certamente A(G" )=

< A[G). Por indugao, G' tem uma (A(G)+1)-aresta-coloracdo c’.

Seja v, um extremo de o. Seja s = (al,...,an) {nzl1) uma se-
qiiencia de arestas duas a duas distintas todas incidentes em v,. Pa-
ra cada j (l<j=n), seja vj o extremo de aj distinto de V- Dizemos
que 5 & alternada se o=y e 2 cor c'(aj+1) nie estélrepresentada em
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vy, para cada j tal que 1 <j <n-1. Evidentemente, (o) &alternada. Se
ja s =(a1,...,an) uma seqiiéncia alternada maximal. Como gG(vn)sA(G),
entao pelo menos uma das cores {1,2,...,A(G)+1} nio esta Tepresenta-

da em v seja p uma tal cor.

Se p ndo estiver representada em & entao uma (A{G)+1)-a-
resta-coloragdo de G & obtida a partir de c' atribuindo a.corcﬂ(ai+1)
4 aresta o; para cada i tal que 1 <i <n-1, atribuindo a cor p i ares

ta o, € mantendo as cores das demais arestas,

Podemos pois supor que p esti representada em Vg- Pela ma-
ximalidade de s, p =c'(aj), onde 2 £j <n-1. Por outro lado, como
gG' (vy) <4(G), entdo pelo menos duas cores nio estao representadas em
vy seja q uma delas. Seja Gﬁq o subgrafo gerador de G' cujas arestas
520 precisamente as arestas de cor p ou q. Seja Kj 0 componente de

G! ue contéﬁ a aresta o..
pq 4 j

Se Vj—leKj entao uma (A(G)+1)-aresta~coloragdo de G & obti
da a partir de ¢', atribuindo a cor c'(ui+1) 3 aresta a; (1=<i<j-13},
trocando as cores p e gq em Kj e mantendo inalteradas as cores das dg

mais arestas.

Podemos entdo supor que vj_leKj. Seja C =(u0,81,u1,...,8m,

um) um caminho de vy @ vy em Kj {figura 8). Como q ndo & represen-

tada em vy e c‘(aj) =p, entao Bl =uj e u =vj. Cada vertice interno

u; em C & incidente a Bi e Bi+1' uma das quais tem cor p, a outracor
q. Finalmente, U, isto &, Vj—l‘ tem grau 1 em Kj‘ pois a cor p nao

-

& representada em viop e m> 0. Assinm, Kj =G'[aC]. Ademais, v € o

i-1
inice vertice de Kj no qual a cor p n3o & representada. Logo, vnEKj.

Assim, se Kn denota o componente de Gﬁq que contém Voo entao nemVj_l
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nem o, pertencem a K . Portanto, uma (A(G)+1) -coloragdo de G & obti-

da a partir de ¢' atribuindo a cor c‘(ui+1) i aresta oy (1 <£1is<n-1),

" (B

-1

J=q

p nao representada em v

Figura 8

atribuindo a cor q a aresta O trocando as cores p-€ q em K ¢ con-

servando as cores das demais arestas.

De fato, G & (4(G)*1)-aresta-coloravel. . 3

TEOREMA 8 - Se G 2 biparticionavel (ndo necessariamente simples) en-

tio X'(G) =4A(G).

DEMONSTRACAO - Pela proposigdo 5, X'(G) 2A(G). Mostraremos que G g
A(G) -aresta-coloravel por indugdo em |aG|. SeaG forvazio entao X' (G) =

0 = (G). Suponha pois que G tem uma aresta, a. Seja G' o grafo
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G-oa. Como A(G') <A(G) entdc, por indugio, G' tem uma A{G)-aresta-co

loragdo c'.

Sejam vy € vy os extremos-de a. Como gG'(vO) <A(G), entido
pelo menos uma cor emr{l,...,A(C)}, digamos g, nZo & representada em
vy Se q nao for representada em v, entao a extensdo c de ¢’ aaG que
atribui cor q a & & uma 4(G)-aresta-coloragdo de G. Suponha entdo que
q & representada em vy . Como gG'(vl} <A(G), entdo pelo menos uma cor
em {1,...,A(G)} ndo & representada em vi: seja p uma tal cor. Seja
G, o subgrafo gerador de G' cujas arestas sio precisamente as ares-

Pq
tas de cor p ou gq. Seja K o compeonente de Gﬁq que contem vy

Vamos agora mostrar que VOEVK. Para tanto, suponha o con-
trario. Seja C =(u0,Bl,u1,...,3m,um) um caminho de vy @ vy em K. Co-

- - - - ! -~
mo p nac e representada em v, € q nac e representada em vy, entao m

(21}

par, ¢'(By;,q) =q (0<iem/2) e c'(By;) =p {1sism/2) . Assim, C(vp.e.vy)

um passeio circular de comprimento impar em G, contradigdo pois G

(0]

(-1}

biparticionavel, De fato, v#VK.

Uma A(G)-coloracio de G & obtida a partir de ¢’ trocando as
cores p € q em K, atribuindo a cor q a o ¢ mantendo as cores das de-

mais arestas. ]
EXERCTC10S

1. Mostre que se G & um grafo sem lagos com n veértices e sem de
nota a cardinalidade de cada subconjunto independente maximo
de V, entao

mX{G) = n

e o m+X(G) cn+1.
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Um complemento de um grafo G & um grafo simples G com VG = VG
tal que dois vertices distintos sao adjacentes em G se e so-
mente se ndo. o forem em G. Mostre que X(G) +X{(G) sn+l parato

do grafo G sem lagos, onde n = |VG|.

Mostre que para cada k, o grafo k-cromatico fornecido pelade

monstracio do teorema 2z & k-critico.

Mostre que se G & um grafo k-critico e {u,v} & um corte sepa
rador em G, entdo g(u) +g(v) >3k-5. (Sugestdo: considere os
grafos Gy, Gé como no enunciade do teorema 4 e aplique a pro

posigio 3 a ambos).

Mostre que se G & simples com n vértices (n>0) e m arestas,

entao
X(G) 2 n?/{n?-2m).

Mostre que se G ndo tem lagos e quaisquer dois passeios cir-
culares de comprimento Impar passam por um mesmo vértice en-

tdao X(G) =5.

Demonstre a seguinte generalizagio da proposigao 1: se GE um
grafo sem lagos entfo X(G) <1 +max{d{G[X1)[XsV} onde d(H) =

= min{gH(v)|veEVH}.

Mostre que se G e k-cromatico & se G tem uma k'-coloragao c'
em que cada cor & atribuida a pelo menos dois vertices entao
G tem uma k-cploracdo deste tipo. (Sugestdo: dentre as k-co-
loracoes de G, considere aquelas cujo numero de cores atri-
buidas a precisamente um vértice & minimo; dentre estas, es-

colha uma tal que o nimero de cores atribuidas a precisamen-
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13.
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te dois vértices, e/que tém cores diferentes em ¢', & mini-
mo) .

Seja G um grafo sem lagos com a seqiiéncia de graus decrescen
te (g;.85.- --»8,), onde n = |VG|. Mostre que X(G)smax{min{i,gi+1}|
l=isn}. De fato, mostre que se (8y:.-..8,) & a particdo de V

induzida por uma k-coloracdo de G entdo
X(G) smax{min{i,di+1}llsisk},

onde di denota max{gG[v]lvESi}.

Mostre que se G & um grafo simples com n vértices (n>0) en-
tdo o coeficiente de k"1 em m(G,K} & -|ag]|.

Mostre que se G & uma darvore (isto &, um grafo conexo semcir
cuitos) com n vértices {n>0),entdo w{G,k) =k(k-1)n_1. Con-
clua que se G & conexo e simples com n vértices (n>0), entio
T (6,5 Sk(k—l)n_l com igualdade se ¢ somente se G & uma arvore,

Mostre que se o conjunto de arestas de G & um circuito em G,

e se G & conexo com n vértices,entdo 7(G.k) =(k—l)n+(—1)"(k—1).

Mostre que se Gl""’Gm sdo os componentes de G, entdon(G,k)=

= ﬂfGl,kJ'ﬂ(Gz,k)°...'W(Gm,k).

Mostre que se W & um clique e se Gl’GZ""‘Gm S30 0s W-compo

nentes de G, entao

m{G,k) =r -ﬂ(Gl,k)-w(GZ,k)-...-H(Gm,k)

onde r =0 se m(GIW1,k) =0 e r=[7(GIWI,K)1' ™, caso contra-

Tio.




15.

16.

17.

18.

19.
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Mostre que os Unicos grafos k-criticos (ks2) sdo os grafos
completos com k vértices. Mostre que os unicos grafos 3-cri-
ticos sdo os grafos gerados pelo conjunto de arestas de pas-

seios circulares de comprimento impar 23.

Mostre que Se u e v sdo vértices de um grafo critice, entdo
Adj(ulvAdF(v) e Adi(v)\Adj{u) sdo ambos mao vazios. Conclua

que nenhum grafo com k+1 vértices & k-critico.

Demonstre a seguinte generalizacdo do teorema 1: Seja G um
grafo k-critico. Entdo gG(v).zk—l para tode v em G, e cada
subgrafo 2-conexo maximal do grafo G[{v]gG(v)=k-1}1 & ou um
grafo completo ou um grafo gerado por um circuito com um ni-

mero impar de arestas.
Demonstre a seguinte generalizagdo do teorema 1: seG & (k+1) -
cromdtico sem subgrafos completos com k+l vértices, entdo

T (glv)-k) =k -2,
ves

onde S = {v[g(v)>k}.

Considere uma classe minimal C, de grafos que contém os gra
fos completos com k vertices e fechada sob as seguintes ope-

ragoes:

(I} Adicdo de um vertice ou ligagdo..
(I1) Identificacdo de dois veértices nao adjacentes.
(IT11) Sejam G; & G, dois grafos sem vértices nem arestas em
comum; a; e by dois vértices distintos adjacentes em Gy,
a, e b, dois vértices distintos e adjacentes em G,. Re

mova de G, as arestas com extremos a; ¢ bl‘ de G, as 2
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restas com extremos a, e by. Adicione uma aresta comex
tremos b, e b,, identifique os vértices a, e a, (figu-
ra 9).

Demonstre que Ck € a classe dos grafos G tais que X(G) 2k.;

b, b
G &,
al az
b by
aay
Figura 9

20. Mostre que se G e G, sdo grafos k-criticos entio todo grafo .
G obtido mediante a operacido (II1) do exercicioc anterior em
Gy ¢ G, & também k-critico. Construa grafos 4-criticos com n

vértices, nz4, n=5.

Z1. Mostre que o teorema 1 & equivalente a seguinte afirmagdo:se

G & k-critico (k24) mas ndo completo, entao 2{aG|z(k-1) VG| +1.




NOTAS

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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Demonstre o caso particular do teorema 7 em que A(G) £3 como

- um corolarioc do teorema 1.

Demonstre o teorema 8 como um corolario do exercicio 17do ca

pitule IIT.

Mostre que o grafo de Petersen (figura 17 do capitulo TIII) e

4-aresta-cromatico.

Demonstre o caso particular do teorema 7 em que A(G) =3 como

um corolario do teorema 8 e do exercicio 14 do capitulo 1.

Mostre que se KZn—l e K2n sao grafos completos com 2n-1 e 2n
s i i a 1 = X! = -
vertices, respectivamente, entao X (Kzn_l) X (KZn) 2n-1.
Um grafo G & h-aresta-colonavel de maneira anica se toda k-aresta-
coloragdo de G induz a mesma partigio de aG. Mostre que todo gra
fo 3-regular 3-aresta-coloravel de maneira nica & hamiltoni

ano.

Um grafo G & k-cofonavel de maneina inica se G for k-coloravel e
toda k-coloracao de G induz a mesma particdo de V. Mustreque

todo grafo k-colordvel de maneira imica & (k-1)-conexo.

0 estudo de coloragbes surgiu devido ao famoso "pro-

blema das quatro cores', que passamos a descrever informalmente. Um

grafo G g planan se existe uma Tepresentacao griafica de G em que arestas nac cru-

zam, a mio Ser mm vertice que % extremo de ambas (representagoes graficas comes

ta propriedade sdo chamadas mapas). Os grafos da figura 11 sao planares. Os gra-

fos K; e K: < da figura 10 nao sdo planares. Tampouco € planar o gra

fo de Petersen (figura 17 do capitulo III).
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3,3

ks
Figura 10
Fy
Fel Fs Fy Fq
Fy
4
cubo octaedro
Figura 11

Pode-se verificar que uma representacao grafica de um gra-
fo (planar) por meio de um mapa particiona o plano em regides chama-

das faces. Por exemplo, o cubo (figura 11) tem 6 faces (marcadas Fl’
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F .,F6); as faces F1 e F5 sdo adjacentes, pois tém uma linha divi-

g
soria comum. O problema das quatro cores pode ser entao assim enun-
ciado: as faces de todo mapa podem ser coloridas com ndo mais do que
quatro cores de forma que faces adjacentes tenham cores distintas.Es
te problema foi inventado em 1852 por Francis Guthrie e resistiu por
mais de 100 anos ao ataque de combinatdricos, algebristas e topdlo-
gos; uma solug3c usando o computador foi dada em 1976, por Kenneth

Appel e Wolfgang Haken {1977); outra demonstracdo do teorema das qua

tro cores tambem usando o computador foi dada por Frank Allaire (1977).

Dado um grafo planar G, pode-se considerar o grafo dual (tam
bem planar) D em que 0s vertices de D sio as faces de G, as arestas
de- T} sdo as arestas de G, ¢ os extremos de o em D sdo as faces de G
que conteém a. O octzedro {figura 11) e o duval do cubo (figura 11). A
figura 12 mostra um grafo G e o dual D. Pode-se mostrar que o dual do

dual de G & igual a G.

Figura 12

Com o conceito de dualidade, pode-se enunciar oteorema das qua
tro cores da seguinte maneira: todo grafo planar & 4-coloravel. Unma

vez transformade o problema de colorir faces em outro de colorir véz
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tices f0oi natural estudar coloragdes de vertices de grafos quaisquer,
nae necessariamente planares. Damos a seguir uma lista de afirmacgodes

equivalentes ao teorema das quatro cores.
AFIRMACAO 1 - Todo grafo S-cromitico & nio planar.

AFIRMACAO 2 - Todo grafo S-cromitico contsm um subgrafo que & uma sub

divisdo de KS (figura 10).
AFIRMACAO 3 - Todo grafo 5-critico pode ser contraido a um K.

AFIRMACAO 4 - Todo grafo 3-regular, 2-conexo, planar tem 3 emparelha
mentos perfeitos dois a dois disjuntos (ou seja, & 3-

aresta-coloravel),

0 teorema 1 foi demonstrado por Brooks (1941)}; a demonstra
G2o aqui apresentada & de Melnikov e Vizing (1969) e usa atécnica de
cadelas de Kempe, utilizada por Kempe (1879) na primeira demonstra-

cdo errada famosa do teorema das quatro cores.
0 teorema 2 & de Mycielski (1955).

O estudo de polindmios cromiticos foi introduzido por Bir-
khoff (1912) no ataque ao problema das quatro cores e desenvolvido
por Whitney e Tutte. A alterndncia de sinais do polindmio cromitico

(teorema 3) foi demonstrada por Whitney {1932c).

Os teoremas 4, 5 e 6 sao de Dirac (19522,1953}. 0 teorema
6 demonstra casos particulares da conjetura de Hajos (1961): se um
grafo ¢ k-cromitico entdo tem um subgrafo que & uma subdivisio de um
grafo completo com k vértices (veja também afirmacfo 2, acima). Ana-
logamente, o coroliario 2 demonstra casos particulares da conjetura de

Hadwiger (1943): se G & k-critico entdo pode ser contraido a um gra-
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fo completo com k vertices (veja também afirmagdo 3, acima).

0 teorema 7 & de Vizing (1964); o enunciado do exercicio 18
& de Dirac (1952), o do exercicio 19 de Hajos (1861). O primeiro con
tra-exemplo para a generalizacdo da afirmagdo 4 para grafos ndo pla-

nares foi dado por Petersen (1891) (veja exercicio 24).

0 leitor interessado em grafos planares, bem como na imer-
sio de grafos em outras superficies, pode consultar o livre de Fre-

chet e Pan (1967).

Para um estudo do teorema das quatro cores, € da sua histé
ria, citamos os livros de Ore (1867) e de Kainen e Saaty (1977}, eos
artigos de May (1965), Saaty (1972), Haken (1977), Appel e Haken

(1977) e Allaire (1977).
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