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INTRODUCAQ

Estas fMotas foram escritas com o intuito de servir como
texto para um curso introdutdrio & teoria das distribwicBes, com
énfa;e no cidlculo. Como pre-requisitos sdo suficientes os cur -
sos usuais de Anélise_no Rn, Teoria da Medida, Topologia e Va -
ridvel Complexa que fazem parte do curriculum do mestrado em ma
temdtica da maioria das universidades brasileiras.

0 texto consiste de oito capitulos. Nos primeiros seis,
procuramos descrever as propriedades elementares mais importan-
tes dos espagos de distribuigdes mais comuns (D@, £ (9),6')
¢ estender as operagdes classicas do cdlculo funcional, tais
como a mudanga de varidveis, a convolugcdo, as transformadas de
Fourier e Laplace, etc. Isto & feito de forma autosuficiente.Por
exemplo a completude sequencial de ' (Q) (Teorema IV.1.1) &
feita usando diretamente o teorema de Baire que o alunro defe
conhecer do curso de Topologia, ao invés de aplicar o teorema de
Banach-Steinhaus em espacos de Frechet como & praxe. No capitu
lo VI sdo apresentados os teoremas de Paley-Wiener para as trans
formadas de Fourier e Laplace.

Os dois {ltimos capitules pretendem ilustrar como as dis

tribuigdes constituem um marco adequado para a discussio da

existéncia, unicidade e regularidude das solucdes das equagdes
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diferenciais parciais. Bm particular, prova-se a existéncia de
solugbes fundamentais para os operadores diferenciais de Cauchy-
Riemann, Laplace, ondas e calor.

Alguns tdpicos elementares da teoria das distribuigdes
que podem ser com frequéncia evitados nas aplicacBes, tais como
o produte tensorial ou o teorema de representacdo local de uma
distribuicdo como soma de derivadas de funcdes continuas, nio
aparecen nestas notas. Estes e outros temas podem ser vistos ou
aprofundados na referéncia basica da teoria, [23].

Queremos deixar aqui comsignados os nossos agradecimen -
tos a Comissdo Organizadora do 12? Coldquio Brasileiro de Mate-
mitica pela oportunidade de)ministrar 0 presente curso, a Maria
Euldlia de Moraes Melo que leu a versdo manuscrita do presente
texto e a Delza Cavalcanti Xavier Lima pelo excelente traba -
l1ho de datilografia.

Recife, 15 de abril de 1979.

Jorge Hounie






Capitulo I

§1. Fungodes generalizadas e solucoes fracas.

0 calculo cldssico para fungdes de varias varidveis & ina
dequado quando se deseja ter uma teoria simples e geral para equa

¢oes diferenciais parciais. Assim por exemplo, as duas equacgdes

alu  _ 3’u
(I.1.1) X3y =0 . = =0

nio tém as mesmas solugdes. A primeira equacgio € satisfeita por
u(x,y)=|x| enquanto que %% ndo estd definida para x=0. Exis-
tem duas formas, aparentemente opostas, de fazer com que as duas
equacoes (I.1.1) tenham as mesmas solugdes: restringir o espago
de soiugﬁes admissiveis a fungdes bastante regulares para que o
Teorema de Schwarz possa ser aplicado ([10], p.53) ou suplemen-
tar as fungBes com novos objetos, "fungoes generalizadas", de mo
do que a derivagdo seja sempre possivel. Assim, mesmo que |x|
nio seja diferencidvel no sentido classico, %% serd um objeto
"independente de y" e portanto u(x,y)=|x] também satisfari a
segunda equagde (I.1.1). A vantagem da segunda forma de agir de-
ve-se, entre outras razdes, a que & Util contar com o maior nime

ro possivel de candidatos quando se deseja resolver uma equagdo.

E claro que, ac fazer isto, & importante preservar tantas pro-



priedades dos espagos de fungdes quantas for possivel.
Vejamos outras situagSes em que aparece a necessidade de
derivar fungdes "a priori" nfo diferenciaveis.Consideremos o pro

blema de minimizar o funcional
1 1

{1.1.2) F(u) =.f j, (1+u;+u2) dx dy ,
0 Yo Y

onde u€c!([0,1] x [0,1]) e u deve assumir valores prefixados
no bordo 3C de C=(0,1)x(0,1).

Suponhamos que u & um minimo de (I.1.2) e seja v duas
ﬁezes diferenciidvel em C e nula numa vizinhanca da fronteira

de C. Entdo a funcio
(I.1.3) ¢(t) = F(u*rtv) , teR ,

tem um minimo em t=0, e conseqgiientemente ¢'(0)=0. Com efeito,
u+tv tem os mesmos valores que u em 3C, e nossa hipltese @&
' que F{u)<F(w) para qualquer w €C'(C) tal que w=u em 3C.

Derivando sob o sinal de integragdoc cobtemos

(1.1.4) 0 = ¢'(0) = szc (uxvx+uyvy) dx dy.

Se supusermos que u & duas vezes continuamente diferencidvel
em C, integrande por partes em (I.1.4), a primeira parcela em

relagao a X e a segunda em relacao a y, teremos
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(I.1.5) 0 = ffc (uxx'*uyy)‘r" dx dy.

. - 0 .
Nesse caso, a densidade das fungbes C com suporte compacto.em

C (Teorema I.2.1), peérmite concluir que
(I.1.6) Au=u_+u =0 em C.

Isto €, uma condig@o necessdria para que u€C2(C), seja um mini
mo de (I.1.2) & qué Au=0. Entretanto, a condigdo u€C2(T) é
artificial ja que (I.1.2) esta definida para qualquer uéC!(T).

Por outro lado, mesmo que u seja apenas C!, podemos inte -

grar (I.1.4) por paftes de outro modo, e obter
(I.1.7) J], udAv dx dy = 0.
C

Para u €C%2(C) as equagdes (I.1.5) e (I.1.7) sdo equivalentes,
mas 2 segunda estd definida para u integravel, mesmo que u nio
seja diferencié#el em nenhum ponto. Se u €L!(C) satisfaz (I.1.7)
para todo v duas vezes diferenciavel com suporte compacto em
C, dizemos que u €& uma "solugdo fraca” de equacdo Au=0. Prova-
remos mais adiante que toda solugio fraca de Au=0 & de fato C
e entdo, também solugao no sentido qléssico de Au=0,

Este exemplo sugere como estender a nogao de derivagao a

fungOes nao diferénciaveis: para definir Au, w€L'(C), & preciso



estudar a forma linear

(1.1.8) u —> J:r u Av dx dy.
C

' Para sermos capazes de estudar operadores diferenciais de qual-
quer ordem somos assim levados a considerar formas lineares de-
finidas no espago das fungdes indefinidamente diferencidveis

que se anulam fora de um conjunto compacto.

§2. As funcces - teste.

_pefini;ﬁo 1.2.1 =~ Seja @ um aberto de R, Denotaremos eom C:(Q)
¢ espago das fungoes-teste em R, f.e., o conjunto dae fungbes a
palores complezos indefinidamente diferencidveis com suporie con
pacto em fl. ‘

Lembramos que o suporte de uma fungdo continua ¢(x), € o fecho
do conjunto {x|#(x)#0}, e se denota S(¢)}.

Um exemplo cli@ssico de fungido-teste g fornecido por
2 -1
exp(|x]°-1) se  |x|<1
(1.2.1) $(x) =
0 se  |x|31

A diferenciabilidade de (I.2.1) segue da diferenciabili-
1

dade de £(t) = et se t<0, £(t) = 0 se t20.0Observe dque todas



as derivadas existem se t#0 e convergém a zero quando t—>0, ou
seja fe€C (vide [10], p.28).
Multiplicando ¢{x) por uma constante adequada obteremos

uma nova fungao ¢(x) ECZ(IRn) tal que
(1.2.2) ftb dx=1 , ¢20 , S(¢)=suporte de oci{x|!x|¢1}.

Definicdo 1.2.2 - Se f é uma fungdo complexa, mensurdvel Lebesgue,

definida em R, tal que para cada compacto KCQ
(1.2.3) f If| dx < =
K
dizemos que £ & localmente integrdvel e zserevemos fEL;loc ().

Teorema 1.2.1 - Seja ¢ecz(R“) tal que (1.2.2) vale, feL}wcuR“)

e definamos para >0

(1.2.4) £x) = ff(x-ey)qs(y)dy - e'“ﬁ(m(i‘-;l) dy.

Entao
-a) £.€c” (")
b} ee f£(x)}=0 q.t.p fora do conjunto fechade A,

S(£,) C A+ {x||x| < &}

c} se f & continua e S(f) é compacto, f€~——>f untformemente



quando e—>0.
Demoﬁstragéo - A segunda expressao de fE mostra que

|£, (x)-£_(x') |scte. sup l$ ()¢ (") |
elt-t'|g[x-x"}

e segue-se que f_ & continua. Também podemos diferenciar ¢ sob
o sinal de infegragéo, na mesma formula, qualquer nimero de ve-
zes, 0 que prova a).

A primeira expressao de fE mostra que se f(x)#0 deve exis
tir y € 8(¢) e{|yl ¢ 1} tal que x-ey€A. Isto prova b).

Se f & continua com suporte compacto, podemos tomar

A = S(f} em b) e concluir que fEE-C:GRn), ja que
S(£,) €S(f) + {[x] ¢ €} = compacto.

Além disso

[E(x)-£_(x)] = If(f(xl-f(x-EYJ)dJ(Y)dYI$SUP[f(XJ-f(X-EY)[-
Y

0 membro direito da ultima desigualdade tende a zero com e, de-
vido & continuidade uniforme de £, o que prova c).

Q.E.D.

Coroldrio I.2.1 - Se £ &€ L'(®R™) o £_ ¢ definido por (1.2.4) quan

do e>0,



”fslll =Ilfg|dxé Hf]ll e ||f f” —>0 quande e—>0.

Demonstracdo - O teorema de Fubini e a invaridncia por transla-

goes de dx permitem concluir que

flf ax < [ f1£Geen) [s0Ianax = (603 ([ 1£xmer) [axdy -
- Somaylielly = 1€l

Por outro lado, dado 8>0, existe g continua e com su -

porte compacto tal que ||f-g||1<6. Entdo
1e-£ sl TE-gl 1+l fg-g 11+ 11 (a-£) | [yt [£-gl ]+l le-g | 1yr
+||f'g|ll<26+||g“gc||1

Ora, g —>g uniformemente quande e—>0 e S(g.) € compacto
fixo, independente de ¢, 0<g¢<l. Em particular Ilg-gPI|<6 se €
for suficientemente pequeno, e |]f-f€|[<36 se O<e<e  para um
certo €5°

Q.E.D.

Coroldrio 1.2.2 - Seja K wm suBeonjunto ecompacto de wum aberto

ngmn. Entao extiste ¢EGC:(Q) tal que 0$Ygl e P=1 numa vt

sinhanga de K.

Demonstracdo - Seja &=4(K, EQ]=inf{|x~y|,xGK,y & Q}; 6>0 por



tratar-se da distdincia entre um compacto e um fechado disjunto.
Consideremos nimeros positivos e, €y tais que E<€1<El+£<5, e se
ja £ a fungdo caracteristica de K1=K+{]x|sel}, isto €, a fumn-
¢do que vale 1 em K; e zero fora de K. Entao y=f_ definida por
(2.4) satisfaz S(f&)gx1+{|x|ss}gK+{Ix|se+el}gsl o que pérmi

te concluir que wEE:C:(ﬂ). Ainda, se d(x,K)<el-s, segue que

para qualquer y;—‘.!Rn lvl<l eryEKI Conseqiientémente

£.(x) =If(x-ey)¢(y)d)f = f ] f{x-ey)e(y)dy '-fl.qb(y)dy =1
ly]<1

Isto prova a Gltima afirmagdo do corolario.

Q.E.D.

k9

Observagdes - 1) Para n=1 a fungdo (1.2.1) & dada por a(x) =
= exp[x’l—l)_1 no intervale I ='(-1,1) e por zero fora de 1.
A propriedade chave de oafx) € qué todas suas derivadas tendem
a zero quando x—>#1 , |x|<l. Isto & claramente pecessirio pa-
ra que ¢(x) resulte C”, jd que ela & identicamente zero fora
de I, e aqui reside a dificuldade de exibir exemplos de fun -
goes CZ por meio de uma expressdo analitica. Observe que to -
das as derivadas de ¢(x)} sdo zero em x=t1, e portanto a sé:ie
de Taylor de ¢{x) em x=%l & identicamente nula e em particular

ndo converge a ¢(x) em nenhuma vizinhanga desses pontos.
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ii) Uma ¥ez que se acha uma fungao CC, obtem-se outras pela

férmula (I.2.4) em numero suficiente para aproximar fungdes in-
tegraveis em norma L', funcOes continuas uniformemente sobre

compactos, para separar compactos de fechados disjuntos, etc.

Definicdo 1.2.3 - Uma seqiiéncia (¢j) de fungodes GC:(Q) converge

o
a zero em CC(Q) se

i) existe um compacto KC R tal que S(¢j)gl{, §=1,2,...

ii) para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem M

das fungdes ¢j convergen unifordemente a zero quando j——>w,

Observagdo - E possivel dotar C:(QJ com uma topologia de fér—
ma que.a convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela
definigdo I.2.3. (vide [18], [23], [25]). Vejamos que essa topo
logia nio provem de uma métrica. Suponhamos por absurdo que p &
uma distancia tal que p{¢,¢n)——>0 se € éomente se ¢n-¢——>0 em
Cz(ﬂ). Seja K, uma seqiiéncia de compactos cuja unido seja £,
e escolhemos <%1eC:(9) tal que ¢n(x)=1 numa vizinharga de
Kn (Corolariec I.2.2). Como €¢ﬁ——>0 em C:(Q) se 1 Se man -

tem fixo e e—>0, podemos escolher en>0 tal que p(sn¢n,0)<%.
Entao p(anén,o)—~>0, embora en¢n—%—>0 em CCGH ja que gg S{ﬂﬁn)=

e e isto & incompativel com i) da Definigde I.Z.3.
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§3. As distribuigoes.

Definigazo 1.3.1 - Seja leflaberto. Um funcional linear contér
nuo uC, (R)—>€ & dito uma distnibuigdo em Q. 0 espago das dig
tribuigbes em Q se denmota '(Q).

A definigado significa que se ¢1,¢2€C:(9), LEC e (d)j)

- .. -~ . {~-]
& uma seqliencia em Cc(ﬂ),

u(¢1+?\¢2) - u(¢1)+lu(¢2) (linearidade)

¢J.__>o en c‘:(n) — u(¢j)——>0 ufo) (continuidade) -

Por vezes, & conveniente escrever <u,¢> em Vez de u(¢).

Exemplo 1.3.1 - Considere 9=R", e defina <8,¢>=¢(0), peco®™).
0 funcional § & ciar'amente linear e continuo. Esta distribuigdo
& chamada ‘'delta de Dirac".

Exemplo 1.3.2 - Definamos <T.¢> =I [t]er(t)dt , ¢ ecZ(R). A

iinearidade & clara, e se S(¢j) c[-a,a] e ¢:‘i(t)—>0 unifor-

memente, segue que |<T,¢j>| <& 2af 511Pl¢5 (t) |[—>0.
t

n

Exemplo I1.3.3 - Seja fGLEOG(Q) , 0cR” | e defina

<Tg,$> =ff¢ dx , ¢€C_(R).
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A linearidade € clara, e a continuidade decorre da eStimativé
I<Tf,¢>|§sup§¢(t)1f H£]dx.
S(¢)

E interessante natar que se <Tf,¢> = <Tg,¢> para toda
¢€C:(Q) e f.,g€ Lilioe.m)’ entdo f=g. q.t.p. Com efeito, se X
& um compacto de &, h=f-g e «a eCE(Q) vale um em K,uheLIGRn)

(estendendo por zero fora de ©). Considere
(@h) (0 = e[ en) e EDyay = <1p,8o-<1y,85 = 0,

onde B(y) = e_na(y)B(E%X)EiCZ(Q}. Portanto, fazendo g—30 3
aplicande Corolidrio I.2.1 concluimos que oh=0 gq.t.p e em
particular h(x)=0 q.t.p em K. Tomande uma seqiiéncia de com -
pactos Kn, tais que L)Kn=ﬂ, concluimos que f=g. q.t.p
Abandonemos agora a notagdo provisdria T, e escrevamos
simplesmente <f,¢> =;rf¢ dx. Isto zquivale a identificar qual-
quer funcgdao localmente integrdvel £, com o funcional Te defi-
nido no Exemplo I.3.3. Esta identificacgio permite considerar
muitos espagos de fungdes, entre outros Lp(ﬂ) 1spsw,ck(ﬂ) lgkge
{espago das fungoes K-vezes diferenciidveis com  continuidade),
como subespagos de @'(f). E neste sentido que as distribui -

-g0es sao "funcgdes generalizadas'. De agora em diante a identifi

cagdo f-—>T, serd feita sem maiores comentarios.
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Exemplo I.3.4 - Seja p uma medida definida na o-algebra dos sub
conjuntos borelianos do abertoszgmﬁ, e suponhamoes que H{K) <
para todo compacte K<C2 (ou seja .que u 2 localmente finita).

Entao <u,9> = J° $ dp define um funcional linear em C:(ﬂ) e
“Q

a estimativa

<u,¢>] < sup|e{t)].u(S($))

prova a continuidade. Em outras palavras, as distribuigCes sao
.suficientemente gerais para incluir todas as medidas localmente
finitas. Um argumento semelhante ac do Exemplo I.3.3,porém mais
técnico, prova que duas tais medidas que definam a mesma distri

buigdo, sdo identicas.
Exercicios

1} Qmads das seguintes fungdes sdo fungdes-teste em R?

exp(1/x(x-1)) se . 0O<x<l
a) fix) =

0 5e x€0 om xud

GOs X 5@ |xl<§
b) f(x) =
f Be [x|;%



c)

.2)

a)

b}

3)

4]

5)
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cos x.exp(d:'cz—-:rz)'l se let-;—
f(x) = -

0 se |x[)_;-
Quais das seguintes funcdes sfo localmente integraveis?

£f(x) =-3% em R

f(x,y)s;—% em R

f(x)=—1——T em R
n-3

x|

{a),

Se fj , j=1,2... @& uma seqiiéncia de funcdes em Lﬁoa

Q¢RY aberto, dizemos que f —>0 em Liet(n) se para

todo eompacto KCQ , Jalf dx——>0 (j—>=). Provar que,

toda f €L, (@) e 11m1te em L; () de fumgBes teste

Loe Loe
(isto &, existe ¢, €Cl(a) j=1,2,... wal que f-¢j'—>o-

1
em L£0c(ﬂ)).

Se lg¢pg¢~ defina LEOQ{Q),§2§R? aberto, de maneirsa ng

tural. Provar que L£0c(n] < 42M(ﬁ) , lEp€e.

Defina convergencia em Liag(Q) por amalogia e€om o caso



6)

7)

a)

b)

c)

8}
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p=1 e prove que C:(Q) € denso em LEOC(Q) se lsp<w, mas

nio & denso em L ().

Prove que <T,$> = cf o' (t)dt , ¢ GCE(R) £ a distribui

¢do nula.

Quais dos seguintes funeionais definidos em CzﬂRJ 530
distribuicgbes?

T($} = tfexp(tz)MtJdt

T($) =f]¢'(t)|dt

T(4) = Lim n[o(1 + H-e )]

nre

Prove que nao existe fGIQﬂC(Rn) tal que <£,p> = ¢{0)

para toda ¢ ECZ(R“).

Sugestao - Se ¢6CZ[Rn-{G}) deve verificar-se <f,¢> = 0, e o

Exemplo I.3.3 mostra que f£=0 q.t.p eit R*-{0}.
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Capitulo II

§1. Operaces. com distribuigﬁes.

A soma e o produto for escolares de distribuigoes defi -

ne-se da maneira vaia. Se up, Uy € P, ¢€Cz(9), re €,
<u1+u2 a¢> = <u1a¢> + <U2 ’¢>
<Xul,¢> = A<Pl,¢>.

A filosofia geral para definir operagbes mas distribui -
¢bes & a seguinte. Suponhamos que existam dois operadores linea

res e continuos L e L' de cz(n) em C:(Q) tais que

(I1.1.1) I(Lm dx =f¢(L"w)dx . veC,(R).
Q 9 :

Quando isto acontece diz-se que L & o transporto formal de L'
e vice versa. A continuidade de L(L') significa naturalmente que
L¢j——>0 {L'¢j——>0) en C:(ﬂ) toda "vez que ¢j——>0 en C:(Q).
Observe que por hipdtese ¢,L¢,¢,L¢ECZ(Q)§ Léac(ﬂ) cD'(®) e
portanto (II.1.1} pode também ser escrito da forma <L ,p> =
= <¢,L'y>. Neste caso & pdssivei estender o operador L a um

operador T:D (2)-—> L' (R). Com efeito, definamos

(I1.1.2) <Lu,p> = <u,L'yv> uw €D (), vec (a).
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[

E claro queﬂiu ¢ um funcional linear enm C:(n). Além disso, se
wj——>0 em C:(ﬂ) L'wj-—>0 en CZ(ﬂ) e portanto <uJﬂ¢j>-40,
o que significa que Tu € D' (). Finalmente, se uECZ(n), de -
cbrre de (II.1l.1) que f(Lu)w dx = <.i.'u,w>, isto € TUELEOC e
Lu;Eu. Em outras palavras T & uma extemsdo de L. Fregilente -
menate se usa a mesma notagio L, tanto para o operador original
gquanto para sua extensao 1.

Nos exemplos seguintes deixamos a'verificagﬁo da conti-
puidade de L e L' a cargo do leitor. A letra R designara

sempre um aberto de R". \

Exemplo II.1.1 (Produto por uma funcdo M.

Seja £ €C_(7) e definamos L:Cy (2)—>CC(2) por (L) (x)=
=f(x)$(x). Naturalmente L=L' satisfaz (II.1.1) e a operagao
"multiplicagio por £" fiea defimida para qualquer distribuicéo

por meio de
(11.1.3) <fm, o> = <u,f¢>.

Exemplo II.1.2 (Derivagdo)

Sejam (xl,——,xn) coordenadas cartesianas em Q e defi

namos L = —33. Integrando por partes em relagdo i varidvel X5

ax
obtemos



0 termo ndo integrado & nulo porque as funcles ¢, ¥ sio nulas

fora de um compacto. Entao - 2 g0 transposic formal de-éT,
X ax

e podemos definir

(11.1.4) AU s = acu, s,
axd ax?

Exemplo I1.1.3 (Operadores diferenciais)

Um operador diferencial linear com coeficientes c” & uma
combinacdo de derivacgOes e multiplicagao por fungodes c”. Se L &

um tal operador L & possivel achar L' aplicando reiterada-

[

.2 2
mente (II.1.3) e (II.1.4). Por exemplo, se L=A=G$%J +”.+GJLJ .
x ax™

duas aplicagbes de (I1I.1.4} dao
(I1.1.5) <bu,$> = <u,0p> , u € D'(R) , ¢ €C_(A),
como foi sugerido no §1 do Capitulo I.

Exemplo II.1.4 (Mudanga de varidveis)

Seja ¢:0—>0 um difeomorfismo, isto &, wma bijegdo de
ft scbre {, tal que & e ¢-1 sio de classe C e definamos
Lo=¢pod , ¢»€C$(ﬂ). Observe que s(¢o¢)=¢'1(s(¢}) e portanto

L¢eﬁ€(ﬂ) fusar a Tegra da ecagdeia).Para encontrar L' aplicamos



~18-

o teorema de mudanca de varidveis na integral

(11.1.6) j;da(@(y))w(y)dw L¢(x)w(¢"1fx))m¢'1)ux)ax

onde |J(¢"1)[ denota o valor absoluto do determinante da ma -

1, 1sto nos leva a definir L'¢J=|J(<I>—‘ljl.wo<l>—1 .

triz jacobiang de ¢~
Lembrefios que a matriz jacobiana de o~! e nio singular e seu de
terminante nunca nulo, assim |J(¢_1)| resulta diferencidvel.

Quande u € J'{(f), definimos entado

(11.1.7) o <uod ,p> ¥<u,'(¢o¢'1).|J(¢"1)|>.

Esta férmula & ;‘lt'il porque, tornando independente a distribuicdo de
sua expressio em coordenadas, permite definir distribuigbes em
variedades diferencidveis por meic de -cartas. Par‘a isto & preci
~ so comsiderar o caso levemente mais geral de um difeomo:fismo

$:a—>a' n,n'an. Outras aplicagbes simples seguem em baixo.

Exemplo I1.1.5 ({Translagdo}

Seja aeR® ¢ R"—R", definido poz-" ¢ (x)-x-a. Defini -
mos a translacdo de ¢(x) ec:(m.“) come a fungdo ¢a(x) = ¢ {x-a).
'se u € D' ®™), a translacio de u se define usando. (I11.1.7),

ou seja:

(I1.1.8) <u 9> = <u,¢(x+a)>
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Exemplo JI.1.6 (Reflexdo)

Seja & um aberto simétrico em relaglo a origem e consi

deremos ¢ (x)=-x. Definimos E(x)?¢(-x) para ¢ GCZ(Q), e

(11.1.9) <,6> = <u,d> , u € DW@ , pec(a)

§2. Derivadas distribucionais e derivadas classicas.

Se f(x)étf(R), isto €, f(x) € continuamente diferen -
cidvel, a formula de integrac@o por partes prova que a derivada
de f no sentiao das distribuigdes dada pela formula (I1.1.4)
‘coincide com a distribuigdo definida pela fungdo continua (entdo
localmente integrivel) %%. Portanto, para fungOes suficiente-
mente regulares as derivadas no sentide usual e no sentido das
distribuigoes coincidem. Vejamos o que acontece com fungdes de
uma varidvel que apresentam uma discontinuidade de primeira es-

pécie na origem:. Mais precisamente, suponhamos que feif(R-{O})

e que os limites Iim f(x) = £(0+) , 1im £f(x) = f({0-) existem
. i&o, xA0
e sio finitos. Denotemos com {f'} a fungao definida como %5

para x#0 e n@o definida para x = 0 e suponhamos ainda que
{f'}GiLioc(R). Fara calcular f' (a dérivada de f no sentido

das distribuigdes) basta observar que se ¢€C:(R). S(¢) € [-N.N]

-
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(I1.2.1) <f' pr=—ef @ '>= —ljm[.f jl ]f¢'dx*1nn(f 'J‘ V£ ¢~

-€
-11n(f(x)¢(x) +f(x)¢(X]| =(£(0+)-£(0- ))¢(0)tJP {£'}e dx
-N

-

Um easo particular importante se obtém gquando f(x)=H(x)=fungido
de Heaviside, igual a 1 para x>0 e igual a 0 para x<0 (como fun

gao € L, nio precisa estar definida na origem). E claro que

Loc
H(0+)=1, H{0-)=0 e {H'}=0. Assim

(11.2.2) <H'.$> = ¢(0) = <5,¢>.

Obtemos deste modo a distribuigdo do Exemplo 1.3.1 como derivada

de H(x). Por conseguinte, a formula (II.2.1) pode ser escrita
(11.2.3) £ = {£'}+[£(0+)-£(0-)]6.

Por vezes & possivel fazer com que uma fungdo ndo local -
mente integravel defina uma distribuigidoc. Tal o caso de f{x) = %
em R. A integral de 1/|x| em gqualquer vizinhanga da origem e in

. . d o1
finita e fgL.Eoc([R)' Entretanto, para x#0 I log|x| X )

g{x) = log|x| & localmente integravel ja que

1
[j log|x|dx] = 2
-1
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e log|x] e continua para xf0. Podemos experimentar entdc com

a distribuigio <g',$>=-<g,¢'>. Se S(¢) C[-N.N] e 6 €CI(R)

: -& N .
“floglxl¢'(xldx = - 13'33(J +J Ylog|x|¢' (x)dx = Llim( f 5"—;}1@ +
€ -Nde

e+0 |X|>€
+ (¢(e)-¢(-e))1og ).

A ditima igualdade foi obtida integrando por partes em ambos in-

tervalos de integracdo. A desigualdade do valor médio permite con

cluir que |¢(e)-6{-€)| ¢ sup [¢'(t)|2e. Como lim€log e=0, teremos
t

g0

(11.2.4) —<log x.4'> = 1lim ox) gy,
eN0

[x]|>e

A distribuigso dada pelo membro direito de (11.2.4) se conhece

com o nome de valor principal de % e se denota v.p. %.
0 produto de wme distribuigdo por uma fungdo C* foi defi-
nido no Exemplo II.1.1. Vejamos alguns exemplos. Se fec”®R),

b ECom),
<£6,0> = <6,£0> = £(0)$(0) = <E(0)5,9>

0 que significa que f6=f(0}6 e <5 o valor de f em x=0 & relevan-

te no produto f6. Andlogamente
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<f8' ,¢> = <§' f¢> = -<§, f'¢+fp'> = <f(0)6'-f"(0)5,¢>

ou seja que £6' = £(0)86'-£f'(0)8. Analogos resultados'podem ser
obtidos para derivadas de qualquer ordem de &. Outro exemplo
& xv.p. 1 - 1. Com efeito

x

<X V.D.T ¢> =<V.p.3 !x¢(x)> 1im j ﬁ.gff..).dx f¢ dx=<1,¢>.
g0
|x|>e

E facil ver que a regra de Leibniz para a derivada do
produto de duas fungoes se mantém quando um dos fatores & uma

distribuigdo. Se u €D (R),£€CT(Q) e ¢ GCZ(Q) :

<—37(uf),¢>=-<uf,§$7>=-<u,f§$75=-<u,_3T(f¢)—¢§£+>=

3x 3x ax 3x axd
SOY LI IS
ax- 8Xx

ou seja

(I1.2.5) —T(f y=£24 . Bf ,  recT(R) , u €D ().
3xJ BxJ ax?

Vejamos agora que a observacido feita no inicio do §2 pode
se estender a fungdes continuas se a derivada distribucional tam

bém :esultar continua.

Teorema II.2.1 - Se u e £ sdo continuas em QERE @ 2er = £ entao
' X
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u.é difereneidvel em rvelagdo a x e 5 o gentido eldseico.
ax N

Demonstracao - Supoﬁhamos primeiro que S(u) € compacto. Usando

a notagdo do Teorema I.2.1.

—Bjus(xm'“fucy)—afd) (x—;l)dy=-e'“fu(y)w—a-3~¢ (*X)ay=
ax : X Ay

=e'nff(y)¢(-’5-;l)dy=f€(x)-

Observe que a pen(iltima igualdade & comseqiiencia da  definigdo

de derivada no sentido das distribuigSes. Decorre do Teorema 1.2.1

ou
que u_—>u e ——% —> f uniformemente quando e—>0. Entao
ax
EE? = f no sentido usual {vide por exemplo [10], Proposigdo 7,
ax
p. 41).

No caso geral, seja x €0 e consideremos uma  fungao
tpECZ(R) , igual a 1 numa vizinhanga de x, (vide Corolario I1.2.2}.

Entdao S({yu) & compacto e —§+(¢u) = §27u+w§ET = gi--—u+:pf é conti-
ax? ax? ax? ax?

nua.  -Raciocinando como antes, concluimos que —Ev(wu) = glk---u+1pf
- . ax? ax?
no sentido cldssico. Na vizinhanca onde § vale 1, esta iltima
igualdade se reduz a EET = f. Como X, & arbitrario, o teorema
ax

esta provado.

Q.E.D.
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No Cilculo de VariagBes classico se considera uma fungao
de trés varidveis F(o,B,y) suficientemente diferenciavel e se

procura minimizar a integral

b
I(u)} =(§ Flu(x),u' (x),.x)dx

a

na classe das fungoes u(t}), continuamente diferenciaveis em

[a,b]. Se u & uma solucdo do problema e ¢€-CZ(a,b), a funcio
g(t) = I(u+té) t € R,

tem um minimo em t=0, e por conseguinte g'(0)=0.Derivando sob
o sinal de integragdo obtemos

b

(11.2.6) g'(0) = f 3Ep + Bonax = 0, v e€Ca.B).
a

As fungoes de X, %%(u(x),u'(x),x),%gT(u(x),u'{x),x) sio conti-
nuas e a equacao (11.2.6) significa que a primeira & a derivada
no sentido das distribuigdes da segunda. 0 Teorema II.Z.1 afir-
ma que, de fato, & uma derivada no sentido classico. Entao a
fungdo minimal u(t), se existir, deve verificar a equaciao de

Euler~Lagrange



u

-25-

(I11.2.7) %? —=-§{~

Este resultado foi obtido por Du Bois-Reymond no século passado.
Por exemplo se guisermos achar uma curva plana u(x}, de compri -
mento minimo, que ligue a origem com o ponto (1,b), devemos con-

siderar a integral

1
5 vVi+u'? dt.
0

(——l———)=0.5egue que

1+u'?

culcn-
ot

A equacao (II.2.7) se reduz neste caso a

1

deve ser constante e o grafico de u(x) serd uma reta.

§3. Derivadas e primitivas.

Se f & diferenciivel num intervalo (a,b) e f' & zero o
teorema do valor médio implica que f &€ constante em (a,b). E

significativo que o mesmo resultado valha para distribuigdes.

Teorema II.3.1 - Se u € J)'(a,b) e u'=0 entao u=cte.

- . 1 - -
Demonstragdc - Qualquer constanteEELzoc e € nesse sentido que

u=c. Observe que uma fungdo - teste ¢ ECZ(a,b) € a derivada de

outra fungao teste ¢ se e somente se c[’ ¢ (x)dx=0. Com efeito,
-
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. |
se b0y 0 e S € [NA] L 00w [ v (s o e,

X oo
Reciprocamente se ¢ tem integral zero, w(x)=‘r ¢(t]dt,ecc(a?b)

e ¢'=¢.
Para provar o teorema basta tomar uma fungdo ¢OE:CZ{a,b)

tal que f¢o=l. Dada ¢€C':(a,b) esSCTEVEmOS

(I1.3.1) ¢ = [0I-(fo atde, ()] ( o atde (x) =
= v (e at)e, (x)

visto que o termo entre colchetes tem integral nula. Por hipdte

se <u,w'>=-<u‘,g>=—<0,w>=0. ¢ por conseguinte
<u, ¢> =¢f; dt<u,¢ > = <u,¢o>g[3 dt = c<1,9> = <c,¢>,

ou seja que u=c com c=<u,¢0>.

Q.E.D.

Corolario I1.3.1 - Se u €D (a,b) ¢ u{k)=0, gntde W é um polind

mio de grau & k-1,

Demonstragdo - O teorema II.3.1 prova o caso k=1. Se o resulta-

(k-1)

do & valido para k-1 e u(k}=0, entdao escrevendo v=u e apli

cando o teorema a v concluimos que existe uma constante ¢ tal



k-1 (k-1

que v=c. Entdo (u-c -¢czv-c=0 e pela hipdtese

X
(x-13)!

k"]. k-2
indutiva, u-c-* = o

; xJ, para certas constantes a., j=
(k-1)! I

~

=0,...,k-2,

i,
L}

Q.E.D.

Corolario II1.3.2 - Toda distribuigdo u € JD'(a.b) tem uma pri -

mitiva.

Demonstraciao - Seja ¢, 2 fungdo da demonstragdo do Teorema II1.3.1

e defina
X
<V, P> = —<u,j [¢[t]—(f¢ ds)¢0(t‘)]dt>.

A verificacdo de que v € D' (a,b) e v'=u & imediata.
Q.E.D.
Consideremos uma funcdo crescente o(x) num intervalo fi-
nito [a.b] e ¢ €C:(a,b). Toda fungdo de variaclo limitada defi-
ne uma integral de Stieltjes e tal & o caso de a e ¢; a primei-
fa por ser crescente ¢ a segunda por ser continuamente diferen-
cidvel. Aplicando a férmula de integrag@o por partes ([20], Teo

rema 6.30, p. 134) para integrais de Stieltjes, segue que
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b b b b
(I1.3.2) ‘K ¢ da=f(b)¢(b)-f(a)¢(a):} o d¢=:f o d¢=1f adp'dx.
a a a a

A Gltima igualdade & o teorema 6.17 de [20]. Na linguagem das dis

tribuicoes podemos escrever (II.3.2)
(11.3.3) <o’ Lp> =‘j} do

que expressa o fato que a derivada de uma fungac crescente (no
sentido das distribuigdes) € uma medida positiva. Reciprocamente;
se u & D(a,b) tem derivada positiva no sentido que <u’,¢>30 se
¢EC:(a,b) , $20 , o teorema de Riesz ([21], p.40) afirma que exis

te uma medida u, finita sobre compactos, tal que
(II.3.4) <ut,g> =ﬁ du peC_(a,b).

Esta Gltima integral coincide com a integral de Stieltjes gera -
da pela funcdo mondtona crescemte u(x)=u[c,x] se x3c a(x)=u(x,c]
se x<c , a<c<b , u{{c})=0 , ou seja cf% du =°/} do. Integrando
por paftes como em (II.3.2), podemos escrever (II1.3.4) na forma

b

(1¥.3.5) c<u' L, d> = —cf a{x)e'(x)dx = <u',¢>.
: a

Por conseguinte, (u-a)'=0 e u=a+c. Desta forma obtemos
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Teorema I1.3.2 - Seja u €D’ (a,b). Entdo u'zx0 (i.e. <u',$>30

se & GCZ(a,b) ,020) se e somente seu é uma fungao mombtona erescente.
Q.E.D.

Um caso particular interessante se da quando tomamos co-

mo o uma funcio continua e nio decrescente em [0,1] que & cons-
tante‘em cada componente do complementar do comjunto de Cantor
C,. sem ser constante (vide [21], p.168). Se ¢e:c:(p,q) onde

(p.q) & uma componente de CCO, segue que

q q
<a',¢>=—farxw(x)dv-fu(p)¢‘(x)dx=—a(p) (6 (@) -6(p))=0.
P P

Portanto o' & uma medida cuja integral se anula em qualquer fun
cao suportada em @CO. Segue que o' & uma medida  concentrada
em C,, em particular & uma medida singular com respeito a medi
da de Lebesgue. Isto mostra a vantagem da derivagdo distribucio
nal'em relacdo 3 derivagdao q.t.p. de fungdes f de variagdo limi
tada, j& que na derivagdo q.t.p. s6 a parte completamente conti
nua de £' € obtida ([21], p.167). No caso da fungdo de Cantor

a'({t)=0 q.t.p. sem que a seja constante.
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Exercicios

Seja :9,—>0, um difeomorfismo entre abertos de R™. De-

fina uo® para u EJ)'(QZ) e calcule uod quando u=§.

Calcular as seguintes expressoes no sentido das distri -

buicdes

[gi - a)H(x.)eax
k

4 Ix|

ax

(%i N ag)ng)gos ax

. cos X
Defina v.p. ===

convenientemente e prove gue € uma

distribuigao.

. A
Defina <Pf1—,¢> = lim[(j +5 )¢(x)dx - 2¢(0):| ,¢€Cm[[R)
x? g0 ~m Jgo ox? £ €

e prove que Pflz € uma distribuicdo. Compare comgL-V4Ll.

X dx b's

Calcular

32
3%y HOOHG).

Seja #(x,y) = (x+y,x-y) , v = uod , u €D'(R?).



aj)

b)

c)

7)

8)

9
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Calcule v.se u=48 e calcule u se v=4§.

2 2 2
Suponha que (g—— - 2__)u5p e prove que v = F o &,
ax?  ay? 3x3y
32 32
Procure u tal que (=— - <—)Ju=§.
ax?  ay?

Provar que se u €' (R) e u'=s, entdo u=H{x)+c.

Calcule %Eu se u & a fungdo caracteristica do quadra

do [0,1]x[0,1] em R?, e verifique que S(%%]={O,1}x[0,1].

Seja v = %% a distribuicdo do exercicio anterior. Prove

que v ¢ LEGG(RZ).
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Capitule III

§1 Particdes da unidade.

Definigio IIT.1.1 - Seja QcR™ aberto.Uma seqiidneia L P

de fungoes € CZ(Q) se diz uma partigdo da unidade se

i) Todo ponto X €Q possui uma viszinhanga que interdecta apenas

um numerc finito de S(¢5)’s.

ii) Zq&i(x)El , X€Q
i=1

iii) 0go; (X}l , xen , i=1,2,...

Observe que para cada x fixo, se U(x) € a vizinhanga ga -

rantida por i) da definigfo acima, e y€U(x), a soma E $; (¥)
i=1

tem um ndmero finito e fixo de parcelas ndo nulas. Isto &, local
mente a série & uma soma finita. Em particular a série & comnver-

gente, pode ser diferenciada termo a termo, e se pode obter por

= 34,

exemplo § ——%(X)EU. As condigdes ii). e iii) explicam o nome de
p ax
1=1

"partigao da unidade'.

Definicao II11.1.2 - Dade uma cobertura aberta 1/=(Vu) de Q,
o€ A
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dizemos que uma partigac da unidade (¢i) estd subordinada a 71

se para todo o €A, existe 1€N tal que S(¢i) QVG.

Teorema II1.1.1 - Toda cobertuva aberta UV de um aberto Q CRT,

-

admite uma partigdo da unidade subordinada a /8
Demonstragdes do Teorema IIf.1.1 podem ser encontradas
em [11], p 237 e [25], p.161. Provaremos uma versdo mais fraca

do Teorema III.1.1 que € suficiente para nossas necessidades.

Teorema I11.1.2 - Seda K um compacto de an, e congideremoe aber-

b
tos Vi,...,V, tais que ke UJ ij Entde  existem  fungdes
j=1

¢jec:(vj) tais que

DA PR
=1 7

ii) i ¢j (x) = 1 numa vizinhanga de K.
i=1

iii)  Osogel xer | j=1,2,...

Demonstracgdo - Para cada j=1,...,% escolhemos compactos Kjgvj de

£
forma que {_J KjD K. Usando o corolario I.2.2 construimos fun-
i=1

goes wj€CZ(Vj), j=1,...,£ tais que Osszl e wj==1 muma vizi -
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nhanga de K. Basta agora definir ¢y, 0=y (A-93)seves 4=
=¢£(1“$1)n-~(1*¢£_1) para obter
4
(III.1.1) E:: ¢j = 1'(1'$1)(1'¢2)---{1"W£),
j=1
£6rmula que pode ser facilmente verificada por indugdo em £.Por
conseguinte, as fungoes ¢j verificam 11i), como se deduz de
(I11.1.1) e as propriedfades i) e iii) sao de verificacao imediata .
Q.E.D.
Dadas duas fungbes continuas f, e £, em &, dizemos  gue
f1 e £, sd0 iguais no ponto p €8 se fl(p)=f2(p). Se £, e £,
fossem distribuigles em 2, ndo existe forma de comparar f, € £,
"em p", ja que o valor de uma distribuicio num ponto nao esta
definido. }sto‘n&o & uma perda muito grande, levando em  conta
que o mesmo acontece com muitos espagos funcionais. De fato, se
fl,fzfin(Q) , lepge fl e fz sio classes de equivaléncia ae
fungdes que coincidem em quase toda parte, e portanto o valor
num ponto depende do representante. Se fl contem wn representan
te continuo, este & Gnico e neste caso podemos definir fl(p)
como o valor que toma em p © iinico representante continuo de
fl,.mas em geral nao existe um critério para escolher um Tepre-
sentante. Entreténto, podemos dizer que duas distribuigoes

Uy, € .b'(n) sdo iguais num aberto UCQ se e somente se
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<u1,¢> = <u2,¢> para todo ¢ GCZ(U) {(ocbserve que C:(U)gcz(ﬁ)).

Teorema II1.1.3 - Sejam u; e u, € ' () tals que todo ponte de Q

tem uma vizinhanga onde u,=u,. Entao u1=pz em Q.

Demonstragdo - Séja ¢ GC:(R), K=S(¢). Existe uma cobertura fini

ta V1""’Vz de X formada por abertos onde u; e u, coinci -

dem. Escolhendo ¢j ecZ(vj) como no Teorema III.1.2, podemos es

£
crever ¢(x) = 2{: ¢j(;)¢(x) e & claro que cada parcela estd su -
j=1

portada por algum Vj' Por* conseguinte

<u15¢‘>=<u1:z_ ¢j¢>=Z <u1 ’¢j¢>=Z- <u2 9¢j¢>=<u2 :¢>‘

f J J J
Q.E.D.

Definicio III.1,3 - Se u EPD' () definimos suporte de u, S(u),

como a intersegdo de todos os fechados de 2 fora dos quais u

g nulo.

Observacio - Se F & um fechado relative de @, QLE‘é aberto, e
dizer que u se anula em Q-F quer dizer que as distribuigoes uy=u
e u2=0 coincidem em Q-F. Conseqiientemente o Teorema III,1.3 im-
plica que a unido de abertos onde u se anula & um aberto onde u

se anula. Portanto existe um maior aberto onde u se anula. Este
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aberto & precisamente Q-S{u}. Em particular Stu) € um subconjun-
to relativamente fechado de Q.

Se u & uma funcdo continua em 2, u define uma distribui -
cdo como elemento de Lzac(n), e temos duas definigdes de  5(u)
" como fungdo (fecho de {u(x)#0}) e como distribuicio. E facil ver
que as duas definigbes coincidem.

Uma definigio andloga & a seguinte.

Definicdo III.1.4 - Se u €D () definimos o euporte eingular

de u, SS(u}, como a intersegae de todos os fechados de @ fora
dos quats u & c”. .

| Naturalmente, dizer que u & €~ num aberto U ‘sighif;l_
ca dizer que existe uma fungi3o FECT(U) tal que <u..¢>=f£ ¢ dx=
=<£,4> para toda ¢eCZ(U).

§2. Distribuicdes com suporte compacto.

Definicio II1I.2.1 - Denotamos eom £'(9), nc_:Rn aberto,o subes

pago de D' (9) dae distribuigdes com suporte compacta.

Teorema I11.2.1 - Seja u € £'(Q). Existe um #nico funefonal 1i

near E:Cm(m——w tal que

‘:i.) V) =ul(e) para todo @&C:(ﬂ)
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ii) U()=0 se ¢€C(R) e S{¢)nS(u)=0.

Demdnstragéo - Suponhamos que existam dois funcionais 1lineares
El’ﬁé que verifiquem i) e ii) e seja urGCZ(n) igual a 1 numa
vizinhanga de S(u) (vide Coroldrio 1.2.2). Se ¢€C.(R), ¢ =
= $U+(1-¥)¢ = 9,+¢,, onde ¢, €C(A) e S§(o,)nS(u) = ¢. Entdo
(8] = Wy (8047, (0,) = uley) = Ty(0)%0,(9,) = Wy(0), o que
prova a unicidade.

Para provar a existéncia basta definir para ¢e<_:°°(n) ,<ﬁ',¢>=

=<u,$ > onde ¢=¢ +¢, & qualquer decomposigio de ¢ com
¢, € C:(ﬂ) e S(¢y)nS(u)=0. Se ¢=¢ +¢; & outra decomposigio
"45m05=01-¢; e segue que S(¢ -¢/)n S(u)=¢. Como ¢ -9’ estd su-
portada num aberto onde u se anula u(¢o-¢é)=o’ ou seja <u’¢o>=

=<u.¢,> e a definigdo de U resulta independente da decomposicio.

Q.E.D.

Definicdo II1.2.2 - Uma' seqiléneia (¢j) de fungdes C (R) conver-—
ge a zero se para todo compacto K e todo inteiro positive n,
as derivadas de ordem m das fungdes ¢j convergem uniformemente

a zevo em K quando j—>eo,

Observagdo ~ Se uma seqiiencia (¢j) de fungoes € C:(ﬂ) converge

B ZETro em C:(n) (Definigdo I.2.3) & claro que tambdm converge
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o - - .
a zero em C (Q}. O reciproco & falso, fomo mostra o exemplo em

o=R dado por ¢, (x) = 2'n¢o(nx) onde S(¢.)€ [-1,1] e b, (x)=1
se |x} <« %J E claro que |¢£k)(x)| = iz—nnk¢§k)(nx)lankZ—n-—>0

uniformemente em x€R. Por outro lado, S(¢n(x))2 - %—,%:[ e os
suportes das ¢, nio estdo contidos num compacto fixo.
Introduzimos agora uma notagdo muito difundida e que re-
sulta pratica quando & preciso escrever derivadas de fungoes de
varias vgriéveis de uma maneira eficiente. Denotamos com & =

= (al,.a.,an)EINn um multi-indice, isto & uma n-upla de intei-
a .

ros nic negativos. A soma E o5 serd denotada Ja|. Escreve-
3=1

=]

=]

7]

=)

n
P

j —ET onde i = ¥-1 (isto & conveniente no estudo
ax

da transformagdo de Fourier) e denotamos
p* = p® D“n
1--°Dy -

Analogamente, se X=(X;,...,X )} esSCrevemos
1 n

e tambénm a!=a1!...an!. Esta notagdo permite escrover a férmula

de Taylor de forma compacta.
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Teorema III,2.2 - Seja u um Ffuncional limear em Gm(ﬂ). Az comdi

g0es seguintes sdo equivalentes:

i) u & continuo.

ii) Existem um compacto KCQ, uma constante positiva € ¢ wm

inteiro positivo m-tais que

(I11.2.1) | <u,¢> |<C 2 sup D] , s €C™(0).
|algm
Demonstracdo - Se ii) vale e $;—>0 en c7(Q)  segue que

v § 5up|Da¢jfmh—>0, ja que as derivadas de ¢j até ordem m ten
o] <m

dem a zero uniformemente em qualquer compacto. Temos entao
que'<u,¢j> —> 0,

Reciprocamente, suponhamos que (III.2.1) & falso para
qualquer escolha de ¢,K,m, e consideremos Kn={x| Ix¢n e

d(x, CQ) - %}. Os Kn's sao compactos e todo compacto KCQ es
td contido em algum Kn ja que X deve ser limitado e estar a
uma distancia positiva do complementar de Q. Tomando C=n, m=n,

K=Kn existe uma funcao ¢n€LCw(Q) que viola (III.2.1} ou seja

(1I11.2.2) rn=i<u,¢nzl>n 2{: sup|Da¢n),
lalen “n
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em particular rn>0.

=

Ora.se ¢ = —2 & imediato.que wﬁ-—>0 em CT(Q). Com efei

n n
to, sejam KC§ compacte, B um multi-indice e escolhamos n> 8|

tal que KgKn. Entao usande (IIX.2.2)

supiDBwni $ ‘zz: suplnawn] = %_ :z:: suptDawn] < %.

X lalen o T lal¢n o

Entretanto I<u,wn>| = |r;1<u,¢n>l = 1, o que contradiz a conti-
nuidade de u.

Q.E.D.

A continuidade dos funcionais de C:(Q) pode sef caracteri

zada de forma andloga.

Teorema II11.2.3 - Seja u um funcional linear em Cw(Q)“ As geguin
0 C -

teg condigbes sdo equivalentes:

i) u é continuo.

ii) Para cada compacto KCQ, existem um inteirc positivo m e

uma constante positiva C tais que

(111.2.3) feu,9>| ¢ C Z supiD¥s| , 6 €CL(A . S € K-

for bt

Demenstragao - Se ¢j——>0 em C:(Q) e S(¢j)€;KO, j=1,2,..., basta
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usar (111.2.3) com K=K0 para ver que <u,¢j>—?';-*->0.
Se (II1.2.3) for falsa para C=m=n, podemos encontrar ¥,
tal que |<u|4)n>[=1. S(u)cK e Zsuplnd¢n| < ;11- Entdo y —>0
fo|sn
en CZ(Q) e <u,y > -/-> 0, o que contradiz i).
Q.E.D.
A relagéo entre os fun_cionéis linedres continuos de Cz(ﬂ)

e C(2) estd dada pelo resultado seguinte.

Teorema 1I11.2.4 - Seja u € D' (R). As seyuintes condipbes sdo

equivalentes:
i) u € £'(u)., isto &, S(u) & ecompacto.
ii} Exicste um funcional linear continuo v em c“(n) tal que a

restrigac v/E:(Q] = u,

Demonstragio - i) —=pii)

Se u € £'(2) podemos estendet u a um funcional U emC (@)
como no Teorema III.Z.l; SekurGCZ(ﬂ) 2 1 numa vizinhancga de S(u),
segue que T(o)} = u(ew) para toda ¢ eCm(ﬂ). Aplicando o Teore-
ma I11.2.3 au com. KO=S(¢|) lo_btemos para certos c>0, m€|N+ [
¢ €C(2) arbitraria

(I1I.2.4) |<1‘T.¢>1=I<u,¢¢>i\<cl%: sup | D7 (we) |<c Zsupln%l.

o lsm o|€m X
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A dltima desigualdade se¢ obtem calculando 0% (¢¢) pela regra de
Leibniz. Os supremos das derivadas de U até ordem m sio absor-
vidos na constante c'. Decorre do Teorema II11.2.2 que u & conti

nuo em CP(Q) e basta entao definir v=ﬁ'para obter 1i).

iil) == 1)
Pelo Teorema III.2.2Z, existem c¢,m,X tais que
(I11.2.5) J<v,es] ¢ ¢ > supld%| , oec™@).
o |m

Se ¢ GCZ(Q) e S5(6)n K=¢, segue de (IlIl.Z.5)} que

I<u,>| = |<v,¢5] & ¢ :{: sup|[D%} = 0.
|a]em
Entao S(u)CK e u € £'(Q).
Q.E.D.
Observagbes ~ Se K & uma seqiiéncia de compactos que "esgotam"
@ como na demonstragao do Teorema III 2,2 GI%IGC:(Q) vale 1
numa vizinhanca de Kn, € facil ver que dada ¢ €C (Q), a seqiién-

cia ¢n=wn¢ecz(m e ¢ —>¢ en o) (i.e. -9 —=>0 em

). Segue que CZ{Q) & denso em C7(2) e portanto o fun -
cional v do Teorema III.2.4 que estende u € £'(Q) & {nico {fun
cionais continuos que coincidem num conjunto denso sio idénti-

cos}. Isto permite idemtificar £'{Q) com o espago dos funcig
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2 > - =
nais lineares continuos em C ().

Exemplo III.2.1 = Se :EEIIGQ(Q) e f(x) & zero q.t.p. fora de

um compacto K, ségue que S(f)CK e f € £'(2). Reciprocamente se
S{f)=K, £ @ zero no aberto 2-K e decorre do Exemplo 1.3.3 que

-~

f=0 q.t.p. em Q-K.

Exemplo III.2.2 - Se 1 & uma medida de Borel localmente finita;

concentrada num compacto X, nc sentido que u(E)=u(EaKk) para to-
do boreliano E, segue que S{u)< K, Por exemplo se d6 dencota x

medida de Lebesgue na circunfereéncia unitdria
s! = {(cos &,sen 8) 0<B<2m}

de e para qualquer boreliano E de R? definimos - u(E) =

R
Jo € uma medida finita e S(u) = S!. Se
1 ‘

i 2m
$ € C:fﬂzl . <u, 9> =<j $(cos 0,sen 8)de.
- 0

Exemplo I11,2.3 - A distribuicdo &(s) = ¢(0) , pecI@)  tem

suporte S(8) = {0}. Andlogamente, qualquer combinagdo linear de

derivadas de &,

_ E o
(III.2.6) u = CGD g,

folsm
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¥

verifica S(u)={0}. E interessante constatar que, reciprocamente,
se u EQ'{IRR), tem supofte S(u)={0}, entdo & da forma (III.2.6)}.

Com efeito, consideremos a bola de raio e e centro na ori
gem, B_ = {xeR", |x|ge} e escolhamos ¢ € CZ(ER“) que verifique

(1.2.2). Agindo como na demonstragdo do Corolario 1.2.2 definamos

(111.2.7) £ = s““f o (X)ay.
"Bae

Entdo fe=1 em BE e S(fs)nge. Alem disso

(I11.2.8) <u,g>=<u,f 9>, x}JGC:([Rn}

jd que S(Y(1-£)) e {0} sdo disjuntos. Usando ‘a estimativa

(1¥1,2.3) com K=B, e tomando € < 1, teremos
1 3 N

(I11.2.9) sl scC ‘% sup{p®(£ 43} 0 < e < %.weczm“).
alem

Por outro lado, o desenvolvimento de Taylor de ¢ se escreve

(I11.2.10) v . D Pﬂfﬂ x% 4 Ryyq (%)

lalgm  &°

e a estimativa de Lagrange para o resto fornece
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gz PR, Goleulx (™ xaa slener

para uma certa constante M que depende de ¢ e m mas ndo
de x, |x|<1.

Em virtude de (III1.2.8} e (II1.2.10) podemos escrever

: ST p%y(o a .
(I11.2.12)  <u,y> = e cux® +cury,

= y 1>=
|ofgm '

- § a

= < caD S,y> + <u‘Rm+1>'
lo[<m

Observemos que <u,x"> estd bem definido ji que u € E®™. pe -

corre de (II1.2.12) que patra obter u = 2: C&Daﬁ sera suficiente

provar que <u’Rmﬁl>=0' Aplicando (III.Z2.9) Fom w=Rm+1’ teremos
) .
(I11.2.13) [<u,R > € C 2 sup[D (fERm+1)1.
©lelsm .

A estimativa (IIT1.2.11) mostra que

(111.2:14)  sup  [DPR G| = 0™ IBy | plaml L e —> 6.-
m+1 i

4
| x|<3e

Por cutro lado, segue da definicao de fe que

(II1.2.15) sup|{D*E_(x}| = oce”lety,
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Assim, aplicando a regra de Leibniz ao membro direito de (III1.2.13)

e usando (IIT1,2.14) e (I11.2.15), obtemos <u,R >=0(e). Visto

m+l

que R € independente de e, concluimos que <u,Rm+1>=ﬂ, 0 que

m+1
prova nossa afirmacao.

E claro que nesta demonstragdo o fato de u estar supor-
tada na origem & irrelevante. Se S(u}={a}, aeR", aplicando a
translagdo x+—> x-a & distribuicdo u (vide Exemplo II.1.5)
recaimos no caso anterior e resultara u = QE:: cdDaGa, onde

fa|6m

<6,,¥> = y(a}.

§3. Divisao de distribuicoes.

Dados uma distribuigdo u e uma fungdo C £, o problema da
divisdo consiste em encontrar outra distribuicdo v tal que fv=u.
Se f nao se anula em nenhum ponto, a solugio 6bvia.é ﬁ = %u e a
solugdo €& Unica. O problema pode #s vezes ter solugdo mesmo que
f se anule. Por exemplo se u=l1 e f(x)=x , x€R , uma solugio
€ v, = V.p. %f Mais geralmente, v = v *ed também € solugic. Se
w satisfaz xw=l & claro que x(w—v0)=0. Entao w-v o se anula
para x#0 e S(w-v_)={0}. Segue do Exemplo III.Z2.3 que W-v, € uma

combinagdo linear de § e suas derivadas e um cdlculo simples mos

tra que qualquer combinacao que contiver derivadas de & de ordem
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positiva n2o se anula quando multiplicada por £(x)=x. Em conclu
sdo, v = v.p. % + c¢§ & a solugdo geral da equagdo xv=l,
~ Consideremos agora o problema xv = u , u €D '®). Se

a(x) ECT(R) e a(0)=0, segue do teorema fundamental do cédleulo
: X 1

que a(x) = J‘ o' (t)dt = x J' a'{tx)dr = xB(x) , e BEC R).
0 0 '

Fixando uma funcio YG.C:(R) ,» Y{0)=1 e aplicando ¢ racioecinio

anterior a $(x}-4(0)y(x) com ¢€CZ[R) concluimos que -

o({x) = ¢(0)y(x)+xB(x)

e B €C:(R). Assim a formuia
(I111.3.1) <v,p>=<u, gr=<u, 220000y 2R

define uma distribuigdo v que satisfaz xv=u ¢ a soduglo gersl se
obtém adicionande wm miltiplo de 5.

Se £(x)€ C (R) tem um {inico zero simples em x = 0 emtdo
f{x)=xg(x) com g €C”M®) e a funcdo g nio se anwla nunca. A
divisdo por f se obtem entdo dividimdo sucessivamente por g e
por x. Se f tem um Unico zero de ordem finita m em x=0, f(x)=
=x"g(x), g(x)#0, XeR, e poderemos dividir sucessivamente por g
e por x (m vezes}. Finalmente, usando partigdes da unidade, &

facil estender o argumento ao caso em que Ax) tem varios zeros
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de ordem finita (portanto isolados), por exemple quando £(x) &
analitica real, .

0 problema da divisdo de distribuigdes por fungdes anali-
ticas' reais em dimensdo n>l & muito mais envolvido, j& que para
dividir € necessarioc estudar com cuidado o comportamento de uma
fun¢do numa vizinhanga do comjunto onde ela se anula. Isto & sim
ples em R, mas extremamente complicado em R"™ se n>1. O problema
da divisde por uma fungdo analitica real foi resclvido afirmati-
vamente por Lojasiewicz ([15]). O teorema tinha sido conjectu-
rado por L. Schwartz que havia resolvido o problema de divisao
por uma funcio holomorfa em ¢ (f27]). 0 leitor interessado po-
de consultar também [ 9] para o caso da divisdo por polind -

‘mios, [17] como exposigio geral do teorema da divisdo, e [1]
onde se da yma demonstragao usando o teorema de resolugao de sin
gularidades'de Hironaka.

A djvisdo por fungbes C , ndo amaliticas, & em geral im-
possivel, mesmo no caso de uma variavel. Por exémplo a equagao

MNPA

e v = 1 n3o tem solugdo em '(R). Com efeito, suponhamos
que Vv & uma solucd3o. O Tesrema II1.2.3 afirma que existe uma

estimativa

. m
(117.3.2)  |<v,é>]s CZsupln%l L BECT(R) L S(e) ¢ [0,4].
o=
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Se ¢, € C:(IR) verifica ¢ (x)20 , S(¢,) € [1.4] e ¢ (%)=l em [2,3],

entdo ¢, (x)=¢, (nx) n=1.z,...ec‘;°(m) e S(¢,)¢ [1/n,4/0). Aplican
do (I111.3.2) obtemos

. . m
(111,3.3) l<v.¢,>} ¢ C § su§;D“¢nt n=1,2,...
a=0

Ora,
-2 -2 - -2
V.9,> T <exp(~x “}v,eéxp(x )¢n> t <] exp(x )¢n> &
3/n ‘

= j‘exp(x'z)cbo(nx)dx :I exp(ﬁ“z)dx by nalexp(nzlﬂ).
2/n

Entretanto, © membro diréito de (II1I.3.3) verifica

¢ 2 sup|D* (nx) | « ¢ Z cg?® 5 c ER.

jalgm o |gm

. n
Chegamog assim 3 desigualdade éxp n*/9 ¢ € §:: c a®1 que -]

o
g
obviamente falss quando # ciesce.

Exercicios

1) Provar que se v & uma funcio contfnua sm O, a5 duss no »
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goes de suporte de M, como fungdo e como distribuigdo,

coincidem.

Construir uma fwamgio ¢ GC:(R) tal que suas transladadas
¢k(t)=¢(t-k) ke. .,-1,0,1 . . constituam uma particio da

unidade.

) - . e ) 1 .
Sugestdo - Partir de ¢ t * 0 GCC(R) , wi{t)=1 se Etkf- ¢ eonsiderar

3)

i)
ii)
iii)

iv)

v)

4)

80Ty - w(t (D w(-k)7h
k€7

Determinar o suporte e¢ o supo te singular de w nos seguin

tes casos.

u(x) = |x|
u = H(x! (fungfio de Meaviside)
u{x)=cos x se x 1irracionmal u[x)=ex 5¢ X raciomal

u = v.p. %

u,d> = rcb(-ﬂ,r)dy ) ¢€i::€ﬂ‘)

£

Seja f(x) =x, u = 5 aiD',‘(S €D ®R), aidt. Provar gue
i=0

se fu =0, entao a, = a3, = .., =

1 2
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6)

7
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Sej_a ¢€C:[R)_, $(0)=1 e defina d-’j {(x)=¢{x/j). Estudar a

convergéncia da seqiiéncia ¢ emrc‘:(R') e em CT(R).

Usando a fdérmula de Taylor podemos escrever (XY= (0)+ °
+x¢' (0)+x%a(x) , ¢ €C (R), e entdio a somab;ilidade da sé-

1
r.e — mostra que
B
we> = ) [ - 60 - L 0] & ginito
n=0

Provar que u assim definida pertence a £'(R) e de -

terminar S(u) e SS8{u).

Mostrar, usando a distribuigio o exercicio anterior,que

ndo € possivel em geral tomar K=$(u) na estimativa

(II1.2.1) do eorema III 2.2.

Sugestio - Suponhé que (IIT.2.1) vale com K-S{u) e use as funcgdes

$p(x) = L se xz%,-dbn(x)-ro se xg—i

8)

nei Para violar esta estimativa.
T

Una fungdo ¢ €C (R') se anula de ordem = num conjumto K

“se Do‘¢(x)=0 para todo x €K , o € 2",

Ysando as técnicas do Exemplo III.2.3, prove que se
ueél @Y e ¢ se anula de ordem « em S§{(u), entdo

<u ¢> = 0. Estender ao caso u €D (R").
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8) Defina

- =]
<P ¢p>=1im[ ﬁi%ldxtf i—%-ldx-ZiLg-)-»:l . ¢GC2&R)
x? er0 J_, x ¢ X €

[}

e prove que prly ("pseudo-fungdd -L;") eP'®R).
x X

10) Achar todas as distribuigles u &2'(R) tais que x%u=l.
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Capitulo IV

§1. Convergencia em §2'[91.

Definicao IV.1.1 - Dizemos que wma seqiiéncia ujGD‘ (®) j=1.1,...

eonverge a u€.@'(9) se <uj‘¢-> eonverge a <u,¢> para todo

¢€C::(S'2). Neste casc eserevemos uj---->u em S ().

Exemple IV.1.1 - Seja ueﬂ'(R) , ¥ um numero real e considere

mos a translacgdo u., de u : <ur,¢> = <u,¢r> . ¢r(x)x¢(r+x). Pode-

u_-u
mos formar o '"quociente de Kewton" Yy T rr- e verificar que
lim v = & u=nu', Com efeito, dada ¢ €C. (R),

T dx c
r+0
' 66

= 1 - = T
Voub> = (<u,g >-<u ¢>) = <u.—

>,

Ora se consideramos uma seqﬁEnria rj——>0 € facil verificar que
¢, -¢
wj = ——%—— converge a - ¢' em C:(R). Entdo
-]

T

1im<vr,¢> = <u,=-¢'> - <u’,$>,
r+0

Este exemplo mostra que a derivada no sentido das distri-

buigbes & ainda o limite de quocientes de Newton, num certo sen-
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tido. A generalizacdo a R" & trivial.

Exemplo 1IV.1.2 - (cont;nuidgdé da de-ivagdo em VJD'(Q)). Seja

. ou.
u;—>u em  D'(2) , 9 <R, Entdo lim — - —3{ lim u, = -2 u.
J i oex axt j v ax

Isto quer dizer que diferente do que acontece com seqliencias
de fungdes e com a derivagdo usual, sempre & possivel trocar a
ordem das operagoes de derivagdo e limite numa seqiiéncia de dis

tribuigbes. Por exemplo fn(x) = EEEEEE ‘onverge uniformemente

a zero, em particular, fn——>0 em D'(9). A seqiidncia fﬁ(x) =

= cos nX € na3o convergente para quase todo X. Entretaato

cos nx—>0 em D' (R) , %E fn — gEO = 0,

Exemplo IV.1.3 - Se ¢)€C§(Rn) 20 e c/% dx=", entao quando

e—>0 , ¢_(x) = e Mop(x/e)—>6 em D'(®R™M. Com efeito, se

VECC®™)  <o_,¥> = e"‘fw(x)c@(x/r:

rema I.2.1 <¢). 0 grafico das funcdes ¢€(x) tem forma de sino,

>¢(0) em virtude do Teg

o suporte decresce com € e a altura cresce de forma que a in-
tegrai c[;de=1. Isto corresponde com a descrigdo heuristica
de ¢ “introduzida por Dirac ([ 4]) como uma fungdo igual a zg
ro fora da origem, igual a = em x=0 e "tal que <ﬁﬁ(x)=1". Mais
geralmente, uma modificagao simples da demonstracio do Teo-

rema 1.2.1 permite verificar que uma seqiiencia de Ffungoes posi



-55-

tivas ijL’ tais que i) ffjdx-——ﬂ, j—>=, ii) fjdx—->0,j-—>m,
‘ x|>a
para todo a>0 fixo, converge a 5 -em @'(Rn), i.e., <fj,¢>-——>¢(0).

Com efeito,

J:J.¢ dx= f fj (x) (o (x) -0 (0))dx+¢(0) f f.dx+f qux dx.
|x|<a x|<a |x|2a

O primeiro termo pode se fazer arbitrariamente pequeno se a é

pequeno, o segundo converge a ¢(0} e o terceiro CONVerge a zero.

Exemplo IV.1.4 - Seja fne L;ioc(m ., n=l.2,... e suponhamos

que f (x)—>f(x) q.t.p e que existe OngLi‘,_M[ﬂ) tal que
lfn(x) |€g(x). Segue do teorema da convergéncia dominada que
<fn,¢>——><f,¢> para toda ¢€CZ(9). isto &, fn—>f em D @),
Em particular, muitas dés convergéncias naturais dos espagos de

fungdes (convergéncia uniforme, convergéncia em média P l<pge,

etc.) implicam a convergéncia em J}'(Q) via a inclusdo

Lpoe (®) € D' (2).

Exemplo IV.1.5 - Seja QCR", K ={xe® | |xlsn, ax,Co) « L1 o

consideremos uma seqgiliencia de fungoes ¢n€ C:(Q) tal que ¢n(x)=1
numa vizinhanga de K (veja Coroldrio [.2.2). Dada ued'(7} a

seqiiéncia u, =¢ u €L (Q) e u,—>u em J'(Q). Concluimos que
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toda distribuigdo & limite de distribuigdes de suporte compacto.
Suponhamos que u, € uma seqiiencia de distribuigdes em
SD'(Q) tal que un(¢} € convergente para cada ¢»€CZ(Q). Se deno-

tamos u{¢) = lim un(da) & claro que u & um funcional linear. De
n

fate u resulta continuo em CZ(Q), isto &, u €' ().

Teorema IV.1l.1 - Seja (un) uma seqiéneia de distribuigdes em Q,

e suponhamos que pard toda ¢€C:(Q) . <un,¢> é uma seqiigneia

numérica de Cauchy. Entao (un) & convergente em P'(R).

Demonstragdo - Decorre do fato de € ser completo que lim <u_,¢>

existe. Escrevamos <u,¢> = lim<u, ,¢>. Se provarmos que ued' (9)
n

teremes provadoe que u_—->u. Se ¢>j—~—>0 em CZ(Q) deve existir um

compacto KC@ tal que S(—q‘:J.)c_:K , j=1,2,... . Consideremos o
espago C:(K) = {¢ EC:[Q) |S(4) € K}. A convergencia natural em

@ - - - * ~ .
CC(K) & a-da convergeéncia uniforme das fungdes e suas deriva -

das. Ao contrario do que acontece com C:(.Q), C:(K) € metriza -

vel. A distancia pode ser definida por

T Py (0-¥)
£ 2" (epy (6-9))

p,(¢) = Z sup}D®¢|.

folgm

d(e,v) = L6 . VECIK)



-57-

E simples verificar que d(wj,¢)——>0 se e somente se pm(¢j—¢j——>0
para todo m e este Gltimo fato acontece se e somente se para to-
do o Dawj——>¢ uniformemente. Se (wj) € uma seqiigncia de Cauchy,

isto &, sup d{¢
p20

converge uniformemente a uma fungfo continua Yo Como a conver -

.,¥., }—>0, quando j—>=, entao para cada o,D%.
JTip J
géncia uniforme implica a convergéncia em gﬁ'(ﬂ) segue que Dawo=

=D%1im ¢j=1im Dawj=¢ﬁ. Aplicando reiteradamente o Teorema I11.2.1
J j _

concluimos que _wOGCZ(K) e Da¢o =y, mo sentido cldssico, ou

seja que Dawj——>Dawo uniformemente para cada o e C:(K) € comple-

to. Consideremos as fungdes continuas definidas em CE(K), pn(¢)=

=.]<un,¢1> . Uma aplicacdo comum do teorema de Baire ([ 6], Bx. 3,
p. 300) afirma que sendo (pn(¢j) limitada para cada ¢ fixa, exis
te uma esfera B(¢O,r) = {¢ld(¢,¢o]<r} onde p € uniformemente 1i
mitada. Ora pn(¢)=pn[—¢) portante |pn(¢)|$M se ¢é:B(¢O,r) ou

-0 €B(o,,7). Seja d(p,0)<e, entdo b=F[(W+ )+ (¥-¢,)].d(Uro.0,)=
=d(y,0)<r, d(¥-¢, .4 )=d(¥,0)<r, e portanto p (s )M, o (¥-d M.

. 1
Ou seja que o (W)¢z(p (¥*¢ I+o (4-¢,))sM se d(4,0)<r. Estamos
agora em condicbes de provar que <u,¢j>—->0. Com efeito, ¢j——>0
em CZ(K) e 0 mesmo acontece com A¢j para qualquer constante fixa

1

X. Dado e>0, escolhamos jO tal que d{2M € ¢j,0)<r se j;jo. Con-

R ) " -1
sideremos, |<u,¢j>]$|<un—u,¢j>]+|<qn,¢j>|.Se 3%, o Me ¢fﬂsM
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e por conseguinte |<un,¢j>|<5/2. Por outro lado podemos esco -
lher n tal que |<un—u,¢j>]<s/2 e portanto |<u,¢j>|<s se j2j, -

Q.E.D.

§2. Prolongamento analitico de distribuicdes,

As vezes & conveniente associar uma distribuigdo a uma

funcdo ndo localmente integrivel. Isto ja foi feito no caso da

fungio % no capitulo II. Vamos descrever agora um método que po

de ser aplicado com sucesso em vdrios casos. Seja G um  aberto

do z-plano complexo € e para cada z €G seja u_ uma distribuigio

z
em Qsﬂn, u, € 7' (f)}. Dizemos que u, depende analiticamente de z

se para toda ¢E;CZ(Q), z +—> <u,,¢> & uma fungdo apalitica (com

1

plexa) em G. Sejam v, = (uzo+h—uzo)h— ., h€€ os quocientes de

Newton. Se u depende analiticamente de z, <v;,¢> terd um limite

quando z—>0 igual a g; <uz.¢>1 , ¢ec°(f_’(n}. Pelo teorema IV.1.1

o)
v, converge para uma distribuicdo que serd denotada %%, ou seja

YT
(o] [o]

Andlogamente, para cada ¢ €C:(Q) podemos considerar a sé
rie de Taylor <uz,¢> = é ak(¢)(z—zo)k. Os coeficientes estao

dados por
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k k
a (¢) = i—'(%;) <uz.¢>|z = <(%—.z) U|z 4>

o 0
Por conseguinte os coeficientes sdo distribuigoes em Q ¢ u, e

K. .
L 2 s 1 d k
L - -
o limite em D' (R) da série %; k!(az) uziz (z-z)". Os re
: o
sultados usuais relativos a fungBes analiticas numéricas se es

tendem sem dificuldade a distribuigdes que dependem analitica-
mente de z. Por exemplo se G & simplesmente conexo, Y € um ar-
co fechado em G e o indice de a ¢ ¥ relativo a vy € 1, vale a
formula de Cauchy
u
u, = L 4z

L
a 27l Z-a
Y

onde a integral denota a distribuicao definida por

<u_,¢$>
¢ b—> | —2_—4g

Z.
Z-a

Se 6 & um aberto do plano que contém propriamente G e todas

as fungﬁes analiticas numéricas <uz,¢> 520 prolongéveis a Gl’

entao u, pode ser prolongavel a Gl' Vejamos um exemplo.

Exemplo IV.2.1 - Seja 0-R,e consideremos as fungdes fA(X)=H(X)X)\h1 )
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AE€EC, onde H(x) €& a funcdo de Heaviside. Se Re A>O f, € Lzo (R)

A
e & claro que-f}l define uma distribuicdo que depende analitica -
mente de X no semiplano Re X>0. Usando a série finita de Taylor

para uma fungido ¢ ECZ(R), podemos escrever

-1
5 (0 .
0 > (‘” Faxlgx) ., gec”@).
k=0 !

Entao

o o 1
(iv.2.1) S xx—1¢(x)dx= S xl_1¢(x)dx+ S xN+l_lg(x)dx+
' 0 1 0

1 N-1
(k) _
j’ ¢ (01 KA1y
0 k= 0

A fungdo da esquerda em (IV.2.1) & analitica em Re A>0. A primei
ra parcela do membro direito &€ uma fungdo inteira, a segunda g
analitica em Re A>-N e a terceira pode ser calculada explicita -

mente e &.igual a uma funcdo racional de A

N-1
rosMey

I
5 kI ek

que se estende a € menos {0}, {-1},...,{-N+1}.
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Como N e ¢ sdo arbitrérios podemos estender H(x)xl_l ao
plano todo com exéegéo dos inteiros nao positivos, onde  havera
polos simples. Como esses polos sdo exatamente os da funcio r,
podemos considerar a distribuig8o uA=H(x)xk_1/F{A) que sera uma
funcdo inteira de A. Para A real >1, u, satisfaz a equagdo
%f u,=uy_; e por prolongamento analitico, a equacgdo € valida pa-

d

ra todo A. Se =1 u1=H(x) entao, U, = g3x Y1 ° g, e em

geral u_kfa(k) k=0,1,... .

§3. Convolugao.

Se f(x) e g{x) sao fungdfes continuas em r" e uma

delas tem suporte compacto, @ convolugdo de f e g se define como
frg(x) = If{x-y)g(y)dy =fg(x-y)f(y)dy-~
Isto leva & seguinte definigdo .

Definicio IV.3.1 ~ Se u €' ®") (u €& ®M) e ¢eCT R™) (4eC™(R™)

denotaremos eom u*¢ a fungaco definida por
usg(a) = <u,§_>
onde ga(x) = ¢{a-x).

Exemplo IV.3.1 - Se ¢ €C_(R") (§+4)(a) = <8,4(a-x)> = ¢(a), ou
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seja §*¢=¢. Se pe:Rn e 6p=5(x—p}, isto & <6p.¢>=¢(p), entdo
(Gp*¢J(a) = ¢(a~-p).

Teorema IV.3.1 - Sedam u €,'D'(Rn) . ¢€C:(Rn). Entde

i) u*d €Cm(-Rn)' e suas derivadas estao dadas por
(IV.3.1) C D%(usd) = (D%u)+o = uxD%.
i1)  S(u«d)$S(u)+5(p)={x+y|x€S(u) .y €5(0)}

Demonstragdo - Se aj——>a é claro que ¢(aj-x)——>¢(a-x) em C:(Rn),
0 que prova que us¢ € uma fungfo continua. Provemes IV.3.1 para
a=(1,0,...,0). Para comecar consideremos ¢ quociente de Newton

na diregdo do vetor unitario e1=(1,0, R ¢} |

r"I(u*¢(a+re1)-u*¢(a)) = r'1<u,¢(a+rel-XJ—¢(a~x)> =

- <r—1(ure1-u],¢(a-x)>-

Ora, r-l(u -u) —> a_u!, de acordo com o Exemplo IV.1.1.
Te) ax

Em particular il(u*cia)(a) = <-§u—1,¢(a—x)>. Como o membro direito
3x ax

€ uma fungdo continua de a, segue que uxp €C’ (ji que o mesmo Ta

» - . . - . 2 . . .
¢iocinio vale para as variaveis x ,... .xn). Agindo indutivamente ,
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ux¢ ec” e Da(u*d)) = (Dau)*d:. Por outro lado

—B-{uw = <—31-u,¢(x—a)> = -<cu,2g(a-x)> =
ax 9x ax?t

= <u,—a{¢(a-x)> = U*—a—;da.
3a da

0 qﬁe prova a segunda igualdade de (IV.3.1).
Finalmente, se a & S(u)+S(¢) S(u)er(Ea) =3 e <u:$a>=0.
Como ux¢ se anula fora de S(u}+S(¢) segue que S{u*é$) €S{u)+5(¢).
Q.E.D.

Observagdo - Os mesmos resultados do teorema anterior valen se

ueE®) e pec”@®M.

Teorema IV.3.2 - Se ¢,9 pertencem a C:(Rn) e uedD'®RH

(usd)P = ux{¢*y).
Demonstracdo - Consideremos, para e>0, as somas de Riemann

s (x) = el Z ¢ (x-em)y (em)
m

onde m=,(m1,...,mn) percorre os pontos de coordenadas inteiras.

Entio S(ss) cS($)+8(p)=compacto fixo, e para cada multi indice o
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p%s (x) = &" j[j (0%) (x-em}p(en) —> (D%¢+¥) (x) = D% (ox4) (x)
m

Entdo, (ux(¢*)) (x)=Lim(uxs ) (x)=1im [ (ux¢) (x-me) ¥ (em) = ( (ur¢) ) (x] .
0 e+ n Q.E.D

Teorema IV.3.3 - Seja u €D (Rn) , O0gd GCE(RH) . f¢=1 e escre

vamos '¢E(x) = e o (x/e). Entdo uxp —>u em D' R™) quando e—>0.

Demonstracdc - Com a notagio ﬁ(x) = ¢(-x), podemos escrever
<u,P> = (u*ﬂj) {0). Entao

Lim<usd_,¥>=1im(ued ) +h(0)=Lin us (8+9) (0)=Lim<u, (o, ) >=<u.¥>.
e=>0 & g-+0 & g+0 g0

v 00 s~ .
A Ultima igualdade decorre de ¢E*w—>1\f; em CC(Q], conseqliencia

do Teorema I.2.1.

Corolario IV.3.1 - C:(Q} & denso em D'(9).

Demonstracdo - Em virtude do Exempleo IV.1.5 & suficiente ver que
Coco(ﬂ} & denso em £'{(R). Seia $. como no Teorema IV.3.3 e
ue £'(9). Segue do Teorema IV.3.1 que S(u*d)g) < S(u) + S(¢E) < S(u) +
+ {(x)gC.e}. En:téo u*q;eecoé(ﬂ) para € pequeno e ux$ —>u en D@.

Q.E.D.

Observagdo - O Coroldrio IV.3.1 permite estender a  J'(R) re-
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gras formais vdlidas para fungOes pelo processo de aproximagdo.
Por exemplo da regra de Leibniz para a segunda derivada, (¢9)''=
=p"y+2¢' P +¢3" conhecida para fungoes ¢” vpassamos a (¢u)" =
= ¢'u+2¢'u'+pu" fazendo tender ¢ para Uu.

No seguinte teorema denotaremos T, © operador de trans-

lacdao (Thu)(x) = y(x-h).

Teorema IV.3.4 - Seja U:CZ(RH)->CM(Rn) um operador continue que

comuta com todas as translagoes Ty , h€RE., Entdo existe uma

intea u €D'®RMY) tal que Up = uxo , ¢ec:(an).

Demonstracdo - Por hipotese, ¢ ——> (U$)(0} é um funcional 1i -

near continuo. Definindo <u,¢> = (U$)(0) e usando Uﬁ;T#JobtaﬁE
Up(h) = T U8(0) = U(T_) (0) = <, (180> = <u,0(hx)> = urg(h).

A unicidade & trivial.

Q.E.D.

Definigdo IV.3.2 - Sejam uy, U, ED'(®R™) ¢ suponhamos que uma

das duas tem suporte compacto. Definimos v=uy*u, como 4 iniea
digtribuigao v tal que ul*(u2*¢) = vy,

Observe que V(¢) = ul*(u2*¢) define um operador que sa
tisfaz as hipdteses do Teorema Iv.3.4 e por conseguinte V(i$) =

= v+¢ para uma v €D’ (®R™) bem definida.
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¢

A convolugdo para virios fatores dos quais todos com pos
sivel de um, tém suporte compacto, define-se anilogamente e &
por construcgdo associativa. 0 Teorema IV.3.2 mostra que a Defi
nigao IV.3.2 generaliza a Definigdo IV 3.1 se u, tem supor-
te compacto. Andlogamente se prova que esta definicdo coincide

com a Definigdo IV.3.1 se ule ER®RY e uzécm'(IRn).

Exemplo IV.3.2 - Se u€dP ([Rn) J<u*d , o>= (u*ﬁ)*'${0)=u* (6*3:) (0)=

N - - - . . [

=ux$ (0)=<u,¢>, isto &, uxd=u. Um calculo similar mostra qué
b4

s+u=u.. De fato isto nio é surpreendente em vista do seguin -

te Teorema.

Teorema IV.3.5 - Sefam ule Erwty u2€®' ®™). Entao

S(ul*uz)gs.(ul}-!-S'(uz'J e ujruy = U,y

Demonstracic - Sejam ¢,y € C:(an). Entio usando a comutatividade

da convelugfo de fungoes
(uy*u,) * (0*9) = uy*(ug(¢+1)) = uy* [luy*g)*y] =
= up* [ux(uy*9)] = (ugrb)*(uy*e).

Da mesma forma (uy*u )+ (p=) = e, )= (*0) = (uy*¢)* [y +y) =
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= (UI*IP)*(UZ*I#)- Combinando ambo; resultados, (ul*uzj*(tb*lp) =
= (uz*ul)*(¢*¢). Fazendo ¢*{—>¢ em C:(IRH) (veja Teorema I.2.1)
obtemos (ul*uz)*da = (uz*ul)*qb que em x=0 se escreve <u1*u2,‘<§:> =
= <u2*u1,¥> , ¢€CZ[Rn). ‘

Para provar a afirmagao relativa aos suportes, seja o]

como no Teorema IV.3.3 e consideremos (ul*uz)*dzg. Entao
S_I:(ul*uz)*fbe] =S[uy*(uy*6, 0] € 5(uy)+8(u,yr9 ))eS (uy) +S (u,)+5 (4, )

Quando &—>0; o diametro de S(¢£) tende para zero e conclui-
mos que S(ul*uzj c_:S(ul)+S (uz) .
Q.E.D.

Exemplo IV.3.3 - Seja u €D'(R™ , ¢ C':(Rn). Entido, usando o

Teorema IV.3.1, (D%u)*¢ = u*D®$ = uxD%*s = ur¢+D™8 = usD%§x4.

Isto mostra que D*u = D®Swu. Em particular obtemos

(IV.3.1) D“{ul*uz) = (Daul)*uz = -ul*Dauz

usando a expressido de D% como convolugdo com D% ¢ as proprieda

des associativa e comutativa da convolugio.

Exemplo IV.3.4 - Sejam ug,u, e ® e  suponhamos que

S(u;)u S(u,) € [0,2}. Como em principio u,u, ¢ £m, u,*u, néo
estd definido. Entretanto & possivel dar um significado a u, *u,
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por meio da formula <y Uy, $> = ul*(uz*d)). Observemos que € pos
sivel estender u; a0 espago C‘:(IR} das funcBes C com suporte
superiormente limitado, na mesma forma que quando U tem suporte
compacto, se estende a todas as fungoes c”. se ¢ € Cr(tR) e

S{¢) € (-»,a], seja o € C:(.IR} igual a um numa vizinhanga de

S(u)Ns(e) € [0,a]. Podemos definir
<Bp.0> = <upee> L GECIR)

e como no Teorema III.2.1 esta € a Unica extensao de u, com a
propriedade <U,¢> = 0 se ¢ €C,(R) e S(¢) 0 [0,=) = @.
Ora, como S(uZJ c[0,=), S(uz*d)) c -a,=) ¢ por conse -

guinte £({y) =u2*¢(x—y)€Cf(R) para tode x e
: W uyre) (x) = <O, (uy#e) (x-y)>

estd bem definido. E fdcil ver que ¢ l--—>(ffl* (uz*tb)) & conti-
nuo de C‘:(IR) em C (R) e comuta com translagbes. ¢ Teorema IV.3.4
permite definir ug*u,. A propriedade S{ul*uz) gS(u1)+S(u2) se

mantem, portanto S(u;*u,) ¢ [0,=).

A=1
Exemplo IV.3.5 -~ Seja u, = E%%T— ., A€L , a distribuigio do

Exemplo IV.3.l. Entao S(ukj C [0,-») e pretendemos calcular

um*uE , a,B€L. Suponhamos que o e B s3o nlmeros reais maiores
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que um de maneira que u&,us sao funcdes continuas. Entdo convo-

lucionando U,-ug como fungoes

x .
(x-£)% 11

u_*u,(x) = J' s - dt =
o o T)T(8)

1

_a+B-1
rere) J,

Esta Oltima integral e igual a T'{a)T(B)/T{c+R) ([24] ,p.315). Obte-

mos assim

(IV.3.2) Uy*ug = u

o+B

A formula (IV.3.2) se estende para valores complexos arbitra -
Tios a,B por prolongamento analitico. Observe que (IV.3.2) con-

fere com 05 resultados obtidos anteriormente, u0=6 . a*ua =
d

= = 1 2= tx = =
u. o, u §', u [ u, Ix Y-

o -1 o-1
Exercicios
3 —
1) Seja (ak), k=...,-1,0,1,... uma segiiencia de nidmeros com

plexos dhe'verificam a estimativa



la lul kN wkfo , kez,

onde M,N sao certas constantes. Provar que a série

i A otk

k=-w

& convergente em ' (-w,m}.
il a
———Eﬁ;f e1XK o prove

Sugestdc - Considere primeiro a série E
(ik)

= =to

k#0
que converge uniformemente a uma fungdo continua v. A série ori

ginal'deve convergir a (%—E)N+2v+ao em D (-w,m).

T
2} Se f €L [-n,7} e ak(f) = %-_Ej‘ e'lktf(t)dt,entio ]ak[f)kc
i

3 lfill. Provar que se ¢ec§(-n,w) . Z Iak(¢)|kN<oo para
todo N=1,2,... .

Sugestdo - [(ik)N+2ak(¢) [=_|3k(¢ (N+2)) l<] [¢(N+2) | |1<°°-

3) Usar o exercicio anterior para dar outra demonstragdo do
k
exercicio 1), verificando que as somas < E akelxk,¢>
k=-k

convergem para todeo ¢€ Cm(—'n,-n] .
c



4)

5)

6)

7)

8)
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Seja u €& (-n,7) e defina ay = %?'(u,e-mt>. Discutir a

convergéncia da série Zakelkt em D' (-r,7)

Considerar a funcgio f)\(x)=|x|)\—2 em R*. Se Re A>0 e P(x)
€ o desenvolvimento de Taylor de ¢ até ordem N-1, pode

MOs escrever

<f:\'¢> = f f}\qb dx+ f flw P)-dx+f .fAP dx.
[x|>1 Ix]<1 |x 1

g o
Provar que IflP dx = Z c. Del0) computar ¢
|aleN-1 o

usando coordenadas polares. Verificar que c, =0 se

a = (o.l,az) contem um inteiro Impar.

Usar as técnicas do Exemplo IV.2 1 para prolongar anali
ticamente 2 distribuicio f, do exercicio anterior ao pla

no complexo menos {0,-2,-4,,..}

Provar que as doas definigSes de u;*o uy € (R),q:ec;'(k)
isto &, considerando ¢ como funcfio e como. distribui -

¢d0, coincidem.
Fazer o mesmo para o caso u, € &' m), peCc”(m).

Seja . o subespago de P'(R) das distribuigbes com



10)

11)
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suporte contido em [0,#) com a soma usual e o produto de

convolugdo. Provar que P! & uma Elgebra comutativa com

identidade.
Provar que se u,u, EJ)_;_ g}-{ul*u2)=(-§§ul)*u2=u1*g§uz

Seja L = %—x— - A, XEC, E=H(x)e)‘x. Provar que se fG:D;,
a equagdoc Luy=f tem uma {nica solugdo em @; dada por
E+f. Por que a solugdo nido seria lUnica se procurarmos

solugbes w €D w)?
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Capitulo Vv

§1. A transformacdo de Fourier em Qf .

Se feif(m“}, a transformada de Fourier de f se define por

(v.1.1) Fee) = 2 =fe“ix'5f(x)dx , [ER

onde i = V-1 e x.E = x‘El+...+xn£n. Uma aplicagdo simples do teo-
rema da convergéncia dominada mostra que f£(£) & continua e tam-
bém & clare que sup]fTE)|s||f||l = J°|f|dx.

Ja vimos no capitule Il que sempre & possivel estender a
D' unm operador continuo definidoe em C: que possua um transpos-
to formal. Entretanto, se ¢<EC:URn) $(£) nio tem suporte compac-
to a menos que ¢=0. Trata-se entac de encontrar um espaco que
contenha C:(Rn) e seja invariante pela transformacdo de TFourier.
Isto permitirad, por dualidade, estender G:'aos funcionais desse
espago. Quanto menor ¢ espago mais funciomais ser@o transforma -
veis. Estas condigles sdo satisfeitas pelo espago Gyp das fum -

¢c6es de decrescimento rapido.

Definicdo V.1.1 - Denotamoc cot ejﬂ[ou ef(Rn) quando queremos

destacar a dimensde do espago euclidianco) o subespago de Cm(Rn)

das fungdes ¢ taia gue
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(V.1.2) - sup|x®pBy|<= «,BEND.

b
Dizemos que uma geqiiéneia ¢j €J j=1,2,... converge para zero
em J, ¢j—>0 em J ge para todo u,Bé!Nn xU‘Du¢(x)—>0‘ '
uniformemente.

Em outras palavras tantc as funcdes de ef quantoc as suas
derivadas decrescem no infinito mais rapidamente que qualquer po

téncia negativa de |[x]|

Exemplo V.1.,1 - E claro que c:(mn)ggf e se ¢ € C:(Rn) e ¢h—-—>0
em C:({Rn) entao ¢n-—>0 em J Uma funcgdo de J(Rn) que

x|?

nio tem suporte compacto & £(x)=e | Qualquer derivada de
£(x) & da forma DVf(x) = pu(x)f(x) con pa{x) um polindémio, e
claramente (IV.1.2) & satisfeita. E importanmte notar _qué J é

invariante por deiivagao e por multipli:ag#o p.r polindmios.

Teorema V.1.1 - 4 transformada de Fourier é um operador continuo
de Qf em Qf ¢ valem as fo:mmlas

I\ )
(V.1.3) D(E) » 0P ., sef ‘

V.1.4) Fexox)yE) = 1@ . s e of

Demonstragdo - €omecemos provando as formulas (V.1.3) e ;(V.l.fl).

Derivando sob a integral em (¥.1.1) obtemos
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D*3(E) = Jae'i"'a(—m% (x)dx.

Isto & 1icito em virtude das integrais serem finitas devido a es
fimativa (v.1.2).

Integrando por pattes |u| vezes obtemos

Jje—ix‘EDa¢ (x)dx= (_1) ld ifDa(e-iX-E)¢(x)dx=f5ae-ix.5¢(x)dx_

‘0 termo nio integrado da integragdo por partes & nulo porque ¢ e

todas suas derivadas sd3o zero no infinito Como gfgiﬂ(an1 (pois
se ¢ € ef |¢(x)|¢c(1+fx|)"n“1 para uma certa constante c-0) e a
transformada de vma fungdo integravel & continua, segue de(V.1.4JV
que $€C” quando ¢ GJ. Combinando as férmulas (V.1.3) e (V.1.4)

Vemos que
288 = -1)f FePe )] (e

e por consegﬁiﬁte supiEaDB$(E][6fID;(xB¢(xj)l|l<m. Esta estimati

va pode ser usada para verificar gue se ¢j——¢0 em zf, entao

anBae -Ttloa . B -n-1.  _
1£%D ¢j(g)|ss:p|(1+|x!, D, (x ¢j{x_.)|f(1+.|x§) dx <5

Como c;—>0 segue que $j——>0 en o .

Q.E.D.

Corolario V.1.1 (Lema de Riemann-Lebesgue)_-'Sq fELIGfﬁ, ?(g}—»o
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guando | E |3,

Demonstragdo - Se fN(x) = £(x} para [x]<N e fy(x) = 0 para
|x]2N, & claro que " fy(x)—>f em L' quando N-—>o. Segue
.agora do Teorema 1.2.1 aplicado a fN’ que existe uma seqiién -
cia (%1€CZGRH) tal que ¢n——>fN _em LE(R) e conseqiientemen-
te $n-—>fﬁ uniformemente. Como $n€LQf todas as $n tendem a ze-
ro quando [E]—>0 e o mesmo deve acontecer com fN' Basta agora
observar que fﬁ~—>? uniformemente.
Q.E.D.
xz
Exemplo V.1.2 - Seja ¢{x) = e- z" , X&R e tratemos de calcular
$(E). Em vez de calcular a integral (V.1.1), o que pode ser fei
to deslocando o caminho de integracido no plano complexo, usare-
mos um método }ndireto. E imediato que ¢ satisfaz a equacao

diferencial linear

o' (x)*x B(x) = 0
(v.1.5)
$(0) = 1

Como ¢ EJ. aplicando Q: a equacdo (V.1.5) e usando as re -
gras do Teorema V.I.1 teremos

0= 188e) - 1 g2 = @@ » By
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ou seja que (L) satisfaz a mesma equag3o que ¢(x) e por conse-

guinte 3(2) = §(034(8) = S oxrax.o(8) = vaT &8 /2,

2
Para czlcular a transformada de ¢(x) = e-lxE /1 en Rn,
escrevemos a integral V.1.1 como produto de integrais unidimen

sionais obtendo

n/2 n/2

(V.1.6) Py = em™%p) = o™ exp(-1g|7/2).

Teorema V.1.2 - A transformagdo.de Fouricr & contimmamente in ~

versivel de QJ9 em cf? e

(v.1.7) G—T“1¢(x) = ﬁfeix'i ¢{E)dE , ¢ Gef-
n

Demonstragdo - Quando ¢=$ devemos obter em (¥.1.7)

b0 = =2 [ Sax( [ Syan.

(2m} .
Nesta integral ndo podemos trocar a ordem de integragao, ja que
ei(x—y).Ew(y) nio & integravel em £ quando y(y)}#0. Para evitar
esta dificuldade, introduzimos uma funcado de & que permitira
trocar a ordem de integragio ¢ que depois faremoes convergir a
1. Serve a este proposito a fungao ¢E(x] = ¢1(ex) onde ¢1(x)=
=exp(-|x|?/2). '

Usando a férmula (V.1.6), §; = ¢1(2w)“/2

e a mudanga de
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- - - . o m N - - .
variaveis x'=ex na definigao de ¢e' e facil obter

3.(6) = ¢, (x/e) (22

Agora, trocando a ordem de integracdo na integral em baixo,
Jo_ @™ 5rae=foonay [ &y ez

(v.1.8) = f My)ﬁ?a (y-X)dy=f w(y'+X)$E [y)dy=(2w)“/2 f ) (y+x)e"n¢1(y/e)dy=
=(2F)nfifnw(x+z/e)¢l(z)dz.

Quando e—>0 . ¢E(zj—~>1 e Y(x+z/e)—>¢(x). Portanto, o teore-
ma da convergeéncia dominada, aplicado & primeira e 3 dltima igual

dades de (V.1.8), fornece

cjzix'5$(a)da = v ™2 fo, e+ oM

o que prova (V.1.7). A demonstracdo da continuidade de (F™ ! em
Qf é aniloga & de .
’ Q.E-"Dl

Teorema V.1.3 ~ S¢ ¢,% ed, ansio
(V,1.9} f$wdx=f¢$dx
(vV.1.10) fq: T dx = (u).‘nffﬁfﬁ dx

v.1.11) - -é,/*\q,=$ .3
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(V.1.12) gb = (2m)7 . 3.

Demonstragdo -~ A primeira formula se obtem trocando a ordem de
integra;éo,ﬁ(emmdg - ffe“”‘%(x)wca)dxds = Joobeoex.

Para obter a segunda, basta aplicar (V.1.9) com v¥=a e

=B ¢ observar que G?_lﬁ = (20)™™ segundo decorre ficilmen-
te de (V.1.7).

A formula {V.1.11) pode ser obtida assim
N y o
¢*¢(£)=‘f; 1*'decr¢(x-ylwty)dy=cr$(y)dy e X 5y (x-y)dx=

=fw (y)dee'i(xw’ By (x)dx=p(£) 8 (£) .

Finalmente, (V.1.12) obtem-se a partir de (V.1.11) usan-
do a fdrmula de inversio (V.1.7).

Q.E.D.

§2. A transformacido de’ Fourier em ef‘.

Definicdp V.2.1 ~ Um funcional linear e continuo enm ef é dite’

umg 3£str£bui950'temperada. 0 espago das distribuyigdes tempeva-
das se denota com zf'.
Observemos que todo elemento de gfa define 'por restri-

cdo a C:(Rn) uma distribuigdo em R™. Como C:(Rn) & denso en
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Qf(R ) (se a(x)E(](R ) e igual a um, numa vizinhanga da ori -
gem e ¢ G:ef & facil ver que ¢(X)alex) —> ¢(x} em Qf quan
do £—>0) zf‘ pode assim ser identificado com um subespacgo
de P ®Y.

Existe um Teorema anidlogo aos Teoremas I11.2.2 e 1II.2.3
para distribuigdes temperadas. A demonstragdo também & analoga

e serd deixada a cargo do leitor.

Teorema V.1.4 - Seja U um funcional linsar em 2/{ As seguintes

condigoes sdo equivalentes

a) u & continuo.

b) exiegtem itnteircs M,m tais que

|<u,05leM > sup|+]x[*)™p% 00 |

lo|gm *

Exemplo V.2.1 - E claro que Ef(Rn) C gf‘. Qutras distribui -

c6es temperadas sao as medidas de Borel localmente finitas tais

que I(1+|xl)-m du<e para um certo m. Em particular se feLEac

e |f(x)|5A(1+ix|)B quando |x|>C para certas constantes posi

tivas A,B,C entdo £ Gief'. Por conseguinte LP ¢ zf' , lgpge.
- 1 -

Quando uma fungao:EeLwﬂc(Rn) esta dominada por A(1+lx|)B para

|x! grande, dizemos que f cresce lentamente no infinito.. Esta
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condicdo & suficiente para que f 6559' mas nao & necessiria. Com

x x - e e s -
e“cos{e”) nido cresce lentamente ho infinito, porém,

efeito, f(x}

se ¢ ec:(a}

| <£,¢>}

fexcos(ex)¢(x)dx = Ijsen(exw (dx|efler 1.

Isto mostra que ¢ —>0 em ¢F implica que <f,¢ >—>0.

Definicdo V.2.2 - Se u EZQ/", a tranaformada de Fourier 1 de u,

se define por

Observemos que pelo Teorema V.1.1 a definiglo € correta e
determina uma nova distribuic8o temperada. Segue do Teorema (V.1.2)

que (F resulta contfnua e inversivel em zf'.

Exemplo V.2.2 - Se u=s , <&,4> = <6,8> = $(0) = [o(x)dx = <1,¢>,

-~
ou seja d=1.
Teorema V.2.1

i) Se feIﬁ(Rn) a transfowrmada £ de £ como digtributigao
temperada coincide com a transformada de £ dado por (V.1.1).
ii)  se fel®™) , Fer2®™ o |[|f]]; = o]

iii) Se f€ E®™Y) , T é uma fungao C e estd dada por



“82-

(V.2.13) fre) = <u 75

AN A ~” A
iv) Se u € ZP, D%y = £*% , %0 = (-l)lalDau LU= (Zn)n 1\1/

Demonstracao - i) Se ¢ EJ as duas definicgles de ﬁ coineci -
dem em virtude de (V.1.9). Quando f&€L!, basta tomar wj e@‘?, tpj—>f

em L', para obter
j?‘ﬁ = lim [ §.¢ = limfw-$ =ff$ , ¢'€Qf-
: jd ] jod

it} Seja wj.e g/, v —>f em L%*. Segue de V.1.10 que
||ﬁ,‘j-—$k[ [; = (2m)" N’j_wkl [; Portanto (ﬁ}j] € uma seqilidncia de
Cauchy em L? (Rn) , convergente entdo a uma certa g€l? Gan.Assi»m
<£.4> = <2, = Lim<y B> = 1G5 = <z,
j ]

Isto prova que f=g€L%. Por outro lado -
~
HENNG = 1nd($5115 = @o™unllv, )15 = e}
2 j i''2. j jt'2 2",

iii) Sejam ¢,¢e como no Teorema IV.3.3 e escrevamos uE=u*¢E.

Como u € &' (R™) u—>uen £' e em particular u—>u em AR

o~

- ~ A 1 s
Por conseguinte u=lim u.. Ora uEEL e decorre de i) que
e+0

GE(E) = <U*¢€‘e“iXoE> = <u'$’s*e-ix'g> = a‘(eg)(u’e-ix.i:’.
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Fazendo e——>0 segue que $(EEJ —> 1 en Cm(R) e entao

-ix.E

(=2} N -~ -..
ﬁé(g) —> <u,e > em C°, em particular u_ —> <u,e IX.Ey o

Qf'. Pela unicidade do limite obtemos (V.2.13).

iv} As primeiras formulas seguem do Teorema V.1.1 e da defi-
nigio de & em of'. A dltima segue da formula V.1.7.
Q.E.D.

Exemplo V.2.3 - E possivel calcular explicitamente as transfor-
madas de Fourier de numerosas distribuigdes que aparecem em and
lise e suas aplicacbes (vide [[12]).

Quando u € L! tenta-se geralmente aproximar u com funcdes
uEE.L1 cujas transformadas se conhecem. Por exemplo se uE(x) =
= H(x)e ®* & claro que ueé.L1 e u —>H{x) em of ' quando e—>0.
Por outro lado .

= o (e+iE)x ) 1 - o

G (e) =J’ e  (E*18)Xgy - . - - £

0 g+if i0 e+if  g?+E? 52+Ez'

E

Quando  &—>0 as fungoes gE(E) -1 tem inte
T 82*_52
gral 1 e gEdE——~>O para todo a>0. Por conseguinte (Exem~
|x|>a
plo IV.1.3) —5— — > 46, Também & facil ver que —& - -—>v.p.1/E.
E2+EZ X €2+£2 K

. Concluimos que
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. A
(v.2.14) H(E) = mé(g)-i v.p 1/%.

~ N
Usando o fato de que U o= T onde E(x) = ¢ [-x}) {veja
~

Exemplo III.1.6) obtemos ﬁ = 78+iv.p.1/E£. Entido
~ v
(V.2,15) 1 = &G(H+H) = 2w

A - . S
o gque confere com =1 e a formula de inversao (¥v.1.7).
Andlogamente, considerando a fungdo "sinal de X", sn(x)=

=H(x)-H(-x) obteremos

(V.2.16) Sx) = -2i v.p. 1/E.
Aplicando iv) do Teorema (V.Z.l) a (V.1.6) obtemos
(V.2.17) (v.p.1/x) (£) = -in(H-H) = -imsn(E).-

Exemplo V.2.4 - As vezes & possivel aplicar as formulas do Teo~
rema V.2.1 para obter uma transformada de integragio dificil.Por
exemplo, se f(x} = en|x] . i?GLEOQ(R), cresce lentamente no in-
finito e portanto f &ef'. Como f'(x)=v.p.l/x (capitulo II, §2)

podemos aplicar (V.2.17) para obter
(v.2.18) , ief(e) = irsn(8).

A equagdo (V.2.18) para ?(E) constitui um problema de divisio que

pode ser resolvide (Capitulo II. §3), sendo que duas solugdes
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de (V.1.18) diferem num miltiplo de &. Se a>D, & facil ver que

‘a férmula

(v.2.19)  <h,¢> = J’ T (E)-4(0)) g f WO | jecm
lEl<a E It|sa 15

define uma distribuicfo que satisfaz a equacdo Eha(E) = -nsn(E).

Um cdlculo simples mostra que se a,b>0

h -hy = 2rén (g-)a.

Isto mostra que ha € a solugdo geral do problema de divisdo e

por conseguinte
By = n, (&)

para um certo a>0. O valor de a fica determinade pela equacgdo
<£n|x|,$$=<ha,¢> s b EQP, tomando ¢ = exp(-x2/2) cuja transfor-

mada & conhecida.

Exemplo V.2.5 - Consideremos um exemplo mais elaborado. Preten-
1

demos calcular ?(E) quando f{x)} = Thx = (ex—e"X)(ex+e_x)_ .

Para comegar observemos que se 1log z & o ramo do loga-
ritmo definido no plano complexo menos o eixo imagindrio negati
vo, que & real nos reais positivos, a€C, -1 < Rea <1 e

22 = exp{a log z), entao
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a
(vV.2.20) A= 2 3z = 1e “ .

2
e 2°%1

A integral (V.2.20)} pode ser calculada por residuos,por integra
cdo de fungdo z2/z%+1 no contorno da regido do  semiplano
Im z>0, limitada pelos circulos {z|=e e |z|=R , e<1<R. Quando
ge—~30 e R—>=, a integral nos arcos de circunfer&ncia tende pa
ra zero pela escolha de Re a. Todas as regifes contem um {nico
pole simples do integrando, z=i, e obtemos assim (V.2.20).

Consideremos agora
i eta t
Al = -——-——dz = ——e dt ﬁdt . (z=e7}
z2+1 e ta +e _
(v.2.21)

0

a a a . ta
A, = 2 4z= (c2) " gzl -%}—:%dt , (z=-eY)
e 271 o 2241 e e .

Segue de (¥.2.20) e (V.2.21) que

- )
eta elfa
(v.2.22) F(a) = T~ T , —1l<Re a<l.
e +e 1-!-13:LTFa
- ¢
eEX_o"EX

Podemos definir £ _(x) = el O<e<l, E claro que f_€ L!
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e fE——>f em QP' quando e—>1. A transformada fE(x) se cal-

cula facilmente por meio de (V.2.22)
-~ . 3 -
£ (8} = F(e-iE)-F(-e-ik) .  E€R.

Quando E#0 |, ?E(g) converge pontualmente a
TE
F(1-i£)-F(1-1§) = 2mi e° (1-¢™%) = -in(snl%)L.

Isto mostra que F(E)+irw v.p.(Sh%g)—l € uma distribuigdo com su-
porte contido na origem, ou seja uma combinacdo linear de deri-
vadas de 6. Por outro lado &€ claro qde f{x)-sn(x) (veja Exem-

ple V.2.13) & integravel e portanto

Fe)-8h(e) = PE)+21 v.p. 1/¢

deve ser continua. Finalmente Zlg—w(shgé)_l & continua, ji que

as partes singulares de 2/ e ﬂ(Sh%E)—l se cancelam. Concluimos
-~ . 1TE ‘1-— - - .

que f(£)+im v.p. (Shfw) e continua e portanto identicamente

Zzero, ou seja

{v.2.23) ThE = -im v.p. (shj&) "L,

Existem classes de distribuigdes para as quais & possi -

vel dar uma descrigdc bastante detalhada de suas transformadas
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de Fourier. Por exemplo as distribuigdes homogeneas, generaliza .
g3ao das fungoes homogéneas estdo nesta situagdo. 0 leitor inte-

ressado pode consultar [ 5], p.154 ¢ [ 2], p.49.

§3. Transformacdo parcial de Fourier.

Consideremos um aberto QCR" e uma fungdo £(t.X) € LEGC(QXRN)

t=(t1,...,tn)€9 . x=(x1',...,xn)€IRN, Se para todo compacto KCq

a integral

(v.3.1) f dtI |£(t,x) |dx < =
n R

K R

& finita, segue do teorema de Fubini que f(t,x) & integravel
em X para quase todo t€Q e podemos definir a transformada de

Fourier de f(t,x) nas variadveis x:

(V.3.2) Fre,g) = f e Y¥-Er 0t x)dx.
o

Além disso, ‘f(t,x) ELEOQ(QXRN) c ;D‘(S?:XERN) . Em outras palavras,
a transforlmada de Fourier parcial se obtem congelando | algumas
das variiaveis, considerando a fungao como fungao das varie‘wéis
restantes e exigindo crescimento moderado {integrabilidade) nes

tas varidveis. Para definir a transformada parcial de Fourier
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de uma distribuicio ndo podemos agir exatamente da mesma forma,
j& que em geral, "fixar uma varidvel" carece de sentido para
uma distribuigdo. E natural, entdo, censiderar fungoes c” com
suporte compacto em t e de decrescimento rapido em x, j& que es
te espago serd invariante por ¢ > B Neste paragrafo
w:ﬂme—~>n denotard a projecdo (t.x)r—>t, Dy significara deriva
¢ao em relagido as variaveis t=(t1,...,tn) e Dx derivacgdo en

relacgdo a x.

Definicdo V.3.1 - Seja leRn aberte, n,Nzl. Denotamos com

C:(ﬂ; WVORN)) o subasspago de Qyﬂ(IRnXRN) das fungoes ¢ tais

que rS(p) & um compaeto de Q. Dizemos que uma seqiiénetia
¢J. GCZ{Q; J(RN)) converge para zerc &m C:(Q; Q?V(RN)], e as
erevemos ¢j——>0 em C:(Q; zf(RN)) se existe um compacto fixo

K¢ tal que
(V.3.3) S(45) ¢ Y
e ¢j-¢0 om g/%ﬁanN).

Teorema V.3.1 - 4 transformada parcial de Fourier, definida por

(V.5.2)} & um operador continuamente inversivel em CZ(Q;Q?(RN])
e valem as formulaa

S - o
(V.3.4) Did(t,x) = £% (t.8) $ €C_(9; of ®"))
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v.5.9)  (Foce0)6.0=-1 2T secai L@

g —_
(V.3.6) Dy = 0§ pectia; & ®Y)

(v.3.7) ff T dtdx=ff o s.eC@; of W)
ot Rl

Demonstragie - A transformada inversa estd dada por

(V.3.8) £(t,x) = —LNfeix'E‘f"(t,g)dg

(Zw}
As foérmulas (V.3.4) e (V.3.5) decorrem do Teorema V.1.1 (apli
cado nas variaveis x) e (V.3.6) € obtido por derivacdo sob o
sinal de‘integragﬁo. Estas fdormulas permitem provar, como foi
feito no Teorema (V.3.1) que ¢ —> § e portanto também sua in-
versa siao continuas. Finalmente, aplicando (V.1.9) cbtemos,para

cada t fixo

J’ Trt. 0wt x)dx f b(t,x) (t.x)dx,
RN RN

e integrando agora em relagdp a t obtemos (V.3.7).

" Q.E.D.

Defipicao V.3.2 - Um funeional linear e continuc em C:(Q; QF(RN)J

& dito wnma distribuigdo temperada em x€rRY. o espago das distri
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buigoes temperadas em X se denota 9' (2, Qf' (RN)j.

Observemos que todo funcional de D'(H:J’(RN)) define,
por restrigio a C:(QXIRN) uma {nica distribuigio. em Szx[RN. A uni-
cidade segue da densidade de C:{QXIRN) em CZ(Q; JGRNJ). Isto

permite considerar (R _J' (RN)) como um subespaco de ' (Qx{RN) .

Exemplo V.3.1 - Se u ng" ([RHXRN), a restricdo de ua C:(R;Q/(RN)
€ uma distribuig@o temperada em x. Em particular
' Ny - , v N
£ (@R TD (2 of ' ®)).

Se u & uma medida de Borel localmente finita e tal que
para todo compacto KCQ, e para um certo m ff (1+|x}) Tdpceo,

o

entdo p & uma distribujcdo temperada em x.

Definigdo V.3.3 - Se u G@'(Q;gf' (IRN]), a transformada parcial

de Fourier U se define por-‘
<‘L\1‘,¢> = <u,3> se ) GC':(S?,; J(RN)).

E claro que, como acontece no caso da transformacidc de
Fourier, a transformada parcial de Fourier mantem suas proprie-
dades formais quando estendida a D ﬁ" (RN)). Deixamos a
cargo do leitor a formulagdo da demonstragio do anadlogo do Teo-

rema V.Z.1 para a transformada parcial,
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Exemplo V.3.2 - Consideremos u=§=8(t,x) em R? que & claramente
- temperada em X. En:ao

[«<]

<3,4> = <8,3> = §(0,0) =,§ $(0,x}dx.

- 00

Esta distribuigfo pode ser denotada 6(t) para significar que
atua como & s8 em t. Na segunda variavel atua como a fungdo

1 (integracio simples). Observemos que S{8) = {0}xR.

Exercicios

2
1 Calcular a transformada de Fourier da fungdo e x*/2 por

integracdo.
2 2 2
Sugestac -~ Escrevendo z=sx+if, |[e dx= Je e dz. Usar ¢

teorema de Cauchy.

”~

- - -
2) Se f,g sao fungoes de gﬁp frg = f Q. 0 que acontece no

caso £,6 € £'7 E no caso f€ £',g€ef'?

3) Usar o lema de Riemann-Lebesgue para  provar que se

veed Sel!@®) e |ElN(E)ELI(®D) entdo u e C'@®RD) e

EE-r(x) > 0 quando |x| —> = , j=1,...,n.

ax’



4)

5)

6)

7}

8)

9)
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Considere as equagoes diferenciais ordinidrias
¢! (x)+ixg (x)=0 b (x}-ixy(x)=0

¢ (0)=1 v(0)=1
2

2
« X ;X
1

. Y S x°
e use-as para calcular TF(e “) , Fle Zy,

Demonsire o Teorema V.1.4.

Achar as transformadas de Fourier das seguintes distri -

buigoes Sa {§ concentrado em x=a), elx, Cos X, sen Xx.

Seja H!={f € L2 (R) tal que d—x-f €L?(R?}} onde % deve ser

d
entendida no sentido das distribuigoes. Provar que  se
u €2:3” entio ue H! se e somente se U(E) (1+£‘!)1/2€L2 R).

Usar '\;'/?J (%) (E)=-im sen{f) para avaliar a integral impr§

o0
pria .f se‘g Xdx =
-

Seja u €_$' (R?*) definida por

L, ¢> =J $(s?,s)ds.

—co

Provar que u € temperada na primeira variavel e calcular
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a transformada de Fourier parcial nessa varidvel. Que

acontece se ‘trocarmos a primeira varidvel pela segunda?

Seja K um compacto de R", x sua fungio caracteris-
tica. Provar que 3(\€L2 (Rn) e mostrar com um eXemplo

que em geral X & LI(R™).
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Capitulo VI

§1. Os teoremas de Paley-Wiener.

As férmulas do Teorema V.2.1 permitem provar que se
-

feLl@®™ e xjf(x)eL’(an) j=1,...,n entdo —a% existe no sentji
’ 2

,do cldssico e € continuo. Com efeito, f(g) € continua e sua de-
rivada em relacdo a Ej no sentido das distribuicdes & continua
por ser transformada de funcdo integriavel xjf(x). E suficiente
agora aplicar o Teorema II.2.1 para provar nossa afirmacfo.Mais
geralmente, se x*f(x)eL! ®™) para todo |o|<m segue que ¥ qu ®Yy,
Neste sentido a transformagdo de Fourier converte ”decrescimeh~
to ne infinito"™ em regularidade. Heuriéticamente, se x“f(x) 3
integrdvel, £(x) deve tender a zero no infinito para compensar
o crescimento de x%. Isto, & claro, ndo deve entender-se lite -
ralmente jia que & possivel que f(x) seja integrivel e ainda

lim sup f(x)==. Observa¢Ges anilogas valem para a transformada
X

00

inversa.

Quando f tem suporte compacto (que & o midximo que se po-
de pedir em matéria de tender a zero no infinito)} obtem-se a
mixima regularidade. Isto serd estudado com maior detalhe nos

. = - s
Teoremas VI.1.1 e VI.1.2 que szo conhecidos com o nome genéri-
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co de teoremas de Paley e Wiener.

Se ve £@®Y , 0 & a fungdo c” dada por u(s)
= <ux,e_ix'€>. Existe uma maneira natural de estender (g} de
B: a € se p=E+in , E,nelfl e x.c=x1c1+...+xnzn. a fungdo
() = <ux,e_ix'c> estd bem definida em €". S¢ escrevemos
Loy (x,8) = i (-ix.2) /%!
k=0
¢ claro que ej(x,c) ——> exp(-ix.z} em Cm(Rn) para todo

r €C™. Entdo, U(L) = 1im<u,ej(x,c)>. Ora, € claro ej(x,c) & um
j
polindomio em (x,Z) e por conseguinte <u,ej(x,c)> € um polindmio

em ¢. Além disso, u verifica uma estimativa do tipo (I11.2.1)
(Teorema TI.2.2) para certos inteiros positives C,m e um ceT
to X compacto que podemos supor contido numa bola de centro 0

e raio R. Em conseqilencia

(¥I.2.1) |Z<u flx 133 LIX6) s & Z feu, _ﬁLﬂ

) < C ;{: E sup lni(-ix.c)k/kﬁl.

k=0 lo|sm Ix|<R



Para estimar o membro direito de (VI.2.1) convem o¥ser -
var que |Du(-ix.c)k| = k(k—l)...(k—[a|+1)|x.c|ktlal|;a| se |ol|gk,

e zero se |o|>k. Por comseguinte,

: k-|af
(VI.2.2) sup | D¥(-ix.z)¥/K!| < _3—————T Iz k.
lesR. (k"ldi).

As estimativas (VI.1.1)} e (VI.1.2) implicam facilmente que o5

polinomios <ux,ej(x,§)> convergem para i{z) uniformemente em

+

compactos de €". Isto mostra que #1(z) & uma fungdo holomorfa em

Cn, ou seja uma funcdo inteira.

Definicio VI.1.1 - Seja u € £'(R"). 4 fungdo <inteira U(Z) =

-ix. PR ,
= <u,,e Ly & dita a transformada de Fourier-Laplace de u.

PR n - .
Sua restrigao a R é a transformada de Fourier de U.
Observemos que a transformagdo de Fourier-Laplace tem
propriedades andlogas a de Fourier em relagao i derivacdo, con-

volucdo, etc. o

Teorema VI.1.1 (Paley-Wiener) - Uma fungdo U(L) <Znteira em e

& tvansformada de Fourier~Laplace de uma distribuigas u € E}[Rn)

com S(u) ¢ {x! |x|{gR} se e somente se existem constantes C e N

tats que

(VI.1.3) lu(z)] ¢ € (+]c) Nexp(R]m £).
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Teorema VI.1.2 - Uma fungao inteira U{L) em "t ¢ a transfor
mada de Fourier-Laplace de uma fungao uecszﬁ com S(u) €{x} |x|<R}
se e somente se para cada inteiro positive N, existe uma cong-

tante CN tal que
(V1.1.4) lue)] ¢ cyti+le] Nexp(rIn 2]
E conveniente comegar com ¢ segundo teorema.

Demonstracdo do Teorema VI.1.2 - Se uéCE(Rn) ¢ £ ®RY jd vimos

que U(z) & uma funcdo inteira. Por outro lado

Vs 8@ le [ 1R o lasel o) [ eRl T
|x[<R

N\

N A .
v1.1.6)  [pfuco) [=feface) ¢l ool 1 R EL g

Somando  (VI.1.5) e (VI.1.6) «com j=1,2,....n. obtemos
N X
(1+]c;1} +...+|cn|N)ﬁ\(c) £ constante.e® Imlci. Como (1+§I;|)N\<

N
< B(1+{r;1[ '+...+]‘anN) para uma certa comnstante que so depende

de N, a condigao (VI.1.4) é necessdria para que UsU com ueCZ([xléR).
Suponhamos agora que U(y} satisfaz (VI.1.4). Quando

L= E[Rn, esta estimativa mostra que para qualquer Lent . E?U[E)e L? (Rn).

Com efeito, |££U(£) isCNg-lf'l(1*|E{)"N\<CN(1+I€|) Ml_N, e o membro
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o

direito & integravel se |£|-N<-n. Entdo & Lwm) & c”. Es-
crevamos u{x) = G*nltU/Rn) e provemos que & nulo se |x|>R. Seja
n=(n1,...,nn)€an e consideremos a integral e uma varidvel
- A ixlcl
Vi.1.7) I, =5 e U(c)dcl.
A

Considerando a integral da fungfo analitica da variavel Zq
hizy3 = exb(ixlcl)U(cl,...,:n) no contorno do retangulo de vér-

tices -A,A,A+in1,A+inl, vemos que

A 0
h(-A+it)dt+5 h(£1+in1)d51+5 h(A+it)de
-A ‘ n]_

. N3
{(vi.1.8) IA =‘Y
0.

Quando A—>« a primeira e a terceira integrais do segundo mem -
bro de VI1.1.8 tendem para zero em virtude de (VI.1.4)} e combi-

nando (VI.1.7) ¢ {Vi.1.8) obtemos

trixlnliX-E . ix.g
(VI.1.9} e e U(El+1n1,52,...,£n)d£1 = le U(E) dgl.
Reiterando o argumento nas demais variaveis & possivel obter

(vi.1.10) —_ feix' E My grinyag = L — ‘reix‘EU(g)dg = u(x).
(2m) (2m)

Usando mais uma vez (VI.1.4) com N=n+1, concluimos que
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(V1.1.11) |Jumlezm™ chNe“x°”eRi”!(1+|g[)‘“‘1dg=c JRini-x.n

Tomando n=tx , [u(x)|<C etlxl(R-[x|) e assim u(x)=0 quando |x|>R
como & ficil comprovar fazendo -t—>=. Finalmente, resta verifi-
car que U(z)=U(g). Para isso observemos gue se r=E+in, a formu-

la tVI.l.IU) pode escrever-se. *

(VI.1.12) wix) = e X G uErin)] ()

Entdo, G(g+in) = & (e Mu(x)) () = ® & lu(g+in) = U(E+in).
Q.E.D.

Observacdo VI.1.1 - Na demonstragéio anterier poderiamos ter evi

tado o cdlculo para verificar que U(z)=U(g) observando que duas
fungoes inteiras em " que coincidem em R" sio idénticas. Isto
se prova sem dificuldade por indugZo no nimero de variaveis. ©
que permite esta demonstracio & a situagao especial do subespa-
¢o real de dimensdo real n R" dentro de €. Por exemplo F=Cx{0}
também € um subespaco de £2 de dimensao real 2, entretanto as
fungdes inteiras h(zl,zz)=zlz2 , g(zl,zz)EO coincidem em F sem

ser idénticas.

Demonstracdo do Teorema VI.1.1 - Seja we & ®Y, s(uw={|xlsR}.

A estimativa (I11.2.1) do Teorema III.2.2 mostra que para Cer -
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tos inteiros positivos C.m

o o n
(VI.1.13) j<u,¢>| ¢« C E sup|D7| , ¢€C_(R7).

lo|<m

Seja a€CT(R) jgual a 1 em (—w,—%) e zero em (1,»). Entdao a
fungio ¢c(x)=a(|c}(|x|-R))exp(—ix.'c)€C::(Rn) se 70 e coincide

com exp(-ix.r) nwma-vizinhanca de S{u). Entao

(VI.l‘-lq') lﬁ(c) 1=|<ux’e-ix-i;>1=<1t1,¢c>sc Z-_—.—SUP‘DC"¢E;| .

|e|gm

Ora, se x€S(¢c) segue que |x| & R + |_1} e por conseguinte
4

sup |e_1x'cl\<eRIIm C“l. Esta observagao permite dominar sup leq:n[
S5(9,)
[A

com eRIIm Z|(1+1z;|)|oll. Isto mostra que |ﬁ{c)lsC(1+|c|)meR|Im l
e a condicdo (VI.1.3) & necessdria para que U(z) = u(g)
com S(u) c{]x|<R}.

Para provar que (VI.1.3) & suficiente, observemos que /e
estd dominada por um polinomio. Isto mestra que U/Rn€z')0‘ e por

conseguinte existe u€ef' tal que G=U/R". Seja ¢€C:([Rn) . 020,

j¢=1 , S(e)={lx]|g1r} , ¢E(x)=e"n¢(x/e) , u_=u*¢_. Temos que
A, (g)=curd e X Eom v (o re” 0T (03 = s (7 FH, (22)] (0)-

3 (2) (ure™ X 5) (038, ()8 (2) =B (1)U (E) -
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Usando as estimativas (VI.1.4) para $€{§) e (VI.1.3) pa
ra U(f)} vemos que para cada £=1,2,... existem constantes Cﬁ

tais que

18 @) ¢ c.cpaelz )N Fexp(Reer mlz ).

Pelo Teorema VI.1.2, isto permite afirmar que S(u_) ¢ {{x|¢R+e}.
Quando e—>0, u_—>u e isto implica que S(u) S {|x|<R}.

Q.E.D.

§2. A transformada de Laplace.

A transformada de Fourier-Laplace de uma distribuicdo com

suporte cofipacto u pode ser descrita da forma seguinte: a) multi

plicagdo de u pela ftim;éo e X

"Xy, Isto & possivel devido a que e""*u € £ ®™) ¢ ;zf ',

, b) transformacdo de Fourier
do produto e
Se UGJ' mas nao tem suporte compacto e""Xu nio estars definji
da. Naturalmente, pbdemos estender as operagdes a) e b) aquelas
distribuigdes que resultem temperadas depois de multiplicadas por
eT* | ner®. Tal o caso de u{x)=exp(-|x|2). Porém, isto nio me-
Ihora muito a situagdo, jid que a condigdo "¢ *u epf' para todo
ne®™ & na pratica quase tdo restritiva guanto "u € €'". Entre-
tanto, se reduzimos o conjunto de n's para o qual " %y Ez?' y 0

conjunto de distribuigdes que satisfazem esta condicao pode av

mentar significativamente,. Fixadg veD , {neRn[en'xu EJ’}

103
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um conjunto convexo ([23, p.300). E entdo natural considerar as

%y e para todo nel com I‘an

distribuigdes u tais que e
convexo. Esta situacdo € particularmente simples quando n=l pois
neste caso os convexos sdo intervalos, e se simplifica ainda
majis se consideramos distribuigdes suportadas em [0,=). Chega -
mos assim & transformagio de Laplace (em uma variidvel). .

Quando £(t) & uma fungdo localmente integrivel, tal que
e 2te (1) eL?({0,%)) para algum a €R, a transformada de Laplace
de £{t) se define por '

oo

(VI.2.1) off(’g‘*-in) =j e (E+indteeiyae E>a.
0

E cléssico escrever p = £*in e F(p) =£f(5+in‘). Se esten

demos £(t) por zero para t<0 , a intégral {VI.2.1) pode es

o

crever-se J‘ e assin ff(£+in) = G:'(e-EFf(t)).

- 00

Definigao VI.2.1 - Denotamos D! o espago {u €D'®); S(u) € B),m)}.

Definicao V1.2.2 - Dizemoé que u GZD; é transformavel Laf.wlace

se existe a&lR tal que e-at Eg?‘. Neste ¢aso definimos

(VI.2.2) Luesin = ety @) . £oa.
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¢ niimero ao=inf{a|e_atu Geﬂ} é chamado abscissa de convergén-
eta de qu. . , -
Observemos que se £>a , ety =Ae(a"5)te—atu Q,J' pois
e 2ty Ggy'nﬂ); e @8t 7 linitada numa vizinhanga do supor
te de e 2%tu. Isto faz com que (VI.2.2) ésteja definida para
£»a  como uma distribuicdo em R ‘que depende do parametro £.

Que essa distribuigdo & uma funcdo de £, decorre do seguinte le

ma e justifica a notagao (VI.Z.2).

Lema VI.2.1 - Seja u.Gj);rﬁgg'. Entac l?u(p) = qu[€+in) ¢ uma

fungdo analitica ne semiplanc Re p>0, que verifica

(VI.2.3) ILup) | ¢ car@eN™ , Re pras0
para certas constantes positivas C,m,a.

Demonstracao - Seja u(t)éCm(R) , a(t)=0 se t<-1, .a(t)=l se
t>—% € e5CTevVamos an(t)=u(t-n) , n=1.2,... Bn=1—an s un=6nu.
Entiao u —>u em ;J' e segue que U, (p) = <un,a(t)e"1’t> converge
a U(p) = <u,a(t)e Pt> quando Re p>02j5 que a(t)e Pt € 2? se
Re p>0. Além disso decorre do Teorema V.1l.4 que existem intei-

ros M,m tais que

m .
<u,05] <M ) supla+eD™p% )] o edf.
a=0 '
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Seja a um real positivo e suponhamos que Re p>0. Podemos escre-

, _ -pt._ -pt._ pt. .= _
ver U(p)—Un(p)~<u—un,ue P >—€u,aane P >—<u,ane Pty ja que o =0 .

Aplicando (VI.2.4) com ¢=ane_pt e observando que S(aﬁ) ¢ [n-1,=)

obtemos

[U(p)-U, () [ M) sup] (1+)"D%(a e PE) I
asm '

$M; sup (1+t)M(1+[p|)Me 2t
tzn-1
a ’ . a
- %(n-1) - - 5t
e 20 T asp™ sup (1+t)"e g
' ten-1

an

My (1+lph 7
Isto mgstra que Un(p)———>U(p) uniformemente em compactos do semi
plano Re p>0. Em particular, pafa cada E>0 considerando Un(£+hﬂ

como fungzo de n, UnGE}in)———>U(£+in) en ef'. Como por

outro lado Un(£+in)==GKe'gtuun}= G*(e_stun)—f> e 5ty en
Zf', segue~-se que U(E+in) = G:(e-gtu)(n) = J?u(P)-

Ora, uy € £'(R) e tem uma transfomada de Fourier-Laplace
ipt

“ oA L —ipt, _ —ipt._ . ;s -
un(p) que verifica un(p)-<un,e >—<un,u(t)e >—Un(1p).Entao

Un(p) € uma fungdo inteira e U(p) resulta analitica em Re p>0.
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Finalmente, aplicando (VI.Z.4) com 6 (t)=a(t)e Pt cbtemos (VI.2.3)
(observe que a>0 pode ser tomada arbitrariamente mas C depen-
de de a).

Q.E.D.

Exemplo VI.2.1 - A demonstracio do lema VI.Z.1 fornece uma £or-

mula para calcular fu(p) quando uG-'J‘ n ;D;,, fu(p)=<u,ae“pt>.
com aéicm(R). S({a) limitado inferiormente e @=1 numa vizinhanga

de 8(u). Se u € £'(R) ov uell ®") a introdugdo de o ndo &

_ Loe
necessaria. Temos assim
(s
vi.z.s)  Lup =S H(t)e Ptdt = 1/p Re p>0
0

1]

fé(p)
L5
Lsmpy = oM

‘e -t P
Lot nm =e .

<§,e Pt =1

It

<§',e" Pty = p

Se a€C , e"‘zteat € temperada para E>Re a e

(VI.2.6) Le®Sy(p) = 1/p-a , Re p>Re a.
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Mais geralmente, se fu existe com abscissa de convergé_r_x_

cia a,, °E(eELtu) (p} = Bu(p—a) . Re p>Re(a+ao).

Exemplo VI.2.2 - Seja u&7D). e suponhamos que a abscissa de

convergéncia de ﬁu € a,. Entdo g—fu & trapsformavel  Laplace,

com a mesma abscissa de convergéncia e

(VI.2.7) _ L&y =pLum.
Com efeito, se &£*a, , e 5ty €9f‘ , e portanto

e bt % = %(e_gtu)we'gtu ed.

ol

Se a(t) & a fungdo do Lema VI.Z.1 e a <a<Re p
ﬁ(u')(p) = <e-atu',ﬁ(t)e(a'P}t, -
= ‘(e'atu)',u{t}e(a_p)t>+<ae"atu,u{t)e(a-p)t’ -

- —<e™®y o () (a-pYe @ P Ericae 2ty (1) e (BPIEs -

Observe que usamos ¢ fato de «¢'(t) se anular numa vizinhanca

de 'S(u).

E interessante observar que todas as solugdes homogéneas
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das equacdes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes
constantes sdoc transformdveis Laplace desde que multiplicadas
por H(t). Este fato unido g relacdo (VI.2.7) permite resolver
equagdes diferenciais ordinirias em forma puramente algébrica
{cdlculo simbdlico de Heaviside). Um exemplo simples: Para re -

solver u'=§, u 61);, teremos iz(u')[p)=p‘£-u(p)= 13(6)=1.Ent§o

Eu -

% ou seja u=H(t) em vista de (VI.z.5).

- Exemplo VI.2.3 - Seja u.€ﬂ?i, transformiavel Laplace com abscissa

de convergencia a . Entdo tu & transformiavel Laplace com a

mesma abscissa e
(¥1.2.8) Ltw) = -g—pﬁu.

Suponhamos para simplificar que-ao=0 e a(t) & como no Lema VI.2.1.

Entdo

Ltu) () = <tu,a(t)e P> = <u,a(t)tePts =
= ay, - %I-J-a(t)e‘Pt> = - %5<U,U.(t)e—pt> o g‘ﬁ ﬁu{p),

0 teorema de Paley-Wiener tem um analogo pard a transfor

macdo de Laplace.

Teorema VI.2.2 - Seja U{p) wuma fungdo analitica no semiplano
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Re p>b. As condigdes seguintes sdo equivalentes:

i) Existe uma distributgao uefD*'_ transformavel Laplace

tal que Lulp) = U(p).

11) Exiete um nﬁmero real a>b, e inteiros positivos C,nm
tats que
(VI.2.9) lugp)| « € (1+|pN™ . Re pa.

Demonstracdp - i) —> ii). Seja a, a abscissa de convergén-
cia de Lu. Se a <0 ii) decorre do lema VI.Z.1. Se a %0
-a_t

v==e °u tem abscissa de convergéncia zero e lz u(p) =

= JZV(p—aD). Por conseguinte
|Lumyi=[Lvip-p,) IgCr [p-p NTeC 1+ ()™ (Re poa ).

ii) == i) Seja t>a fixo, e consideremos ug= eEtGT—lU(E+in),
onde GT_lU(£+in) & a transformada de Fourier inversa de
U(E+in) como fungdo de n, que atua como distribuigdo tempera-
da na variavel t. Que n —> U(E+in) € temperada & conseqlien -
cia da estimativa (VI.2.9). Seja ¢(t)eaCZ(m) e consideremos

A

(VI.2.10) <u€,¢>=<e€tﬁ?'1U(E+hﬂ)¢>=<U(£+in),(Zw) b{-n)>=

- [ uErindneie)an-
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=2m ! [ ueran)d (2 (6+in)]dn-
Edim
=(2n1) 7t S U(2)$(iz)dz
E-ie
A transformada de Fourier-Laplace 3, de d, & uma funcio inteira
de tipo exponencial que satisfaz a estimativa (VI.1.4) com &(z)=
=U(z). Entdo o integrando que aparece na integral complexa de

(VI.2.10) verificara
[D(Erin)$ (-n*i8) lgky (L In D™+ ni Nexp(rieD) . N=1,2,...

Quando N=m+2 o teorema de Cauchy permite deslocar a2 vreta de
integracdo paralelamente ao eixo n sem que o resultado varie.

Concluimos entdo que uE ¢ independente de E»a, e escrevemos u=u€.

Em particular e 5ty 8 temperada para todo £*a e GT(e-EHﬂ=U(£+hﬂ.
Vejamos agora que u assim definido pertence a ﬂ);.Se HOHCXAR

e>0, e escolhemos £ positive e maior que a & fdcil ver que

[3(-n+i£)|=le€t¢(-n)]=l eEte_int¢(t)dtl4Cle-ge.
t&-¢

Por conseguinte, usando (VI.Z.10) obtemos

(VI.2,11) ]cu,¢>1=1<u€,¢>]502(1+|g+in})me-g€ , E>a.
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D membrc da esquerds de (VI.2.11) & independente de £, € quan-
do E~—>»= 0 membro direito tende para zero. Concluimos que u se
anula em {-=,0).

; Q-E.D,

Observemos que a distribuigio u 6'27_;, tal que Lu=u ga -~
rantida pelo Teorema VI.2.1 & {inica pois se obtem 2 partit de U
pela fdrmula u=e€t{F—1(£+in}.

A relacdo existente entre as transformadas de Laplace e
Fourier permite as wvezes encontrar a. transformada de Fourier de
wina distribuigdo a partir da série transformada de Laplace. Por
gxemplo (vide V.1.14)

F(H)) ()= Lin Lae)) (grin)=1lim L —ens-i v. p
E+0 E+in

Um grande -nimero de transformadas de Laplace de distri -

buigdes pode achar-se em {12].

Exercicios
i} Prdve 4 seguinte versdo do teorema de Paley-Wiener. Uma
- fungdo inteiva U(L) , ¢ G;Cn. € a transformada de Pourier-
Laplace de uma fungdo de L* (an‘) com S{u) €{x;|x|<R} ee e

somente se emiste wma eomstunte € tal que |U(%) |&C eR|Im 4 e
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o]

além disso CY _IU(E]|sz<”-

Sugestdo - Pelo Teorems VI.1l.1 existe u € ™ s ¢ {|x|<Rr}

tal que {i(z)}=U(g). Use o Teorema V.Z.1l para concluir quetmLszﬁ.

2) A funcdo inteira U(z)=Sen z/z, z€(C€ verifica as hipote -

ses do teorema anterior? Que pode dizer de G:_l(Smlix)?

3 Prove o seguinte teorema de tipc Paley-Wiener para a
transformada de Laplace. Seja U(p)} uma fungdo gnalitica
no semi-plano Re p>0. Az condigbes seguintes sdo equiva-

lentes

i) Existe M>0 tal que

-3

S lu(e+in} "dngM ,  £>0.

i1)  Ewiste u€L?(0,») tal que Lufp) = U(p)

Sugestac - Considere para £»0 a distribuigdo uE=eEt GT”1U(£+in),
onde G7"1 atua nas funcbes de n. Prove, como no Teorema VI.Z2.1

que ué é independente de £ e S(ug) G[p,m). Escreva u=ug e con -

clua que e Stuel?(0,=) e |[e”%tul|jeM/2n. Se ¢ €CC(0,%)
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i/2 .
[eu,05} = Lim|<e™%fu,05| ¢ &7 1411,
. E""U

Isto prova que u€L?(0,«).

4)

5)

6)

Sejam &,T EZD;. Provar que
Ls). L100) = Lsemy ().
{comparar com ¢ Exemplo IV.3.4).

Calcular deslocando o caminho de integragdo no plano com

plexo, a integral

“ a-1
j‘ t e Pt 4t , >0 , Re p>0 ,
g Fla) .

¢ concluir que iz(H(t)tu_lj(p)ﬂ'(a)/pOl onde o ramo de
p% & escolhido de forma de ser positivo no eixo realipo—

sitivo do plano complexo.

Seja u, a fungdo do Exemplo IV.2.1 que estd definida VAEE
e coincide com H(t)tk_lfr(l) se Re Azl. Utilizar o exer-
cicio anterior e o principio do prolonhgamento analitice

para concluir que

f(ul) = lx . AEE . Re p>0.
P
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7} Usar os exercicios 4) e 6) para dar uma demonstragdo di-
l ferente do Exemplo IV.3.5.
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Capitulo VII

'§1. O exemplo de Chi Min-You

No capitulo I vimos a necessidade de considerar solugdes

generalizadas da equagdo Ausu =0, Entretanto mencionamos que

xx+uyy
toda solugiq fraca desta equagio & de fato uma fungdo C e, em
pavtiecular, uma solugdo cldssica. Neste exemplo, a introducgde
das distribuicbes facilita as operagles mas ndo introduz novas
soiugdes. Por outro lado ha situagles em que aé distribuigdes per
mitem resolver equacdes diferenciais que nao admitem solugdo clas
sica, mesmo partindo de dados bastante regulares, devido a uma
perda de regularidade. No caso de equagdo de onda em duas varii
veis (8;-3;)u=0 com condigdes iniciais u(x,0)=f(x),ut(x,0)=g(x),
devemos Tequerer que u seja de classe c? para que a equagdo seja

- s . - A . 2
gatisfeita no sentido cldssico e portanto f£(x) deve ser C =

g{(x) deve ser ct. Reciprocamente se f €C2 e g€C' a formula

+t
u(x,t] = f!x"’t!+f!x‘t! + %‘J’k g(T)dT
x-1

resolve o problema no sentido classico. Entretanto pode aconte-

cer gue as solugdes de uma certa equagdo ndo sejam diferencid -
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veis mesmo que os dados iniciais sejam tdc diferencidveis quan
to a ordem de equagdo. O exemplo que descrevemos a seguir foi

observado por Chi Min-You ([ 3]). Consideremos a equagdo
C(VII.1.1) Y (u)=e  -tPu - (4n+1)u =0 (x,t)eR?
com as condigdes iniciais
(VII.I.?) u(x, 0 =u(x)
ut(x,0)=0

onde n & um inteiro ndo negativo.

Consideremos os operadores diferenciais de primeira order

+

(VII.1.5) X 3 +td

-
"

LS N
Um calculo imediatoc mostra que
+ - 2 2 .
XX = at—t ax-ax

-t z 2
(VIT.1.4) XX" = ap-tto *ay
X7.x"] = xx"'-x'x" = 2.

Em particular, vemos que se n=0, o operador (VII.1.1)} pode ser
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escrito assim

a2 2.2 o _
(VII.1.5) Yo = Bt t Bx Bx XX

Esquecendo por enquanto as condigaes iniciais, vemos que toda
solugdo de X u=0 serd também uma solugdo de Y =0. O operador X
€ de primeira ordem com coeficientes reais e estes operadores
podem ser sempre reduzidos localmente, por meio de uma mudanga
de variaveis, a um operador que s contém derivadas com Tespei

.- . 2
to a uma variavel apenas. Em nosso caso a mudanca S=x+lt_,t=t'

2

leva X~ ac operador 2 ¢ as solugbes deste dultimo sdo as fun-
. a.tl'

goes (ou distribuigdes) que s& dependenm de S=x2+%t2t Conclui -
mos que dada qualquer fungido diferencidvel u(x), =a fungao
u(x,t)*u(x+%t2) satisfaz You=0 e além disso verifica as con-

dicoes iniciais u(x,0}=u(x} ut(x,O)”tu'(x+%t2)| =0. Obte-
) t=0

mos assim a solugdo de (VII.1.1} fVII.I.Z) com u tao regular
quanto u.
. Agora estamos interessados em resolver Yo(u)=0, com as

condicdes iniciais
(VII.1.6) u{x,0)=0

ut'(x,mw(x)
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Para obter alguma informagﬁo neste novo problema, vamos suporr
que v(x)éEzP(R) € que a solucao u €. temperadé em x. Isto permi
- te vealizar uma transformada parcial de Fourier em relagao & X

e nosso problema se transforma em

(VII.1.7) %’ttﬂzgzﬁ'—igﬁw
T(5.,0)=0 '.
T, (£.0) 5 ()
que € uma efuagio diferencial ordindria em t que dépende de um
pardmetro €. Uma solucio da equagio estd dada por e—iEtWZ mgzg

precisamente a transformada parcial de u[x+%i) quando p(x)=§,
Podemps encontrar outra solucgdo linearmente independente da.af
terior pels método de variaglo dos parimetros, isto &, procu =
rando uma selucdo da forma W(E,t) = e 1Bt IZV(E t).
SBubstituindo esta expressic d: ¥ na equacdo concluimos

que v(t g} deve sat1sfazer
#V11.1.8) _?t_t*zigt?;o.

Esta & uma equag3o de primeira ordem em V. e pode ser integra-

da, usando as condigles iniciais, para obter

: t L,
V() = ‘ﬁta)f e 5 gs,
0 .
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ou seja
. t .
(VII.1.9) TE,t) = S(&) fexp(i'cj(tz/z-sz))ds.
0

Para calcular u{t,x) tomamos a transformada inversa

t
(VII.1.10} ufx,t) = %jem'ﬁdg Jﬁ(g)exp iE(t3/2-5")ds =
0

i 1 i(x+1:2/2—52)£
= j G |e T(E}dE)ds =
' 0

t
= j \J(x+t2/2-sz)ds.
0

Uma vez obtida a solug3c desta forma jZ nZo € mais preciso supor
que v ﬁﬂo pois a £0rmula faz sentido para qualquer funcio con-
tinua. Usando o 'princi'.pio de superposigio de solu¢des conclui -

mos que uma scolugdo do problema

vi Yus= a*fﬂzaz-a) =0
(ViI.1.11) Ou-- (tt % xu—

u(x,0) = u(x)

ut(x.o)‘= v{x)
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estd dada por

t
(VIi.1.12) u(x,t) = u(x+t2/2) + J’v(x+t2/2—sz)ds.
0

Para passar ao caso geral fazemos uso do seguinte lema.

Lema VII.1.1 - Se u GiD‘(Rz) satisfaz Ynu=0 entdo veX u satis -

fasz (Yn-Zax)v=U.

Demonstragao - Observemos que X+BX = axx+. Entdo

(yn-zag)(x*u)=(x*x‘—(4n+2)ax)x*u=x*(x'x*-(4n+2)ax)u=

=x+(x"x*-zax-anax)u=x+(x*x‘~4nax)u=x*ynu=x*(01=0.
Q.E.D.
Entdo para encontrar solugdes de Y1v=0 devemos partir de
solugdes de Y u=0 e aplicar x* a estas solugdes duas vezes. Co-
mo sabemos resolver Y u=0 com condigdes iniciais arbitririas
dispomos de um niimero suficierite de solugdes para resolver Y1v=0
com condigdes iniciais também arbitrarias. Com .o auxilio de

lema VII.1l.1l & possivel provar facilmente o seguinte teorema

Teorema VII.1.1 - Seja u(X) uma fungdo continua. Entdo a distri

buigao’
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n

2k K
(VII.1.13) u(x,t) = E:: VTt . 3 u(x+t;/2)
£ K (n-x) b key) (3x)

“satisfaz (VII.1.1) e (VII.1.2).

Observemos que a distribuigdo u do Teorema VII.1.l perde
regularidade com n. Por exemplo se u(x)={x| e n=0 u dado
por (VII.1.13) serd continua, se n=1 u sera localﬁente inte -
gravel, se n=2 u sera apenas uma medida concentrada na para-
bola x+t2/2=0 e por conseguinte ortogonal a medida de Lebesgue
se n=3 u serda a derivada de uma medida, etc. Em todos estes
casos SS(u)={2x+t2=0}. Mesmo quando u(x) €c? como seria classi-
co, a solucio pode nao ser continua se n23. E possivel provar
que a solugdo dada pelo Teorema VII.1.1 & dnica. Porém isto ndo
& consegiiéncia dos teoremas cldssicos de unicidade para proble-
mas hiperbdlicos por tratar-se de um problema hiperbdlico dege-
nerado. O leitor interessado pode consultar [19] e a biblio -

grafia ali citada.

§2. 0 exemplo de Grushin-Garabedian.

Os teoremas de Picard e Peano sobre equacdes diferenciais
ordinirias dio condicles muito gerais para a existéncia  local

de solugdes. No caso das equagOes diferenciais parciais o pro -
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blema adota a seguinte forma.

Definicdo VII.2.1 - Dizemos que o operador diferencial P(x,Dx)=

= } aa(x)Di ecom coeficientes em Cw(ﬂ) & localmente vresoluvel
|afgm

em  se todo ponte de §I fem uma viginkanga Y tal que para to

do fec:(U) existe u € D'(UV) tal que

Em 1957 Hans Lewy ([}4]) apresentou o notdvel exemplo

E
de um operador em R™,

(VII.2.1) p = %—(ax+iay)+i(x+iy)az

que nie & localmente resolitvel. Isto mostra que mesmo na situa-
¢do mais favoravel em que o membro direito da equacao Pu=f  se
escolhe entre fungbes muito regulares e sd se pretende uma solu
gdo local, isto &, definida numa vizinhanga de um ponto e as so
lucdes se escolhem na classe das diétribuigées, o problema pode
nao ter solugao.

Descrevemos agora ¢ exemplo de Grushin-Garabedian. Tra -

ta-se do operador

(VII.2.2) : P = Bx-l-ixay.
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Consideremos discos Dn , n=1,2,,.. , fechados e disjuntes no sg
miplano direito do plano (x,y) com centros (xn,O) X o, ©
x ~>0. Seja f?écz(Rz) uma func@e par em relagio a x, isto @
-fﬁ;,t)=f(—x,t), que se anula fora dos discos Dn para x > 0 e

tal que

(VII.2.3) ‘ "U' £ dx dy # 0 n=1,2,...
Dn

No exercicio 4) deste capitulo estd indicada uma forma de cons-

truir uma funcio com essas caracteristicas.

Teorema VII.2,) - Se £ satisfaz des condigoes anteriores e P

estd dado por (VII.2.2), ndo exfste scolugdo continuamente dife-
renciqvel de Pu=f em nenhuma vizinhanga da origem.

A demonstragio pode ser estendida ([ 8]) para mostrar que
nac existem scolugdes distribucionais em qualquer vizinhanga da

origem.

Demonstragdo -~ Suponhamos que w satisfaz a equacido em alguma
vizinhanga © da origem. Decompondo w=u+v como soma das partes
par e impar em relag@o a x e recordando que f € par em X, vemos

que a parte par da equagdo &

(Vii.2.4) ux+ix uy = f.
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Em particular (VII.2.4) & valida em x30 e alem disso
u(0,y)=0, Na regiao x>0, podemos introduzir as mnovas varidveis

s=x%/2 , y=y , de forma que as=(1/x)8x e (VII.2.4) toma a forma

. 1
(VII.2.5) 3 u+id_u = — £(¥V25,y) , s»0 ,
s Yy Vv7s

u= se s5=0.

Entdo, fora dos discos D, u satisfaz a equacdo de Cauchy-Riemann,
%(as+iay)u=0 e & portanto uma fungdo holomorfa da variavel com -
plexa s+iy (vide §1 do capitulo VIII}. Como ¢ complementar da
unido dos discos D, € conexo, u & continua em s20 e se anula em
s=0, podemos deduzir do principio de identidade das fungoes ana-
i1iticas que us0 fora da uniao dos Dn. Em particular u se anula
na fronteira aDn dos discos pn' Aplicando o teorema de Green a
(VII.2.4) obtemos:

ng, f dx dy = J]’ (ugrixu )dx dy = J’ u dy-ixu dx = 0.
D, . aD_

Dy

Isto comtradiz (VII.2.3).

Q.E.D.

§3. Regularidade das solugoes.

Em contraste com o que acontece COM & equagao Nﬁmiiﬂﬁwﬁo,
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NP Tucs = _
ja vimos que solugoes da equagao u, Uyy

=0 podem ser nao regula
res, isto &, distribuicdes que ndo sdo fungOes infinitamente di
ferencidveis. ‘

A regularidade das solugbes fracas para o Laplaciano foi
provada originalmente por Weyl {[28]) e resultados deste  tipo
sio chamados fregiientemente extensdes do lema de Weyl. O elemen
to decisivo que faz com que as solugdes fracas da equacio Du=f

sejam regulares se f & regular, & a elipticidade do  operador

de Laplace.

Definicdo VII.3.1 - Um operador diferencial P(x,D)= E aa(x)Du

|o|gm

definido mnfzgﬁn se diz eliptico no ponto X €9 se

P (x,.8) = § aa(xo)ﬁm # 0 para tode E#0, tER".

lof=m

Se P(x,D) ¢ eliptico em todos os pontos de §, dizemos que

P(x,D) & eliptico em .

2
b4
tico. Uma extensio do lema de Weyl afirma que se P(x,D) & elip

2 e Lz 2 . e
No caso de 4=-D -D_ , Am[£)=—£1-€2 e vemos que A €& elip~

tico em §, entaoc

55{u) = SS(P(x,D)u)



-126-

para qualquer u € D (). Isto significa que se P(x,D)ju=f . ou

- . - @ . P
€ C precisamente onde £ & C . Os operadores diferenciais que

satisfazem esta propriedade sdo ditos hipoelipticos.

Definicdo VII.3.2 - Um ope-rador P(x,D) definido em QCR™ & di-

tol hipoeliptico se S85(Pu)=88(u) para toda u ed ().

Observemos que a inclus@o SS(Pu) €SS(u) & vilida péra‘
qualquer operador diferencial e s& a outra inclusao & relevan-
te. Em outras palavras, um operador & hipoeliptico se uG_C‘”(V)

toda vez que Pu&C (V}, qualquer que seja VEQ, aberto.

Exemple VII.3.1 - O operador %}? € hipoeliptico em R. Com efei-

to, se feC (a,b), u €D'(a,b) e u'=f, entdo escrevendo g(x) =
by

= J, f(t)dt a<c<b vemos que (u-g)'=0 e decorre do Teorema
¢

I1.3.1 que u=g + constante e portanto uGCm(a,b).

Por outro lado, o operador X %—f nio & hipoeliptico em R
ja que u=H(x) & C (R) mas x %EEH(X):x §=0. E interessante oBse;

var que %i € eliptico em R ¢ x %E deixa de ser eliptico em x=0.
n

2
Exemplo VII.3.2 - O operador das ondas P = 2 7 " Z('—a*r-)2
: {5t) §o1 ax?

ndo & hipoeliptico. Se u(x,t]=f(x1+t) com f€C*, 3 claro que

Pu=0 mas u ¢ C_ se £ ¢ C°. Um exemplo seria £x)=1x]°.
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Exemplo VII.3.3 - O operador de Grushin-Garabedian, P = ax+ixa

¥y
ndo & hipoeliptico. Se Gﬂ_ denota a transformagidc parcial de

Fourier em relacgdo a y e definimos u=G:£1v com
(VII.3.1) v(x,n) = H(-n)exp(x®n/2)

entdoc Pu=0 e SS{u)={(0,0)}. Com efeito, v(x,n) & uma fungdo li-
mitada, ja que H(-n)=0 se n»0 e exp{x*n/2)X1l se ngd, ¢ admite
uma transformada inversa GTII. Aplicande as regras de cdlculo
para a transformagao de Fourier obtemos

(—g—;-i-ix-g-;)u= (Fil (vx—xnv)=(Fil (03=0.

Quando x#0 , v(x,n) decresce rapidamente em n e concluimos que

wec®( §({0}xR)). Quando x=0, v(0,m)=H{-n} ¢ & ~L(v(0,x)) =
8 (x) - i

= 5 VD %. Em particular u nioc & C* em nenhuma vizi -
nhanga da origem.

E interessante observar que P & eliptico quando x#0. Com
efeito Pj(x,y,§,n)=1f-xn e portanto ig-xn=0 , (8,n) ER?*, impli-
ca que £=0 e xn=0. Por oqutro lado quando x>0 (ou x<0) uma sim -
ples mudanca de varidveis, s=x*/2, y=y, transforma P num milti-
plo do operador de Cauchy—Riemannvque-EEhipoéfiptico (§1, Capi-

tulo VIII).
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§4. Sclucodes fundamentais.

Definiglo VII.4.1 - Seja P(D) = E auDu » a,€C , um operador

fo|€m
, . n . - ¢ Tl -
com coeficientes constantes em R, Dizemos que E €® {R) e
uma scolugdo fundamental de P se
(VII.4.1) P(DY(E) = &.

0 conhecimento das solugles fundamentais de um operador
com coeficientes constantes properciona uma enorme informagio
sobre este operador, dai o nome de Ffundamental. Os dois teore -

mas que seguem ilustram esta afirmagao.

Teorema VII.4,1 ~ Se E & uma sclugac fundamental de P(D) e

v € £'®™Y), a equagdo P(D)u=v tem uma solugdo dada por Exv.

A18m disso, se u € E'@®R™) e P(D)u=v, entdo u=Esv.

Demonstracdo - Se v € E}(Rn) E+v esta bem definida. Aplicando

¢ Teorema VI.3.5 obtemos
P(D) (Exv) = (P(D)E)+*v = &*v = v,
se u € £ (R™ entio

u = gxu = P(D)E+u = P(D) (E+*u)} = E+P(D)u = E=xv,

Q.E.D.
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Este teorema mostra que se P(D) tem uma soluéio fundamen
tal, ele & localmente resoliivel. De fato, um resultade central
da teoria geral das equagdes diferenciais parciais afirma que
todo operador diferencial com coeficientes constantes admite uma
solugao fundamental. Isto foi provado pela primeira vez com fo—
da generalidade por Ehrempreis [ 7] e Malgrange [16]. Portan -
to, somente os operadores com coeficientes variaveis podem nao

ser localmente resoliuveis.

Teorema VII.4.2 - Se o operador eom coeficientes constantes P(D)

admite uma solugdo fundamental E que & ¢” fora da origem, éntde
P(D) £ hipoeliptico. Reeciprocamente se P(D) & hipoeliptico e E

-

& uma solugdo fundamental de P(D}, E & C° em R™-{0}.

Demonstracao - Seja U um aberto de R" e suponhamos que u €' (U)
e P(D)u=£€£Cm(U). Sera suficiente provar que todo ponto X, €y
tem uma vizinhanga onde u & C”. Seja W uma vizinhanga relativa-
mente ceompacta em U de X, € escolhamos g EC:(V) tal que

g=1 em W. Podemos escrever
(VII.4.2) P(D)(gu) = g P(D)u+v = gf+v.

Aplicando a regra de Leibniz ao produto gu vemos que cada parce

lz na expressfo de v contém derivadas de g de ordem > 1 e por -
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tanto v se anula em W. Aplicando o Teorema VII.4.1 i equagao

(VII.4.2) e observando que gu € £', obtemos
(VII.4.3) : gu = Ex(gf)+E*v.

Como gf GCZ(U), E+gf€C" e s resta provar que Exv & regular
" puma vizinhanga de X,

Seja e>0 tal que
Ve = {xer™ , d(x, Cwyzel

. - . - @, T
seja uma vizinhanga de x e consideremos uma fungao hElCC(R h]

tal que h(x)=1 se |x|<e/2 , h{x)=0 se lx|>e. Podemos escrever
(VII.4.4) E+v = (hE)*v+[(1-h}E]=*v.

De acordo com as hipdteses (1-h)E ec“(mn) e a segunda parce -
1a do membro direito de VII.4.4 resulta ¢”. Por outro lado,usan

do o Teorema IV.3.5 vemos_que
S{(hE)+«v) C€S(hE}+S(v) ¢ {|x|ge}+5(v).

Como v se anula em W pédemos concluir que hEs:v se anula em V€
e por conseguinte E#v=éﬂfntve).

Q.E.D.

Exemplo VII.4.1 - Consideremos o operador L=g§-a em R,a€ €. Se
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definimos E(x)=H(x)eaX € claro que EGELEOC(R) e

(%E_a)ﬁ - () e?X) r-ati(x)e?F - eax6+H(x)aeax-aH(x)eax - .

Como SS(E)={0}, L & hipoeliptico. Em particular as solugoes fra

cas de L{u)=0 sio funcdes diferenciiveis e portanto miltiplos

de e?*. Em particular a solugdo fundamental geral &

E(x) = (H(x)+C)e?* . cec.

m-1,

Exemplo VII.4,2 - Consideremos o operador L=(%§)m+am_1(%§)

too.ota, 2 - €C. Seja U(x) a solugdo da equacio

o*" m-1

L(U}=0
(VI3.4.5)}

U(0)=0,...,u™ 2 0y=0,u" L (0y=1

e definamos E(x)=U(x}H{(x). Levando em conta que as derivadas atée

ordem m-2 se anulam em x=0, & facil ver que

d_5j - d 4] .
(VII.4.6)  (g%) UCGAH(x)=H(x) (gz} U(x) se Ogjem-1
(VII.4.7) )™ () H () =6+H () (G ™V ().

Usando (VII.4.5),(VII.4.6) e (VII.4.7) vemos que E(x) assim de-
finida & uma solugdoc fundamental de L. E um resultado conhecido

da teoria das equacdes diferenciais ordindrias lineares que U(x)
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k _Ax

é uma combinagao linear de fungOes da forma x e"” onde A € uma

raiz do polindmio caracteristico, Am+am_llm'1+...+ao=0, e k @&
um inteiro nZo negativo e menor ou igual que a multiplicidade
de X. Em particular U(x) ECT(R), SS(E) = {0} e L & hipoelip

tico.

Exercicios

1) Seja T € 7P (R?) definida por

O

<T,¢> =j ¢(-s*/2,s)ds

{=+3

2

Provar que (ai—t a;-ax)T=0 e determinar S{T) e SS(T).

Sugestdo - Se ¢(x,t) ec:(az-) e a(s) = ¢tL-52/2,SJ+5¢x(-52/2,5)

entao

0 oo
<LT,¢>=<T,tL¢>=cf (¢tt'sz¢xx+¢¥)("SZ/Z'Sstz j, a'(s)ds=0.
1) Seja f:R—>P'(R) uma fungdo continua, isto &, se t —>t

£(t )—>£(t ) em D' (R). Entdo £ define uma distribui-

[

gao f em R® da seguinte forma



3)

4)
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Foot.x> = [er(0) 00,0054t

Mostrar que se f{t)=8(x+t®/2)=delta concentrada no ponto
x=-1t2/2, ent2o f=T sendo T a distribuigdo do - exercicie
anterior. Isto permite dar sentido & afirmacfo seguinte:

T € solugdo de
2 2z, 2 -
(Bt—t BX~BX)T 0

T| =8
t=0

]
o

3

Seja D(xn,rn) uma seqliéncia de discos de centro X, e raio
T como na construgdo da funcao f do Teorema VII.2.1 e
seja ¢(x,y)€iCZ(R2) tal que ¢(x,y)=0 se x2+y2>1.e J°¢#0.

Escrevamos ¢n(x,y)=fi¢(r;l(x-xn),r;ly). Provar que se

-1/r
€ 1lan2g

o0
a— - . oo
- entio a série E ¢, converge em CCGRZ) a

n=1

uma funcdo g(x,y) e S(g)gLJDn. A funcio f{x,y)= glx,y) +

+g(-x,y) satisfaz as hipdteses do Teorema VII.2.1.

Resolver explicitamente a equacdo



5)

6)

7}

8)

9)
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2 2,2 i
(Bt—t BX—SBx)u = 0

u{x,0) = u(x)

ut(x,OJ = v(x}.

Verificar quais dos seguintes operadores 550“ elipticos:

2 2
AqiL)+“.4J%)_anﬂhwiﬂAemmmiJﬁlﬁﬁ—emmﬁ
ax’t 3X

ot Ix 2y

Provar que nao existem operadores diferenciais elipticos

de primeira ordem em R" se n33.

Provar que se P ¢ hipoeliptico toda solugac fundamental

de P & C* fora da origem.

Usar a expressdo da primitiva de uma distribuigdo u e R)
(Coroldrio I1.3.2) para demonstrar que se u & soma de de

rivadas de ordem ¢ m de funcBes continuas, isto &, u =
m =
= Z(S—X)ij ,_fj €CD(R), e v'=u, entdo v € soma de deri
j=0 |
vadas de ordem.s m-1 de fun¢Ses continuas.
Suponhamos qué- wel’m) e [(Q_)m+a {x) (d )m—1+ ta (X)) u=f
& Cm-1M NI %

an,...,ao,feca'j([R). Provar que ueC”(R).
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0

102 Sgja x £ 0, u(x,y) = %T— J" exp(x®n/2+ixn)dn.

- 00

trar que

Iim u(x,y) = ~-i/2mx.
y>0

Demons-
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Capitulo VIII

§1. O operador de Cauchy-Riemann.

Neste capitulo construiremos solucdes fundamentais para
os operadores diferenciais clissicos.

Consideremos o operador diferencial em RZ=C

(VIII.1.1) u 1 3u ;3
2

Se escrevermos u = Re u+i Im u = o+iB, entdo a equagao

(VIII.1.2) LR
2z

pode ser escrita em forma de um sistema de eguacdes

(VIIZ.1.3)

ay = -8x

gue constituem as equagdes de Cauchy-Riemann para as partes real
e imaginiria de uma funcio analitica. Por isto o operador (VIII.1.1)
8 chamado operador de Cauchy-Riemann. Para encontrar uma solu -

¢do fundamental E de E: devemos resolver a equagaoe
3z

1.9k . 3E
G rigy) = 8(x,y).
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Se admitimos que E & temperada em ¥, realizando uma transforma -
cdo de Fourier parcial na segunda variavel obtemos
9E

(VIII.1.4) FE - 3E) = §(x),

ja que gkx,y) = §(x) como foi observado no Exemplo v.3.2.

Esta altima equagdo diferencial & ordindria e depende do
pardmetro n. Ja vimos ;o Exemplo VII.4.1 como obter uma solugdo
fundamental particular desta equagéﬁ. Adicionando a esta solugao
particular uma solugéo da equagdo homogénea, isto &, uma fungao

da forma C(n}enx obtemos a soluclo fundamental geral de (VIII.1.4),
o nx
(VIII.1.5) E = (2ZH(x)+C(n))e ~.

-~
E preciso agora escolher C(n) convenientemente para que E

resulte realmente temperada em n. Para isto sera suficiente que

E(x,n) seja limitada, o que pode ser obtido tomande C(n) = -2 se
ns0 , C(n) = 0 se ng0 ou seja C(n) = -2H(n). Considerandc entao
(VIII.1.6) E(x,n) = 2(H(x)-H(n))e™ '

obtemos uma solugfo temperada de (VIII.1.4). Sua antitransforma-

da parcial estd dada por

(VIII.1.7) B(x.y) =2 J XNE(x m)dn = %ﬁ= L wn,
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se convencionarmos em escrever z=x+iy. Observemos que E(x,y) e

¢” fora da origem e que E{x,y)€ LEDQ(RZ).

Teorema VIII.1.1 - 0 operador de Cauchy-Riemann é hipoeliptico.

S5¢e u € D'(2) nCR*=C ¢ Y0 entdo u & uma fungdo holomorfa da

. 9z
varidvel complexa z=X+iy.

Demonstragao - Em virtude do Teqrema VII.4.2 e (VIII.1.7) §: €
3z

hipoeliptico. Se u € D' (@) satisfaz 3Y.0 v deve ser uma fungdo
Az

€ e satisfazer (VIII.1.2) no sentido classico. As partes real
e imagindria de u, o e B, satisfazep (VIII.1.3) e segue que u &
holomorfa.

Q.E.D.

Coroldric VIII.1.1 - Toda solugdo fundamental de 3: ¢ da forma

0z
%E + U(z) ecom U{z) <inteira.
Demonstragdo - Se E & uma solucdo fundamental de é: segue
9z
que ?-:(—1—— - E(z))=0 e portante U(z) = 1. E(z} deve ser inteira.
gz mz TZ
Q.E.D.

Vejamos uma conseqiléncia simples e cldssica do teore -

ma VIII.1.1.

Teorema VIII.1.2 - Seja u uma fungdo continua em QCR*=C e
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agnalitica em {(x,y)€Q , y#0}. Entdo u & analitica em Q.

Demonstracac - Em vista do Teorema VIII.1.1 & suficiente pro -
var que g%ﬂl no sentido das distribuicdes. Se ¢€CZ(Q) ,
9z

(VIII.,1.8) <— ¢>— I'J‘u—gdx dyu- = lim ( u. (3 +1¢ )dy)dx.

2 el

Integrando por partes em Rx{(-«=,-g)U(e,~)} obtemos

(VII1.1.9) - dyf fu(x,s)CI)E:c,e)-u(x,-s)qs(x,-g)dJc .
lyl>e 2 '
"'J’j §E¢ dx dy=f‘“¢) (x,£)- (uf) (X278 g,
lyl>e 2 2

A Gltima igualdade decorre do fato de u ser analiticg em y#0.
Quando e—>0 , (u¢) {x,e)-(u¢)(x,-g)}—>0 dom:in'adamente e portan
to o membro direito de (VIII.1.9) tende a zero quando £ —> 0.
Voltando a (VIII.1.8) obtemos
Ju _ ©
Lo >=0 para todo ¢€Cc{9).
oz
Q.E.D.
A prova clissica deste teorema se utiliza do teorema de
Morera que por sua vez depende da f6_rmu1a integral de Cauchy.

Aqui a demonstragdo se reduz a uma simples integragdo por partes.
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Coroldrio VIII.1.2 (Principic de reflexdo de Schwarz) - Seja A

wm disco centrado na origem de €, U(z) wuma Fungdo continua em
An{ys0), real em y=0 ¢ analitica em A'=An{y>0}. Entdo existe

o~ . oy
U analitica em A tal que U/A =U.

Demonstracdc - Basta definir ?Id(x,y)=U(x,y) se y20, rI}'(x,y)r-ﬁ(:nc,-y)

se yg0 e verificar que U assim definida satisfaz as condigoOes
do Teorema VIIT.1.2.

Q.E.D.

Vejamos agora uma aplicagdo ds fungbes analiticas de va-

rias varidveis. Uma fungd@o de classe ct, U(z) = U(zl,...,znj

definida num aberto de'mn=R2n se diz uma fung3o holomorfa se sa

tisfaz ds equagoes

CLU
9z

(VIII.1.10) Ceenees
IR
azn

E natural entdo estudar a resolubilidade do problema no homogé-
neo, isto &, o sistema super-determinado (mais equagdes do que

incdgnitas)



- 1
az1

(VITII.1.11}) e eeees
W
an

onde fl,...gﬂ1€C:(R2n). Se (VIII.1.12) admite uma solugio con-
cluimos que as fungoes - SERRTRS 3y devem satisfazer as condigodes

de compatibilidade

af, df.
(VIIX.1.12) —t . ]
azj azi

: 2

ja que ambos membros de (VIII.1.12) devem ser iguais a —:ﬁ—g~.
9Z.9Z,

23923

Réciprocamente, suponhamos que fl""‘f satisfazem (VIII.1.12)

n
€ escrevamos

(VIII.1.13) U=

onde a convolugdo se realiza na primeira varidvel Zy, © as va -
ridveis restantes atuam como parametros. Suponhamos agora que
n22 e escrevamos z=(zl,z'),z'=(22,...,zn). Como fl(zl,z')=0 se
|z'|>R concluimos que U(zy,2')=0 se |z'|>R, Seja j22' e com-

sideremos
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af of.
.al. = .._.l_....(-i. * fl) 1 * _1 = 1 *__:l = fj.’
BzJ sz LESY mzZy azj ﬂZl azl
onde usamos o Teorema VII.4.1 com P(D) = —g— L, E = A e o fa-
. azl wzl

to de fj ter suporte compacto. Isto mostra que U satisfaz 4ds

equacdes (VIII.1.11). Além disso, como U tem suporte compacto

em relagdo a j22 , U = SR Qg— =L v £, e esta nova expres-
LT P £ J

sdo de U mostra que U tem suporte compacto também em zy-For

malizando esta discuss@o obtemos

Lema VIII.1.1 - Se £,,....£ €CT®™™) | n32 , satisfasem as equa-
goes de compatibilidade (VIII.1.12), as equagdes (VIII.1.11) admi
tem uma solug&aljecfwmzn). Além disso, se fj(z)=0 j=1,...,p
quando max([zj[)>R. entao U(z)=0 para max(]zj])>R.

Este lema permite uma demonstracdo fiacil do seguinte teo

remad de Hartogs.

Te¢orema VIII.1.3 - Seja Kc:R2“=m“ compacto e suponhamos que

n¥? e CK é eoneto. Se U & wma fungdo holomorfa em CK exts

- , n -
te U inteitro em € e tal que U=U em Cx.

Demonstracio - Seja g GCZ(Rzn) igual a 1 numa vizinhanga de X =

definamos fj = ;§~((g—130). Observemos que (g-1)U pode ser es -

]
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tendida como fungio Cm a RZn se escrevermos ((g-1)U)(z)=0,z€K.

Entdo as fj satisfazem as condigdes do Lema VIII.1.1 e existe

V tal que Eg— = fj' Definamos =ﬁ = V+(1-g)U. Segue da defini-
9z .
[ J ~
- @ U n . PR I . -
gao que U€EC e -— =0 em €, isto &, U & inteira. Alem
9Z.

J
- ot
disso, U=U para |z| suficientemente grande e como CK & co-

nexo U=U em CX.
Q.5.D.
E interessante destacar que em contraste com o que acon-
tece numa varidvel, este teorema mostra que as singularidades
isoladas das fungdes analiticas de vdrias varidveis s3o sempre

evitaveis.

§2. O operador do calor

O operador do calor em R™ ! estd dado por
(VIII.2.1) 3__p =2 . 2:_(—3— ’
ne at at j

e & usado para descrever fendmenos de transferéncia de calor em
meios isotrdpicos. O operador do calor € o paradigma dos opera
dores hiperbolicos.

Para encontrar uma solugdo da equacgao
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(VIII.2.2) B -aE-s

realizamos uma transformagdo parcial de Fourier em relacdo a X,

que transforma (VIII.2.2) enm

s

(VITI.2.3) &+ [51DE = s (0.

Uma solucdec fundamental da equagido diferencial ordimaria (VIIT.2.3)

que resulta temperada em &, sera
(VIII.2.4) -~ E(t,5) = H(tYexp(-t|E[®).

~
Para t¥0 , E(t,f) decresce rapidamente em t e podemos aplicar a

formula da inversao
. . ) )
(VITI.2.5)  E(t,E) = —— Joelx'a tIE]® 4p | toa
(2m)
Escrevendo ix.z—t]g|2=-t[(gl—ix1/2t)2+...+(gn—ixn/2t)2]—IXI2/4t,
podemos exprimir VIII.2.5 da forma

-|x|2/4t
(¥II11.2.6) E(t,x)= &-Tfem[-t{gl—h'/Zt)z-...~t(g -ix/2t)%] g, t>0.
(2n) n

Esta integral & produto das integrais complexas

: (g 2)? =2t
(VIII.2.7) Ij= j, e d£j= J’ exp(—tc;)dcj .

—o—ixd /2t

o0
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onde Cj.= £j+in.. Deslocando o caminho de integragdic por meio

J
do teorema de Cauchy podemos escrever

L= o0

-tE% 2
- 2 ds L
(VITI.2.8) I, =| e Jag, =) e 5/2ds -\/I,

-

Combinande (VIII.2.6),(VIII.2.7) e (VIII.2.8) chegamos a

(VIII.2.9) E(t,x) = ——— H(t)exp(-]x|’/4t).
(2vat)™

Quando t#0, & claro que E(t,x) & uma fungio €. Por outro lado,
numa vizinhanga do ponto (0,x0) . xO#O , a fungdo E(t,x) também
& C° jd que t Texp(-{x|%/4t) tende a zero quando t tende a zero
pela direita, qualquer que seja o nimero real r. Isto permite
provar que todas as derivadas de E{x,t) convergem para Zero guan-
do (t,x)——>(0,xo). Em definitiva E{t.x) & C" fora da origem e

aplicande o Teorema VII.4.2 obtemos

Teorema VIII.2.1 - 0 operador do calor é hipoelipéico.

Q.E.Dq

Uma propriedade interessante de E(t,x) & a seguinte. Se

fiixamos t>0 vemos que, como fungdo de x, E{t,x) satisfaz
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(VIII.2.10) E(t,x)20
th(t,x)dx=1

LY E(t,x)dx—>0 se t—>0+ e a»0, fixo.
|x]>a

Levando em conta estas propriedades,e o Exemplo IV,1.3 concluimos
que E(t,x)—>8(x) em J'@®R™ quando t—>0+. De fato a mesma
técnica permite provar que se f£(x) & uma fungdo continua que
verifica a estimativa |f{x)<A exp(B|x|}, podemos definir a convo

lucdo em x
(VIII.2.11) (E+xf) (x,t) = JHE(x—y,t)f(y)dy , t»0
e concluir que

(VIII.2.12) iim (E*£)(x,t) = £(x).
t+0+

Por outro lado, para t>0
(Bt"Ax)(E*fJ = (Bt-Ax)E*f = 0*f =0
ja que (3,-A)E ¢ nula se t#0. Temos entdo

|x|B

Teorema VIII.2.2 - Seja £(X) continua em R",|£(x)|<€A e entae

a equagdo
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- n
(3,-8,Ju =0 >0 , x€R

(VIII.2.13)
u(0,x) = £f(x)

admite uma solugao continua em [0,#)xR™ e diferencidvel em
(O,;)an , definida por Exf se t>0.

A solugdo formecida por este teorema ndo & Unica, embora
haja unicidade se considerarmos solugdes continuas uft,x) que
verifiquem, por exemplo, a condicdo de crescimento (u(t.x}| <
& A exp(B]x|). Um contraexemplo a unicidade quando n=1 & for
necido por -

(VIII.2.14) u(x,t) = Z £(™) (£3x20/ (20} !

n=0

f{t) = exp(-1/t*) t#0 , £(0)=0
Derivando termo a termo, ut=uxx=§:;f(n+l)(t]xzn/(Zn)! e u(x,0)=
n=0
=0, jid que todas as derivadas de f se anulam em t=0. A justifi-
cagao da derivacao termo a termo requer um estudo mais detalha-
do do crescimento de sup]f(n){t]]. 0 leitor interessade  pode

consultar [27], p. 48.
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§3. 0 operador das ondas.

n+l

0 operador das ondas em R estd definido por

z 2
(VIII.3.1) O=2la = & - E:: (—33 ,

¢ descreve a propagacgio de ondas em meios elasticos. Para encon
trar uma solugdo fundamental podemos comegar realizando uma
transformagdo parcial de Fourier nas varidveis x para obter a

equagao

. 2“ o
(VIII.3.2) BE L 1e)® F = s().
at?

A solucdo U(t,E) da équagéo diferencial homogénea associada a

111}

(VIITI.3.2) com valores iniciais u(o,g} = @, Ut(O,E) =1

U(t,£) = Sen(t(£))/(E). Portanto (veja Exemplo VII.4,2} obte
mos uma solugdo fundamental de (VIII.3.2) pela fdrmula
(VIII.3.3) E,(t,8) = H(t)Sen(t|E]).

Esta solugdo & limitada, portanto temperada, e admite uma trans
formada parcial inversa. Outra scolugdo fundamental interessante

& dada pela formula

(VIII.3.4) E_(t,£) = -H(-t)Sen(t]E]).
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Estas solucBes fundamentais ndo sdo integrdveis em £ e portanto
nio & possivel aplicar diretamente a fOrmula de inversdo. Emtre

tanto, podem ser aproximadas por fungbes integrdveis como

EE(t,g) = H(t)sen(t|E])exp(-e|E])

¢ obter

(VIII.3.5) E_(t.£) = lim H(t)—-—-l-»-ﬁjelx'ggi(t,i)di-

e-+0 (2n)
Em geral & dificil obter formulas explicitas para E, a  partir
de (VIII.3.5), mas isto & possivel no caso de n=1,2,3, obtendo-

se as seguintes expressces

(VIII.3.6) E, (t.x) = gH(t -Xx}H(t+x) n=1
21
%;(tz-[xlzj 2 se [xj<t
(YIII.3.7) E,(t,x) = n=2
0 se |x|3t
(VIII.3.8) E (t.x) = 1 & a(t-1x]) n=3
e 00 dm |E .

Um cilculo detalhado destas formulas pode ser achade em [26] ,p.62.
Uma conseqiiéncia de (VIII.3.6), (VIII.3.7) e (VIII.3.8)

&€ que para n=1,2,3
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(VIIT.3.9) S(E, (t.x)) c{e20; [x]g¢t}
‘(VIII.3.10)  S(E.(t,x))=S(E,(-t,x))git<0;|x|g|t]}

De fato esta propriedade pode ser provada diretamente a partir

da expressdo (VIII.Z.5) e & valida para todo n.

Vejamos agora como as solugdes fundamentais, E,_ e E_ po-

dem ser usadas para resolver o problema de Cauchy

Du =0 em Rn+1
(VIII.3.11) u(0,x) = £(x) em R"
ut(O,x) = g(x) em [

Para simplificar a ana@lise podemos supor que u & tempei-ada em X
e que f,g € & (Rn); mais tarde eliminaremos estas restrigbes. A

- Lt -
transformada parcial u de uw deve satisfazer

(VIII.3.12) ((g—t) g2 =0
‘ﬁ'=f\ em t=0

A solugdo desta equagio diferencial linear &
(VIII.3.13) T(g,t)=F(&)cos(t|E[}+E(E)Sen(|E|t)/ 2]

Escrevende cos(t]g]|) = g?(Senlz[tHE%) , H(t)+H(-t)=1 e utili -

zando as fdrmulas (VIII.3.3) e (VIII.3.4) podemés exprimir
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(VIII.3.13) da seguinte forma
(VITI.3.18) - T(e,0-FO%E,E) .04 &5 .0
Decorre da formula de inversdo que

(VIII.3.15) u(t,x) = £+3-(E -E )+g+(E,-E_)

onde * indica convolucdo em relacao & varidvel x. Observe que
estamos usando uma extensdo de (V.1.11) do Teorema V.1.3, isto &,
a férmula dﬁ}p = 3 7 ainda vale se ¢EE e wed".

" Por outro lado, como para t fixo, E_ e E_ tem suporte com
patto em relacdo 4 x (em virtude de (VITI.3.9) e (VIII.3.10)) a
formula (ViI;.S.lS) faz sentido quando f e g pertencem a JD'(Rn)
e define uma fungéo diferenciavel de t com valores em If(Rn).

E natural se perguntar se neste caso, u definido por (VIII.3.15)

satisfaz (VIII.3.11). Com efeito
[]u=f*at(E]E*-[]E_)+g*(EJE+"E_)=f*(6t-6t)+g*(6-6)=0

- Finalmente se fj e gj £ uma seqﬁéncia de distribuigdes em £'(R™)

tais que fj——>f e gj—->g en ZT(R“) € escrevemos uj =

= fj*at(E+"E—)+gj*(E+_E-)f teremos que yj——>u,uj0g0)#%,3€ﬁ(xﬂn=

=g .

5> @ por conseguinte uf{x,0)=1im uj(x,0)=f(x), deu(x,0}=g(x).

Teorema VIII.3.1 - Sejam £f,g €ED'(R™). 0 problema de Cauchy
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(VIII.3.1) eom condigdes inietais f£.,g, admite a solugdo u(x,t)
dada por (VIII.3.15), que é uma. fungdo diferencidqvel de 1t com
valores am Z)'ﬂRﬁ). l

Q.E.D.

§4. O operador de Laplace.

0 operador de Laplace (ou laplaciano) em R" estd defimi-

do por

n 2
(VIII.4.1) A= Z 2 .

LT axJ

j=1

As solugBes de equagdo Au=D s3o-ditas funcdes armdnicas.

0 operader & usado para descrever fenomenos em meios homogéreos
de tipo estacionirio. Isto se reflete na propriedade de A ser
invariante por rotagdes. Mais precisamente, se y=TX & uma trans
formagao linear ortogonal em R™ dado pela matriz (a?) onde o in

dice superior indica a fila, teremos
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onde a Ultima igualdade decorre de que as filas de uma matriz
ortogonal sdo vetores ortogonais € unitirios.

E natural entiao procurar soluéaes fundamentais de A que
sejam invariantes por rotagdes. Se procuramos solﬁgaes introdu-
zindo uma transformada de Fourier parcial como foi feito em §1,
§2 e §3 obteremos solugbes ndo invariantes por rotagdes devido
3 escolha de uma varidvel privilegiada (aquela nac transforma-
da). Tentaremos entdo solugOes fundamentais que para x#0 possam
ser exprimidas como E(x}=F(|x]) onae f{r} €& uma fungéo conve -
niente de uma varidvel. Levando em conta que E(x) deve ser armg
nica quando x#0 e escrevendo tx]=r, devemos ter'para.x#ﬂ

x
3E ar X
=¢ = —xf'(r) = =f'(r)
X 3x T

P¥E__f'(®), kK af (m)fr) £z} | (xk)z e (@) L k=1,2,....1
(3x )z T Bxk T . r?

-
Somando estas igualdades de 1 até n chegamos a
" n-1 1
AE = £ + —;—f .
Como AE=0 se x#0, £(r} deve satisfazer
tr n"l 1 s
(VITI.4.2}) £(r) + —?—f (r) = 0 , O%pde,

A solugdo geral de (VIII.4.2) e



-154-

(VIII.4,3) £(r)=a r2P+p , 033

-

f(r)=a log r+b , n=2

'S
1

‘onde a e b sdo constantes arbitrarias. Em particular notamos que
definindo E(x)=£(|x|) com £(r) dado por (VIII.4.3), E(x)€Ly, &)
e consequentemente define uma distribuigdo.

Para Qerificar que com uﬁa escolha adequada da constan-
te a, E(x) & realmente uma solugdo fundamental, € conveniente

lembrar a seguinte identidade
(VII{.4.4) bap-Pad = div (e W-vVo)

"onde W & o gradiente de ¢ e div denota a divergéncia.
Se 4 eC(R")

(VIII.4.5) "<E,¢>=f5(x)¢(x)dx=1imf B(x)¢ dx

0 x| 3e
e por conseguinte para provar gue AE=§ devemos verificar que

lim JQ E(x)Agp=<E . A¢>=<AE ¢»=¢(0)}. Ora, se BE={x;eslx|sR} e
e+0 |

Xize

$(x)=0 quando |x|2R, o teorema da divergéncia permite escrever

EAg= f EAd= f div(EV¢-¢VE)dx=
B B
€ e

= J{ (F¥6-¢VE).n do
BBE

(VIII.4.6) f
|

x| 2e
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‘onde n & o vetor normal unitirio exterior a 3B_ e do & o elemen
to de area em Be' Observemos que para obter {VIII.4.6) usamos
que E € armdnica em |x|®e. Como S{¢) ¢ {[x]|<R} s3 a esfera de raio
€ participa na integral sobre BBE.

Se x denota a variivel em Sn-1={]x1=1] e do denota o

n-1

elemento de area em S , do=e""tas na esfera de raio £ e pode-

MOs escrever

(vnz.&.n EAg = f [f(e)%%(gihf'(e)¢(s>‘c):[|-:n"ld6
xlze 8™

onde usamos as expressdoes. V.n = %% , VE = -£'(r)n, -n=x. Quan

do e—>0, segue de (VIII.4.3) que

e e e)—s0

(VIII.4.8)
f'(e)¢[eﬁ)an_l——>a(2-n)¢[0) uniformemente em Sn_l.

Combinando (VITI.4.5), (VIII.4.6), (VII1I.4.7) e (VIII.4.8) obtemos

(VITI1.4.9) <E.pp> = a(2~nj¢(0)f 6.
! Sn-l

Teorema VIIT.4.1 - Seja E(x}=|x|2_n/(2~n}wn se n33, E(x)

n-1

@

= %Elog|x| se n=2, onde w_ dencta a area de S . Entdo E(x)

uma golugac fundamental do operador de Laplace em R,
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Demonstragdo - Observando que E(x)=f(|x|) com £(r) dado por
(VIII.4.3) onde tomamos‘a=1/mn(2-n) e b=0, a Formula (VIII.4.9)
pode ser escrita <AE,$>=¢(0)=<8,¢>,¢ €C:(Rn)-

Q.E.D.

Teorema VIII.4.2 {Lema de Weyl) - O operador de Laplace é hipog.

iiptieo.

Demonstragdo - As solugdes fundamentais dadas pele teorema
(VIII.4.1) sdo regulares fora da origem.

Q.E.D.

Coroldrio VIII.A4.1 - Duas solugoes fundamentais do laplaeiano,

invariantes por rotagoes, diferem por uma constante.

Demonstragdo - Sejam F, G duas solucdes fundamentais de A tais
que FoT=F , GoT=G para toda transformagdo ortogonal T (a compo-
si¢do FoT foi definida no Exemplo 11.1.4). Entdo £=F-G, satis -
faz Af=0 e foT=f para todo T. Como £ & uma funcao regular, esta
filtima condigae implica que f é.uma funcdo de !x|=r somente e
deve satisfazer f" + E%1 £'=0, Como £ € continua em x=0, f deve
ser uma solugdo de (VIII.4.2) que permanece limitada quando
r—>0. .Decorre de {VIII.4.3) que f(r)=b=cte.

Q.E.D.
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o n
Corolario VIII.4.2 - Se n23 ¢ g(x) = 1 JE(E)=- _Llil__|£lz-n_
[x|? (2-n)u

"2 & localmente inte-

Demonstragdo - Observemos que se n23 x|
gravel e limitado quando x—>= e em conseqiiéncia gtztf' e admi-
te uma transformada de Fourier, B(£). Usando as regras do calcu

lo (Teorema V.2:1)

n

E: 328 (E)
9k,

J':]_ J

il

SFxEe g0 (8) = - F) = -2mTs

Entdo —ﬁ/(Zﬁ)n & uma solugdo fundamental do laplaciano. Como g
g invariante por rotagbes o mesmo deve acontecer COm g ja  que
se T & uma transformagao ortogonal, T_l =T' ¢ det(T)=1. Com

efeito, se ¢ € & &)

<§oT,¢>=<§,¢oT'l>=<g,G¥(¢0T”1)>=<g;$oT'1

>=<goT,$>=<g,$>=<§1¢>
onde usamos a fdrmula
& o1y (03= [exp x.6)0 (17 x)ax= fexp(1y.Ed0tnIay=
=fe:<p (y. i) e () ay=3rte)=G rle).

Apliecando o Coroldrio (VIII.4.1) concluimos que

(VIII.4.10) -§(5)/(zm™ = 1£|%™/(2-n)w_+constante.
n
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Como g & positivamente homogéneo de grau -2, § deve ser positi-
vamente homogéneo de grau n-2, e a constante do membro direito

de (VIII.4.10) deve ser nula.

Q.E.D.
Exercicios
1) Provar por cdlculec direto que %E & uma solugdo fundamen-
tal de 3:.
8z
- 1 - 3¢
Sugestac - Escrever <=, 3¢y = 1im =— —tdxdy e usar
mz 82 a+0 TZ 32
coordenadas polares e o teorema de Green em {e<|z|<R}, com R
grande. .
2) Sejam ag'j...002y nimeros complexos e consideremos o opg

rador em R?Z=€

P(3,.3,) = (3:)‘“+am‘1(3:)m'1+...+a'
9z 32

x'y o

Descrever as solugdes fundamentais de P(ax,ay) e provar

que & hipoeliptico.

3)  Seja D o disco upitdrio de €, u uma fungdo ¢! numa vizi-



4)

5)

6)
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nhanga de D ¢ x a fungao caracteristica de D. Podemos es
crever

xu:}m*ig.inll=1—~*xi_3+l—-*u—a_§
TZ 9z ifA az fz 9z

Calcular 3§ no sentido das distribuigdes usando coordena.
9z

das polares e derivar a formula de Cauchy generalizada

u(a) = -z-i—i-‘fl __L__J_sz_: dz + -_le—f ——-—da“z‘{gz xdy , |a|<1.
D .

z|=1
Na demonstragao do Teorema VII.2.1 foi usade o seguin -
te argumento: se f(z) é analitica em Re z>0 continua em
Re z20 e nula no eixe Re z=0, ‘entdc f=0. Prove esta afir
magio.

Seja £(x) continua em R" tal que [£(x)|€A exp(B|x|), e
definamos F €D ®R™!) por

<F,¢> = [£(x)0(0,x)dx , ¢(t,x)€cC@®].
C -

Provar que é possivel definir u=E+F (convolugio anmP+1).

Qual a relag@o com o Teorema VIII.3.3.7

Usar os exercicios 5 e 6 do capitulo II para.obter uma

solugdo fundamental de [J= az—%; quando n=1.



7)

8)

9)

103

11}
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Provar que a solugdo fundamental E_ dada por (VIII.3.7)
para n=2 & localmente integrivel (usar coordenadas pola-

res em R2).

Uma distribuicdo u € D' (R™) se diz (positivamente) homo-

génea de grau m se para todo r>0
m
T =
uw’f = ru

onde Tr(x)=rx , x€R™. Provar que se uég' 2 homogenea

-~

de graum , U & homogénea de grau -m-n.

Consideremos a distribuigio em R? definida por

<ha.¢>=f $(x)=4(0) 304 —(ild ) ¢€CZ(IR2)

|x|<a |x1* ]xl>a

Calcular h observando que h & homogénea de grau 2 e que

|x12ha=1. Comparar com o exemplo V.Z2.4.

Encontrar uma solugdo fundamental de A& realizando uma
transforma¢do de Fourier nas variavels Xj,....X,.
. . _(F‘vl 1 .
Seja n23 e definamos E = (_{__2) . Provar diretamente
€

que E & " fora da origenm.

Sugestdo - Seja a(r) € CgR) . a(r)=1 se |rl<l, B(r)=1-u(r) e con

-

sideremos
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B, -G s(le /181D 5 By =G e}/ (5],

Como a(£)/|E|2 € E& ®") , E,€C”. Por outro lado, para qualquer

2

inteiro positivo £

| ix.gL (B(E
fe Dg (—ldE

o L 1L 1 2 . ix.EVB(E) _(-1)|£
E. (X)= ID (e ) dg
(ix }7Eq (x antd & HE 2"

Ora, iD§1(B(E)/|E.|Z) |\<1"5£|E]-2_'E e portanto

1 lg]®

e ) e k@™

se k-2-£<-n. Isto prova que E, g C¥ fora da origenm.
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