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PREFACIO

&

Estas notas tém como objetivo dar uma visao ele-
mentar de geometria diferencial, A partir de nogdes bagi-
cas de cdlculo e dlgebra linear fazemos um estudo de cur-
vas e superficies.

Nos aprofundaremos mais no estudo de curvas, es-
pecialmente de curvas no plano, pela seguinte razao. Nu-
mas notas introdutdrias é muito facil, e pouco realista,
chegar aos teoremas mails interessantes e substanciais da
geometria das superficies, devido & necessidade de uma pre
paracao mais detalhada e vagarosa. Por outro lado, com o
minimo de pré-requisitos no estudo de curvas, temos ao nos
so alcance muitos problemas bonitos e sofisticados que nos
dardo uma boa idéia da forga e da beleza de geometria di-

ferencial,

Os primeiros deis capitulos tratam de curvas, no
plano e no espago, Exigiremos do leitor no comego somente
as nogdes bisicas de cdlculo de uma varidvel e de dlgebra
linear, a maior parte das quais serd relembrada na segdo
I.1, e & medida que forem surgindo. Na realidade, esta é
uma boa oportunidade para relembrar e sedimentar os fatos

elementares de cdlculo e algebra linear, que talvez pare-



ciam muito abstratos antes; é aconselhdvel fer por perto
livros de referencias para serem consultados a medida que
aparecam as dividas. Mas nosso interesse nestes fatos &
basicamente pratico; assim sendo os conceitos s serfo re-
lembrados (ou introduzidos) quando se faga necessdrio
usd-los. Ja no capitulo III, que trata de superficies,
precisaremos usar o cdlculo de fungdes de varias varidveis
reais.

As secdes basicas das notas sao as segOes de
1a 7 do capitulo I, 1 a 5 do capitule II, e 1a 5 do
capitulo ITI. Mas é fortemente recomendado estudar algu-
mas das Ultimas segbes do capitulo I sobre curvas no pla-
no. Uma escolha poderia consistir das segdes 8,9,12,13 e
14 deste capitulo; outra seria feita com as secdes 8,11,
15 e 16.. Claro, alguém que naoc tenha estudado ainda cél—
culo de vdrias varidveis podera se restringir aos dois pri

meiros capitulos.

Alguns exercicios estdo formulados de uma manei-
ra um pouco ambigua; eles servem mais como ponto de parti-
da para uma discussao sobre é matéria. De gqualguer manei-
ra; o leitor que achar um exercicio.ambiguo, diffcil, ou
simplesmente errado, deve sentir-ge em completa liberdade
para reformuld-lo de umé maneira razoavel., De fato, o lei

’ ! . s s .
tor é fortemente encorajado a redigir seus propriocs exer-
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cicios; a final de contas, una parte importante do traba-
lho do pesquisador & achar problemas relevantes e interes-

santes.

Espero que o leitor egtude estas notas com muita
boa vontade, corrigindo os provaveis erros de portugués e
matemdtica. Gostaria de receber comentarios, sugestoes,

e corregoes.

Agradego a Antonio Carlos Asper%i;» a Luguésio
Petrola e Susana Fornari pela sua ajuda na revisio do tex-
to. Agradego também a Lais de Carvalho Ventura pelo trébg

lho de datilografia.

Lucio Rodrfguez
Rio de Janeiro, abril de 1977.
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. CAPITULO T

Curvas no Plano

Neste capfitulo estudaremos as curvas do plano.
Inicialmente veremos a geometria local das curvas, isto e,
as propriedades geométricas de que uma curva goza huma vi-
zinhanca de um de seus pontos. Depoils estudarémos algumas
propriedades globais, isto €, as que dependem do conheci-
mento da curva como um todo. As primeiras sete segdes es-—
tabelecem os fatos basicos sobre as curvas do plano. A
analise feita em algumas destas secdes servira também para
o estudo das curvas no espacgo de trés dimensoes; a sec¢ao
10 que trata de isometrias também pode ser aproveitada tan
to para duas como ﬁara trés dimensoces. Nas se¢Ges poste-
riores nos aprofundamos mais na geometria das curvas do
plano. A géometria global das curvas planas € muito rica
e interessante; para nos tem a vantagem de fornecer exem-—
plos de problemas a nivel de pesqguisa matematica sem exi-
gir muitos pré-requisitos. Varios dos tdépicos apresentados
‘sao antigos, mas outros sao mais recentes e tem servido de

1 "
motivacao para estudar alguns problemas de geometria dife-
rencial em dimensoes maiores. Wo prefacio sugerimos algu-
mas escolhas destes tdpicos para quem estiver com poueco

tempo.



1. Calculo vetorial

Nesta sggéo introduzimos rapidamente os elemen—
tos de algebra linear e cdalculo que precisaremos para ini-
ciar nossos estudos. A analise feita aqui, a menos de mo-
dificagbes Obvias é a mesma para duas ou trés dimensdes;
como precisaremos dela no capitulo II, falaremos logo em
trés dimensdes. O leitor que tenha um pouco de experién—

cia gobre estes assuntos pode comegar logo na segao 2.

0 espaco Euclideano de trés dimensodes R 8 o
conjunto de termos ordenados de numeros reais v =
= (xl,xz,x3). Dizemos que v ¢ um vetor com coordenadas
retangulares X1y X5 € x3. Dois vetores v = (xl,xz,xB)
e W= (yl,yz,y3) podem ser somados somando—-se as coordena.
das correspondentes, isto é, v+w & o vetor com coordena-
das (x1+yl, X4V 0 x3+y3).- Como a soma de ngmeros reais

é comutativa, temos que

(1.1) VW = WV

Geometricamente, essa soma pode ser ilustrada pela regra

do paralelogramo, como na figura 1.l.



Figura 1.1

A soma de vetores também é associativa, 1.e.,

(1.2) (viw) + 2 = v + (wez)
porque a soma de nimeros reais também o é.

Un vetor v = (xl,xz,x3) pode ser multiplicado
por um nimeroc real M pela regra Mv = (lxl,lxz,lxa).
Geometricamente a multiplicagac por A equivale a aumen=
tar ou diminuir o comprimento . do vetor v, dependendo de
In] ser maior ou menor a l; mas também ela afeta a dire-
¢io do vetor, dando a diregdo oposta se A é negativo.
.Em particular (~1).v = -v = (—xl,—x ,-kB) € claramente o
vetor com o mesmo médulo (comprimento) de v mas que apon
ta na direcao exatamente oposta. As seguintes regras va-

lem para a multiplicacgdo de escalares (nlimeros reais)
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e B e vetores v e w, onde 3 é o vetor (0,0,0),

(1.3) (M+8)v = Ay + By

(1.4) Myvtw) = MW o+ Aw

(1.5) MEv) = (A8)v = B(WW)
(1.6) : 0.v =23

(1.7) v+ 8 =v

(Le) lov = v

Todas estas regras valem nao somente para o espa

g¢o Buclideano de trés dimernzoes, B;, como também para o

2

plano R = {v = (xl,xz): Xq € X, s&o numeros reais}. Al

2

gumas vezes sera Util pensar em R como o subconjJunto de

R’ dos termos (xl,xz,XB) com X5 = 0. Dizemos que dois

vetores v e w do plano IR2

sao linearmente independen—
tes se nao existem nimeros reais » e B8 ndo simulta-
neamente nulos tal que Av + Bw = 0. Isto equivale a di-
zer que os dois vetores nao estao contidos numa mesma reta
passando pela origem (0,0) de IR2; se este fosse ¢ caso
teriamos gque um seria miltiplo do outro, v = kﬁ, ou se-.
ja, 1lv-w = O, Dizemos que trés vetores v, we z de
R> 880 linearmente independentes se nio existem nimeros

reais A, & e B tais que Av + ow + Bz = O, a nfo ser
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que’ AN=oa =8 =0; isto equivale a exigir que os tres
vetores nao estejam contidos num mesmo planc passando pela
origem. Dados trés vetores linearmente independentes

Vys Vp € V3 de ERE, temos que qualguer outro vetor w de
33 pode ser expresso de uma maneira Unica como uma combi-
nacdo linear w = vy + Bv2 + lvs dos trés vetores com

@, 8 e » em R. No plano,todo vetor é uma combinagio li-
near de dols vetores linearmente independentes. No espacgo
RO, trés vetores linearmente independentes aparecem na—
turalmente, u; = (1,0,0}, u, = (0,1,0), e ug = (0,0,1);
assim um vetor v = (xl’XZ’XB) pode.ser exXpresso como

V=X W o+ XUy + Xl

Unme nogao muito importante para o estudo de pro-
blemas geométricos em RS & a do produto escalar de dois
vetores v = (xl, Xy, x3) e w= (yl, Yoo y3), denotado
V.W e definido como
(1.9 | v.w.= X1¥p + XY, + Xg¥z
Verifica~-se facilmente que o produto escalar goza das se-
guintes propriedades
(1.10) VoW = WV
(1.11) ve(w+z) = v.w + V.2

(1.12) (W) ow = vo (W) = AWuw



(1.13) v.y 2 0
(1.14) v.v = 0 se e somente v = 5]

Dizemos que dois vetores v e w sao ortogonais se

vew = 0

A norma do vetor v, denotada |v| é definida

Teomo Wv.v = Jgg + xg + xg se v = (xl,xz,xB); ela re-
presenta a idéia de comprimento ou modulo de um vetor a
que nos referimos anteriormente. Usando (1.13) e (1.14),
vemos que |v| ® O, para todo v EZR3, e & igual a zero se
i=1,

g somente se Vv ¢ o vetor zero. Os vetores u,

2, 3, tem norma Iuil =1, & UplUy = Upely = Uzely = 03
um conjunto de vetores ortogonais entre si e de norma um

é chamado ortonormal.

Outra maneira de ver o produto escalar de v e
w é como v'w = |v]|w|cos & onde & ¢ o angulo entre os
dois vetofeé, 0= 6=s5 (veja o exercicio 10.12), Geo-
metricamente, isto equivale a projetar v na reta gerada
por w e depois multiplicar o mdédulo da projecao por
le, congiderando o resultado positivo se w e a projecgao
de v estdo do mesmo lado da origem, negativo em caso con

tréario. Veja a figura 1.2.
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Figura 1.2

Usando a soma podemos definir agora a importante

nogio de disténcia entre dois ppntos (vetores) v e w do

espago Euclideano. A definimos como d{v,w) = |v—w|. Ela

'goza das seguintes propriedades. -

(1.i5)

(1.18)

i@

(1.17)

r

d{v,w) = 0, sendo zero se e somente se

v =W
'd(v,w) = d(w,v)
a(v,z) = d(v,w) + d(w,z)

-

i

Como _derivar curvas no espaco

.
r

Desenvolvemos aqui o cdlculo de curvas no espago
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a partir do cédlculo das funcoes da reta na reta.  Assumi-
mos que o leitor estd familiarizado com o cédloulo elemen-
tar de fungoes reais de uma variavel real; usaremos © teo-
rema fundamental de cdlculo, de mudanca de variaveis, de

expansao de Taylor, etc.

A idéia que temos de curvas no espago ¢ de que
s80 objetos de uma dimensdo em trés dimensdes. Analitica-
. - L4 - ~ r
mente, a maneira mais util de ver as curvas nao e somente
3 + . )
a de considerar o lugar geometrico que elas ocupam no espa
co, sendo a de olhar também a parametrizagao, que defini-
mos a seguir, que gerou elas; poderemos pensar em curvas
como o caminho percorrido por uma particula no espago num
determinado intervalo de tempo; ¢é importante saber ndo sé
onde a particula esteve mas também o roteiro de seu percur

SOI

Definimos uma curva como uma aplicagao (parame-
trizagao da curva) vi (a,b) - R (ou wv: (a,b) *]Rz)
definida num intervalo da reta tomando valores vetori;is.
Dizemos que a curva v(t)=(x1(t), gz(t), xB(tD- é continua
se as fungdes reais x;: (a,b) *R sao continuas, i =
= 1,2,3. Dizemos que v(t) ¢é diferencial se as fungdes

x; sao diferenciaveis, i = 1,2,3. Neste caso definimos

a derivada de v como



dx dx
(1.18) —= v (t) = ( l, 2, —2),
dt at dt dt

ou, em termos do sistema de vetores unitarios ortogonais
Uy, Uys Uz, COMO

) r _ I ’ I
(1.19) v (1) = x(R)uy + x(thu, + x5(%)u,

A idéia é que v'(to) é um vetor paralele a li-
nha tangente a curva v(t) no ponto t = tys € que apon-
ta (dentro desta linha) na diregao em que a curva vai pro
gredindo na medida em que o tempo t wvai crescendo de a
a b. Veremos mais detalhes sobre a linha tangente na se-

¢80 4. Veja a figura 1.3

Figura 1.3
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As derivadas de curvas satisfazem as seguintes

regras:
(1.20) L (e)v(e)) = ¥ (E)v(s) + M(EW (%)
(1.21) A (v(t) w(t) = v (£)w(t) + v(E)w' (%)

dt

onde’ Mt) ®& uma funcdo com valores reais, e v(t) e
w(t) sao curvas. Estas duas fdérmulas seguem da regra

usual de diferenciacac de pradutos de fungoes reais, pois
d g : \_
L) = (0 (£, M)y (8), Mb)x5(t))=

=(é%(x(t)xl(t)), é%(h(t)xz(t»; é%(k(t)XB(t))) =

(M (8)xg (8) + MBI (8D, M (£)x, () + Me)x5(t),
M (£)x5 (1) + ME)xz()) = (M (£)x (), M (£)x,(%),

M (£)x5(8)) + (ME)x](2), MBIy (2), ME)x5(H)) =

M (E)v(t) + A(E)v(E).

Para verificar (1.21), essrevemos w(t)=(yl(t),

3
v, (t), y3(t)); estdo  v(t)-w(t) = 121 x;(t) y; (%), e

L) w(t)) = x](B)y () + % (£)y] (£) + x5 (£)y,(¢) +

[ I = ] 3 [
+ X, (t)y,(t) + x3(t)y3(t) + x3(t)y3(t) = iﬁlxi(t)yi(t) +
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3 .
+ Z xi(t)y;(t) = v (t) ewltr+ v(t)w (t)
i=1

Pode-se definir a integral de uma curva da mesma
maneira que definimos sua derivada, isto &, integrando ca-

da fungao coordenada,

(1.22) jb v(t)dt = (j [x (t)dt I x5 (t)at)=

a
= ([ g (0)an) (Jb (Bathu, +( x (t)at)
.= t)dt
= J;'Xl ug+ ) X, u, + Ia X5 us

Também pddemos definir a integral indefinida

: t
(1.23) w(t) = f v(s)ds
. a

que define uma nova curva. Pelo teorema fundamental do

céldulo, aplicado a cada coordenada, teﬁos gue
(1.24) w (t) = v(t)

Também podemos definir o limite 1lim v(t) como
t+t
%0

(lim  x,(t), lim x, (t), lim xa(t))
Tt Tt Tt

Tudo o que fizemos até agora vale obviamente pa-
ra curvas no plano, usando duas ao invés de trés coordena-
das.

Podemos, definir uma curva v: [a,b] - IR: num
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intervalo fechado [a,b]l dizendo gue ela é diferencial se
'existe uma curva v: (a-¢€, b+e) - IR3 diferenciavel, pa-—
ra algum ¢ > 0, tal que ¥|la,bl= v. Dizemos que uma

funcgao real xi(t) & diferenciavel de classe ¥ se to-

das suas derivadas x(n)(f) existem e sao continuas para
todo n £ k. Da mesma forma dizemos que uma curva é dife-
rencidvel de classe CF se cada fungdo coordenada xi(t)
é diferencidvel de classe C¥ e escrevermos sua endsima

derivada como

(1.25) ) = @, S @), =P,

o Ld
Dizemos gque uma curva ¢ de classe C se e de classe Ck

para todo k. Quando falamos numa curva diferenciavel sem

Y 3 ! I ®
especificar sua clagse assumiremos que é de classe C .

Para o estudo global das curvas vamos precisar da
seguinte nogao. Dizemos dque uma curva diferenciavel de
classe CX (ou C°) v: la,bl »R2 & fechada se
v(a) = v(b) e v(n)(a) = v(n)(b), para todo n = k. Veja

a figura 1l.4.
- I‘\xz

v@)-v(b)

X
1
Figura l.4. Uma curva fechada do plano

&
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0 traco de uma curva fechada nao aparenta ter
comeco ou fim. Dizemos que uma curva v: (a,b] SRYé
simples se v(tl) = v(tz) com ty e t, em (a,b) impli-

ca que ty=t,. A curva da figura 1.4 nao & simples.

Usaremos também fatos sobre maximos e minimos;
por exemplo, precisaremos saber cue uma funcdo continua
f: [a,b] 2 R tem sempre um maximc e um minimo, e que se

-, . ., ~ ?
f & diferenciavel e f(a) = f(b) entdao £ (¢) = 0 para
todo maximo ou minimo ¢ (mesmo que ¢ seda sé um mini-
mo local, i.e., que f(¢) £ f(x) se |[|x-c| < & para al-

gum & > Q).

0 que vimos até agora j& € suficiente para come
car nosso estudo., Outros fatos de algebra linear e cal

culo serao introduzidos mais tarde no momento oportuno.

Exercicio 1.1 - Suponha que v(t) ¢ uma curva diferenciig

vel tal que |v{(t)| = 1 para todo t em
(a,b). Demonstre que wv(t) e v'(t) sdo ortogonais.

Eles sao ortornormais?

Exercicio 1.2 - Sejam A e B vetores ortogonais constan-

tes de R®. Demonstre gque a curva v(t)=

= A cos t + B sen t representa uma elipse (ine. gque as

coordenadas de v(t) satisfazem a equacao de uma elipse).

-
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Exercicio 1.3 - Mostre que 1lim v(t) = w se e somente
fo) .
se lim |v(t) - w| = O.
£+t )
o
.Exercicio 1.4 - Seja v{(t) wuma curva diferen%iﬁvel.( D?—
viet) - vit
monstre que v'(to) = 1im Q
tot t-1

Exercicio 1.5 - Considere a curva v: R +R% definida

(-t,1) se <0

como v(t) = (cos 2t, sen 2t) se t=20

Esta curva é contfnua? Faca um desenho dela.

Ela & diferencidvel de Classe CY? de classe C29

Exercicio 1.6 - Mostre que o0s seguintes subconjuntos de

2 ~ . . .
R sao tragos de curvas diferenciaveis

2

(i.e. ache v:(a,b) »R° tal que v({a,b)) = Ci).

(a) Cq H{x,v) e R%: 4x° + y2 = 1} .
(B) ¢, Lx,y) €R: y = ¥
(c) 03 t(x,7) EERZ: 3x + by = 1}

2. Curvas regulares

]
o

de curvas planag. Vamos nos restringir em grande parte a

Nesta segéo comegamos propriamente nosso estudo

um certo tipo de curvas, as regulares. Repetiremos varias

- o
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das coisas de gque falamos nag ﬁltima secao na hipotese de
gue alguns leitores poderéo prescindir de le-la.

Uma curva plana é uma aplicacae C: [a,bl + R
definida num interwvalo da reta gue toms wvalores vetoriais
no plano ]Rz. A curva pode ser expressz usando suas fun-
gaeé coordenadas, C(t) = (xl(t), xz(t)), a st = b;
pensamos em C(t) como um vetor do ﬁlano. Dizemos gque

¢ ¢é continua se xl(t) e xa(t) sao continuas. Dize-

.o, . k
mos que C e diferencidvel de classe C se cada uma das

fungles x,(t) e xz(t) & diferencidvel de classe Ck;
e de classe C~ se é de classe C® para todo k. Em ge-
ral, gquando nao especificamos a classe de diferenciabilida

o>

de assumimos que é de classe C .

Observamos gue nao pensamos huma curva no plano
simplesmente como um subconjunto de R%, A curva ndo é sé
sua imagem C([a,bl), seu trago, senfo também 2 aplicagao
C, gque parametrizé o trago. Embora a imagem da curva,
seu trago, seja uma nogao mais geométrica, mais intuitiva,
pois a podemos desenhar e ver, a aplicagao € mais importan
te analiticamente pois sobre ela podemos aplicar o calculo
vetorial. A aplicagSo & importante também porque dd a di-
regéo da curva, nos da o percursd da curva. Por exemplo;‘

no caso da curva ser a figura de um B8, (veja a figura

2.1),
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. Figura 2.1. Um 8.

é a parametrizacdo da curva que nos dira, ao chegar ao
ponto p de auto-intersecdo, por qual das quatré possi-
veis direg¢Ses continuar. £ elucidativo pensar na interprg
tagao fisica de que uma curva descreve o caminho de um ob-
jeto no plano a medida que o tempo -t passa. Assim o pon
to p = C(tl) ='C(t2) corresponde a.dols tempos diferen-

tes tl e t2 do percursoc.

0 problema gue surge € que um mesmo trago pode

ser parametrizado de muitas maneiras diferentes; ou seja,

podemos ter duas curvas Cq: La,bl SR e Cyt {c,d] » R
tal que Cl([a,b]) = Cz(Ea,b]). Por exemplo, sejam

2

2

C,: R »R° definidas como Cn(t) = (cos nt, sen nt),

n=1,2,3,... . A imagem de todas elas é o circulo unita-

rio do plano st = {(xl;xz) ¢ R2: xi + xg =1} =

2

= {v €R": |v| = 1}; ‘veja a figura 2.2



T‘XZ
0i11)
f10)
X
1
Cp ‘
Figura 2.2

A diferenca entre elas,esté na vélocidgde éom_que élésire;“
cobrem o circulo. Esses sao exemplos dé curvas que:cbﬁfem.
cada ponto de seu tracgo um"nﬁmero‘ j.nfinito .dé vézé_s;_‘ Aeséa E
é umé informagdo que esta inbluida na parametfizagéo_é,quef
'néb poderia sér 6btida_s§ ao olhar o trégo.' Considereiaé;
curvas ][O -Aﬁ]."d 'tO' 2n] e i[O- 2nj As'ﬁfimei'
._ras recobrem 001rculo duas vezes,'a tercelra tres vezes, é
.1magem das tres e o c1rculo. Mals tarde veremos uma man—:'
neira natural de parametrlzar as curvas que nos permltlra
;conclulr que- as duas prlmelras curvas sao essen01almente af
mesma,' o ' o A -
Curvas no plano podem ser em geral multo arbltra
- ;rias}_ Por exemplo, ex1ste uma ‘curva contlnua, & curva de
'.'Peano, quo trago £ todo o quadrado (xl, 2)'£ER?{ Osxl

= 1,l 0= X, s 1} do IR2 logo € um subcongunto de dlmen—
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s30 2. Queremos restringir nosso estudo de curvas a cur-
vas razodveis, que ocupem sd uma dimensao, que sejam dife-
rencidveis, que nao tenham quinés. Essas sao &s curvas
que geralmente desenhamos. Para esse efeitoc fazemos a se-
guinte definigao.

Definicdo. Uma curva regular é uma aplicagao C:la,bl +R?

de um intervalo da reta em IR2 tal que
(i) € é diferencisdvel
(i1) ¢’ (%) # (0,0) para todo t.

Estamos sendo um pouco vagos com relagao a clas-
se de diferenciabilidade de C. A nac ser que digamos al-
go em sentido contririo, pensaremos que a curva é suficien
temente diferencidvel para gue tenham sentido os problemas
do momento.

Quando estudamos o cdlculo diferencial de fun-
¢oes reals, pensamos intuitivamente nas fungoes reais di-
ferenciaveis de uma varidvel como as que nao tem quinas;
mas, agui para garantir a nao existeéncia de quinas preci-
samos também da condigao (ii). Como se explica isto?
Acontece que quando dizemos que uma fungao real diferen-
ciavel nao tem'quinas, na realidade queremos dizer que seu
grafico é uma curva sem quinas. De fato.uma grande quan-

tidade de exemplos de curvas regulares obtem-se como gra-
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ficos de de fungdes diferencidveis. Se g: fa,b]l *R ¢é
uma fungao diferncidvel, entdo o seu grafico é o trago da

curva C(t) = (%, g{%¥)), a s t =< b. Esta curva satisfaz

(1) pois ambas as fungbes t e g(t) s&@o diferencidveis;
ela também satisfaz a condicdo (ii), pois €' (t)=(1,g'(t)}#
4 (0,0) para todo t. Veja a figura 2.3. Logo o grafico

N/
AN

Figura 2.3. O grafico como curva regular.

de g & regular se e somente se g ¢é diferenciavel. Por
outro lado, considere o, gréfico da fungdo [t|, que é cop
t{nua mas nao diferencidvel (veja a figura 2.4). Ela tem

uma quina. Agora
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Figura 2.4. O grafico do valor absoluto.

bty

{-t", +t se ts0

a curva -C(t) = 0 _ : ‘se DODs ts 1
((l—t)h, (1—1-,)‘H se t>1

parametriza esta curva e satisfaz (i). Logo diferenciabl
lldade nao € suf1c1ente para ev1tar quinas; o que esta

faltando € a condlgao (11), p01s ¢’ (t).— (0,0), se

0=1ts 1, Na segao 3 veremos que a condlgao (ii) & su-
flc1ente para garantlr que nao tenhamos qulnas. Observe
gue a curva- da flgura 2 1 nao tera uma qulna no ponto P

se for aproprladamente parametrlzada.

Exer01c1o 2., 1 - Verlflque que a curva c(t) wvista acima

é dlfgrenc1avel Ela e de classe ck Pa
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ra qual enteiro . k? ' -
- . 1
o , . (-t*,£%) se =0
Exercicio 2.2 ~ Mostre que a curva C(t)= ‘
' IR o Kt*,t“) se 20
" & diferencial. De que classe CX9 Qual

é seu trago?

Exercicio 2.3 - Mostre que a curva C: R-{0} *1R2- defini-
da como C(t) = (tz, ) & regular. Facga

um desenho.

Exercicio 2.4 - A seguinte curva & chamada catenaria,
c(x) = (x, a cosh x/5), -® <x <=,

Faca um desenho e mostre que & regular;rr_

Exercicio 2.5 - Faga um desenho da Seguiﬁté'Curva c(t) =
= (t3—4t, tz-&),._f& 5.t75 4-- Mostre gque
é regular. ‘ o
, , 3t 3t
Exercicio 2.6 — Faca um desenho da curva C{t)=( , Y.
1+x” 1+t7

3. Reparametrizacaoc de curvas

Considere uma curva C: [a,bl +R® definida num
intervalo la,pl. Suponhamos que-témos uma fungao real

§: [e,d] » [a,b] do intervalo ¢ = T s d sobre o inter-



—D00-

valo a £t = d que seja também biunivoca (estritamente
monotdnica). Nesta situagao temos uma nova curva
C:‘[b,d] +R2. definida como a aplicagdo composta C =

= Co ¥y, Dizemos gue 8 & uma reparametrizacao da curva

J’xz

et}

___#,)

/_\ / —

lc,d] —’ La,bl] -’R R

p-'L.-I

C a

Figura 3.1. Uma repatametrizagao

C. Observamos que C e C tem o mesmo trago, isto g,
G(le,d1) = ¢(la,bl), e que C.é também uma reparametri-
zacdo de €.

As vezes pode acontecer que a curva G nao € i
ferenciavel, mas que uma reparametrizagﬁo sua o seja. PFPor
exemplo, no final da segao 2 consideramos o grafico da fun
gao |t|, D(t) = (t,1t]), que ndo era diferenciavel, mas
depois vimos que +inhamog outra curva C . diferenciavel

com o mesmo trago.

Exercicio 3.1 - Verifique que a curva do exercicio 2.2 ¢

uma reparametrizagao da curva D(t) =

= (tv|t1)-



—23-

Mas, se a curva C ja é diferenciavel entéo va~
mos guerer que é reparametrizacac continue sendo também
diferenciavel. Para esse efeito, vamos exigir gque a fun-
gao ¥ que da a mudanga de parametros seja diferenciavel.
Para ver porque esta condigao é importante, vamos obter
uma generalizacao da regra da cadeia para derivar a fun-
cao composta & = C.¥. Lembremos que para funcdes reais
diferencidveis de uma varidvel, x; e ¥ onde tenha
sentido falar na funcao composta %1 = xiow y & Tregra da

cadeia diz que

(3.1) ’ d(xl. ‘3) dxl d'ly
ar = 3y - ar ’

ou, mais especificamente,

d(xqo ¥) dx a¥
—1 - S . TIF
(3.2) at -4t '
=t t=4("_) =1,

Logo, em nosso cago, usando a regra da cadeia duas vezes,

temos que

. af  ax, dx,
(3.3) (M) =gq7 = (55 3¢) =
Gal o meml e
dt ‘t=‘¥('\') T d + W(T) as

dy dxq dx, dy dC’ d
_ (=L, ) e — =48 o' (y(1)) ,
It VTT AT gy AT Tl goyee) AT
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onde x; e ii denotam as fungoes coordenadas de C e

C respectivamente.

A seguinte proposigéo da condig¢des gue evitam
que a reparametrizagao seja qualitativamente diferente da

curva original,

Proposicho 3.1 - (i) se C & uma curva diferenciavel e

4 & uma mudanga de pardmetro diferencia-
vel entdo C = Co% ¢é diferenciavel
(ii) se € é uma curva regular e ¥ ¢
uma mudanca de parametro diferenciavel com %%'# 0 para

todo T em U[c,d], entdo C = Coy ¢ também regular.

& dC dy¥

Demonstracao: (i) Vimos que a derivada de 3T ° aT

existe se C e § sfo diferenciaveis; o

~

mesmo acontece com as derivadas de ordem maior. C serd

diferenciavel de classe Ck ge C e ¥ ambas o forem.

(ii) 8e C regular entao C' (t) # 0.

ol

é
Como H% £ 0, temos pela férmula

3.3 que & (M= ¢ (¥(n) # (0,0); logo & & ‘também
regular. é c.Q.D.
Observamos que a condigao %# £0, Cs1tsd,

jd garante due’ § é uma mudanga de pardmetros valida,

| e
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pois ela garante a monotonicidade de .

Até aqui tudo o que fizemos vale para curvas no
espacgo IR3; basta simplesmente acrescentar uma outra coor-
denada. A segﬁir veremos uma propriedade particular de cur
vas no plano. Embora geralmente uma curva nao seja global
mente o gréfioo de uma fungao diferencidvel, localmente ro
demos garantir este fato. Isto justificara que se diga

gue uma curva regular nao tem quinas.

2

Proposicao 3.2 - Seja C: [a,bl #R uma curva regular e

t, € (a,b). Existe 8 >0 e uma funcao

g: Le,dl » [to—b, t0+6] com &Y £ 0 para todo * € [c,d]

tal gue a reparametrizacao g §TCo¢ satisfaz as seguintes
condigses‘

(1) €(s)

(ii) &(s)

(s,f(s)) ou
(f(s)’s)

onde f & uma fungdo diferencidvel definida em [c¢,dl.

Demonstragdo: Como C §é regular C'(to) = (xi(to),
xé(to)) # (0,0), isto &, ou x3(t)) ou
xé(to) é diferente de zero. Assumindo que xi(to) £0
demonstraremos (i); analogamente, se xé(to) #£ 0, demons-—
trarfemos (ii). Como x7(t) é continua, existe & >0
tal que se t -8 = t s t, + & ‘entdo xi(t) ¢ diferente

de zero. Isso implica que X, é estritamente mondtona em
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Lto—é, t0+6]; se [c,d] € o intervalo coberto por
xll[to—b, t,+01, entdo existe uma fungdo inversa de Xy,

y: Le,d]l = [to-é, to+5], (isto é xl(w(s)) =5 e

w(xl(t)) = t), Decorre dai que € = Cey tem a proprie-
dade requerida, pois E(S) = C(W(S))=(x1(¢(8)),xz($(s))):
= (s,f(s)) ¢ sss=d, onde f é a fungdo diferenciavel

Xzolii . : C.Q.D.

Exemplo 3.1 - A cicldide. Considere a segﬁintg curva cha-
mada cicldide C(t) = (t -

- sen t,1 - cos t). Esta curva é congstrufda de uma manei-
ra muito geométrica.- Faga um circulo unitdrio radar no
plano sobre ¢ eixo vy=0, sempre ficando tangente a ele.
Quéndo o c¢irculo for tangente ao eixo y=0 no ponto

(0,0) marque o ponto P do circulo que estd em contato
com o eixo. Agora fazendo o circulo redar, o ponto P

descreve a cicldide. Veja a figura 3.2.

Figura 3.2. A cicldide
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2

Uma curva continua ¢C: [a,b] * RS com C'(t) £

# (0,0) exceto por um nimero finito de pontos, to

t2,...,tn € La,bl, ¢ chamada regular por partes. Egtes

pontos sao chamados singularidades da curva. Acontece que

um ponto pode apareéer como um ponto singular simplesmente
por causa da parametrizacgao. Por exemplo C(t)=(t3, 0) e
D(t)} = (t,0) s3ao duas parametrizacgdoes da linha reta
y=0; a primeira tem uma singularidade no ponto c(0) =

= (C,O) mas a segunda & regular. Dizemos que uma curva

tem singularidade essencial num certo ponto se qualguer

~ . . .
reparametrizacaoc tem uma singularidade nesse ponto tambem.
As singularidades essenciais correspondem as verdadeiras

quinas da curva.

Exercicio 3.2 - Ache as mudancas de parametros que fazem

com que as curvas C e D do pardgrafo aci

ma seJjam obtidas como reparametrizacdes uma da outra,

Exercicio 3.3 - Mostre que a cicldéide C(t) = (t - sen t,
| 1 - cos t), —n/2 £t = 2mn/, é regular

por pértes; Quais sao sﬁas singularidades? Convenga-se

gque a parametrizagao dada coincide com a interpretagao

geométrica.

Exercicio 3.4 — Mostre que a curva cuspide C(t) = .

= (tZ, t3) é regular por partes.
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Exercicio 3.5 - Se C: [a,b] & uma curva regular e

t, € (a,b), demonstre Que exjste um 5> 0
e um vetor w perpendicular (ortogonal) a C'(to) e uma
fungao f: (t =8, t0+6) »R de tal maneira que C(t)
[ —
= C(t,) + tC () + £(tw, se It_-tol <5, com f(t,)=0
' —
e £'(t,) =o0.

4, Linhas tangentes e normais

Uma linha afim do plano R> & um subconjimto do

fipo L= {verw: » ER} onde v e w sao vetores de IRZ;

dizemos que L & uma linha que passa por v com diregao
w. Observe que L = {v+r(~w): r € R}, pois se =z =V TV

e v, = Virw entao z = v+(r1+r0)w esta em L. Na re-

lidade, temos que se vy e Vv, pertencema L entao

Vp=Vy = MW, para algum M € R, Dizemos que duas linhas

2
LleL2 de R

diferentes um do outro, e w; e w, em L, também di-

sao paralelas se dados v, e v, em Ll’

ferentes, entao Vymvy = k(w1~w2), para algum » em R.

Veja a figura 4.1



29

Figura 4.1. Linhas paralelas.

2 e ¢ emn R, demonstre

2

Exercicio 4.1 = Dades w em R

que o seguinte subconjunto de R & uma

linha afim, L = {v €R%: vew = ¢}, (L é a linha perpen-

dicular a w do nivel <¢).

2 se interceptam ou

Exercicio 4.2 (i) Duas linhas em R
sﬁorparalelas
(ii) Duas linhas paralelas sdo iguais ou nao
se‘intercéptam
(1ii) Dada uma linha L; em R° e um ponto
w em R2~L, existe uma Unica linha

L, paralela.a L; passando por Ww.

Observe que se C(t) € uma curva contida numa
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linha L, entdo C'(t) e C“(t) estdoc contidos numa 1i-
nha paralela a L. De fato, C'{(t) =

C(t)-C(t,)

T s mas C(t) = z+r(t) w, onde
tat ~t, R

, . r(t)—r(to)w'
L = {z+4rw: r € R}. Logo, ¢C'(t) = lim —m———— =
et
o o
r (t)w; isto é C'(t) esté na linha passando por (0,0)
na direcdo w. Como C“(t) = (¢’ (%)), temos que o mes-

"
mo acontece com € (%).

Observe que uma linha afim que passa pela origem

2

(0,0) de R é um subespaco vetorial [Mw: M €R} de di

mensao um de R2.

Exercicio 4.3 - Veriffque que uma linha afim é uma curva

regular,

Exercicio 4,4 — Se a enégima derivada de C(t), C(n)(t)

é indenticamente nula (C(n)(t) = 0 para
: n-1 .
todo t) entdo C(t) = = tlvi, onde os vi's sdo veto

i=0
res constantes (sugest@o: use indugdo sobre n).

2

Definigao: Dada uma curva regular C: a,bl+ R podemos

definir a linha tangente a. C no tempo to

em [a,b]l como T, = ic(to)+rc'(to): r €R}, e a linha
o ‘ =

- 2. .0f _c!
normal a C em t, como Ny ={v &€R":v C(to)—c(to)-C@o)}.

e
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Dizemos que duas linhas afing L, e L, sao perpendicula-

res se dados vy e v, em Ll’ e Wy ew, em L2, dife-
rentes, (vz—vl)-(wz—wl) = 0.

Temos que a linha tangente e a linha normal g
uma curva C em t_ s@o perpendiculares, pois se wy e

e . ~ . 1
W, 8a0 pontos dlferentgs em Nto entao (WZ"Wl)'C (to) =

c"(to)-c(to)-c’ (t,)-C(t,) = 0. Por outro lado, se vy e

vy estdo em Tto, entao Vo~V = hc’(to); logo

(wymwq ) e (vy=vy) = A(wy-wy).C' () = O

Figura 4.2. Linha tangente e normal

Podemos pensar no vetor tangente a curva C(t)
no ponto C(to) como o vetor que € paralelo a C'(to)
‘mas que tem sua extremidade inicial no ponto C(to). Po-
démos denotd-lo como C'(to)c(to). Mas, analiticamente se

rd mais Util usar o vetor C’'(t)) que sai da origem
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(0,0). Veja a figura 4.2

Figura 4,2, Vetor tangente

Exercicio 4.5 - Mostre que o conjunto {(x,v) € R%: ax+by =
= ¢} & uma linha afim, onde a e b sao

nGmeros constantes.

-

Exercicio 4,6 — Seja C: [a,b]-'IR2 uma curva regular e
1. uma linha reta passandc pelo ponto ‘
c(t,). Mostre que se L nio é a linha tangente a C no
ponto C(to) entaoc existe & > 0 +al que C((t0~6,to))
esta de um lado da linha L e C((to,to+6)) do outro la-
do. (Se w é um vetor perpendicular a L em C(to), en

2

tao (v €R": vew > C(to)-w] e v €ER%: wev < w-C(té)}

s80 os dois lados a que nos referimos). Sugestao: mostre
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que a fungdo f(t) = C(t).w tem deriveda £'(t ) # 0, o©
que implica que perto de ty é estritamente crescente.
Observe que se uma curva regular C tem uma au-
to-intersecao, i.e., C(tl) = C(tz) entdo temos duas li-
nhas tangentes bem definidas nesse ponto, cada uma corresg-
pondendo a um tempo diferente. Esta é outra vantagem de

parametrizar a curva. VeJa a figura 4.3.

Qv) :

Cft,)=Ct)

\ 3
Yoy 2

Figura 4.3. Uma auto-intersegszo

5. Orientacao de uma curva

Podemos pensar que uma curva no plano é um cami-
nho percorrido por uma particula ou objeto, a medida que o
tempo passa. Mas a curva fornece mais informagoes pois
nos diz em que direg¢8o o caminho é seguido. A orientagao

de uma curva & a diregdo em que a curva vai percorrendo o
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seu traco, a medida que o tempo t € [a,bl wvai passando,
com a convengio de que se t; > t, entdo t; & um tempo
posterior a to' Numa curva regular no plano podemos bo-—

tar uma seta no seu trago para indicar sua orientagao.

Analiticamente, esta orientacido é dada pelo ve-
“tor tangent C'(t.) , que determina uma direcgao par-
o’C(t,)

ticular na linha tangente T_t e que nos da a diregdo que
o
& curva toma. Para justificar esta observacao, demonstra-

remos a seguinte proposigao. Antes observamos que a li-
nha normal divide o plano. R® em dois subconuntos disjun-

tos

At = {v € RZ: 'v.c' (to) > C'(to)-C(t_o)} e

A 2

{v €ER": v-c'({;o) <.c’ (t,)-C(t)} .

Proposigdo 5.1 - Seja C: [a,bl >R uma curve regular
e t, em (a,b). Entaoc existe & > 0

tal que C(t) estd em AT pafa todo t em (to, to+6)

Demongtracao: Considere a fungdo f: [a,b] *R definida
como f(t) = (C(t) - C(t,))-C'(t,). Obser-
vamos que C(t) estd em AY se e somente se £(t) > 0.
Agora, £'(t) = C'(t).C'(t,) e £ (1)) = [¢'(t)]2 >0,
pois C ¢é regular. Isto implica que f & mondtona cres-

cente numa vizinhanga de +t_;

or Ou seja, existe & > 0 +tal



- 35~

que f({t_, t+2)) >0, se 0 <t <3 como desejdvamos

C.Q.D.

Exercicio 5.1 - Considere a curva C(t) = (cos 3%t cost, -

cos 3t sen t), O <t = m.

(i) Faga um desenho dela, assinalando com setas sua
orientacaoc. Localize alguns pontos (por exemplo
C(un/2))

(ii) Verifique que ela é regular
(iii) Verifique que ela é fechada
(iv) Quais sao os pontos de auto-intersecao (C(ti)=
= C(tj)). Descreva as linhas tangentes nesses

pontos.

Se ¢ uma reparametrizagao regular de C en-

= R

tio C'(t) = gs C'(¥(s)). Logo as diregdes dos vetores

l

tangentes C'(s) e ¢C'(%(s)) coincidem ou sfo contririos

dependendo de que %g seja positive ou negativo. Como

%g é sempre diferente de zero e continua, se é positiva
num ponto entao é positiva em todo seu intervalo de defi-
nigao. Dizemos gue a mudanca de parametros preserva a

orientagao se %g > 0, e que revesa a orientagac se

%g < 0., Dizemos que duas parametrizagdes regulares de uma

curva tem a mesma orientagac se a mudanga de parametro ¥
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preserva a orientagao, e orientagao contraria se reverte
a orientacao. Isto Jjustifica dizer que existem duas pos-
siveis orientagdes para uma curva; geometricamente tam—

bém vemos que ha duas maneiras de botar uma seta na curva.

L)

Exercicio 5.2 — Verifique que C

12 Cot la,b]l »R com C,
definida como Cz(t) = Cl(a+b—t) sao du—

as parametrizacdes com orientagao contraria.

Exercicio 5.3 ~ Considere as curvas C(t) = (sen t, cos 1),

0stsw, e D(t) = (cos t, sen t),
—-n/2 s t £ w/2; mostre que elas sao parametriza¢des da

mesma curva, € que tem orientagao contraria.

6. Comprimento de arco

Uma nogado fundamental em geometria é a da dis—

tdncia entre dois pontos. J4 definimos a distancia entre

dois pontos v e w de RZ

2

como a norma |v-w|. Dada

uma curva C:[a.b] *R® vamos definir uma distancia en-

tre C(a) e C(b), mas que serd medida ao longo da curva

e nio serd em geral |C(b) - C(a)}. A situagdo é andloga
a de um mapa rodovidrio: a distancia entre duas cidades
& medida ao longo da estrada percorrida, e, a nao ser que

a estrada nao tenha curvas, é diferente da distancia per—

corrida por um helicptero que viaje em linha reta.
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A melhor maneira de descrever essa nogao de dis-—
tancia entre C(a) e C(b) ¢é a seguinte:" Dada uma curva

diferencidvel C: [a,bl »R%, definimos seu comprimento

b
L como a integral f ¢’ (t)|dt. Esta integral existe
a

pois |C'(t)}| ¢é uma fungdo continua. Este comprimento
1 goza das seguintes propriedades, que nao demonstrare-
mos: (i) dado qualquer € > 0, existem nimeros a = ty <

n
<ty <ty €e..<t =D tais que t-€ < izl J<(t;) -

- C(t; ;)] £ 4; (ii) para qualquer nimero finito de nume-

= < < < =
ros a to tl t, ees tn b, temos que

2
n . ” ~ L4
T IC(ti) - C(ti_l)ls L. Ha uma interpretacgaoc geometrica

i=1 :
n

para esta soma T [C(ti) - C(ti~1)|; ela equivale ao
i=1

comprimento de um poldgono inscrito na curva C com vér-

tices os pontos C(ti), i=0,1,...,n. (Veja a figura

6.1)

C{»)=C (‘Cn)

ctt= £(a) Y

Figura 6.1. Um poligono inscrito na curva

e
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Exercicio 6,1 — Calcule o comprimento das seguintes curvas

(1) c{t).= wttv, 25t<5, onde v e w sa0 vetores

constantes de IRZ .

(ii) C{t) = (cos %, sen %), 0=+t =27
(iii) C(t) = (cos 2t, sen 2t) 0 < t s 27
(iv) C{(t) = (cos 2t, sen 2t), O st s mu

o~

Se C & uma reparametrizacgao regular

de €:la,bl »R2, entdo o comprimento

Proposicao 6.1

t de & & igual ao comprimento &4 de C.

Demonstracdo: Seja € = Cot: (c,d] +R%, Sabemos que
C

ac _ dc dv com % # 0. Agora

a4 b=¢(d) -
~ ~ d\v N
X = | S()lar = | [c" ()] I57]ldr = [c’ (t) |at=2
I JC art Ia=¢ C) . . !
onde a penultima igualdade decorreu do teorema de calculo

sobre mudanca de variaveis. ' ¢.Q.D.

Uma consequéncia da proposigao acima é que o com
primento nao ¢ alterado por uma mudancga de orientagao. De
fato, a mudanc¢a de orientagao corresponde a reparametriza-—

¢ao dada por 4: [a,bl + [a,bl, ¥(t) = a+b-t.

Agora vamos introduzir uma parametrizacao muito

especial, que usaremos em inUmeras ocasides; considere a
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t ‘
funcgo s(t) = I¥ je’ (u)ldu. se C: [a,bl +RZ & uma
(o]

curva regular, entac usando o teorema fundamental de cal-
culo, temos que s’ (t) = |¢’(t)] > O. Logo a funcao
s: {a,b]l + [c,d] € estritamente mondtona e tem uma funcgao

inversa 4: [c¢,d] » la,b] com derivada %%‘ =
. T:s(t)

1 ~ ’
# 0. Segue-se que C(s) =(Co ¥)(s) & uma repara-

s’ (t)
metrizagao regular de C.

Propogicao 6,2 — A reparametrizacdo C(s), c s s < d,

goza das seguintes propriedades
(1) 18(s)] =1

(ii) o comprimento © de C & igual a d-c.

ds

Demonstragso: Pela regra da cadeia €'(s) = dy ¢ (¥(2)) .

Por outro lado,

ay 1 1 1
ds ~ s'(EY " TCTTEIT  TCT(RUsHIT
Logo,
g’ (s) Sp—— LY T | 5
I(c’ (u(s)) ] ’
consequentemente, |€'(s)| = 1. Finalmente, temos que

- d
= [Y[E (s)las = [ as = dc.
C c
C.Q.D.

Quando uma curva D(s) estd parametrizads comoag
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curva da proposicao 6.2, isto &, com |D'(s)| = 1, para

todo s, dizemos que ela esta parametrizada pelo compri-

mento de arco. Com esta parametriZag§0 o tempo usado no

percurso da curva corresponde exatamente ao comprimente ds

curva, isto é, & disténcia percorrida.

2" -
e uma reparametriza-

gao de Dy: la,b] *IRZ, e ambas as cur-

Proposigao 6.3 -~ Se D,: [c,d]l » R

vas estdo parametrizadas pelo comprimento de arco, entao

a mudanca de parametros é da forma t = $(s) = = s+l, onde
L & uma constante.

Demonstracac: Temos que D2 = Dlow: lc,dl *ZRz. Pela re-

gra da cadeia, ,|Dé(f)| = tDi(t)|l¢'(S)l;

onde t = %(s). Como |Dé(s)1= DI (t)| = 1, temos que
¥ (s)]

¥ (s) = 1, e integrando, obtemos que

1; se Dy e D, tem a mesma orientagac entao

¥(s) = ¥(e) + Isw'(u)du = a+s-¢ = s+(a~c)
84

n~ " I d . ” L4
0 caso em que as orientagoes sao contrarias e analogo.

Observagﬁo. Uma curva regular por partes também pode ser

ser parametrizada pelo comprimento de arco.

Exercicio 6.2 - De um exemplo de uma curva RZ (i.e.

+

v ER 2 jC(t)] s A, Vt) que tenha compri
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mento nao limitado. Um tal exemplo tem que ter auto-in-

terse¢goes obrigatoriamente?

Exercicio 6.3 - Um submarino e um caga-submarino se encon-

tram no mesmo ponto P do mar GRZ). 0
submarinoe sai de P em linha reta a uma velocidade cons-
tante de 20 km/h. O caga-submarino sai em busca dele sem
saber a direcdo que ele tomou, mas sabendo gque vai em 1li-
nha reta a uma velocidade 20km/h. Supondo que o caga-sub-
marino s6 tenha combustivel para navegar 2.000 kms, qual
devera ser o percurso do caga-submarino bara tér certeza
de ficar sobre o submarino de novoaantes de gque acabe seu
combustivel. (Ache a curva que parametriza seu percurso

onde o parémetro t denota o tempo percorrido em horas).

Bxercicio 6,4 - Calcule o comprimento da curva C(t) =

= (e_t cos t, et sen t), 0=t <=,

Faca um desenho dela.

Exercicio 6.5 — Demonstre gue uma curva regular por parte

tem uma singularidade essencial se e so-
mente se sua parametrizac¢ao pelo comprimento de arco tem

uma singularidade.

Exercicio 6.6 - (i) Parametrize a cicléide (Exemplo 3.1)

pelo comprimento de arco. (ii) Usando
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o exercicio 6.5, mostre gque tem singularidades essenciais

Exercicio 6.7 - Convenca-se que calcular o comprimento da

elipse (C{t) = (a cos t, b-sen t} ,

0Osts2% a,b>0 & dificil.

7. Curvatura; equacdes de Frenet

Nesta segao definimos a nogao de curvatura de
curvas planas e desenvolvemos as férmulas de Frenet para
” ~
essas curvas. A.curvatura e uma fungao que mede em cada
ponto quanto a curva deixa de ser uma linha reta, quanto

ela se desvia da linha tangente.

. Precisaremos introduzir a nogao de referenciais
ao longo de uma curva. Ja vimos que podemos dar uma orien
tagao natural 3 linha tangente de uma curva num ponto
C(to) i.e., a direcgao de C'(to). Podemos fazer o mesmo
com & linha normal, mas primeiro precisamos introduzir al-
guné conceitos interessantes. Um referencial num ponto

2

p de R & um par ordenado de vetores linearmente inde-

pendentes (vl,vz}p com base em p. Unma orientagao de

R2

em p ¢ uma maneira de dar a volta ao redor de p.
H4a duas maneiras, uma no -sentido anti-~horario e outra no
sentido hordrio (veja a figura 7.1); a primeira é chamada

a positiva, ou natural, e a segunda negativa. A dupla

l
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de vetores {vl,vz} que define um referencial em p,

(a) Anti-hordrio (positiva) (b) horéario (negativa)

Figura 7.1 Orientagéo

define também uma orientaglo em D, a que val de v, a'v,

pelo menor angule que eles definem (veja a figura 7.2}.

‘P

(a) positiva ' (b) negativa
Figura 7:2 Orientagdes induzidas por {v{,v,]}
A orientacio induzida pode ser anti-hordria (figura 7.2

(a)), ou horaria (figura 7.2 (b)). Observe que a orien-

tagBo de {vl,vz} é a contrdria de {vz,vl}_

Analiticamente podemos pensar na orientagi@o de

um referencial da seguinte manéira. Se- vy = {xl,yl}
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e v, = (x,,y,) entdo dizemos que o par ordenado lvysvyd
induz a orientacgdo positiva (negativa) se o determinante
1 N1

da matriz é positivo (negativo). Observe que
X Yo

esta definig8o é coerente com a definicao geométrica dada

antes.
Exercicio 7,1 - Considere a matriz ortogonal
cos & sen & .
Ag = s, gue define
~gsen 6 cos 6 '

uma rotagdo de angulo © em R%. Seja {vyyv,} um refe-

rencial ortonormal (isto é v, e Vv, sao vetores perpen-
diculares de norma 1). Demonstre que o par {vy,v,} in-

duz a orientacgao positiva (negativa) se, e somente se
V2 - Aﬂ/2vl (Vl= ATT/2V2).

r - .
Exercicio 7.2 - (i) Mostre que A@(vl)-Ae(vz) = V'V,
para qualguer ©® &€R e qualquer
5 T
V1sV5 ER
(1) vl-Aiﬂ/zvl =0
cxx 2
(iii) VitALvy = -uvlu

Dada uma curva regular C: [a,b] *ZR2 vamos de-
finir um referencial muito especial ao longo de C. Isto

&, em cada ponto C(t) vamos escolher um par de vetores
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linearmente independentes (neste caso serac na realidade
ortonormais). Estes vetores tem sua origem no ponto c(t),
mas, para efeito de calculos, geralmente pensaremos heles
como centrados na origem (0,0) de R® {isto e, os identi-
ficamos com os vetores centrados na origem paralelos g

eles). Definimos T(%) como o vetor tangente a C em

s € N(t) y

¢(t) normalizado, ou seja, T{(t) =

o vetor normal a C(t), como N{(t) = An/ (r(t)), (vejam
2

a definigao de Aﬁ/ no exercicio 7.1). Em cada ponto
2
C(t) temos entdo um referencial ortonormal {T(t), N(t)}"

que € chamado o referencial de Frenet em C(t).

Dada uma curva regular C: [a,b] + R? parametri

zada pelo comprimento de arco, definimos sua curvatursa

k(s) mno ponto C(t) como

(7.1) k(s) = ¢"(s).N(s)

Como C'(s)C’'(s) = |€'(s)|% = 1, temos que
(C'(s)-C'-(t))' = 2¢"(s)-Cc'(t) = 0 .

Segue-se que C"(s) = MN(g) pois T(s) = ¢’(s). Logo,
(7.2) ‘ lk(s)] = |c"(s)]

€,
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(7.3) c’(s) = (¢"(s)-T(s))T(s) +

+ (C"(8)-N(s))N(s) = k(s)N{s)

Exemplo 7.1 ~ Seja C: fo,2w] +R% a seguinte parametri-

zagdo do circulo witario, C(t) =

(cos t, sen t). O vetor tangente ao circulo é T(t) =

Il

(-sen t, cos t) = C'(t). O vetor normel unitdrio &

B = A ((8) (o —1)(-sen t) -COS't) (o)
- tn/p A1 0 cos t H‘( -sen t B |

Agora, para calcular a curvatura, s0 precisamos achar
¢”(t), pois C estd parametrizada pelo comprimento de ar
co. Temos que C"(t) = (-cos t, -sen t) = N{(t). Logo a
curvatura do circulo é S(t) = ¢“(t).N(t) = 1, para to-
do t.

Exercicio 7.3 - Calcule a curvatura do c{rculo de raio a,

a » 0, Primeiro ache uma parametrizacao
pelo comprimento de arco, e depois veja qual & o vetor

- N(t).

OQutra maneira de olhar a curvatura € a seguinte,

(7.4) k(s) = T' (s)-N(s) ,

onde s €& o parametro de comprimento de arco. De fato,

neste caso, T(s) = C'(s); logo (7.4) & simplesmente ou-
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tra maneira de escrever (7.1). Mas esta férmula (7.4)

sugere a seguinte reformulacao da curvatura.

Proposicéo 2.1 - As derivadas dos vetores T(s) e N(s)

de uma curva parametrizada pelo comprimen

to de arco satisfazem as seguintes equacdes de Frenet.

(7.5) o ™ (s) = 0 + k(s)N(s)
(7.6) N (s) = ~k(s8)T(s) + O
Demonstracao: Como |T(s) = II\T(s)I'E 1, temos que

T (s)+T(s) = N (s).N(s). Como T(s).N(s)=0,
também temos que T'(s).N(s) = - N'(s).T(s). Lembramos

agora que dados vetores ortonormais T(s) e N(s), qual-
.quer vetor w (centrado em C(s)) pode ser escrito como
w = (w.T(s)})T(s) + (w.N(s))N(s)

Logo, pela férmula 7.4,

I

T’ (s) = (T'(s)-T(s))T(s) + (1'(s)-N(s) =

0 + k(s)N(s).

Por outro lado,

N (s) = (N'(s)-T(s))T(s) + (N'(s)-M(s))N(s) =

1l

(=T (s).N(s))T(s) + 0 = ~k(s)T(s)

C.Q'DI
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Finalmente vamos calcular a curvatura de uma cur
va em termos de uma parametrizagéo arbitraria, pois na pré
tica a fungido ¥, que 44 a reparametrizacao pelo compri-
mento de ardo, néo &, em geral, facil de determinar. Seja

¢: La,bl +R® uma curva regular arbitraria, e seja

C: Le,dld 4ZR2 sua reparametrizagao pelo comprimento de

arco. Lembramos & regra da cadeia obtida anteriormente,

¢’ (s) =g—§c'(¢(s)), com %§= W(_:\L%'-ml
Entao,
“ dv.2 i d2¢ ’

¢’(s) = (F)7 ¢"(4(s)) + —5 ¢ (¥(s))

Logo, teﬁos a seguinte formula
Cﬂ . .

(7.7) k(s) = (v(s)) N(:)

' e’ (¥(s))]

Mais explicitamente, escrevendo C(t) =

= (x,(t), xz(t)), temos que C'(t) = (xi(t), xé(t)) e
(4 (8, x(ED

A, (T(t)) = A =] =
"2 "2 () (£)2 + %, (£)%) 2

N(t)

(=x5(t), %7 (%))

(£ (£)2 + x5 (£)2)H2

Entao podenos escrever (7.7) da seguinte maneira
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x] ($)x,(8) ~ x5 ()% ()
575

(7.8) k(t) =
(7 (£)% + x,(£)%)

pois C"(#(s)) = C"(1) = (x7(t), x5(t)).

Entao podemos escrever (7.7) da seguinte maneira

3 xi(t)xg(t) - xé(t)x{(t)

(7.9) k(t) 373 )

(x}(8)% + x5(£)%)

pois  C"(¥(s)) = C"(t) = (x](£),x,(%)) .

Exercicio 7.4 — Demonstre gue uma curva C(t) ¢é um peda-

gode linha reta se e somente se sua curva-

tura é identicamente nula.

Exercicio 7.5 - Considere a curva C(t) = (a cos 1,

bsent) a,b>0 0<t=<m, Faga um
desenho., D& as egquacdes da linha tangente e normal no
ponto  C(m/4). Dé os vetores T(m/y) e N(n/4); incorpo-
re—-os ao desenho. Calcule as curvaturas de C(t). Diga
onde & que as curvaturas atingem seus maximos e minimos
locais; quantos destes mdximos e minimos ha?  Este ntme-

ro depende dos valores de a e b?

Exercicio 7.6 — Como ficam as equagles de Frenet se nao pe

dimos que a curva esteja parametrizada pe-

o
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lo comprimento de arco?

Exercicic 7.7 - Faga o desenho de uma curva fechada com

exatamente um ponto de auto-intersecao, um
intervalo onde a curvatura é positiva, e um intervalo onde
a curvatura é negativa. Diga qual é a orientagao da cur-

va e marque os intervalos.

Exercicio 7.8 — Faga o desenho de uma curva regular com

C(tq) = C(ty) e C'(tl) = —N'(tz).

Exercicio 7.9 - Faga o desenho de uma curva fechada C

tal que exista tl e t2 satisfazendo as
seguintes condigoes
(3) C(sy) = (ty)
(1i) C¢"(tq) =¢'(t, <0

(1ii) c”(tz)-(c'(tl) <0

Exercicio 7.10 ~ Ache a curvatura da cicldide (definida

no exemplo 3.1).

Exercicio 7,11 - Calcule a curvatura da catenaria C(t) =

= (tl a cosh(t/a)), a>0

8. [Teorema fundamental das curvas planas

0 seguinte teorema nos da uma idéia da importan-
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cia da curvatura de uma curva. Ele nos diz que a cur-

vatura determina a curva.

Teorema 8.1 - Se k(s), S, 5 8 58y, é uma funcao con-
tinua arbitrdria, entdo existe uma curva re
s - . 2
gular, utnica a menos de uma isometria do plano, para a
qual k(s) ¢é sua curvatura e s o seu pardmetro de com-
primento de arco.

Antes de passarmos a demonstragao, lembramos que

e em 32 que

as isometrias de RZ, as aplicacdes de R
preservam as distancias (i.e. d(f(x),f(y)) = a(x,v)),
sfo combinagdes de (i) +translagoes, {ii) rotacdes, e
(iii) reflexoes do-plano. Este fato sera estudado em de-
talhe na sec¢fol0. Mas, agora sé precisamos saber que as
translagoes T{w) = v+w e que as rotagoes Aé {veja o
exercicio 7.1) sao isometrias, o que se verifica, o que
se verifica facilmente.rﬁapservamos também gue a curva gue
obteremos a partir de k(g) serd diferencidvel de classe
2.

Dada uma curva regular C: [a,b] parametrizada
pelo comprimento de arce, podemos cdnsiderar a seguinte
fungao

g
(8.1) : e(s) = 8(a) +j k(u)du
a



-52-

onde 8(a) & um nimerc tal que

¢’ (a) = cos e(a)el + sen 9(a)e2 R
onde €, = (1,0) e e, = (0,1) & a base usual de Re.

 Afirmamos o seguinte:

(8.2) ¢'(s) = cos G(S)el + sen G(S)ez

Para demonstrar istec, basta demonstrar gque c¢oOs B(é) =

= xi(s) e sen B(s) = xé(s), onde C(s) = (x,(s),x,(s)),

ou,equivalentemente,que arcotan (xz(s)/ ‘ = 8(s) (como
. . xl(s)

A ’
basta demonstrar isso localmente, se xl(so) fosse zero,

entio usarismos nesse ponto arcocotangente). Agora, temos

que |
(arcotan(xé(s)/xi(s)))t =
. 1 : (x5 (s)x3(s) - x3(s)x,(£)) ke = ¢ (o)
- (xé(s)) (x4} (s))?

[
x1 (s) |
pela férmula (7.8), jéd que xi(s)2 + X'2(S)2 = ¢’ (s)|=1.

Logo, arcotan (xé(s)/x:(s)) é igual localmente a 8(%)
a menos de uma constante; mas a definicdo de @8(a) garan-

te nossa afirmacao.

Esta funcdo 8(s), que mede o angulo que C'(s)
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faz com o vetor fixo €7, aparecera em outras secOes tam-
bém. Sua propriedade mais importante € que esta globalmen

te definida como uma fungdo continua. -

Demonstracac: Como fizemos acima, definimos uma funcgao

S .
8(s) = J k(s)du (a constante nso & relevan
SO .
te aqui); tambem definimos uma fungao f(s) tomando valo-

res vetoriais da seguinte maneira.

(8.3) £(s) = cos 8(s)e; + sen e(s)e2

Finalmente, integrando a férmula (8.2) definimos (8.4)

(8.4) ¢(s) = +(f cos 8(r)ar)e, +
: 5]

0
+ szosen B(r)dr)e2 .

Verificamos a seguir que C satisfaz as condigbes especi-
ficadas. Primeiro observamos que C’'(s) = f(s); conse-

guentemente, C'ts)-C'(s) = cos? 8(s) + sen® 8(s) = 1, ou
seja, C esta parametrizada'pelo comprimento de arcec, e é

regular. Também temos gque

aFL QFL
[&f L% M| ax

c’(s) (-sen G(s)e1'+ cos B(s)ez) =

N{(s) = k(s)N(s) ,

0 que implica que k(s) € realmente a curvatura de C(s).
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Como sabemos sé que k(s) é continua, somente podemos ga-

rantir que C & de classe de diferenciabilidade C2.

Por Ultimo, devemos demonstrar a unicidade a me-
nos de isometrias do plano. Sejam Cl(s) e Cz(s),
S, E S1s duas curvas parametrizadas pelo comprimento
de arco s e com a mesma curvatura k(s). Usando uma
translagdo % do plano podemos assumir que Cl(s) =
= CZ(SO). Ao mesmo tempo, por uma rotacido A,, podemos
também assumir que Ci(so) é igual a Cé(so). Como a cur
vatura é a mesma para as duas curvas e Ci(so) é.igual a

Cé(so) temos que as fungoes 8 e %2 da formula (8.1)

sdo iguais. Logo, usando a férmula (8.2), tem que

ci(s) = Cé(s) para todo s. Consequentemente,

¢y (s) =Cy(s,) + j: ¢! (wau = Cy(s,) + j: ¢} (u)du =
0 o}
C,(s)

C.Q.D.

Observagao. Foi dito que podemos supor Cl(O) = CZ(O) e
ci(o) = C5(0), i.e. podemos identificar es-
tes pontos e vetores via uma translagao ¢ seguida de uma
rotacao Ay. Outra maneira de enunciar o resultado seria
dizendo que existe uma isometria A,o® tal que Cz(s) =

= (Ah°m)ocl(5)' 0 leitor pode tentar demonstrar o teorema
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deste Jeito (isto ficard mais claro na segdo 10).

Observacdo. Mais tarde serd Util destacar que qualquer cur
va regular pode se escrever como na foérmula
(8.3), com a-fungéo g8 definida em termos da curvatura pe
la férmula (8.1), fixando 8(0) pela igualdade AG(O)(el)
= T(0) (identificando T(0) com seu vetor paralelo pas—
sando pela origem). Mais tarde tambémlusaremos'o fato de

que k(s) = %g .

Exercicio 8.1 - Quais sdo as curvas que tem curvatura cong

tante? Demonstre sua resposta.

Exercfcio 8.2 - Calcule a curvatura da curva do exercicio

5.1. Ela é positiva sempre?, zero em al-

guns pontos? Onde & _%% = 0%

Exercicio 8.3 -~ Descreva a curva C(s) parametrizada pelo

comprimento de arco, cuja curvatura é dada
1 e . .
— O rnum o]
por X(3) cys + ¢y, onde cp ec, s eros reais po

sitivos (e constantes).

Exercicio 8.4 — Mostre que dada uma fungdo continua k(s),

0 =s <1, existe uma Unica curva parame
trizada pelo comprimento de arco com curvatura igual a

k(t), tal que c¢(0) = (0,1) e ¢’ (0) = (1,0).
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2

Exercicio 8.5 - Se uma curva fechada C: [0,1] +R™ tem

curvatura k(t), 0 < s s 1, tal que
¥’ (s) = 0, que podemos concluir sobre essa curva? (Lem-
bre-se que uma curva fechada € uma curva com c(o) = c(1)

e c™oy = ¢y, n=1,2,3,...)

Exercicio 8.6 — Qual & a curva parametrizada pelo compri-

mento de arco cuja curvatura e dada_pela

funcao k(s) = a/(a2+32), com C(0) = 0, e C'(0)=(1,0)7?

9. Convexidade local

Num exercicio da Ultima secZo vimos que a curva-
tura k(s) de uma curva C{s) ser identicamente zero im-
plicavé que ela era uma linha reta. Agora vamos dar uma-
interpretacio geométrica do fato de uma curva ter curvatu-

ra k(s)} # 0.

Definigdo. Dizemos que uma curva C: [a,bl +R° & con-

vexa em C(so) se existe um & > 0 tal que

C((so—b, so+b)) esteja contido num dos dois semiplanos

fechados em que a linha tangente a C em C(s,) divide

o plano. Dizemos que C & estritamente convexa em C(so)

rd

se C é convexa em C(s_ ) e se existe & > 0 tal que

C((So—ﬁ, SO+5)) ﬂ LC(SO) = {C(SO)}' onde LC(éO) é &
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linha tangente de C em 'C(so).

Observacdo. No ponto C(so) temos o referencial de
. Frenet {T(s, ), N(so)}. A linha tangente a
r . _ 2.‘ —
C enm C(so) & o subconjutno LC(SO) = [v €R"; v =

= C(so) + rC’(so), r € R} ; {v ¢ R v-N(sD)==C(sO)-N(sO)L

Logo, IC(S ) divide o plano em dois semiplanos fechados
. . O

' = (v e R v-N(so) = C(so)-N(so)} e B~ =
24

= {v €R v-N(so) < C(so)-N(so)}, e em dois semiplanos

abertos BT = {v € RZ; v-N(so) > ((so)-N(so)} e B =

= v ¢R%: veN(s ) < C(s ) N(s,)}.

Exercicio 9.1 - Mostre que

]

—+ -—
B MB LC(SO)

+ - .
BPUR U LC(SO)

Com esta notacao dizer que C € convexa em C(so) equiva—~

le a exigir gue existe & > 0 +tal que ou
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estritamente convexa em C(s,) se existe & >0 tal que

C((s,~8, 8,+0)) - {C(so)} esteja totalmente contido em

BT ouem B. Veja a figura 9.1,
Clt,) _ C(ta)
a) estritamente convexa b) convexa

- ~

c) naoc convexa d) convexa em C(to)

Figura 9.1. Convexidade em C(s,)

2

Proposicﬁo 9.1. Seja C: [a,b] » R uma curva regular.

Se para s, € (a,b) k(so) # 0 entdo

C ¢é estritamente convexa em C(So)‘

Demonstragﬁo: Assumamos que k(so) > 03 o0 caso em que
k(so)<0 pode ser demonstrado analogamente.
De acordo com a observacao feita acima, basta demonstrar
que a funcao f(s) = (C(s)-C(sO))-N(s;) e positiva se
0<|s-s, | <86. A existéncia de um & com estas proprig
dades implicara a existéncia de um “ &' com estas proprie-

dades para uma reparametrizacao-de C, e viceversa. Logo
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podemos assumir gque C estd parametrizada pelo comprimen-
to de arco. Agora f'(s) =C'(s):N(s ) e f'(so) = 03
também temos que f'(s) = C”(s)oN(so), pois N(so) é

constante, e f”(so) = C”(so)-N(so) = k(so). Como f(so)=

= (C(so) - C(so))-N(so) = 0, temos pela férmula de Taylor

gue numa vizinhanga de s

1
| (9.2} £(s) = z(s—so)Zk(sO) + %(s~so)3h(s)
onde .k(s) & uma fungdo continua. Logo

f(s) = %(s—so)2 [k(s,) + %(s—so)k(s)l .

rd

Como k(s) ¢é continua ela & limitada numa vizinhanga de

s. e lim %(s—so)k(s) = 0, o que implica que existe um

° CREN
& tal que l%(s—so)k(s)l s %k(so) se Is—sol < %, Lo~

1
g0 se Is—sol <5, f(s) = §(S-SO)ZEEK(SO)1 , e f(s) >0,
se 0 < |S—so| < 8, C.Q.D.

Exercicio 9,2 - Descreva a curva c(t) = e_t(cos t,se8 t),

t € [0,*). Fac¢a um desenho. Esta curva
vai para o infinito no plano? Ela tem comprimento finito

ou infinito? Ela é convexa?

Exercicio 9.3 - Seja A: [a,bl -+ {espago das matrizes

2x2} uma fungdo matricial de uma variavel,

isto é, para cada 1, Ay é uma matriz 2x2. Suponha que
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3 Py «@ 3 -
esta matriz seja diferenciavel de classe C , 1isto e, se

aij(t) s30 coeficientes da matriz Ay entao essas fun-

2

¢cdes a, {a,bl *R sdo C . Seja D: [a,b] *R° uma

1j:
curﬁa.diferencial. Demonstre que C(t) = At(D(t)) & uma
curva diferencial. Se D(%) & regular entio C(t) o &

também? Expligue sua resposta. Calcule ¢'(t) em termos

das derivadas de A e de D.

Exercicio 9.4 - Faga ’mn desenho de uma curva C: [a,b]*ZRE

fechada (i.e. C(a) = ¢(b) e c®){a) =
= C(n)(b), n=1,2,3...) localmente estritamente conve-
xa tal que existam uma linha L CZR2 ¢ exatameénte seis
pontos (C(a) = C(b) conta como um ponto) na curva cujas
linhas tangantes sejam paralelas a L, Dada essa curva e
outra linha arbitrdria X C{RZ, gue podemos dizer sobre
o nﬁmero_de pontos de C éom linhas tangentes paralelas

a K7

Exercicio 9.5 - Sejam Cl e 02 duas curvas regulares. Se

Ci(ty) = C (%), e Ci(ty) e Colt,) sdo

linearmente independentes entao 6 > 0 tal que
C1((£1=8, ty+8) N C((t,-8, t,+8)) = {C(ty)}. Sugestio:
Use o teorema da fungao inversa para fungdes diferenciadveis

2

de R em IR2. Se ndo conseguir chegar a uma solucgdoc, fa-

ca o exercicio assumindo que uma das curvas & uma linha
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reta,

Exercicio 9.6 - Mostre gue ndo existe uma curva localmente

convexa satisfazendo as condigoes do exer-

eicio 7.9.

Pﬁgposiqéo S.2. Seja C uma curva regular. Suponhamos

que para s € (to—é, to+6), k(s) = 0

entdo € ¢ convexa em to’ (na diregao N(to)).

Demonstracao: -Queremos demonstrar que existe & > 0 tal

que h(t) = C(t).N(to) 2 C(to)-N(to) =h(td)

se |t—t0| < &|. Suponhamos por simplicidade que C esta
parametrizada belo comprimento de arco, que C'(to) = eq

e que, conseglientemente, N(to)_= e,. Temos que h'!(t) =
= C'(t)-N(tO). Na se¢ho 8 vimos que G’ (%) = (cos 8(t),

t
8t ) + jtk(s)ds = I k(s)ds, o
° o o

sen 8(t)), onde &(t)

t ] 7 ‘
sen(I k(s)ds). Logo,existe #;<8,
t

, o
8, > 0 tal que gen{u) 2 0 se T, Su <t 48 e que

que implica que h' (t)

sen(u)<0, se t_~8;< u < t_., pois sen u é uma fungdo
crescente em (-1/2, n/5); conseqlientemente, h{t) =

t
= h(to) + It h! (u)du = k(to), pois, se u € (to—al,t0+bl),

Lo :
entdao k{(u) = 0 e portanto h'(u) = O. ' C.Q.D.
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Observégio. Vimos que qualguer curva regular C e local-
mente o grafico de uma fungaoc real (veja a
proposicao 3.2), i.e., C(t) = (t, £(t}), onde f & uma
fungao diferencidvel. Se por simplicidade, assumirmos que
C'(to) = (1,0) e que C(to) = (tO,O) entio a conclusdo
da Prop. 9.1 (Prop. 9.2) & que existe um &0 tal que se
0 <|t—t6l < 6 entdo f£(t) >0 (f(%) =20). A curva C |
divide uma vizinhanca (t -8, t +8)x(~ ¢ €) de C(to) em

duas partes D = {(xly) € (to-é, to+b)x(~e,e): y > £{x)}
e D = {(x,7) € (t =6, t,+8)x(-¢, &1 y < £(x)}. Veja a

figura 9.2. Temos que N(to) aponta na direcgio de D'.

£ (‘t,,‘ 5! E’) . . (t+4, E)
........... =
N(t,)
t~8 t, t,+S
— ])—
- (f.‘é,-&) (to+6f- E)
. Figura 9.2

Agora é facil ver que se o segmento da linha tangente
(t,=3, to)x{O} nio intersecta C((to—é, t0+6)) entao ele

estd totalmente contido em D™,
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Exercicio 9.7 - (Teorema de Fabricius-Bjene). Consideremos

a geguinte classe S de curvas regulares
fechadas de ZR2. Uma curva C estd em 5 se satisfaz
as seguintes condigles: (i) tem um nimero finito A de
pontos de auto~intersegido p = C(tl) = C(tZ), onde
c'(ty) e € (t,) s@o lirearmente independentes, (ii) tem
um nUmero finito 4 de pontos onde k = 0, e nestes pon-
tos k' £ 0 (estes pontos sdo chamados pontoé de infle-
gao), (iii) qualquer linha afim de R® ¢ tangente a C
em no maximo dois pontos; estas linhas tangentes em dois
pontos- sdo chamados tangentes duplas; nos pontos de conta-
to exigimos que k # 0. Também exigimos que existam no
maximo um numero finito delas. Se a curva esta 1oca1menté,
ao redor dos dq&i pontos de contato, do mesmo lado da tan;“”
gente dupla dizemos que ela é uma tangente dupla externa.s
‘Caso contrario, a chamamos de interna. Seja I o nimero
de tangentes duplas internas e E o numero de tangentes

duplas externas.

0 teorema de Fabricius-Bjene afirma que existem
nlmeros racionais‘ P1s Poy p3 e Pys constantes, tal que

para gualquer curva C em S temos que

.pl A+ pZ% + Py I+p, E=0

Assumindo que o teorema é verdadeiro, ache os numeros py,

Pos p3 e Py Sugestao: estude muitos exemplos;
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10. Isometrias de R° e RO

Uma isometria do espago euclideano R (ou ZRZ)

2 *IRZ) que preserva

é uma aplicagao R° +R° (ou #: R
disténcias, isto &, tal que d{f(p), f(q)) = d(p,q), pa-
ra todo p e g em R (ou ZRZ). Na geometria euclideana

cldssica do plano € importante o conceito de figuras con-
gruentes. A ideia é que duas figuras congruentes diferem

sé na sua posigao no plano. Por exemplo, dois triéngulos
congruentes tém os mesmos angulos e seus lados correspon-
dentes tém o mesmo comprimento. Para nés, dois -obhjetos
geométricos serdo congruentes se existe uma isometria do
espaco gue manda uma na cutra; por exemplo, dadas duss cur
vas Cq, C,: la,b] *IR?, diremos que elas sao congruentes
{ou que s80 iguais a menos de uma isometria) se existe uma

igsometria ¢:IR2 +RE  tal que Cl(t) = w(C2(t)), para to-—
do t em [a,b].. Na secdo 8 vimos que duas curvas no

plano com a mesma fungao curvatura sao congruentes.

Como as demonstragoes nao dependem da dimensao
do espago euclideano, estudamos logo o caso de ZR3 que
nos serd Gtil quando estudarmos as curvas em R° e as su
perficies. Obviamente os resultados valerdfo para o plano

©  também.

R
Nesta secdo as técnicas usadas sfio de algebra 1i

near, Em parte incluimos uma versaoc {ou introdugdo) das
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aplicacdes ortogonais.

Primeiro demonstraremos que as isometrias sio
aplicagoes lineares (ortogonais) compostas com translagdes
do espago euclideanc. Depoils veremos qQue muitas proprie-

dades das curvas sao preservadas por isometria.

Uma translacgao TV:IIR3 SR & uma aplicagao da
forma Tv(w) = w+v. Ela é isométrica pois d(TV(w),Tv(z))
= |Tv(w) - Tv(z)| = |vtw-v-z| = |w-z| = d(w,z).

Uma aplicagao ortogonal c: R? »R° & uma apli
cagdo linear que preserva o produto escalar, isto &,

C(v)eC{w) = vow.

Proposicdo 10.1. Uma aplicacgdo ortogonal é uma isometria.

Demonstracdo: d(C(v), C(w))2 = ]C(v)—C(w)]2 = |C(V"W)|2 =
= C(v=w)+C(v-w) = (v=w)s:(v.w) = Iv—wl2 =
= d(v,w)2, c.q.D.

Inversamente, gqueremos caracterizar as isometrias
de R’ em termos de translagoes e de aplicag¢bes ortogo-~

nais. Temos uma resposta completa no seguinte resultado.

Teorema 10,2. Se F é uma isometria entfo existe uma

L4 . ~ ., . . "~
unica translagao T e uma unica aplicagao

ortogonal C +tal que
F="TeC .
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Este fato é surpreendente no sentido de que a
priori nio sabemos sequer que uma isometria é continua.

Precisaremos o seguinte lema.

Lema 10,3 - Se F & uma isometria tal que F(0) = 0, en-

ti0 F é uma aplicacdo ortogonal.

Demonstracao: Primeiro demonstraremos que F preserva o

produto escalar, e depois que é linear.

Opservamos primeiro que F preserva normas pois

IF(v)| = a(0,F(v)) = d(F(0),F(v))

= 4a(o,v) = |v]|.
Por outro lado,
[F(v)-F(w)| = d(F(v),F(w)) = dlv,w) = | v—w]
Mas
[P (v)-F(w)|? = IF(va2 — 2F(v)-F(w) + |F(w)|®
e lv=w|? = |v|? - 2vew + [w]?
como  1P()| = [v| e IFGO| = lwl,  temos que
F(v)-F{w) = v.w como desejavamos.

Agora demonstramos que F € linear. Se ey,
€y €3 s80 os trés vetores que definem os eixos ortonor-
mais usuais de IR3, entdo F(eq), F(ez) e F(e3) S&80

também ortonormais.: Logo, F(W + w) =

11

2.
Z[(hv+w)-el] F(ei) =

3
= I EF(Kv+w)fF(ei)].F(ei) Z

i=1
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3 3 3
= X iEl(v.ell F(ei)-+i§1(w.ei)F(ei)= XiEIEF(v)-F(el)]F(ei)+
+ 'E_[F(w).F(ei)] F(e;) = AR (v)+F(w),
i=i
onde *» €R, v ew € R, C.Q.D.

Demonstracio do teorema 10.2: Seja T a transglagfo

TF(O) = w+F(0). A inversa

de T, T ' & a translagio T_p(o) Pois T (w) =

= T(w - F(0)) = w - F(0) + F(0) = w. Temos que i ¢

uma isometria tal que T 1F(0) = T H(F(0)) = F(0) - F(0)=0.

Logo T 1F satisfaz as condigBes do lema 10.3. Segue-se

1

que T ~F & uma aplicagdo ortogonal C, e F = T(T—lF) =

= TC, como queriamos.

Para demonstrar a unicidade, suponha que F po-

de ser escrita também como a composta TC  de outra trans

lagio T e de outra aplicaglo ortogonal C. Temos entdo

Il

que C (T-l f)&. Mas C e { s8o aplicagles lineares

que mandam a origem na origem; logo 7=l T(0) = O, Mas

T—l

i

s , ~ 2 o

T & uma translagao Tv(w) viw e TV(O) =0 impli-
ca que v=0, ou seja p-1 T(w) =w=1I(w), onde I & a

aplicacio identidade. Consequentemente, T = T. Finalmen

te F=TC=T0 e C=T1E =&. C.Q.D.

Como sao estas aplicagdes ortogonais?

Seja (Ci.) a matriz que representa a aplicacdo
715 = 1,2,3

ortogonal C. Témos que se Vv = (a;, a,, a3) entao
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(v) 3 ( 2 ) ( % 3 c 2 )
hv = i=1 j=1 13%37% © g=1 i3y 3=1 23%5° j=lc3jaj ’
Da mesma forma, se w = (bl, by b3),
(w) g % b.)
Clw) = i=l(j=lcij 37%1
Logo
C(v).C(w) % £( % c )( g €.y 0] b
. = - - . = . = .C. M
v w i=1  §=1 lJaJ k=1 ik~% i,j,L:lClJaJ 1£pk

A transposta de C é a matriz Te com coeficientes

t ~ . ~
( C)ij = Cji' Temos entao que
3 3
(10.1) c(v).-Clw) = j?k[(iilcijcik)aj by =
3 ] 3
T +
= = (CC),, a.b, =L ( T (°CC)., b.)
i,k Jk "3k 3 k=1 Jk 'k
= v+ (tco)w.

A formula (10.1) vale para qualquer matriz mas
no nosso caso podemos dizer mais pois nds sabemosg gue C

Preserva o produto escalar. Logo ftemos gue
(10.2)  Toc(w)ev = C()-Cv) = wov, para todo v e w.
Ldgo como vale para todo v, temos que
Tocw) = w ,

ou seja



(10.3) Teg = 1
ou
(10.4) e = ¢!

Observacao: Muitas vezes a equagdo (10.3) é usada para de-

finir as aplicacOes ortogohais.

L
Exercicio 10,1 - Demonstre qgue CIV = TC(v) c , onde

¢ & ortogonal.

Exercicio 10.2 - Se

-2/3 2/3 -1/3

o
I

(3’ 1; “6)
C = 2/3 1/3 ~-2/3 e :
(1,0,3)

ES
il

/3 2/3 2/3

demonstre que C € ortogonal, calcule C(v) e C{w) e.

verifique que C(v).C(w) = vew .

Exercicio 10.3 - Se F = T.C onde a = (1,3,-1) e

/M2 0 -1ME
C = 0 1 0
142 o 1//2

e se v = (2,-2,8), entdo ache as coordenadas de (a) w =

= F(v), (b) w=F1(v), e (c) w=CT_(v).



—~70-

ggercicio 10.4 — Em cada um dos seguintes casos diga se

F ¢é uma isometria. Em caso afirmativo
ache sua compcnente de translacao e sua componente ortoge-
nal.

(a) F(v) = -v
(b) F(v) = (vew)w, onde jw| = 1

(c) F(a,az,aE)) = (a3—l, a,-2, a,=3)

(d) F((al,az,aB)) = (al,'az, aq + a2)

A seguir daremos uma descricao mais detalhada
das matrizes ortogonais. Se vy, Vv, € V3 sao o0s vetores
colunas da matriz C (e, conseqlientemente, os vetores li-

t

nhas da matriz C), entdo a matriz tCC pode-gse escre-

ver como

vy vy VeV, VitV

Va'vi V2'Vo  V2'Vi

VgtV V5V, vavy [
Logo temos que C & ortogonal se e somente se oo = 1
se e somente se Vyy Vp € V3 formam um referencial orto-
normal (isto é wv.-v, = &..) de ®J. O mesmo vale para

os vetores linhas.

No caso de'ZRz, as aplicagbes ortogonais C

a ¢ ~
tem uma forma muito simples. Se C ==( ) s entao
b d
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temos que a2+b2 = 02+d2 =1 e gue ac+bd = 0. Ou seja,

, Rt 1P(1-0%) 2.22 .2.22

¢ = —— = R ou c¢c~-b"c” = b -bTe”, o0 que impli
a - ‘

ca que ¢ = *b. Ent3o temos dois casos (:) b=c e

a = d, ou (é) b =c e d = -a. Como az+b2 = 1,

podemos escrever a = ¢os 8 e b = sen § para algum an-
gulo 8 € [0,2u]. No caso (:) entdo temos que

: cos & -zen @
(10.5) C = = Ag ’
sen 8 cos B '

uma rotaglo de angulo B8; no caso (:) temos que

cos 8 sen 8§ 1 0

(10.6) = Ay : ,

Q
tl

sen % -cos 8§ 0 -1

uma reflexdo seguida de uma rotacgaoc de angulo 8.

Observagﬁo: No caso (:) det C=1 e no caso (:)

det C=-1. Nesta andlise identificamos (con-
fundimos) a aplicagao linear C ¢ sua matriz com refe-

réncia & base usual e4(1,0) e e, = (0,1).

A situacao das éplicagSes ortogonais C de R
nio é muito mais complicada. Acontece que existe um ve=-
tor vy ER’  tal que C{v,) = vy, ]vll =1 opois a di

mensdo & impar (verifique este fato num texto de algebra
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linear; vy é un autovetor de C). Mas, se P & o plano
ortogonal a linha L = {kvl: » €R} entao -C(P) - P,
pois C é ortogonal. Seja {VZ,VB} um referencial orto-
normal de P. Seja D a restrigio C/P. Com relagdo &
base ortonormal {vl’VZ’VB} de R® (em geral diferente

da base usual {el’eZ’eB}) a matriz de C & da forma

1 o 0
0o .
D

0
onde, pelo que vimos acima D é da forma (10.5) ou
(10.6).

Agora veremos que algumas propriedades das

curvas no planc sac¢ preservadas por isometrias. Dada uma

curva C(t) e uma isometria F consideremos a nova curva

D = FoC. Temos o seguinte fato: D'(t) = A(C'(t)), se

F="7T-A (Tv & a translagdo e A a aplicagdo ortogonal).
De fato
D' (£) = = (A()) +v) = &% A((t)) =
= Lagyxy (8) + ag,x,(t), ay %y (£) + ayx,(t)) = ;
= (allxi(t) + a12xé(t), azlxi(t) + a22xé(t)) = A(C' (£))
i 211 %12
onde c(t) = (xl(t), xz(t)) e A= .

a1  &pp
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Proposic@o 10.4 - Se F & uma isometria e C estd para—

metrizada pelo comprimento de arco, en-
tdo D = F*C +também esta parametrizada pelo comprimento

de arco.

Demonstracao: Seja F = TVA, onde A ¢& ortogonal. Como

A preserva a norma, temos que [D'(t)| =

= |a(c'(£))] = Jc' (£} =1 . ¢.Q.D.

Dizemos que uma igometria F = TVA Eréserva a
orientacio se det A > O, (Observe que na realidade o dg

terminante de uma matriz ortogonal sd pode ser £1).

Proposigao 10,5 - A curvatura de uma curva plana é preser-—

vada por isometrias que preservam a ori-

entacao,

Demonstrggﬁo: Sejam C uma curva parametrizada pelo com—

primentoc de arco e F = TVA uma isometria,
com det 4 > 0. Queremos provar que a curva D(t)=F{C(t))
tem a mesma curvatura gque C, nos pontos corresponden-—
tes. Vimos que D' (t) = A(C'(t)): pela mesma razao

D"(t) = A(C"(%)). Agora N(t) = Aﬂ/z('.['(t)). Se denota-

mos por‘ {T(t), M(t)} o referencial de Frenet da curva

D(t), entdo temos que
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- D’ (t) A(CT (£)) A(CT (£))
T(t) = = = - e
D' (£)|  la(c’ ()] ¢’ ()]
¢’ (t)
= A [ —— 1= A{T(t)) .
|’ (£)] (o)

Por outro lado,

() = Ay, (B(8)) = g, (A(T(£))) .

Como det A >0 e A ¢ ortogonal temos que vale a férmu-
la (10.5), i.e., A=Ay Mas rotacdes comutam, isto &,

Aﬂ/ZAa‘='AeA“/2 , logo
fi(t) = Ay, (A(T(E))) = Alhgy (T(£))) = A(N(E)) .

Finalmente temos que

1
]

A(CT(£))-A(N(t)) = C"(t)N(%) =
k(t) )

k(t) = D"(t)-H(t)

Hi

pois A & ortogonal.

Exercicio 10,5 - Sejam C uma curva regular e F uma isgp
metria que inverte a orientagdoc. Se k
é a curvatura de C e Xk a curvatura da curva D = FoC,

demonstre que k(t) = -k(t).

E;erc{cib 10,6 - Demonstre que a convexidade local de uma
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curva é preservada por isometrias.

Exercicio 10.7 - Demonstre que uma isometria manda linhas

retas e linhas paralelas em linhas para-

lelas,

2

Exercfcio 10,8 — Considere a aplicacio B: R® +R° defi-

nida pela equagdaoc B(v) = Av, onde *
& uma constante positiva (uma homotetia). Dada uma curva
regular C, calcule a curvatura de D = Bol em termos da

curvatura de C.

Exercicio 10.9 - Sejam C,D: L[O,1] +R? curvas regulares
tais gque D(t) = C(1-t). Seja k. a cur-—

vatura de C e k a curvatura de D; hi alguma relagdo

entre k(t) e k(1-t)? Existe alguma isometria F tal

que D = FoC? Explique,

Pxercicio 10.10 — Considere a curva C(t) = (t%,t),

-= < t < *, Fagca um desenho dela.
Calecule sua curvatura k(t)? ela é limitada ou tende ao
infinito? Quando é k' (t) = 0? Existe algum ponto C(t)
onde a linha tangente a curva seja paralela a linha y=0?
A curva é localmente convexa? Diga qual é a isometria que

manda a curva C na curva D(t) = (tz,(t—l)z), S IR v
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2

Exercicio 10.11 ~ Seja C: (-=,®) +R° uma curva regular

tal que para todo s em R existe uma
isometria do plano F_ tal que FS(C(t)) = C(t+s), para

todo t em R. Que podemos concluir sobre esta curva?

Exercicio 10.12 - Mostre que v'w = |v||wi cos % .

Exercicio 10.1%3 - Mostre que o produto de matrizes ortogo-

nais é uma matriz ortogonal.

11. Raio de curvatura. FEvolutas e involutas de curvas
planas.

0 centro de curvatura de uma curva regular C(t),

com curvaturas diferentes de zero, é o ponto D(t) loca-
lizada na linha normal a C no ponto C(t) a uma distan-
cia p(t) = 1/x(t), na diregdo N(t), do ponto C(t). Mais

explicitamente,

(ll.l) D(t) = C(t) + 1/k(t)N(t)

A nova curva D{(t) & chamada a evoluta de C(t).
Suponhando agora que C estd parametrizada pelo comprimen

to de arco, temos que a derivada da evoluta é

(11.2) D' (s) = C'(s) + (1/y(g)) ' N(s) +
' + l/k(S)Nf(S)
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Pela férmula (7.5), N (s) = - k(2)T(s) = -k(s) €' (s);

logo temos-
-k’ (s)

(11.3) D (s) =1/ (5)) Ms) = ——5= N(s),

Segue-se entdo gque a evoluta é uma curva regular se e so-
mente se rk'(s) é diferente de zero. Um ponto onde
k' (s) = 0 serd um ponto singular da evoluta.

Uma observacao interéssante e importante que ﬁé—
demos tirar da férmula (11.3) & que a linha normal a C
no ponto C(s,) é igual & linha tangente a D no ponto

D(so). De fato, a linha normal a C &

(C(s,) + Mi(s_): » €R} = (D(s,) + BN(s_): B €R] =
= (D(s,) + M (s;): » €ER} ,

pelas férmulas (11.1) e (11.3). De outro ponto de vista
podemos dizer que a evoluta de € ¢é uma curva que é tan-
gente a cada instante a uma das linhas normais a C. Esta
situacido sera examinada em maiores detalhes na segao 16,
(Diremos que a curva D _é a envolvente da familia de 1li-

nhas normais a C).

Observe que a curva D nfo estd em geral parame
trizada pelo comprimento de arco. O comprimento de um seg

mento regular de D, digamos de D(so) a D(Sl) é dado
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por

51 _ (%1 51 r
ars) ol [T (e)las = [ T1(1/g)) Tds -

SO o]

|l/k(Sl) - l/k(éo)l .

Aqui usamos ¢ teorema fundamental de cdlculo e o fato que

k' (s) nfo é zero em [s_,s;1.

A curva € pode ser obtida de wolta da curva

D pela seguinte férmula

D’ (s)
(11.5) C(s) = D(s) + l/k(s)(TBTF—;T)
S

Estas duas Ultimas fdérmulas sugerem a seguinte interpreta-
cao geométrica da relagdo entre C- e D, Vamos construir
C a partir de D da seguinte maneira. Cobrimos D com
uma corda inextensivel com uma extremidade fixa em D(s,).
Desenrole a corda até o ponto D(s;). Isto g, neste ins—
tante uma parte da curva continuara recobrindo D, de
D(so) a D(sl), e a outra sai pela linha tangente a D
no ponte D(s;) na diregdo D'(s;). (Para simplificar
vamos assumir que Kk e k' sdo sempre positivas.) Agora
'marque un ponto P na corda, na parte que estda sobre a 1i

nha tangente a D em D(sl), a distancia d = l/k(s )
1

de D(s;). (Lembre-se que k é sempre a fungao curvatura
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de C). Obviamente neste instante P & o ponto C(sl).
L medida que enrolamos ou desenrolamos a corda sobre D
o ponto P descreve uma curva no blano. Afirmamos que es
ta curva é C. De fato, quando tivermos desenrolado a cor
da até o ponto D(SZ)’ 8, < 5, < 83, uma parte D([so,szl)
continuara enrolada e a outra parte que vai de D(SZ) até
P estard na linha fangente a D. Queremocs mogtrar que o
-comprimento desta (ltima parte é igual a l/k(s)'- Mas es-
te comprimento & igual ao comprimento que ia de D(sl)
até P, iguala d = l/k(sl)’ mais o comprimento da cur-
va D entre s, e sq, que pela férmula (11.4) ¢é igual
a (l/k(sz)" 1/kfsl))° Finalmente, observando gque a nova
curva é perpendicular a corda vemos gue

1 D'(sz)

P=0D = )’
(s2) + k(sz)(|D'(52)| C(s2

pela férmula (11.5).

Dizemos que C & uma involuta de D. Se no pro-

cesso de desenrolar a corda, ac invés de especificar a dis

tancia inicial d como sendo igual =& l/k(s ) tivesse-
1

mos escolhido uma constante arbitraria, terfamos obtido ou

tra curva que chamariamos também de involuta de D. Por

isso, embora exista uma sd evoluta existem uma infinidade
de involutas de uma dada curva (Observe entfo que podemos

definir as involutas de gualquer curva D).
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Exercicio 11.1 - Uma involuta de uma curva ¢ perpendicular

a corda geratriz em todo ponto.

Exercifeio 11.2 - Se C & uma involutsa de D entdo D @

a evoluta de C.

Exercicio 11.3 ~ Pode-se concluir que dada uma curva D

todas as suas involutas diferem apenas

por isometrias de IR2? Explique.

\jnvolu‘ta.

Figura 11.1 Evoluta e involuta

EXEMPLOS:

Exemplo 11.1 - Considere a cicloide C({t)=(t-sen t, l-cost)
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veja o exemplo 3.2, Queremos achar sua evoluta. Para uma
parametrizagao arbitrdaria de C temos que sua evoluta é

dada por

(11.6) D(t) = C(%) + l/k(t)N(t) = C(t) +

. Lo ey Pn(e)
c’(t)-N(%)

usando as formulas (7.6) e (11.1). Ou, mais explicitamen
te, se c(t) = (Xl(t), Xz(t)) '
(11.7) D(t) = (xy(8), x,(£))

. (= (£)7 + x5 (4)2) (=x5 (), x4 (t))

x7 (£)x5 (%) = x5 (£)x; (¢)

No caso particular da cicloide temos entao gue

(11.8) D(t) = (t-sen t, l-cos t) +

4 222 008 Y(_oon t, l-cos t) = (t+sen t, cos t-1)
cos t-1

Afirmamos que D(t) & outra cicloide; de fato,
se T é a translagdo w = w+v, onde v = (m,2) entdo
temos que C{m+t) = Tv(D(t)), pois

Tv(t+sen t, cos t~1) = (m+t+sen t, cos t+l) =

=(m+t-sen(m+t), l-cos{m+t)})=C{m+t).
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Logo D e C sfo iguais a menos de uma reparametrizagéo e

de uma isometria. VeJa a figura 11.2.

Figura 11.2. A cicloide C e sua evoluta D.

Exemplo 11,2: A elipse C(t) = (a cos %, b sen t),
0<ts=2u, a>0,b >0, afb. Vamos es-

tudar sua evoluta.,  Usando a equagdo (11.7) vemos gue

(11.9)

- L2 2 2 2 .
D(t)=(a cos t, b sen t) + =22 tag b cos t (p cos t, -a sen t)

=(a2c05 t+ a2(1—cosa‘t) {—cos ‘t)—bzcosjt’ blsen t— azsenzt-};z(l—senzt)sen 't)
a

—_:(%(az--b2 )00531'., %(b2—a2 )sen3't) .

A evoluta da elipse, a curva D, €& chamada as-

troide; veja a figura 11.3. Da férmula (11.9).
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Figura 11.3. 4 elipse e sua evoluta, o astroide,

conclui-se que a curva D deixa de ser regular exatamente
quando cos t ou sen t sdo zero, 0 gque acontece em qua-
tro pontos, que sfo chamados vértices. Na segdao 14 vere-

mos gque paré gqualguer curva convexa a evoluta deve ter pe-

lo menos quatro vértices.

Exercfcio 11.4 - D& razdes para acreditar que os vértices

da evoluta da elipse sao singularidades

essenciais.

Exercicio 11,5 - Qual € a curva evoluta do circulo unitd-

rio?
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Raio de curvatura e circulo osculador

Seja C uma curva com curvatura k#0 em +todo
ponto, A distd@ncia entre C(t) e seu centro de curvatura
D(t) = C{t) + 1/k(t)N(t)’ ou seja |l/k(t)| , € chamada

raio de curvatura, denotado R(t). 0 circulo de centro

D(t) e raio R(t) é chamado o e¢irculo osculador de C em

C(t); weja a figura 11.4.

Figura 11.4. Circulo osculador no ponto C(t)

0 efrculo osculador tem a propriedade de sér o]
cfrculo tangente a € em C(t) que melhor aproxima a cur
va C. A linha tangente em C(t) ¢é a linha reta que me-
lhor aproxima a curva perto de C(t). O circulo osculador
¢ uma curva que além de ter a mesﬁa tangente a C em C(t)
tem a mesma curvatura de C em C(t). Por esta razdo po-

demos dizer que o circulo osculador tem contato de ordem
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dois com C em C(t).

Geometricamente temos a seguinte proposicgao
que generaliza o teorema 9.1. O leitor deve fazer varios

desenhos para acreditar intuitivamente na proposicgio.

Proposicdo 11.1 - Seja C: [a,b] - R® uma curva regular

com k(t,) > 0. Seja B, um circulo

de raio |A|#0 com centro p = C(%t,) + AN(t)

(i) 8e A1 < R(to) entdo existe & > O tal que
C(t) estd fora do disco fechado determinado por

By, se 0< |t~t0| < 5

(i1) se > > R(%)) entdo existe & > 0 +tal que
C(t) estd dentro do disco aberto limitado por

By, se 0<% '[t—tol < b5,

Demonstragio: Considere a fungado f(t) = d(C(t),p)2 =
= le(t) - pl? = (C(+) = p)+(C(¥) - B).

Temos que f'(t) = 20" (t).{c(t) - p) e £'(t) =

= 26" (£).¢’' (%) + 2¢"(t).(C(t) - p). Logo em t_,

£0t,) = 2%, £ (5) = C'(g)(-AN(t)) =0 e £7(t)) =
= 2]¢" ()12 + 26" (£,)+ (-M(t,)), ou
£ (%) X (k) ()

(11.10) o -1
2lc’ (t)1° TR

- kk(to)
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Como B =‘f_1(K2) e f(t) >0 implica que

¢(t) estd fora de B, o que precisamos moétrar para con-
cluir (i) ¢é que f"(to) > 0, pois com este fato podemos
usar o teorema de Taylor como no teorema 9.1 para con-
cluir que existe um & > O talque f£(t) >0 se
0 < |t-t | < 8. HMas pela férmula (11.10) £'(t,) >0 se
e somente se l—Xk(to) >0 ou seja, X\ < 1/k(to) = R(to).

"0 item (ii) é demonstrado analogamente observan

do que M > R(t ) implica que £7(t,) < 0. C.Q.D.

Observagio. A condigdo k > O ndo é inicial pois mudando
a orientagdo da curva uma curvatura negativa

forna-se positiva.

Exercicio 11.6 - Demonstre que se k(to) = 0 entdo o item

(i) vale para qualquer * £ O.

Exercicio 11.7 - Demonstre o teorema 9.1 usando a propo-

sigdo 11.1,

Bxercfcio 11.8 - Para a elipse gquais s@o os maiores e me-

nores circulos osculadores? Fixando um
c{rcule osculador, qual é o maior & (da Proposigao 11,1)

possivel?

2

Exercicio 11.9 -~ Seja C: {a,b]l »R uma curva com k>0
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I ~
e k"> 0, Mostre que os circulos osculadores nao se in—

terceptam.

Exercicio 11.10 - Demonstre que se k'(to) # 0, entio

existe 6 > 0 +tal que C((to-é,to+6))ﬂB=
= {C(to)}, onde B ¢ o circulo osculador no ponto

C(to).

Exercfcio 11,11 - Diremos gue uma curva C tem a proprie—

dade dos dois pedagos com relagao a
circulos (P.D.P.C.) se dado qualquer circulo B de IRZ,
B separa C no maximo em dois pedacos. Como esta frase,
embora seja bem geométrica e intuitiva, é um pouco vaga,
daremos uma versao analitica dela: C tem a ‘P.D.P.C. se¥*
dado qualquer circulo B de R? C—10R2—B) consiste no
maximo de dois intervaloé; se a curva  C: [a,b]-+R? é
fechada, dois intervalos do tipo [a,t;]1 e {t,,b] con-
tam como um. -

Demonstre que se uma curva regular fechada

C: T+R%, onde I & um intervalo de R, tem a P.D.P.C.
entdo ela é um circulo (claro, a parametrizacéo pode ser

arbitrdaria).

12, A indicatrix normal., A curvatura total
Nesta segao introduzimos para curvas planas con-
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ceitos de carater global. Um deles, a curvatura total,
tem sentido somente para curvas né plano. O outro, a cur-
vatura absoluta total, aparecerd também no estudo das cur-
vas no espaco de trés dimensdes.

2

Seja C: [a,b]l] »R° wuma curva regular parametri

zada pelo comprimento de arco. Considere a seguinte apli-
cagio diferencidvel, chamada a indicatrix normal,

g: [a,b] = st CRZ, g{t) = N(t), onde st={v er?: |v]=1}

L [4 - L4 . .
é o circulo unitario, que a cada ponto da curva assocla
. 2
seu vetor normal (com base na origem (0,0) de R“). Sabe-

mos pelas férmulas de Frenet que a derivada desta funcao

L

g & g (%) = -k(t)T(t). Temos também outra fungdo

n: [a,bl + 8%, h(t) = T(t) com derivada h'(t) =

k(t)N(t) que chamamos a indicatrix tangencial. Como g(t)

A“/z(h(t)), muito do que vale para uma destas fungOes

vale para a outra.

Un exemplo do tipo de pergunta que estas fungoes
nos ajudardo a responder é © seguinte: dada uma diregdo
v (um vetor v € Sl) existe um ponto da curva C onde
sua linha normal fou tangente) seja paralela a diregdo v?
Em termos mais analfticos poderfamos reformular esta per-
gunta da seguinte maneira: existe tl tal que g(tl) =v

(h(tl) = v)? A proposigdo seguinte nos da uma resposta
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parcial, Lembremos que C ¢é fechada se C(a) = C(b) ,

¢ ay = C(n)(b'), n=1,2,3,...

Proposicdo 12.1 - Se C: [a,b]l #R® & uma curva fechada

entdo para toda direciao v existe
ty € [a,b] tal que- g(ty) = +v, e t
h(t,) = #v.

5 € la,bl tal que

Demonstracdo: Considere a funcao altura p(t) = C(t)-v:
Temos que p (t) = ¢'(t).v. Logo

precisamos demonstfaf:qué;existe t; tal que p'(tlf:O,
0 que implicar;a‘qﬁé v = iN(tl) = g(ti)., Mas, acontece
que p ¢é uma fungdo tal dﬁe' pla) ='p(b); logo nosso re-
sultado segue entao do teorema de Rolle de cdlculo de uma
varidvel. Para demonstrar o caso de h Dbasta aplicar ©
caso acima'para a curva A“/zoc (os detalhes ficam por

conta do leitor). C.Q.D.

Exercicio 12,1 - Verdadeiro ou falso: Se C é uma curva

regular fechada entdo para tode v € g
existe t; talque g(tl) = v. Demonstre ou dé um con-

traexemplo.

Exercicio 12.2 - Verdadeiro ou falso: Se C & uma curva

regular fechada com k(t) # 0, para to-

do t em [a,bl, entdo a aplicagdo g & sobre. Demons-
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tre ou dé um contraexemplo.,

Se e = (1,0) e e, = (0,1) sdo os vetores
unitdrios que definem o referencial usual de IR2 ja vi-

mos na segao 8 que podemos escrever
(12.1) ¢’ (t) = cos 8(t)e; + sen 8(t)e,

para qualguer curva regular C parametrizada pelo compri-

mento de arco, onde

t
(12.2) 8(t) = o, + [ k(s)as
a -

para gualguer 90 tal que

(12.3) C'(a) = (cos 8, sen Eo)

Observe que, como EO + 2m, n = *1, *2, EB,.. também
satisfaz (12.3) a fungdo @ ndo é Unica. O angulo

8(t) mede, a menos de miltiplos de 2m, o angulo gue o ve'
tor tangente faz com a diregdo constante ey A fungao @

vai somando todos estes angulos.

€, ¢t}
o)

Fig., 12.1
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Definimos a curvatura total de C, denotada co-

mo a integral de suas curvaturas pontuais,

b
(12.4) T(C) = f% j k(s)ds .
a

0 préximo teorema diz que a curvatura total de uma curva
fechada & um inteiro o que, a primeira vista & surpreenden
te pois T(c) mede quantas voltas o vetor tangente dd no
circulo unitdrio. Ele também ajuda a responder a pergunta

feita antes da proposigao 12.1,

Teorema 12,2 - Se ¢ ¢é uma curva regular fechada entao

sua curvatura total é um inteiro n, i.e.,
1 (P ‘
(12.5) 1(C) = 5= Ia k(t)dt = n .

Cada vetor v em Sl & recoberto pelo menos n vezes pe
la aplicagdo g - a indicatrix normal- e pela aplicagao

h - a indicatrix tangencial.

Demonstracio: Pela férmula (12.2) temos que T(C) =

= f%(e(b)—e(a)), independentemente da cons
tante € . Mas ¢’ (b) = (cos 8(b), sen B8(b)) =C'(a) =
= (cos 8(a), sen B8(a)), pois C & fechada, Isto im-
plica que &b) = #(a) + 2™, para algum inteiro n. Lo-

go T(C) = n.
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Agora para ver que um vetor v € Sl é recoberto
pelo menos n vezes pela indicatrix tangencial h, obser-
vamos que como a fuhgﬁo 8§ & contfinua, pelo teorema do va
lor médio &([a,bl) cobre todo o intervalo [8(a), 8(b)l.
Podemos escrever v = (cos a, sen a); como [ 8(a), 8(b)]
tem comprimento 2mn, existem n nimeros da forma a+27m
em [8(a), 8(b}] = 8(la,bl), ou seja, existem t;<t,<...<
<%, em [a,bl tal que e(ti) = a + 2m; mas h('ti) =

= C'(ti) = {cos e(ti), senh e(ti)) = (cos(a + Zﬂi),

sen(a + 2ni)) = v. Finalmente, para ver que g +também
1
recobre o circulec S~ pelo menos n vezes basta observar

que (%) = A5 (h(t)). C.Q.D.

Exemplos: Veja na figura 12.2 exemplos de curvas com di

ferentes curvaturas total

a)Tmyo

o) F(e)=-1

b) T(C)= 2

d) #(c)= 1 e T(c)=2

Figura 12.2, Curvatura total
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Exercicio 12,3 - (a) Para todo inteiro n, ache uma cur-

va fechada com T(C) = n.

{(b) Faca um desenho de uma curva fechada
com 7T{(C) =3 e dois pontos de au-

to-intersegao (equivalente a quatro tempos em [a,bl).

Exercicio 12,4 — Ache uma curva fechada C com 1(C) =0
¢ com a prropriedade que g e h recobrem
o cfrculo 8% duas vezes exatamente (i.e. g_l(v) contém

dois elementos para tode v € Sl). Faga um desenho.

Observamos que o conceito da curvatura total se
aplica para uma curva em qualquer intervale (a,b), (-~=,=),

la,=), etc. desde que a integral convirja.
Exercicio 12,5 ~ Calcule 7T(C) onde C:(-=,=) *Rz,

et) = (t,t2).

Exercicio 12.6 — Suponha que T(C) = 1 onde C ¢é fecha-

da. Podemos concluir que € é conexa?

Exercicio 12.7 - Suponha que C é fechada e simples (sem

auto~intersegdes) com k = 0. Ela é obri
gatoriamente convexa? Que podemos dizer sobre T(C) nes-

te caso?

Exercicio 12.8 - Verdadeiro ou falso: Se 8 e a fungdo
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da férmula (12.1) entdo 8([a,bl) = [8(a),9(b)]l. Demons-

tre ou dé um contraexemplo.

Exercicio 12.9 - Ache curvas de comprimento infinito com

r(Cc) = 1/2, 7(C) = 1/4. Faga desenhos.

Exercicio 12.10 - Demonstre que uma curva fechada nao pode

ter exatamente um ponto de inflacdo. (Um

ponto de inflegiio é um ponto onde k = O, mas k' # 0).

Exercicio 12.11 - Verifique que guando k(t) > O n(t)

dd a volta ao circulo na diregdo contra

o reldgio.

E;ercicio 12,12 - Seja C: (==,=) 4:R2 uma curva parame-

trizada pelo comprimento de arco e regu-—
lar., Se EBd>0 e v € S:L tal que v-C'(%) =0 quan
do |t|] > d, demonstre que 7T(C) = 0. Facga desenhos de
tais curvas. |
Agora vamos associar a uma curva outro numero
que nos dard também muitas informacgBGes sobre a geometria

global das curvas planas (e, mais tarde, das curvas em

P:). Definimos a curvatura absoluta total de uma curva

C: [a,bl] *ZR? como a integral do wvalor absoluto da curva

tura de C, ou seja,
b

(12.6) @(C) = == fa lx(t)|at .
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Quando C estd parametrizada pelo comprimento
de arco temos que %% = k(s), onde h(s) =C'(s) =

= (cos 8(s), sen 8(s)); veJa a segdo 8. Segue~se que
(12.7) b (s)| = [c"(s)] = |k(s)].

Logo, considerando h(s), a £ s < b, como uma curva di-

ferenciavel temos que

(12.8) 2rp(c) = L:(h) ,

onde Ls(h) denota o comprimento da curva h. {Observe
qile h deixard de ser regular nos pontos onde k for
igual a2 zero). Em outras palavras, o_comprimehto da indi-
catrix tangencial € igual a curvatura absoluta total multi

plicada por 2.

Demonstramos -que a curvatura total T(C) de uma
curva fechada C & sempre um inteiro. NZo podemos fazer
a mesma afirmacio sobre sua curvatura absoluta total g(C),
mas 0 seguinte teorema nos garante que ndo € muito peque-

na.

2

Teorema 12,3 - Seja C: [a,b]l »R® wuma curva regular fe-

chada. Temos que

(12.9) p(C) = 1

Demonstracao: Vamos assumir que C esta parametrizada pe
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lo comprimento de arco, pols o valor ®(C) ndo depende da
parametrizagao. A demonstrag&ﬁ do teorema seguira do se-
guinte fato sobre curvas fechadas: existem T, e ty, em
la,b]l tal que C'(to) = ~C’ (t{). De fato, temos entdo |
que h(to) e h(tl) s8o0 pontos diametricalmente opostos
no circulo SF. Logo Ltl(h) z 7, pois gualquer curva
que cubra um semicirculo tgm comprimento maior ou igual a

n. Da mesma maneira h|([ty,b]1 VY la,t 1) liga h(tl) e
t
h(t.); logo, L2 (h) + L °(n) = 1, o que implica que
o] tl a
Lg(h) = 2m; o teorema segue, ent@o, da formula (12.8).

Agora, vamog demonstrar o fato usado acima. Co-
mo ja vimos antes C'(t) = (cos 8(t), sen @8(t)), onde @
é uma func¢do diferenciavel. Seja dy = min{8(t): t€la,bl}
e 4, = max{8{t): t € [a,bl}; eles existem pois [a,bl

é um intervalo fechade. Se ndo existissem to e tl com

¢’ (ty) = ~€'(t,), terfamos que d,-dx < T}  Veremos que
isto nos levaria a uma contradigao. De fato, seja

- L L . ; ;
w = (cos 2(d3+d4), sen 2(d3+d4)), veja a figura 12.3.

Entdao temos que,

weC' (t) = w.(cos 8(t), sen 8(t)) =

cos 8(t) cos %(d3+dh) + sen 0(t) sen %(d3+d4)

cos(%(d3+d4) -8(t)) >0 ,
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pois

|3(az4a,) ~ 8(6)] < 1/, .

Logo, a fungao altura p(t) = w.C(t) ¢ sempre crescente,

I

pois  p’(t) = w.C'(t) > 0. Mas isto contradiz o fato de

WOC(b)- . COQ.D.

que w.C(a)

h((a.b])

Figura 12,3

Exercicio 12.13 — Diga aproximadamente quais sa¢ as curva-—

turas absoluta total das curvas da figu-

ra 12.2.

Exercfoio 12,14 - Se  C(t) = (t,t%), —= <t < =,

calcule ¢(C).

Exercicio 12,15 - Convenga-se que ©(C) ndo depende da

parametrizacao de C.

Exercicio 12,16

Dada qualquer fungdo diferencidvel
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f: [a,b] = S1 podemos escrevé-la como  f(t) =

= (cos 8(t), sen 8(t)) onde & ¢é uma fungao diferencia-
vel, De fato, seguindo o exemplo do que fizemos para a in
dicatrix tangencial, gse f = (fl’fz)’ entdo 6(t) =

=08, + I: (féfl - fifz)dt' serve., Podemos entao definir
se f(a) = f(b) o grau de f como fT(f) = é%(e(b)—e(a)),
que é um inteiro., Como um c¢asgo parficular podemosg definir

o nlmero de rotagio de uma curva fechada C: [a,bl + R?

ao redor de um ponto p ¢ C(la,bl) como o grau da seguin-

te fungao £,
C(t)-p

f(t) = —
jc(t)-pl

(a) Verifigue os detalhes do que afirmamos acima

(b) Considere a curva C da figura 12.4.

Diga quais sd@o os possiveis nimeros de rotagfo

dependendo do ponto p g C{la,bl) escolhido.

Figura 12.4., A figura 8.

Exercicio 12.17 - Calcule 1T(c) para a curva da figura
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12,4, Delimite no circulo unitirio ST a imagem da indi-

catrix tangencial, e da indicatrix normal,

Exercicio 12.18 - Sejam C e ¢ duas curvas regulares de-

finidas em [a,b]l +tal que C(b)=C(b),
¢'(p) = &(p), e C'(a) =8 (a). Suponha que sempre que
g(ty) = é(tz) = v temos que k(tl) > k(t,) > 0, onde g
e g s3do as indicatrizes normais., Veja a figura 12;5

(a) Mostre que g(la,bl) = é(ta,b]).

(b) Podemos concluir que o comprimento de C & menor

que o de {7

(¢) Podemos concluir que C(a) esfa "3 direita’ de

€(a), isto &, que (c(a) - €(a)).c'(a) > 07
aw?&w

c@

¢@)

Figura 12.5

(d) Podemos comcluir que (C(a)-C(a)).N(a) >.0?
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Exercicioc 12.19 - Olhando as curvas das figuras desta se-

¢3o e desenhando outras, veja se existe
alguma relacids entre as curvaturas totais e o nvmero de au-

to-intersegdes (pontos duplos).

13.  Convexibilidade global

Na segd80 9 vimos que certas condigﬁeé sobre a
curvatura de uma curva plana implicavam que ela estava lo-
calmente de um lade de sua linha tangente. Agora veremos
gue certas condigbes globais sobre curvas fechadas simples,
como a de que a curvatura nac mude de sinal ou de que a
curvatura absoluta total seja minima, nos permitem juntar
os resultados locais para chegar a conclusfo de que a cur-
va é globalmente convexa. Precisaremos introduzir alguns
conceitos novos. Também usaremos, sem demonstra-lo, o teo
rema de curvas de Jordan; egte resultadeo antigo e interes-
sante garante gque uma curﬁa simples fechada separa o plano

em duas partes.

Dados pontos p e ¢ em ZR2 considere o segmen—

to de linha reta Ppg.= {tg + (1-t)p: t € [0,11} que os 1i

ga; dizemos gue B SRZ & um conjunto convexo de RZ se

dados quaisquer pontogs p e g em B temos que Pg < B;

veja a figura 13.1
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/-P 9 —
- [, P9
P i
a) Convexo b) Nao’ convexo

Figura 13.1

Exercicio 13.1 - Demonstre que L = {tg + (1-t)p: t € R}

€ a linha reta que passa por p e g.

0 conjunto B(p,r) = {v ¢ R%: lp-v| < r} & cha
mado a bola aberta de centro p e raio r. Dizemos que

2 (de IRB) & aberto se para todo

um conjunte A de R
x €A existeunr r > 0 +tal que B(x,r) € A, Dizemos que
X & um ponto da fronteira de A se para todo r > 0O te-

mos que B(x,r) N A# ¢ e B(x,r) N CRZ—A) £ o

Exercicio 13.2 — Mostre que o conjunto (v € RZ: vew > 0}

€ aberto e convexo, e ache sua fronteira,

Exercicio 13.3 - Mostre que a bola B(x,r), r >0 ¢ aber

ta e convexa, e ache sua fronteira.
.

Dizemos que um conjunto aberto & conexo se da-
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dos pontos arbitrdrios p e q de A existem um nlmero

finito de vetores aj,...a tal que Dag, 8785, 000,

l'l’
&, 18y anq estejam todos contidos totalmente ém A.

VeJja a figura 13.2.

(a) Conexo (b) Nao conexo

Figura 13.2

A seguir daremos um teorema cldssico que é facil
de enunciar e de acreditar e diffcil de demonstrar. Ele
diz que uma curva fechada simples divide o planoc em duas

partes,

Teorema (da curva de Jordan) 13,1: Se C: [a,bl] +RE &

. .
uma curva continus fe-—

chada simples, entao ZR2—C([a,b]) = A, U A onde A

1 27 1 °
A2 sdo conjuntos abertos conexos disjuntos. Mais ainda,
-temos que a fronteira de Ay e também a de Aoy é exata-

mente C([{a,bl). Um dos dois conjuntos é limitado e o ou-
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tro & ilimitado.,

Dizemos que uma curva simples fechada é convexa
se 0 conjunto limitado que ela limita (dado pelo teorema
13.1) € um conjunto convexo, Nesta segdo assumiremos sem
pre que as curvas sao regulares e estdo parametrizadas pe-
lo comprimento de arco. Nosso objetivo & demonstrar os se

guintes teoremas:

Teorema 13,2.- Seja C uma curva regular simples fechada.

Esta curva é convexa se e somente se sua

curvatura nfio muda de sinal.

Teorema 13,3 - Seja C uma curva regular fechada. BSua

curvatura absoluta total satisfaz o©(C) =

b .
Y | k(t)|dt = 1 se e somente se ela & convexa.
2T a

Observagoes.

1) A curva da figura 12.2 (c) mostra que a condigdo

de ser simples & essencial no teorema 13.2.

2) Observe que o teorema 13.3 nao exige que a curva
seja simples para garantir que ela seja convexa.

Mas & claro que uma curva convexa e simples.

3) O teorema 12,3 que afirma que T(C) 2 1 para to

da curva fechada complementa o teorema 13.3. Em vista des
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te fato podemos dizer gque uma curva fechada é convexa se
e somente se ela tem curvatura absoluta total minima (en-

tre todas as curvas no plano).

Primeiro vamos demonstrar alguns lemas e proposi
¢3es que serdo Utels na demonstracio dos teoremas sobre
convexidade global. Todavia, eles podem ser interessantes

-em si.

Lema 13.4 - Seja C: [a,bl +R°2 uma curva regular com

c(a) = C(b) (mas nfo necessariamente fechada).

Temos gque

b
(13.1) [lx(e)] >
Demonstracgdo: Considere a fungao f(t)==d(C(a),C(t))2 =
= |C(t)—C(a)|2. Ela tem um méximo em ty;

como C ndo é constante, ty € (a,b). Temos que I (t{)=

zc'(tl)-(c(tl) - c(a)) = 0. Agora a fungdo h(t) =

= C'(tl).c(t) tem um miximo t, e um minimo t, (Veja
a figura 13.3),
Cltz) e
Ca)=C(b! o))
C(t)

Figura 13.3
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e C'(to)-C'(tl) =_C'(t2)-c'(t1) = 0. Na se¢@o anterior

, t ) by
vimos que | T|k(t)|dt & igual ao comprimento L, (h)
’ t . o

8]
da indicatrix tangencial h de €, entre to e tl. Mas

h(tl)-h(to) = 0, logo a curva h(lt_,t;1) tem que reco-

t..
brir um quarto de circulo; consequentements f l]k(t)ldt2

t ™
= w/,. Analogamente | 2 |k(t)|dt = m/,. ‘Finalmente,
2 . 2

1
' 4 r _ ’
observamos gue C(tz)-C (tl) > C(b).C (tl) = c(tl).c (t1),

pois pela proposicdo 5.1, (C(tl+e)—c(tl))-c'(tl) > 0,
para € > O pequeno. Isto implica que [° |k(t)|dt > O,
: %

pois, do contréario, ter{amos que C|[t,,b] seria uma 1li-
nha reta igual a linha tangente de C em c(t,), o que

implicaria gue (C(b)—C(tz))-C'(ti) = 0; mas isto contra-
diz a observacgdo feita acima. C.Q.D.

2

Dada uma curva C: [a,b] *R" fechada e simples,

temos, pelo teorema da curva de Jordan, que C separa ZR2
em dois abertos conexos L e I, onde L & limitado. Se
num ponto N(t) aponta na diregao do conjunto I entZo

por continuidade aponta sempre na dire¢ao de I. Com a

orientagao oposta apontaria sempre para L.

Proposicac 13.5 - Seja C: [a,b] +R% uma curva fechada

simples. Existe uma orientagio de €
tal que
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(13.2) [ k(t)at = 2«
J
onde J = {f € [a,bl: k(t) = O].

Demonstracao: Suponha gque C estd orientada de maneira

gue seu vetor normal N(t) aponta sempre na
direcao do conjunto aberto limitado L determinado por
¢ (de acordo com o teorema da curva de Jordan). Vamos
demonstrar que h(J) = 8!, onde h & a indicatrix tangen
cial de C. Com este fato teremos gue o comprimento de
h|J é maior ou igual a 2m; por outro lado, na sec&o an-

terior, vimos que o comprimento de hlJ & igual a
j lk(t)|dt = I k(t)dt, o que demonstra a proposi-
J J

cao.
Vamos ver entao que h(J) = st, Seja v um ve-
tor arbitrario do circulo unitdrio sk, Considere a funcdo

altura p(t) = w.C(t) onde w=4_, (v); esta fungdo tem
_ w/y

un minimo global t,. Como pttw) = w-C'(tw) = 0,

w =& N(t ). Mas, como t_ é um minimo global de p(t),
teﬁos que -w aponta para o conjunto ilimitado TI. Logo
w = N(t ). Afirmamos que t, € J. Do contradrio, teriamos
que k(tw) < 0; mas pelo raciocinio da demonstragédo da
propesicdo 9.1 ter{amos gque existiria & > O tal que

C(t).N(tw) < C(tw)-N(tw), se 0< [t—twL < &, contradi-
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zendo o fato de que <t é o minimo global de ©p(t). Logo

k(tw) 20 e tw € J. C.Q.D.

Obgervagdes:

1) A proposicdo 13.5 nos d4 o teorema 12.3 no caso

de curvas simples.,

K3 ~ 3 L 4 Iy
2) A exigéncia de que a curva seja simples & essencial

como podemos ver olhando a curva da figura 12.4.

Demonstracio do teorema 13.2: Pelo teorema da curva de

Jordan C delimita duas re-
gides abertas e conexas de IRZ, L e I, a primeira sendo
limitada. Orientamos C de tal maneira que o vetor nor-
mal N aponta sempre na direcio de L (por continidade,
se aponta num ponto aponta em todo ponto). Afirmamos que
com esta escolha k 2 0. De fato, seja w qualquer vetor
unitario e considere a fungdo altura p(t) = C(t).w. Ela
tem um minimo glébal to; onde w = N(t ). Se tivéssemos
k £ 0, entio pelos argumentos da proposigaoc 9.2, ter{amos
que existiria t; tal que p(tl) < p(to), pois k nao

poderia ser identicamente nula,

Sejam p e g dois pontos guaisquer de L. Que-~
remos demonstrar que o segmento pg estd contido em L.

L4 3
Como L e conexo existem pontos Vs Voseee,V, el L
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com a propriedade de que PV, vl Vor eeesVyd estao to—
dos contidos em L. Seja k o malor inteiro que satisfaz -
i) pv, ©L e ii) DV, 1 ¢ L (com a convengiio de que

v =q)., Se pq # L entio existe tal k; vamos mos-

n+l
trar que isto nos leva a uma contradigao.

Seja ty = sup{t € [0,11: p(tvy 4 +(1-t)v, ) < L.
Como L ¢é aberto t; > 0, mas como Praq FLs ty < 1.
Seja D(t) = t(tyvy,q + (l—tl)vk) + (I-t)p, 0=t =1,
o segmento correspondente ao sup tl. Ele tem que inter-
setar C pois, do contrdrio, t; ndo seria o sup ja
que nesse caso D(t) estaria totalmente contido em L
{(observe que D nao poderia conter pontos de I pois uma
curva contfnua ndo pode ligar dois subconjuntos disjuntos

sem passar por suas fronteiras). Seja

t, = inf{t € [0,11: D(t) € c(la,b1)}].

Temos que t, € (0,1) pois D(0)=p e D(1) = Va1 +
+ (l—tl)vk' estfo em L. Afirmamos que D ¢& tangente a
C no ponto D(tg); do contrdrio terfamos que D atraves-
saria a curva C (veja o exercicio 4.5), isto &, o segmen
to D intersetaria I; mas, como I & aberto, ter{famos

que segmentos perto de D +também intersetariam I, o que

implicaria que %, nao era o sup.

Seja C(s3) = D(tz) esse primeiro ponto de in-
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tersecao tangencial de C e D que existe pelo que acaba-
mos de ver. Como a curva C numa vizinhanga de S esta,
pela proposigio 9.2, do lado (fechado) da linha tangente
determinade por N(s3), temos que o segmento D((tz-é,tz))
da linha tangente a C, que sao intgrseta C, deve estar
contida em I (Veja a observagdo feita depois da proposi-
cio 9.2). Mas o segmento todo D([0,t,)) nio interseta
C, pois 1, é o primeiro ponto de intersegdio, logo ele
todo esta contido em I (um segmento niZo pode ir de

p =D(0) em L até um ponto de I sem passar pela fron-
teira C). Logo, chegamos a uma contradigdo (Veja a figu

ra 13.4)

Figura 13.4

Inversamente, de&emos demonstrar que gse C é
convexa entio sua curvatura naoc muda de sinal, Oriente C
de tal forma gue num ponto arbitrario N aponte para o con
junto limitado convexo L; entdo por continuidade N apon

tara sempre para L. Afirmamos que k(t) 2 0 para todo

t, Suponhamos o contrdrio, isto é, que existe to com
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k(to) < 0, Pela proposiciao 9,1, temos que N(to)-C(t) <
< N(t )-c(t) se 0< |t—t_| < 6. Se por simplicidade,
assumirmos que C(t.) = (t,,0), C'(to) = (1,0) e

que C(t) = (t,£(t)) & localmente o grifico de uma fungdo,
entdo f(t) >0 se 6 < Itutol <8y, e
{(x,y): 0< |t=t | <8 e y<£(x)} L. Veja a fig.

13'5.
\ 1 /
H
iN(t,,)
L
_—
Figura 13.5
1
f{t -55,)
~ 1 1
Entdo, temos que P = (t -58, °T2) e
1
£t +=5.)
4 = (to + %51,-—-1%5L2;-) estao em Lj e
1 1
£t —£8,) + £t +56.) . )
(Os 0214 OZI)EPQ_, mas hao estd em L,

1 1
f(t0~§51) + f(t0+§5l)
4

do, pois € & convexa. C.Q.D.

pois

< £f(0) = 0, Isto é um absur

b
Demonstracao do teorema 13.3: Se I lk(s)|ds = 2n  entdo,
, a
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pelo lema 13,4, a curva C & simples., Logo podemos apli-

car a proposicdo 13,5 para obter

b
2n = [ Ik(s)las = [ 1x(s)]as = J x(s) = 2m,

para a orientacgao adequada de C, o que implica que
k(s) = 0 para todo t € [a,b]. Segue-se entlo, pelo teo-

rema 13,2, que C ¢ convexa.

Inversamente, se C ¢ convexa, usando o teorema
13.2, podemos orientd-la de tal maneira que x(s) = O, Pa

ra todo s € [a,bl. Pelo teorema 12.2, Ibk(s)ds = 2mn ,
a

onde n € um inteiro. Queremos demonstrar que n &

igual a 1. Seja t, um ponto com k(to) >0, Se u=2

entao existe t{ tal que G(tl) = G(to) £ 21, © Seja

p=C(t)) + eN(t)) e q = Cty) + e:N(tl). Entao existi-

ria e>0 e p,g €L com pg¥L, contradizendo a vom}ex_j_.

dade (verifique os detalhes). C.Q.D.

Exercfcio 13.4 - Dizemos gue duas curvas se cortam trans-—

versalmente se toda vez que C(tl)zD(tg)
temos que C'(tl) # o+ D'(tz). Demonstre gque uma curva C
€ convexa se e somente se toda linha reta-que interseta C

transversalmente a interseta em exatamente dois pontos,

Exercicio 13.5 — Demonstre que uma curva fechada
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2 ¢ convexa se e somente se C(la,bl) esta

c: [a,b] »R
em cada ponto totalmente contido num dos dois semiplanos

fechados determinados pela linha tangente nesse ponto.

Exercicio 13.6 — Cada uma das curvas da figura 12.2 divi-

de o plano em diversos abertos conexos do
plano. Escolhendo pontos nessas diversas regides, calcule
(sem muitos detaihes) os nimeros de rotagles dessas curvas

com relagio a esses pontos (Veja o exercicio 12.16).

Exercicio 13,7 — Sejam L e I os dois abertos conexos do

_ plano determinados por uma curva simples
fechada C de acorde com o teorema de Jordan sobre curvas.
Demonstre que se p €L e q € I entdo o segmento
pg = {tq + (1-t)p: t € [0,11} interseta C (Sugestéo:‘
considere o infit € {0,13: tq + (1-t)p € I} e chegue a

uma contradigao).

Exercicio 13.8 — (teorema de Stoker).— Considere uma curva
C: R -’]R2 com cur-—
vatura sempre positiva, sem auto-intersecdes, tal que

lim |C(t)| = *». Demonste as seguintes afirmagdes:
Lok

(a) C tem comprimento infinito
(b) A curvatura total de C ¢é no mdximo igual a =

(¢) A menos de uma isometria do plano, C & o grafi-
co de uma funcdo f: (a,b) *R.
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(¢) C ¢é a fronteira de um conjunto convexo (Veja o

exercicio 12.9).

14, O teorema dos guatro vértices

Veremcs agora um teorema clgssico sobre a geome—
triz global de curvas no plano. Este teorema nos garante
gue qualquer curva fechada convexa tem pelo menos guatro
pontos onde a curvatura tem um ponto eritico, i.e., onde
X' = 0. Estes pontos s3c chamados vértices. Uma Justifi-
cativa para eslte nome encontra-se no estudo da evoluta da
curva, poils vimos na se¢ao 11 que a evoluta deixard de ser
regular sé nos pontos onde k' = 0., Logo os vértices cor-
respondem as singularidades da evoluta. Como é elipse tem
exatamente quatro vértices, a conclusdo do seguinte teore-

ma n3o pode ser melhorada,

Teorema 1l4.1 - Seja C uma curva fechada convexa. Entio
existem pelo menos quatro pontos onde

k' (+) = 0.

Demonstracao: Demonstraremos o teorema demonstrando algo

um pouco mais forte: que a curva tem quatro

r N . g N
pontos oande k muda de sinal (a ndo ser que k' seja ze-
ro uma infinidade de pontos, o que resolveria o *teorema tri

vialmente). Sejam T, e t, o maximo e minimo da fuhgdo
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k; eles existem pois C & fechada. Temos que k’(tl) =

= k'(tz) = 0, Afirmamos que k' muda de sinal em 1, e t,.
Suponhamos o contrario, por exemplo, que k' = 0 numa vi-
zinhanga de ty. Neste caso terfamos k(%) = k(tl) +

+fi k' (s)ds > k(tq), a nio ser que k' seja zero num in

1 _
tervalo; mas neste caso o teorema seria trivial. Os outros

casos sdo andlogos. Logo, temos dois pontos onde k' muda
de sinal, Como C & uma curva fechada, k(a) = k(b),
k' (a) = ¥ (b), k'(a) = k”(b),retc. e temos que k' muda
de sinal sempre um nimero par de vezes (se este nimero for
finito). Entao, para demonstrar o teorema basta demonstrar
que k' ndo pode mudar de sinal exatamente duas vezes.
Suponhamos que k' s muda de sinal em t; e t,
e que k'=0 num nimero finito de pontos. Escolha a ori-
gem de R% como sendo C(tl) e o eixo dos x's de tal

forma que C(tz) = (x(tz),o); estamos escrevendo C(t) =

(x(t),y(t)). Na segdo 8 vimos que botando 8(t) =

t .

B, + I k(s)ds, podemos escrever C'(t) =(x'(t),y (t))=
t
o

(cos 8(t), sen 8(%)); +temos também que k(s) = 8'(s),

k' (s) = 8°(s).

(0]

Agora vamos demonstrar gque o integral

b
I .y(s) 8"(s)ds €& zero, assumindo que C(a) = C(b) =
a
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= C(tl) = (0,0). Usando integracdc por partes temos que

b
f y(s) 87(s)ds

a

1l

b b
yo' | - [ y'(s)e' (s)as
a a

b
J v (s) ¥ (s)as,
a

~pois y(a) = y(b). Por outro lado y (s) = sen 8(s),

logo
b b
- I vy ' (s)8' (s)ds = - I (sen 8(=2))8' (s)ds =
a a
- {° L(cos 8(s))as = cos 8 | =0
=)_ s cos 8(s))ds = cos - ,

usando a regra da cadeia e o teorema fundamental de cdlcu-
lo, a curva C ¢& convexa; logo y(s) = 0O se a=tlssst2 s
e y(s) 20 se t, s <Db. Vejaa figura 14.1. Como k'

s6 muda de sinal em t] e t,, temos dois casos

Cs) Clty)

Figura 14,1
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Casc 1 - k'(s) 20 se s € Ty, t50, k'(s) = 0, se
s € [t,,bl,

Cagso 2 - k'(s) =0 se g € [tl,tzl, k'(s) = 0, se
s € [tz,bl.

Veremos que os dols cascs nos levam a um absurdo,. No ca-

so 1, temos que f v(s)8"(s)ds = 0O e
a=tl

b ' b _
v(s)8“(s)ds = 0; como v(s)8"(s)ds = 0 temos que
t2 a

esses dois integrais também sZo iguais a zero. Isso impli
ca que, para todo s, y(é)k’(s) = 0, Como estamos assu-
mindo que k' ¢ zero no mdximo num nimero finito de pon-
tos, terfamos que y ¢é identicamente zero o que é um ab-

surdo. O caso 2 é similar. C.Q.D.

15, Definic8c implicita de curvas planas

Como ja vimos anteriormente certas curvas satis—
fazem alguma equag¢ao de duas varidveis: por exemplo, os
pontos do circulo C{t) = (cos t, sen t) satisfazem a
equacao F(x,y) = x> + y2 - 1= 0. O problema que abor-
daremos agora & o inverso. Consideremos uma fungao dife-

rencifvel F: R° +R. Quando & que o conjunto

s
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(x,y) € R%: F(x,y) = 0} é a imagem de uma curva regular

20

C: [a,bl] »R“? Uma solucdo positiva para este problema

encontra-gse no seguinte teorema:

Teorema 15.1 - Seja F:V #R uma fungdo diferencidvel de-—
2

finida num aberto V de R e
(bF) ( ) #0 F(x.,v,) = 0. Entdo
X (x 7 ) ( ) ' o*Yo *

2V 0’.Y0
existe um aberto % €V de R° contendo (%,1¥,) e uma
curva regular C: (xo—ﬁ, x0+6) + R? tal que

1) F(c(t)) = 0 se t € (t,-8, t +b)

2) se Flx,y) =0 com (x,v) € u entdo existe

t € (ty=8, t,+8) tal que C(%) = (x,y) .

Além do mais, a curva & biunfvoca e seu vetor normal é

dF OF
(3 W)c(t)

] (bx’ 'b—' C_('t) |

Coroldrio 15,2: Se F~1(0) & compacte e conexo e para to

do (x,y) € F_l(O) temos que
OF 2 dF L2
(SE) + (gy) £ 0, entao existe uma curva fecha-
(x,vy) (x,v)
da simples C: [a,b] »R% tal que C([a,bl) = F 1(0).

Exercicio 15.1 - Usando o teorema 15.1, demonstre o coro-
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1drio 15.2.

A demonstragdo do teorema 15.1 usard o seguinte

teorema de cdlculo.

Teorema 15.3 (teorema da funcio implicita)- Se F: u »R

rd ~
e uma fungao

diferencidvel definida num aberto U de R> e

ou ( ) ¢ diferente de zero, entao

(£
o (%07, W (x4,7,)

existe & > 0 tal que

1) existe uma funcio diferenciavel g: (xo—é, x,+8) * R
tal que F(x, g(x)) = 0; e se F(x,y) =0 com
{(x,y) € (xo~6, x0+6)x(yo—5, y0+6) entao y=g(x)

ou entdo

2) existe uma fungdo diferencidvel g: (y -8,y +8) R
tal que F(g(y),y) = 0; e se F(x,y) =0 com
(x,v) € (xo—a, xo+5)x(yo-6, y0+§)‘ entao x=g(y).

Demonstracac do teorema 15.1: O teorema da fungao implici

ta nos garante a existéncia
de uma funcdo diferencidvel g; nossa curva sera C(t) =
= (4, g(£)), t & (x-8, x+8) (ou €(%) = (g(t),%)).

Logo, C & biunfvoca e regular. Por outro lado F(C{t))=0



-119-

. . d ' OF ’
implica que £ F(C(t)) = x (t)(-ﬁ)c(t; y (“‘(%)c(tfo'
como C'(t) = (x'(t), v'(t)), disto implica que

OF  UF

¢’ (t) = 0, Logo (==, —
. 4 bX’ by C(t)’

(2F 3, que € cha-
! dy’C(t)

mado de vetor gradiente de F, & perpendicular a C(t).

CIQ-D.
, x2 2 N
Exercicio 15.2 -~ Seja F(x,y) = S5 + XE - 1. Qual & a
a b

fungdo g do teorema 15.% ao redor do

ponto (x,,y,) = (1,0)?
A seguir demonstraremos o teorema da fung¢do im-
4 . s ~ »
plicita a partir do teorema da fungao inversa. Esta parte
« . . 7 o , . . + L
pode ser omitida Ja quenao e indispensavel para as proximas
segbes, mas gsera Util para quen quiser se familiarizar com

‘ .
estes teoremas cldssicos de cdlculo.

Teorema 15.4 (teorema da fungdo inversa) — Seja G: U 4IR2

uma aplicacao

diferencidvel definida num aberto W de R2. Se

3G

1 1
Dx 7@7
det # 0, para um ponto (xo,yo) € \u,
DG2 0G2
0x oy
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ent8o existe & > 0 tal que GI(xo-ﬁ,xo+6)x(yo—6,yo+6)

& biun{voca e tem uma aplicagdo inversa diferencidvel H

definida em G((xo—é,xo+6)x(y°~6,yo+5)).

Este teorema, gue ndo demonstraremos nestas no-

tas serd Gtil também no estudo das superficies em RO,

pemonstragéo do teorema 15.3: 'Vamos supor que":

( ) # 0 (0 caso em
7 (%5 ¥,)

[N

gue (bx ( #£0 gnélogb). Considere a aplicagéo’
X

:Yo)
G(x,y) = (x,F(x,y))., Temos que

FEY el
1 1 1 0
Bx Oy
= det =
2G, 3G, oF b
ox 0 )
v (xoyyo) ox oy (xo'yo)
= ( ) 40 .
(xory )

Logo, pelo teorema 15.4, existe uma aplicagio diferencid-

vel H = (Hl’HZ) com a propriedade de que
G(H(x,y)) = (x,5)
ou seja

(Hl(xs}’)s F(Hl(st)9 HZ(X’Y))) = (X,Y);
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e, entao,

(x, F(x, Hz(x,y))) = (x,y), para tode x € (x -5, x_+8).

Definimos agora uma fungdo g como g(t) = H,(%,,0),
x,~8 <t < x +8,  Ela é diferencidvel pois é composta de
duas aplicagdes diferencidveis. Temos que

(x, F(x,g(x))) = (x, F(x, Hy(x,0))) = (x,0), ou seja,
Fix,g(x)) = 0. Per outro lado, se F(xl,yl) =0 com

(x9,y7) € (x,-8, x +8)x(y -8, y +8), entdo temos que
H(xy, F(xq,y7)) = H(G(x3,v7)) = (x3,¥1) »

ou seja, H(x;,0) = (%5,¥7).  Temos também, por defini-

Il

¢do, que  H(x,0) (%, g(xl)). Isto implica que

vy, = g(xq), pois H é biunivoca.

Exercicio 15.3 — Ache a curvatura de uma curva dada pela

equacao F(x,y) = 0, onde F satisfaz

as condigdes do teorema 15.1.

Exercicio 15.4 — Ache as equagoes das linhas tangentes e

normal de uma curva dada implicitamente

por F(x,y) = 0.

Exercicio 15.5 ~ Considere a curva

c(t) = (cos 3t cos t, sen 3t sen t),

0 £+t = m Mostre que é uma curva fechada e que satisfaz
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a seguinte equagiao

2
3 2 142)

x - 3xy2 = (x"+y

Exercicio 15.6 - Considere a fungéo F: R® -{0,0} »R
2.2
)y -

dfinida com F(x,y) = (x2+y2+a

4

~ ha®x® - a”. Mostre que F-l(O) é uma curva regular.

Faga um desenho,

16. A envolvente de uma familia de curvas

Dois exemplos: 1) zona de barulho do Concorde -

2) zona de tiro de um canhio

Na sec¢do- 11 estudamos a evoluta de uma curva com
curvatura k#0., Esta nova curva goza da propriedade de
ser em cada ponto tangente a alguma linha normal da curva
original. Neste caso poderemos pensar que as linhas nor-
mais & curva original formam uma familié de curvas. Qutro
exemplo de uma famflia de curvas é a famf{lia de circulos
osculadores de uma curva C com k#0. A curva C também
goza da propriedade de ser tangente em cada ponto a algum
dos éirculos da famflia. WNesta segdo vamos estudar esta
situégéo: uma curva é tangente a uma familia de curvas, en

volvendo-a - no processo. Também darvemos duas aplicagdes in
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teressantes e bonitas deste fendmeno a problemas de fisi-
ca. Primeiro calcularemos a zona na terra ja atingida num
certo momento pelo barulho do avido supersdonico Concorde.
Depois acharemos a zona que pode ser atingida por um canhdo
gque pode variar sua direcio de tire mun plano perpendi-—

cular a terra.

A primeira tarefa a nos dedicar serd a de defi-
nir precisamente uma famflia de curvas. A cada curva da
fam{lia associamos um nimere o €R, Sseu parametro; para
parametros que estejam pertos vamos guerer que as respecti
vas curvas e suas derivadas estejam proximas. Vamos defi-
nir uma famflia de curvas de uma maneira impl{cita ugando
os argumentos da Ultima segBo. Seja F: V¥ *R uma fungao
diferencidvel real definida num aberto V de R-, tal que

2 2

para todo (x,y,a) €V, (%g) + (%%) # O,
(x,y,0) (x,y,0) |

A fungdo F_(x,y) = F(x,y,a), obtida fixando =, satis-

faz as condigﬁés do teorema 15.1; logo, obtemos uma curva

D, no plano cujos pontos p satisfazem F(p,a) = 0, As

curvas Dm obtidas desta maneira formam uma familia de

a ,
curvas. Dizemos que uma curva C e uma envolvente da fa-

nilia D, » se para cada t existe um parametro a(t) tal

que a curva C seja tangente a Dm(t) no ponto C(t), onde

a(t) & diferencidvel com ' (t) # 0, para todo t.
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Exemplo 16.,1: Seja F: R? R definida como F(x,y,a) =

= (x—cx)2 + y2 -~ R%, onde R & uma constan-

te. As curvas D da famflia gerada por F, sdo circu-

a?
los de raio R e centro (e,0) no plano, Estﬁ familia
tem duas envolventes, as retas y=R e Y= -R. A reta-

¢(t) = (t,R) §é tangente a curva Dtl no ponto C(tl) =
= (tl,R). Logo, neste caso, a(t) =t e &' (t) =1 #0.

Faca um desenho.

Como o' (t) # O, podemos reparametrizar C
usando o parametro a. Isto é, definimos a reparametriza-
zacho € pela equagdo G(a(t)) = C(t). Agora daremos con
digcoes para saber se um ponto estd na envolvente da fami-

lia,

Teorema 61.1 — Um ponto da envolvente 6(@) satisfaz as

equagoes
(16.1) F(C(a),a) = 0
(26.2) E(E(a),®) = 0
Inversamente, se uma curva (o) 'satisfaz as equagoes

(16.1) e (16.2) entio € & a envolvente da famflia F.

Demonstragio: Escrevendo C(a) = (x(a), y(a)} e usando a

regra da cadeia na composigao
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e =+ (x(e), v(a),a) * F(x(s), y(a),a),

temos que C(a) satizfaz (16.1) e (16.2) se e somente
se
(). (& () ) b 1) _
< 50,00 T T 0y, 0) %8 (a),a)
x (HE) + v (&) = (EE) () =0,
Lembremos que pelo teorema 15.1 (g ,gF) é um ve
X0V (B (a),a) =

tor perpendicular a curva D, no ponto G(a). Logo neste

ponto C e D, sdo tangentes. C.Q.D.

Exemplo 16.2: Considere a famflia de curvas geradas por

F(x,y,a) = ax—py-—%? , onde p ¢é uma cons-—

tante diferente de zero, As curvas Da sao linhas retas.

Para achar a envolvente de {Du} precisamos resclver as

equagoes (16.1) e (16.2), ou seja

2
o oF _
OX-py = 55 e Fg = xe=0

Isto é, substituihdo & vemos que g envolvente satisfaz a
~ 2 » I d
equagao y = %E. Logo a envolvente e uma parabola de ZR2.

Veja a figura 16.1. Observe que %g = -p # 0.
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Figura 16.1

Exercicio 16.1 - Ache as envolventes da famflia do exemplo

16.1 usando o teorema 16.1.

Exercicio 16.2 - Na introducgdio desta segBo dissemos que a

evoluta de uma curva era a envolvente da
familia de linhas normais desta curva. Ache a funcsoe F

que gera esta familia.

Exercicioc 16,2 - Ache explicitamente a fungdo F que defi-

ne a familia de circulos osculadores de

uma curva C com k#£0 e k'#0. (Veja a secdo 1l.)

vona de barulho do Concorde {um problema ecoldgico).

Un avido supersﬁnico viaja a uma velocidade cons

tante v maior do que a velodidade do som &, em linha re
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ta, a uma altitude constante h sobre a terra. O prcble-
ma & o seguinte: achar a regifio da terra que ja foi atin-
gido pelo barulho do Concord quando o aviao encontra-se so

bre um determinado ponto p da terra.

Para simplificar a solucgdo do problema pensare-~
mos gue a terra & o plano z=0 e, gque o ponto p é a ori
gem (0,0) deste planc, e que o Concorde viaja da direita
para a esquerda sobre o eixo dos x's. Neste instante o]
avifio estda no ponto (0,0,h) e a um tempe a antes acha-
va~se no ponto (v&,0,h) de R>  (a velocidade é medida
em km/horas e o tempo em horas ). O Qom propaga-se a uma
velocidade constante g, irradiando~-se em esferas concén-
tricas no ponto onde se origina o som, Logo, o barulho
que o Concorde faz quando estava no ponto (va,0,h) tem
sido ouvido até agora dentro da esfera de raio Wu e cen
tro (va,0,h), i.e., {w €R°: d(w,(v&,0,h)) = wa}. Se
&% = h, o som atingiu a terra e "cobriu" o interior de

um circulo D, de centro (v&,0) e raio J(ga)z—hz na

terra. VeJa a figura 16.2,.
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Figura 16.2

Estes circulos Dd satisfazem a seguinte equacgao
Qilt Rr? (z=0) \
2
(16.3) (x—va)z + y2 = (gu)z—h .

0 problema entdo reduz—se a achar a envolvente desta fami-
lia de ecirculos: os pontos de um lado da envolvente terao
sido atingidos pelo barulho, enguantec que os do outro lado

ainda nao.

Esta familia estd dada pela fungao
(16.4) F(x,y,a) = (x—vfa)z + y2 - (ua)2 + h2, oz0,

Pelo teorema 16,1, a envolvente satisfaz as seguintes equa

goes:
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(16.,5) (x—V—o;)2 + y2 = (g—a)z - n
(16.6) g—i = 2%V + 2v2c. - 2;420: =0
ou seja,
5 , .
(16.7) X -~ 2xve + veel - gzaz + y2 =~-h?
. ‘ Xv
(16.8) ) = =———— -
TE-2
Substituindo (16.8) em (16.7), obtemos:
(16.9) R s v G S
. 2 2 222 7 2.2 ¥ =
Vo (V<) (ve-u)
-ou seja,
2
(16.10) —-Ezii—i(v4—2p2v2+94-2v4+2p2v2+v4-p2v2) +
(vo-p%) 2 2
+ ¥y = -h
ou

2, 4 2.2
(16.11) E—%E§ZE§§51 + g2 = -h2
A

Em resumo, temos que a curva envolvente satisfaz a seguin-
te equacgao

(16.12) E:EE_EF ¥ -y? =12, x=zo0,
-

isto é, a envolvente é parte de uma hipdrbole. Logo, os

pontos da terra atingidos pelo som (barulho!) do Concorde
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sfo B = {{x,v) €RZ: x20 e —2 X2-Y2 = b}

Veja a figura 16.3.
y

(00)

envolvente

Figura 16.3. Zona de barulho

Exercicio 16.3 ~ Quanto demorara o ponto (0,2) a ser atin-

gido pelo barulho?

Zona de tiro de um canhao

A situagio & a seguinte: temos um sujeito com um
canhdo que pode apontd-lo em qualquer diregdo num plano
perpendicular a terra. Nés queremos nos deslocar num avi-
S0 (n3oc necessariamente o Concorde) de um ponto A de um
lado desse plano a outro ponto B do outro lado, Para fa

zer esse percurso com seguranga é indispensdvel conhecer
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a regifio desse plano que pode ser atingida pelo canhdo.

Nosso objetivo serd achar essa zona de tiro do canhdo.

Pensaremos que & terra é o plano z=0 no espago
de trés dimensSes R~ cujos pontos tem coordenadas
(x,7,2z), com o ¢éu apontando na diregdo dos z's positi-
vos. O canh8o acha-se no ponto (0,0,0) e seu dono pode

.apontéulo em qualquer dire¢ao contida ne plano y=0. Veja
a figura 16.4. Qualguer que seja a diregao épontada pelo
canhio o projetil sai com a mesma velocidade (magnitude).
Para cada diregao apontada o projetil descreve uma curva
no plano y=0. O problema entdo & descrever a regifo do
plano y=0 coberta por todas as possiveis trajetdrias ob-
tidas variando a diregao apontada pelo canhao. Em termos
geométricos, temos uma famflia de curvas (trajetdrias) e
gqueremos achar sua-envolvente; a regido estard delimitada

pela envolvente e pelo eixo dos x's.

Descreveremos agora explicitameﬁte a famflia de
trajetérias. O vetor v que dd a direcdio apontada pelo
canhdo pode ser escrito como v = (B,0,a), ou (B8,a)
se considerarmos o plano y=0 como nosso IR2 usual. Como
a ﬁoténcia do canhdo independe da direcio a horma de v &
constante, “2452 = |v|2 = 02; o > 0, pois o canhio apon

ta sé para cima. Este vetor v da a velocidade inicial
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da curva. Agora lembraremos um pouco de fisica. A velo-
cidade de um projetil que descreve uma curva C(t), onde
t é o tempo, é dada a cada instante pelo vetor tangente
¢’ (t). A aceleracio & dada por C“(t). Assumindo que a
‘resisténcia do ar & bala é um fator despresivel, pensare-
mos gue a Unica forga atuando sobre o projetil é a da gra-—
vidade, isto &, forga = massaxaceleragao = mg. A acelera-
¢ao da gravidade em pontos pertol da terra pode ser tomada
como uma constante g = 9.8 m/segz. A aceleracdo s tem
uma componente vertical gue aponta na diregao da terra,
Se D, denota a curva que descreve a trajetéfia quando o
canhao aponta na diregao v = (B,n), ent3o temos que

D' (t) = (0,~g), qualquer que seja a curva. Também para to
das elas D@(O) = (0,0). O que faz as trajetdrias diferen

tes é que D;(O) = (B,») depende de « (observe que 8=
ch—az). Integrando temos gue

' %
(16.13) D, (t) = D.(0) +f D, (s)ds
(s}
= D/(0) + (0,-gt) = (B,o-gt).
Logo;
' t
(16.14) Dy () = D (0) + f (B,0~gs)ds
o]

2 2
= (Bt, at - g%?) = (Je2-52 t, at - g%?).
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Vemos facilmente que os pontos da curva Dm satisfazem a

equagao

2 .2
(16.15) y = ey g 2
(16.16)' gx2 - 2e ch—az X + 2a2y =0

(Observe que botamos y em vez de z para usar a nofagéo

do teorema 16.1).

Nossa fam{lia de curvas esta entSo gerada pela

seguinte funcdo diferencidvel,

(16.17) F(x,y,a) = gx2—2m Jof—a? x + 2a2y .

Pelo teorema 16.1, os pontos da envolvente desta famflia

satisfazem a seguinte equacio
' 2

L&
(16.18) %% = —2/c%a? x + —— x + bay = 0 ,
2

c“-a
Neste exemplo as equagdes (16.1) e (16.2) do teorema fi-

cam ‘
(16.19) _ gx2 - 2a/c®—a% x + 2a2y =0
(16.20) ~2(c2- 2) x + 2a8x + 4@(02-'2)y = 0,

Esta iltima pode ser escrita como

(16.21) [az-(c2~32)1 x + 20 Jol- o2 y = 0.

»

Multiplicande (16.19) por 02—a? e (16.21) por -a,
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e somando-as, obtemos

(16.22) chZ—GZ xz—aczx =0

ou
(16.23) & = g/cha-az X
(o]

Botando este valor de o na equagfio (16.21), obtemos
2 2 2 2y

(16.24) [éz LE—:%—l xz-—(cz-az)] X+ 2g Lg—:%~lxy=0
c c

Cancelando (cz—u.‘?‘)x, obhtemos finalmente

2
2
(16.25) Y=§E—g/bczx ; -

donde concluimos que a envolvente é também uma pardbola.

Logo a zona de tiro do canhZo consiste dos pon-

tos do seguinte conjunto

2
z = {(x,y,2) ER3:y=O e 0=z = & — LZ 5 xz}.
C

om

Exercicio 16.4 -~ Qual é a altura maxima atingida peles bala

_ ~ '
do canhio quando DL(0) = (e//z of /597

Exercicio 16.5 - Qual é o ponto na terra atingido pelo mais

longe deste? Ele pode ser realmente atin

gido?
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CAPITULO II

Curvas no Espaco

Neste capitulo faremos um estudo da geometria
das curvas no espaco euclideano de tres dimensdes. Como
muito do que fizemos para curvas no plano vale, ¢com pe-—
quenas modificacoes para estas curvas, daremos mais enfase
as diferencas entre curvas no plano e curvas ho espaco.
A diferenca mais importante estd na definicdo da curvatura

e na introducdo da torgZo nas novas formulas de Frenet.

Escreveremos uma curva C: la,b] 4]R3 como

¢(t) = (xl(t), x2(t), x3(t)). Como ne caso de curvas no
plano C ¢& diferencidvel de classe Ck se e somente se
cada fungao coordenada X; o &, Ela é regular se seu ve-
tor tangente .C' (%) = (xi(t), xé(t), x%(t)) ¢ sempre di-
ferente de zero. Como no caso de curvas planas definimos
o comprimento de C c¢omo o integral JbIC'(tj|dt. Também
podemos reparametrizar C wusando o comgrimento de arcc

t I N rd ~
s{t) = J |[c* (u)|du de tal maneira que se ¢ ¢ a fungao
a .

inversa de s entdo C(t) = C(¢(t)). Em geral usaremos
muito do gue foi desenvolvido nas primeiras segoes do ca-

pitulo I.
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1, Tangentes, normais e curvatura

Nesta secao definiremos a curvatura de curvas eg
paciais. Como no casd de curvas no plano, temos o vetor
tangente C’' (%), que podemos pensar que tem sua origem no
ponto (0,0,0) ou no ponto C(t), segundo nossa convenién

cia. No tempo to temos a linha tangente

Ly = {C(to) + h C'(to): » €ER}; esta é a linha que apro-
. TE, , .

xima melhor a curva perto de to.

Ao contrario dag curvas no plano, ndo existe uma
maneira automdtica de escolher um vetor normal a uma curva
em R a partir do vetor tangente usando a orientagao usu
al (como fizemos na segdo I.7). O que acontece & que o
conjunto {v ERO: v.C'(tO) = C(to).C'(to)}, gue no caso

2

de R é uma linha,agora é um plano. Este conjunto & cha-

mado de plano normal da curva C no ponto C(to). Dentro

deste plano poderemos escolher, em certas circunstancias,

um referencial de vetores especiais.,

Suponhamos agora gque a curva C esta parametri-
zada pelo comprimento de arco. Se a segunda derivada
C”(to) é diferente de zero, podemos escolher um vetor noxr
mal especial pela seguinte férmula

K
c’ (%)

(1.1) N(t,) = —
e (£ )|

t,)

o}
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Este vetor é chamado normal principal. O plano passando

por C(to) e paralelo ao plano gerado por N(to) e .
i
c (to)
'
[c” (£,)]

de plano osculador de C en C(to). A curvatura da curva

T(t ) = {0 vetor tangente unitdrio)} & chamado

0

C & definida como h(%) = [Cc"(t)].
Observacoes:
1) k(t) =0

2) 0 valor absoluto da curvatura (no planc) de uma
curva no plano é igual a curvatura da curva consi

derada como uma curva no espago

3)  Se k(to) = 0, entio ndo podemos definir N(to).

Podemos definir o circulo osculador com o cir-
c"(t,)

culo contido no planc osculador com centro C(to) +
k(t,

e raio l/k(t )+ Ele aproxima a curva de ordem dois.
o

Exercicio 1,1 - Mostre que se C”(to) 0 e 0<r<

< l/k(to) , entao existe & >0 ﬁal que

c((t -8, t,+8)) - {C(£,)} < B, =
rc”(t,)

- > r}
k(to)

= (v eR>: alv, clty) +
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-

ixerc{cio 1,2 - Demonsire gue se C: [a,bl *]Rj e uma cur

va regular entao RO - ¢(fa,bl) € um sub-

conjunto aberto de RO cuja fronteira é C(la,bl).

Exercicio 1,3 — Considere a curva hélice definida como

¢(t) = (a cos t, a sen t, bt), onde a
e b 555 constantes positivas. Faca um desenho. Ache o
comprimento de C|[0, 2m]. Qual é a curvatura de C? Es-
ta curva estd contida em algum planc de R? Por que?

0 gue é que os vetores normais tém em comum?

2, Produto vetorial, ofientacﬁo

Quem estiver familiarizado com os fatos basicos
sobre o produto vetorial de dois vetores pode passar rapi-

damente para a proxima segdo.

Sejam e = (1,0,0), e, = (0,1,0) e e5=(0,0,1)

os trés vetores que definem o referencial usual de IRB.

Considere trés vetores linearmente independente Vi, V, €

3
v em R-. Podemos escrevé-los.como v, = L a.. e.,
3 17455743 %)
i =1,2,5. Dizemos que o trio (vl,v2,v3) induz a orien-—

~ - 0] z -
tacao positiva de R~ se det(aij) > 0, e negativa se

det(aij) < 0.
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Exercicio 2.1 - (i) O trio (61’82’63) induz a orienta-
| cao positiva; (ii) (vl,v3,v2) induz a
orientagdo contraria a induzida por (vl’VZ’VB)‘

Definimos o produte vetorial de dois vetores

u e w de R° da seguinte maneira, se u = (ul,uz,us)
e w = (Wl,W2,w3),
(2.1) UXw = (u2w3 - u3w2)e1 + (u3w:L - ule)e2 +

+ (ulw2 - uzwl)e3 .

"Ele possui as segulntes propfiedades:

(2.2) UXW = = wXu

' U, us
(2.3)  we(wew) = velwru) = we(vxw) = detf v, v, vy
(2.4) (u,v,uxv) induz .a orientagao positiva. -

se v(t) e w(t) sdo curvas diferenciais, temos

(2.5) (v xw(E)) = v () xw(E) + v(t)xw (%)

Exercicio 2.2 - Verifique (2.2), (2.3}, (2.4) e (2.5).

Exercicio 2.3 - Seja C: [a,bl +R® €R? uma curva regu-

lar parametrizada pelo comprimento de arco
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e k(%) a curvatura de C como curva no plano., Mostre

que

c' (£)xC"(t) = k(L) eqxe, .

Exercicio 2.4 - uxw = O se e somente se u e w sao li-
nearmente independentes.

. u e W

Exercicio 2.5 - Mostre que ]uXW|2‘= det .
Well WeW

Suponha gue, dados vetores linearmente indepen-
dentes v e w de R’ fazendo um angule @, o vetor uni-
tirio u & tal que o trio (u,v,w) induz a orientagdo po

sitiva de B> com uev = uew = 0; entdo
(2.6) viw = (|v|lw| sen @)u .

Observagdo: A maneira intuitiva de obter a diregdo de u
& usar a regra da mao direita: se os quatro
primeiros dedos da m&o ddo a volta no plano de Vv e w na

direcio de v a w, entdo o dedo polegar aponta na direcéo

A S

Figura 2.1

u (Veja a figura 2.1).
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Exercicio 2.6 - (i) se |u| = |v] =1 e uev =0, en-

tao |uxv| = 1, (ii) " (uxv).u

Il
o

{iii) ez = ejXey, e, = ez%ey .

Exercicio 2.7 - Se |C(t)| = A, onde A & constante, en-

tho k(t) = 1/,.

Z. 0O vetor binormal e a torcio

+ Para uma curva regular C: [a,b] + R com curva
tura sempre positiva, j4 obtemos os vetores T(t) e N(t).
Podemos entao definir um auto vetor normal a curva, B(t),

o vetor binormal, como

(3.1) B(t) = T(t)xN(+t)

Este € um vetor normal do plano osculador (veja o exerci-
cio 2,6}. Logo sua varia¢ao mede a variagdo do plano os—
culador. Como T(t).B(t) =0 e T (%).B(t) =

= k(%) N(t).B(t) = 0, ‘temos que

-0

(T(+).B(t))" = T (£)-B(t) +B' (£).T(t) =
B (£).T(t).

(3.2)

Como também B’ (t).-B(t) = 0, concluimos que B (t) sé
tem uma componente na direcao da normal principal N(t)

i.e.
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(3.3) B (£) = ~7(t) N(%) .

A fungdo fT(t)} assim definida é chamada de torgdpo da cur-
va C; o significado do sinal negativo sera esclarecido
mais tarde. A idéia geomdtrica de que f mede a variagao

do plano osculador sera usada na seguinte Proposicaoc.,

Proposicao 3.1 = Seja C uma curva regular parametrizada

pelo comprimentoe de arco com curvatura
k > 0, A torgdo T é identicamente nula (t=0) se e so-

mente se a curva esta contida num plano.

l

Demonstraciao: T=0 se e somente se B {t) 0 se e so0-

mente se B(t) = v, um vetor constante, se
e somente se v.C'(t) = B(t).T(t) = 0. Logo a proposicdo
segue do seguinte fato: tOdOS'OS vetores tangentes a uma
curva estzo contidos num plano se e somente se & curva es—
t4 contida num plano. Mostraremos agora esta ultima afir-

macio. Se v.C'(t) = 0 entdo temos que

C(tj.v

t t
(C(to) + jt ¢’ (W)au).v = C(to)-v+Jt (¢’ (u).vdu=
o o

C(to)ovn

Logo a curva C(t) esta contida no plano perpendicular a
v e passando por C{t ). A afirmagio inversa e trivial.

C.Q.D.
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Observagao: Considere a curva C: R + R definida como

-1/.2
C(t) = (t,e /¢ ,0) se t <0, cC(t)=

-1/ 2
= (t,0,0) se 0st=1, e C(t)=(t,0,e (1-t) ) se
t > 1, Mostre que C ¢ diferencidvel, e que se k > O
entdo T=0, Logo, definindo 1=0 quando k=0, obtemos

uma curva com fT=0 mas que n3o é plana.

Exercicio 3.1 - Demonstre que

b b
[ wlt)evat = (f wit)at).v
a a 3

Exercicio 3.2 - Ache a torgio da hélice

c(t) = (a cos t, a sen t, bt), a, b>0.

Exercicio 3.3 - Como muda a torcao quando mudamos a orien-

tagdo da curva?

P

Exercicio 3.4 Demonstre que C e uma curva plana se e

somente se v-C”(t) = 0, para todo t,

onde v ¢ algum vetor fixo.

Exercicio 3.5 - Seja F umaisometria de R>. Seja C

uma curva de ZR3 com k > 0., Demonstre
que C .e FoC tem a mesma torcao em pontos corresponden-—

tes,
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4, Férmulas de Frenet

Nesta segao vamog generalizar as férmulas de
Frenet obtidas na secio I.7. Aqui, além da curvatura, en
trara em jogo a torgao, Consideraremos uma curva parame-
trizada pelo comprimento de arco com curvatura positiva em

todo ponto.

Ao longo desta curva temos um referencial que € o
trio de vetores (T(t), N(t), B(%)) definido nas ultimas

segles, chamado referencial de Frenet. Vimos que T'(t) =

= c"(t) = k(t)N(t) e que B (t) = -7(t)N(t). Como

I}

IN(£) |2 = 1, N'(£)-N(t) = O.

Também temos que,

0 = (N(t).B(t))" = N (£).B(t) + B (£).N(t) =
= N (£).B(t) - 7(t) '
e
0 = (N(t).T(£)) = N'(£).T(t) + N(t).T'(t) =
= N (£).T(t) + k(t) .
Logo
N (t) = (N (£)«T(t))T(t) + (W (£).N(£))IN(t) +

(N’ (£).B(t))B(t) = -k{(t)T(t) + T(t)B(t)

Em resumo, chegamos as férmulas de Frenet
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(4.15 T (t) = 0 + k{£)N(t) + O
(4.2) N (£) = ~k(£)T(t) + O + T(t)B(t)
(4.3) B (t) = 0 +(-%(£)N(E)} + O

»

Observe que os nove coeficientes no lado direito das equa-

¢oes formam uma matriz 3x3 antisimétrica.

Exercicio 4.1 - Como seriam as férmulas de Frenet se a cur

va nao estivesse parametrizada pelo compri

mento de arco.

Ixercicio 4.2 - Demonstre dque se todas as linhas tangentes

de C passam por um ponto fixo de ZR3 en

tao C & uma linha reta.

Exercicio 4.3 - Ache a curvatura e a torcgdo da curva

14t 1-t°

c(t) = (v, HE, 0

Exercicio 4.4 — Ache a curvatura e a torgdc da curva

c(t)

]

(t-sen t, l-cos t, bu); b > O,

5. Formulds da curvatura e da torgao

Geralmente uma curva nfo & dada Jjé& parametrizada



pelo comprimento de arco;’ por esta razdo sera util desen-
volver algumas férmulas da curvatura e da torgao de uma
curva arbitrdria. Seja C(t) uma tal curva e C sua

reparametrizag¢ao pelo comprimento de arco. Temos que

clt) = B(s(t)) e C' (%) = G(s(£)) &8, onde
t o ¢’ (£)
s(t) = [ I’ (lau, Também temos que  T(t) = ———,
a ¢’ (8) ]
e que .
' 2
c*(t) = E"(s(£)) (D% + T (s(t)) j—tg =
' 2
= k() [c’ (£)[PN(t) + j—tg T(t)
Logo

¢’ (£)xc” (t)

2
(o' () [T(4))x(k(t) [¢’ (£)|°N(t) + g—tg T(t)) +

H

2
k(t) jC’ (£) [PT(t)xn(t) + 10”(t>l§—t§ T(t)xT(t)=

Il

k(t) |’ (£) 1PT(£)xN(E) = k() |c’ (+)|?B(t)
Segue-se gue |

¢’ (£)xc” (t)
BETCITICIE

Como k(t) & positiva, tomando normas,

(5.1) B(t)

le’ (£)xc” (t) |
e’ (£)]°

(5.2) k(t) =
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Por outro lado,

#H

c”(£).B(t)

2
(jTg T(t) + k(t)|c’ (£)|% N(t))’.B(t) =

I

2 2

d™s d™s ds
&8 7(t).B(%) + == 7 (£)«B(t) +
at’ At at

+

+ k(1)) ¢ () 17)N(5)-B(t)

+ k(e) ¢’ (8)]% §8 W (£)*B(%)

il

= k() lc’ (£) |7 (%)

Obsérve que acima identificamos T(t) com E(s(t)),
N(t)) com N(s(t)); por isso T (t) = ¥ (s(t))s' (t), etc.
Finalmente, usando (5.1) e (5.2) obtemos

&

CU(8).B(E)  CU(E). (0" ()xC” (£))

5.3 T(t) Ty |
(5.3) k(t) |’ (£) |7 k(£)?[c’ (6|7

c” (). (¢’ (£)xC" (%))
I’ (t)xc” (£)]?

Exemplo 5.1: Considere a curva C(t)=(3t-t°,3t%,5t+t7).

Saus derivadas sao

l

¢’ () = 3(1-t°, 2t, 1+t%)

c'(t) = 6(-t, i, t)

c”(t) = 6(~1, 0, 1)

H
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e ¢! (£)]| = /18 (1+t2). Temos também que

¢! (£)xC" () = 18(-1+t2,-2t, 1+t%)

e que

¢ (£)xe” (£)12 = 2(18)% (14t%)®
Logo,

c”(t)-(c' (£)xc" (%)) = 6.18.2, e

(t) (t) .
kit) = T(t) = ———sm .
3(1+1%)°

Exercicio 5.1 - Seja C: [a,bl +R? uma curva parametri-

zada pelo comprimento de arco, Considere
a curva D(t) = T(t), onde T(t) é o vetor tangente uni-
tirio de €., Demonstre que a curvatura de D é dada pela
férmula k = Jl+(T/k)2 , onde ke T =sfoa curvatura e

a torgac de C.

E;ercicio 5,2 - Calcule a curvatura e a torgio da curva

c(t) = (2t, t2, t2/35) .

. ﬁ .
Exercicio 5.3 - Seja C: [a,bl +R° uma curva com
lc(t)|=1 para todo t em< [a,bl, e com
k e T gempre diferentes de zero. Demonstre que

T/k = ( k’/»sz)' .

. Sugestdo: Seja D(s) = C(s) + l/k(S)N(S) - k'/Tﬁg B(s);
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D(s) ¢é o centro da esfera tangente a C em C(s) que
aproxima melhor a curva de ordem 3. A curva esta contida

!
numa esfera se e somente se D (s) = O para todo s.

Exercicio 5.4 — Demonstre gue as Unicas curvas plahas com

curvatura constante contidas numa esfera
de R’ sdo circulos {Lembre-se, uma esfera e um conjunto

to tipo {v cR: d(p,v) = rl).

. F S
Exercicio 5.5 - Faga o exercicio 3.5 wusando as formulas

desta segdo.

Exercicio 5.6 - Diga se a seguinte afirmagio é verdadeira

ou falsa, Justificando sua resposta: Se
C: [a,b] »R’? & uma curva regular com
c(t).(c’ (£)xc"(t)) =0 para todo t € [a,b], entdo C

é uma curva plana.

Egero{cio 5.7 — Seja C uma curva com a . propriedade de

que o vetor C(t) & sempre normal a curva.
Mostre que C(t) © v cr: |[v-p | = r}, para algum
p €R e algum »r er*

6. Hélices

Agora estudaremos um tipo especial de curvag de

®>. Uma curve é chamada uma hélice cilindrica se o vetor
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tangente T(t) faz um angulo constante @ ¢om um vetor
fixo unitdrio v, isto é, T{t).v = cos 8§, para todo t.

A seguinte proposigdo caracteriza este tipo de curvas.®

Proposicdo 6.1 — Uma curva regular C(t) com curvatura po

sitiva é uma hélice cilindrica se e somen

te se /% ¢ constante.

Demonstracao: Basta considerar curvas parametrizadas pelo

comprimento de arco pois o vetor T(t) mnao

depende da parametrizacao.
Suponha que C & uma hélice cilindrica com
T(s)+v = cos 8. Temos entdo que
0= (Tev) =T .v = k Nev

Como ¥#£0, N.v = O. Isto implica que v ¢é uma combina-
¢80 linear de T(s) e B(s). Usando o fato de v ser

unitdrio e a condigao sobre T(s), temos que

(6.1) v = cos 8 T(s) * sén 8 B(s)

Diferenciando (6.1) e usando as férmulas de Frenet, ob-

temos

(6.2) cas 8 N(s) 7 sen & 7(s)N(s)

e
il
q
It

0 gue implica que
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. T(s) _ , cos § _ ‘ ,
‘(6-3) s —i-s—eﬂ—ﬁ:cote,_

é uma constante que nao depende de s,
Inversamente, se T(s)/k(s)zc, uma constante,

~achamos um angulo @ tal que c¢ = cot 8§, Considerando a

funcao V(s) = cos 9 T(S)'+<sen § N(s), temos que

(6.4) Vi (s) = (k(s)coé 8 —-T(S)Sen.e)N(S)=O,

pelas férmulas de Frenet; mas, isto implica que V(s)=v,

um vetor constante, e temos que v.T(s) = cos §.  Logo

C & uma hélice cilindrica. C.Q.D.

3

Exercicio 6.1 - Seja € wuma curva de R” com ke T

gendo constantes e diferentes de zero.

Demonstre que os pontos de C, a menos de uma isometria de

2

Rj, satisfazem a equagao x2+y = d2, com d constante.

Uma tal curva é chamada uma hélice circular.

Exercicio 6.2 - Seja C uma curva parametrizada pelo com-

primento de arco, com curvatura e torgao
constantes diferentes de zero. Demonstre que todas as 1li-
nhas geradas pelos vetores normais principais cortam uma

linha fixa de IRB.

Exercicio 6,3 - Mostre que a curva formada pelos cenhtros

i de curvatura de uma hélice & também uma
helice.
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D~

Exercicio 6.4 — Mostre que a curva C(t) = (at,bt,tB)

uma hélice se e somente se 2be = 3a.

7. Significado geométrico da curvatura e da torgdo

Na secao 1.9 vimos gue a curvatura de uma curva
plana ser diferente de zero garante a convexidade local da
curva.' Nesta secao vamos obter resultados_de cardater lo-
cal sobre o significado da curvatura e da torgao serem di-
ferentes de zero. Para curvas no espago IR3 vimos que
tres plancs surgem naturalmente em cada ponto da curva, o
pleno osculador, o plano normal, e © plano retificante.

No comego veremos como-a curva atravessa estes planos; de-

pois estudaremos a projecdo da curva nestes planos.

Primeiro, usaremos o teorema de expansao de
Taylor para achar uma expressdo candnica da curva c(t),
que assumiremos que ¢ de classe de diferenciabilidade ,05.
Lembrames que dada uma fungdo real xi(t) de uma variavel
. real, suficientemente diferencidvel, podemos escreve-la,

usando o teorema de Tayleor, como

xi(t) = x, () + (t—to) x;_(to) +

(t-t_ )% . t=t )"
(7-1) + "__2—9'—" ?i(t0)+-..+ ( n!O) x§_n)(t) +
_ n+
+ (® to), g, {t)
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onde 1im gi(t) = x§n+l)(to), (em particular, g € lo-

i
Tty

calmente limitada)., Se escrevermos a curva C{t) como

_ c(t) = (xl(t), x,(t), x3(t)), entdao temos que sua k-ésima
acrivaaa & ¢ (s) = M (e, 2P (e, (e,

e, usando (7.1) tres vezes, obtemos

-t .
C(t) = (Cle,) + (£-t )  (£,) + —5>— C" (%)
(t-t)" () (t=t, )"t
+...+T Cc ('to) +mr—g('t)
oqde
tlj_g; g(t) = tlj-_ér:) (gl(t)! gz(t)s gj(t)) =
(712) =

(1im g (t), lim gy(t), Llim gg(%)) =
£t Tt £t

(X](_n+1)('to), xél’l—l—l)(to)’ xgl’l—i—l)(to)) - C(Il—!—l)(t )

o}

Agora vamos aplicar esta formula a uma curva
C(t),'parametrizada pelo comprimento de arco, com curvatu-
ra positiva e referencial de Frenet (T(t), N(t), B(t)).

) # -
Temos que C'(%,) = I(t)), C' (%) _ k(tO) N(t,), e

c”(t) = (¢ (1" = (&' (BIW(t) + k() (=k(£)T(t) + T(£)B(L)),
usando as fdérmulas de Frenet. Agora, usando a fdrmula

(7.2), para n=3, obtemos
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o (t0)?
c(t)-c(t,) =(1-k(t,) —) (t-ty) T(t) +

(7.3) + (t,) + E(6)) (b8 (5-t)2N(E,)

Cx(t )T (t-3,)"
+ _60)_(1;0)(1;_1;0)3 B(t,) + g(t) —'—205"—

onde g & uma fungdo continua com lim g(t) = Cm(to).
Tt
o]

Olhando esta expressac da curva Vemos que uma
aproximagdo de primeira ordem da curva, isto é, esguecendo
n .
os termos (t—to) de ordem n = 2, segue a linha tangen

te. A aproximacao de segunda ordem da curva,
~t )2

—_—0 N(to)

c(t) ® C(to) + (t—to) + T(to) + k(to) >

(que eéquece os termos (t—to)n coﬁ n > 2) estd contida
ne plano osculador, com a curvatura dizendo-nos guanto a

curva desvia-se da linha tangente. Finalmente a torcdo en
tra na aproximacao de terceira ordem, que nos diz que, es-

quecendo os termos de ordem maior do que_trés,
Lo k(g )T(t,)
(C(4)-C (%)) +B(t,) & —2—2— (1t )7 .

Dai concluimos que se a torgdo & positiva a curva corta o
plano osculador na diregao B(to). Veremos estes fatos

. ) L) .~
com maiores detalhes na proxima Proposigaoc.

Lembramos que o plano perpendicular a B(t ) é
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o plano osculador, gue 0 planc perpendicular a T(to) é o

plano normal .a curva em C(to). 0 plano perpendicular a

N(to) chama~se plano retificante. A seguinte proposicao

explica o comportamento da curva com relagao a, estes pla-

nos.

Proposicao 7.1 - Seja C wuma curva de ZR3 parametrizada
pelo comprimente de arco. :
(a) C‘Vcorta localmente o plano normal a C em
ol
(b) Se k(to) >0 éntao existe 6 >0 tal que o
conjunto C((t -8, t,+8)) - {C(t )} estd contido
num dos semiéspagos abertos em que 0 plano retificante em
C(io)"seﬁafa fR3Q
{c) Se k(toj e_'T(to) sao ambas positivas entao a
. gurva corta (iocalmente) o plano'osoulador em
C(to). (Isto é, C(t) estd no semiespago
v €R%: veB(t,) > C(t,)-B(t,)) se t, <t < ST

Demonstracao: (a) A fungao h(t) ==C(t)-T(tO) +tem

derivada h'(t.) = ¢’ (t,)-T(t,) = 1; logo
existe & > 0 tal que h(t) > h(to) se to‘it‘<to+ﬁ ,

h(t) < h(t)) se t,-0 <t <, como queriamos.

(b) Como o plano retificante & igual ao conjunto
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{v ERE:

(v-C(t,)) N(t,) = 0}, basta mostrar que a fungao
£(t) = (c() -c(t )Nt ) >0 se O< |t-t I< 8 , para
algum & > 0, Mas, pela férmula (7.3) '

k(o) + K¢ 0)( ~t,) (t-t, 2
2

6"
g(t)N(t,) ——r =

k(t,)
(t-t,)? [ 20_ + h('t)(t—to)]

Il

£(t)

+

K (t,) (vt
onde h(t) = ——?;—— + g(t)-N(tO) ———Z__ ¢ continuaj
2

como k(to) > 0 existe um % > 0  tal que

k(t
o]
5 + h(t)(t—to) >0 sge It—tol < 8,

Logo, como (t—t0)2 >0 se t#t), temos que f(t) » 0

se 0 < It—tol < &,

(¢) 0 plano osculador em clt,) ¢ o conjunto
(v €R%: (v=C(t,))B(t,) = 0}. Logo, basta de-
monstrar que a funcao £(t) = (C(t)—C(to))-B(to) & positi

. < < 7 - < <
va se to t to + & e negativa se to & t to.

Como na demonstracdo do item (b), usamos a formula (7.3)

e obtemos que

kit .
o - (t_to)3[ (£)7(t))  &(£)-B(x,) (t‘_to)]

5 + I
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Sabemos que ‘g ¢ continua; logo,

Y g(t).B(t,) (bot ) = 0
im - == .
t*tb 2k o

Mas k(to) T(tb) > 0; logo, existe & >  tal due

k(+t t t).B(t

Isto implica que f{t) muda de sinal exatamente como

3 .
(t-t )7 €.Q.D.

Obgervagdo: O item (¢) Justifica o sinal dado a torgdo

T na formula (4.3).

Exercicio 7.1 - Demonstre que o plano osculador é o Unico

plano contendo a linha tangente em c(t,)
que & cortado pela curva (localmente}; isto é, demonstre
que‘para gqualguer destes planos existé un 6 > 0 tal que
C((fo—ﬁ, t0+6))—{C(to)] esta totalmente de um lado do

plano. Faga um desenho desta situagao.

Agora vamos observar de outro ponto de vista as re
lagSes existentes entre a curva e esses planos. Usando ou
tra vez a‘férmula (7.3) vamos estudar as projegdes da cur-
' va nesses planos. Para simplificar a discussdo vamos assu
mir que C(t ) = (0,0,0), C'(t)) =1T(t,) = (1,0,0),

N(t,) = (0,1,0) e B(t,) = (0,0,1), e, ainda, que t_=0.
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Desta maneira podemos escrever &s coordenadas da £érmula

(7.3) como

2 4
(1- ¥ ¢+ g, (0)5g

(7.8)  xq(%) =
k. Kty .2 i
(7.5) . x,{t) = (5 + 5g7) 7+ g, (t) 57
. KT 3 £
(7.6) x5(t) = F 7+ g5(t) 57
ou, cOmo
(7.7) x, () = t + py(t)
(7.8) Cxy(8) = K 67+ py(e) ¥
(7.9) . O R ORY

onde Py, P, € Px sio fungoes continuas

A projegdaoc de C mno plano osculador é dado pela

curva (x,(t), x,(t)). Mas, temos que

% (xl(t))2 = % £+ kp4 (t) 2+ %t6
Logo, usando a equacic (7.8) obtemos
(7.20) Coxye) = By ()F () P,

rd ~
onde kl ¢ uma funcao continua. Concluimos que, exceto

por um termc gue tehde para zero rapidamente, de ordem 3,
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kl(t)tB, a proje¢do no plano osculador satisfaz a equa-
. cao '

=k .2
(7.11) X5 = 5 Xy

Veja a figura 7.1 (a)

A projecao de C no plano retificante é

(xl(t), x3(t)). ‘Pela formula (7.7), temos que
Bl (£))? = £ 5 4 p, (1) ¢°

onde p, e uma funcdo continua; wusando a férmula (7.9),

obtemos

(7.12) x5(t) = By (£))7 & ny()e?

onde hs é continua; Logo, exceto por um termo que tende
a zero de ordem 4, a proje¢ao no plano osculador satisfaz
a equagao

(7.13) xy = B

Veja a figura 7.1 (b).

Finalmente, a projecdo de C no plano normal é

' dada pela curva (x2(t), x3(t)). Mas, temos

6

3
(x,(£))7= K= 4% + p () +

2.2
(35(£))2= g 40 4 p (1) 7
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Logo,
_ 2
(7.14) (x5(8))2 = G, (£))7 + ny(t) ¢/

Isto é, exceto por um termo que tende a zero de ordem 7,

a projec¢do no planc normal satisfaz

2
(7.15) x5 = & xd

Veja a figura 7.1 {c). Neste ultimo caso temos uma sin-

gularidade essencial tipo cuspide.

X
2 xj x5
% ////,’ % Xy
2 : K 2.‘7‘2 3
- T X ==_"
%, =KX S 5" 9R 2
(a) (b) (c)

Plano Oscﬁlador Plano Retificante Plano Normal

Figura 7.1 As projegﬁeé

Exercicio 7.2 — Convenga-se que os fatores hz(t)t7,
hl(t)tB, etc., s@o na verdade negligiveis

nao afetando a geometria das projecdes.



-161-

Exercicio 7.3 - Que acontece quando mudamos um dos planos

um pouquinho? As proJe¢des mudam qualita-—

tivamente?

Exercicio 7.4 - Demonstre que C & uma curva plana se e

somente se todog os seus planos osculado-

res passam por um ponto fixo de R-.

Exercicio 7.5 — Demonstre que C & uma curva plana se e

somente se todos os planos osculadores sao

paralelos.
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CAPITULO III

Superficies

Neste capitulo daremos as nog¢Ses e técnicas bisi
cas a um estudo das superficies de RJ. Infelizmente nio
.'t'.eremos oportunidade de nos aprofundarmos muito; mas o que
é feito aqui dard ao leitor uma base s8lida para continuar
os estudos de geometria em um nivel mais avencado. Na 1l-
tima seg¢do sao enﬁnciados alguns teoremas com o objetivo
de dar uma vigdo mais ampla sobre os problemas importantes

de geometria diferencial.

1. Superficies regulares parametrizadas

Vamos comegar nosso estudo de superficies de Rj
usando uma definigic andloga a de curvas parametrizadas.
4 definig8o que daremos a seguir é essencialmente local,
mas servira ampiamente para desenvolver o estudo local das
superfl'cies. Noutra se¢do daremos uma definigfio global de

superficies de RO

Lembramos que uma fungao h: u cR® 4R defini-

2 k

da num aberto U de R & diferencidvel de classe C

»Jh

se todas as derivadas parciais T
dx " 2y

3=7 existen e S&80
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continuas para todo j < k. Também dizemos que uma aplica

cBo f: u 4RI, f(x,y) = (£1(x,7), £5,(x,7), f3(X,y)) é

diferenciavel de classe Ck se cada uma de suas fungoes

coordenadas, £y, f, e f3, & diferencidvel de classe CT.
Se fé u 4IR3 é pelo menos de classe C1 entao em cada

ponto (x,y) de U temos sua matriz Jacobiana

b#l bfl

Dx by

. of of

(l.l) J(f)( ) - —'g '—2

Xy ) ox dy .

' df df,
s |
%W J(x,y)

Definigao: Uma superficie regular parametrizada de classe

¥ (k2 1) ¢ uma aplicacdo diferencidvel de

classe C%, f: uc®R® +R5, definida num aberto U de

2

R tal que para todo ponto p em W, a matriz Jacobiana

J(f)p tem posto 2., ‘A imagem f(u) & chamada o trago

da superficie parametrizada.

Exemplo 1.1 - O grafico de uma fung8o. Se h: W cR? + R
é uma fungdo diferencidvel de classe cK
entfo f: W €R® +R° definida como £(x,y)=(x,y,h(x,¥))

L4 N ) s
é uma superficie regular parametrizada. De fato, as fun-
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y sdo também de classe

gOes fl(x,y) =x e fz(X,Y)

k

C" e o Jacobiano de £ em p a matriz

/29

1 0
(1.2) 0 1

Sh oh

ox oy

que sempre tem posto 2. O trago de f €& o grafico de h.

Exemplo 1.2 -~ O paraboloide é o grafico da fungdo h(x,y)=

= x2+y2. A superficie regular parametrizada

que ela gera f(x,y) = (x,¥7, x°+y°) estd definida em to
do o planoc. Fag¢ga um desenho,

Exemplo 1.3 - Cilindros. Seja C: {a,b) 4IR2 uma curva

regular do plano. Considere a
aplicagao f: (a,b)x R +R?  definida como £f(t,s) =
(c,(t), Cz(t), s) onde C(t) = (Cy(t), C,(t)). Temos que

f & diferencidvel e que seu Jacobianoc é dado por

c1(t) 0
(1.3) J(f) = Cé(t) 0
0o . 1,

que tem posto 2 pois Ci(t) ou Gé(t) ¢ diferente de zero. Ve
ja a figura 1l.1. Observe que uma superficie parametrizada
pode ter pontos de auto-intersegao, correspondéndo a pon—

tos diferentes de W,
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\___a// et
Figura 1l.1. Um Cilindro

Observagoes:

1) Como no caso de curvas definidas em f[a,bl, pode
mos definir uma superficie parametrizada f: T R

definida no fecho de 'u se existe g: V 4IR3 definida
num aberto V contendo W, que é diferencidvel e tem pos

to2 , tal que glu = f.

2) A condig8o de que o jacobiano de £ tenha posto

2 & andloga a de que uma curva seja regular,

¢’ (t) # 0, (ou seja, que o jacobiano de C: (a,b) »R®
tenha posto 1l). Esta propriedade do posto, como no caso

de curvas, serd fundamental no estudo das superficies.

%) Mais tarde definiremos glebalmente uma superficie
regular com um conjunto de IR3 que & localmente

o trago de uma superficie regular parametrizada.
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Exercicio 1.1 - Considere a aplicacBo f£: R® 4R 3,

f{x,y) = (x,v, ax + by + ¢) a,b,c €R,
a e b diferentes de zero. Mostre que f ¢é uma super-
ficie regular parametrizada e que seu trago é um plano

afim de IIRB.

Qxerci'cio 1.2 — Mostre que o traco do paraboloide & um con

Junto fechado de ]RB. que separa 0 espago

R’ em dois abertos conexos disjuntos (Veja a segdo I.13).

Exercicio 1.3 - Calcule o Jacobiano do'paraboloide no pon—

to P = (1’2)-

Definimés o plano tangente a uma superficie re-
gular parametrizada f: U *RB em p como ¢ plano passan;-
do por f£{(p) paralelo a J(f)P(PLZ) — a imagem do Jacobia-

no de f em p. NO6s o denotaremos por Tp.

Exemplo 1.4. Achemos o plano tangente T(l 3) da super-
r

ficie dg exemplo 1.2. © jacobiano

1 1) 1 0
I (p,5y =l 0 2 =10 1] . Comoo R* &
’ 2x 2y [(1.3) 2 6
4

gerado pelos vetores e, = (1,0) e e, = (0,1), ‘temos
2y .
=J =
que J(f)(l,B)CR } & gerado por v (f)(l,B)(el)

= (1,0,2) e w = J(f)(l’B)(ez) = (0,1,6)., Logo
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(1.4)
T(1,3)" f(l’3)+J(f)(1,3)GR2)=={f(1,3)+xv+yw: (x,y) €R°} =

2
{(1+x, 3+y, 10 + 2x + 6y): (x,y) €ER '} =

[t

(x,7,2) ER3: 2x + 6y - z = 10 }

il

Usando curvas podemos olhar o plano tangente em
p com outro ponto de vista. Fixemos um ponto p::(pl,pz)
em u; consideremos agora.uma curva C:(-e,e) »+ U < R2
tal que C(0) = p. Temos que D = foC: (-¢,¢) SR é uma
curva diferenciévél cuja imagem eatd contida no trago da

superfioie parametrizada. Usando a regra da cadeia para

composigdes de fungles diferencidveis temos que

of of
D' (t) = J(f)D(t)(C'(t)) =i of, ¥, |
<% By

co(t)
of 2

w

o]
escrevendo C(t) = (Cl(t), Cz(t)). Logo D' (t) estd na
imagem de J(f). Por outro lado a imagem de J(f)p estd

gerada pelos vetores

g, df, Of of
(1.6) £, = 3(0)(e)) = (5 T T T
' 2f, df, °f

_ _ 0 P of
(1.7) £, = 3(£)(ey) = (55 Ty 2) = 5
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Qualquer vetor v em J(f)pGRZ) pode ser eXpresso cComo
v=rf +s fy, r,s € R. Agora observamos que v=D'(0)

onde D = foC, com C{(t) = (p1+tr, p2+ts). De fato,

of

1
X Oy ¢! (0)
' ' bf2 bf2 . 1
R B (AN GO B e -
'
0
>f df, €2(0)
TS? By
of i of of bf of
1 1 2 2 2
= (CS_(O) % + Cé(O) —W, C;L(O) x + -W’ C'(O) Tx +
, of
+ 02(0)- x) = cl(o)fX + C2(O)fy = rf  + sfy = vy.

Concluindo,lpodemos dizer gque o planc tangente Tp consis
te dos vetores tangentes a curvas do tipoc D = fC, ou

seja, as curvas passando por f(p) contidas no tracgo de

f. Veja a figura l.2.

Figura 1.2
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Fxercicio 1.4 - Mostre usando a definigdo de derivada par-

cial que (fx)p =D'(0) onde D= foC e

C(%) = (py+t,py).

Exercfcio 1.5 — Considere a superficie f(x,y) =

2 2
(%,y7,x"=y"). Ache T(10,15)'

Exemplo 1.5. A esfera @ = {v €R’: |v] =11 de raio L.

Este conjunto de R> n3o pode ser o grafico
de uma funcio, mas um subconjunto pode, De fato, a aplica
¢go £ {(x,¥y) ?ZR?: *4y° < 1} + R definida como
flx,y) = (x,y; Jl—xz-y2 } tem como trago o subconjunto

{(x,v,2) € SZ; z > 0}. Faga um desenho.

Exercfcio 1.6 — Mostre que a aplicagBo f do exemplo 1.5

é uma superffcie regular parametrizada.

Ache o plano tangente T(1/4 1/4)°
. ¥

Exercicic 1.7 — Mostre que o conjunto {(x,y,z)} € s2: x>0}

& o trago de uma superficie regular parame

trizada.

Observagao. Como no caso de curvas, muitas vezes pensare-
mos no plano tangente Tp como sendo
J(f)pCRZ), ou seja passando pela origem e nao por f(p).

A escolha dependeré das circunstancias,
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Exemplo 1.6 ~ Superiicies regradas. Estas sdo superffcies

caracterizadas pela propriedade de que por
cada um de seus pontos passa um pedago de linha reta. Con
sidere a seguinte aplicagao f: (a,b)x{c,d) 4ZR3, defini

da como

(1.9) f(t,r) = C(t) + r D(¥)

onde C e D s&o curvas diferenciaveis de (a,b) em RO
Claro que em geral esta aplicagdc f nfo serd regular; em
cada caso particular devemos verificar a regularidade da

superficie parametrizada. Um exemplo de superficie regra-

da & o cilindro do exemplo 1.3 onde D(t) = (0,0,1). Ou-

[l

tro exemplo é o cone, com C(t) =p e D(t) =

=p + (cos t, sen t, 1).

Exemplo 1,7 - O helicoide, uma superficie regrada., Consi-
dere a hélice C(t) = (a cos t, a sen t, bt)

estudada na secdo II.6, e sua normal D(t) = N(t) =

= (~cos t, —sen t, 0); o helicoide é a superficie definida

pela férmulae (1.9), para todo t e r. Veja a figura 1.3.

Temos que

£y ((r-a)sen t, (a-r) cos %, b) .

£

, = (sen %, —cos t, 0)

,

Um dos determinantes das submatrizes 2x2 de J(f) &
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b sen t, e outro -b cos t; como os dois néo sao simulta-

neamente zero temos que f ¢& regular.

Z
NE®)

X

Figura 1.3. Um pedago de helicoide

Exercicio 1.8 — Qual & o dominio de definic@io do cone como

superf{cie regular?

Fxercicio, 1.9 - Dada uma curva regular em B> c(t),
a <t<Dhb, ocomcurvatura k(t) sempre po

sitiva, podemos definir sua superficie tangencial como

£: (a,b)x(0,=) +R>

(1.10) - £(t,r) = C(t) + rc’ (t) -

_Mdstre que f é regular. Faga um desenho. Ache a equa-

¢lo do plano tangente no ponto (t,r).
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Exercicio 1.10 - Mostre que a aplicacao £{t,r)=(%,r, tr),

L4 . ~ L d
o grafico da fungao =z=y, e uma super-—

f{cie regrada (& chamada o parabeloide hiperbdlico).

2. Reparametrizacfo de superficies

Como no caso de curvas podemos reparametrizar

2
uma superficie regular parametrizada f: U <CR 4:R3. Di-

zemos que h: V + U, onde U e V sao abertos de IR2, é
um difeomorfismo se h & diferencidvel biunivoca e sobree

. ~ L -1 . .
sua aplicagdo inversa . h ~: W =+ V & também diferencid—

vel. Dado um tal difeomorphismo h dizemos gue a composi

cdo f = foh: V AR & uma reparametrizacac de f. O di

feomorfismo h & chamado uma mudanca de parametros.
Primeiro observamos gque h_loh(p) = p = id(p),

onde id & a fungio identidade. Pela regra da cadeia te-

mos que
) -1
. «J(h = i e
(2.1} J(h )h(p) ( )p J(ld)p L,
onde I & a matriz identidade de B2, Como I ‘tem pos-—

to 2, as matrizes jacobianas J(h™Y) e J(h) tém ambas

posto 2. Logo
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(2.2) : ofy  ¥fy
bx o7
Shy My
N bf2 bf2 du oy
J(f)p=J(f)h(p)'J(h)p'= Tx %y
bhz bh2
i Tu v
X Y

tem posto 2, pois & a composigao de matrizes com posto 2,
onde h{u,v) = (hl(u,v), h2(u,v)). Concluimos, entdo, que
% & também uma superficie regular parametrizada. Obvia-

mente, os tragos de f e f coincidem,

Acontece gue para resolver alguns problemas lo-
. ~ 4 a
cais nao precisamos reparametrizar toda a superficie, bas-

ta olhar perto de um ponto. Uma vizinhanca aberta de um

ponto & um aberto que contém o ponto. Seja f: U c B2+ RI
uma superficie regular parametrizada e p um ponto em VU,

Dizemos que F: Vv 4]R3 & uma reparametrizacaoc ao redor

de p se existe um difeomorfismo h: V 2 v de um aberto
V sobre uma vizinhanca aberta W < u de p de tal ma-

neira due f = foh.
Exemplo 2.1 ~ Duas parametrizagﬁes do cilindro, Primeiro
consideramos a aplicagao f:iRz-{(O O)}-"Ill:l'75
V1
definida como f(v) = l ] [v]) = ‘ K | l, |v]), para

todo v = (vl’VZ) em RZ - {(0,0)}. Verifica-se que f
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é uma superficie regular parametrizada cujo trago é o ci-
lindro C = {(x,v,z) ¢ R: x2+y2 = 1, z>0}., Consideremos
também a superficie regular parametrizada

g (—n,Bﬁ)x(O;M) +R® definida como glt,s) =

= (cos t, sen t, s) cujo traco é também o cilindro C.
Acontece que, embora f e g tenham o mesmo trago, uma su-
perf{cie nio é uma reparametrizag&o da outra, pois, por ra
z0es topoldgicas, ndo existe um difeomorfismo entre os a-
abertos RZ - ((0,0)} e (-m,%m)x(0,=). Mas, localmente
uma & reparametrizacao da outra. Por exemplo, fixemos o
ponto p = (4,0) em R® - {(0,0)}. Mostraremos que exis
te um aberto V < (-m,3w)x{(0,*) +tal que g|Vv & uma- re-

parametrizagdo de f ao redor de p. De fato, botemos

V = (-n/2, n/2)x(0,=) e W = {(x,y) e R%: x>0}, Temos
que v & uma vizinhanga aberta de p. A aplicacgdo

n: V » w definida como h(t,s) = (s cos t, s sen t) &
um difeomorfismo de V sobre W, & aplicagéo'inversa de

“Lx,y) =

-1

n & a aplicagio h™' definida como h
= (arcotangente ¥y/x, Jx2+y2); observe que h € a apli
caglo que dad as coordenadas polares de um ponto (x,y) do
plano, Finalmente, vemos que para todo (t,s) em V,
f(h(t,s)) = £f(s cos t, s sen t) = (cos t, sen t, s)=g(t,s)

¢
como queriamos mostrar.,
L4
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Exercicio 2.1 - Mostre que a aplicagdo f do exemplo 2.1

& uma superficie regular parametrizada.

Exerc{cio 2,2 - Mostre que a aplicagdoc h do exemplo 2.1

& um difeomorfismo,

Exercicio 2.3 - Seja p = (~5,0) em RZ _ {(0,0)}., Mos-

tre que existe um aberto V de
(-m,3m)x(0,=) tal que gV & uma reparametrizagio de £

ao redor de P (Veja o exemplo 2.1).

Exemplo 2.2.~‘Projeg§o estereografica. Considere a esfera
S%O,O,l) = v €R7: |v—(Q,O,1)| =1} com

centro no ponto gq = (0,0,1). Definimos uma aplicagao

m 82 - {(0,0,2)} *IRZ, chamada projegéo estereografica,

da seguinte maneira, u(x,y,z) = Oé?%, éé%). Esta aplica-

¢Bo tem a seguinte interpretagdo geométrica: Seja L a

linha reta que passa\pelo polo norte da esfera, o ponto

(0,0,2), e pelo ponto (x,y,z) na esfera. Entdo

(m, (x,v,2),0) & o ponto de intersegdo de L com o plano

R°x0. A aplicacBo inversa de w, g(x,y) =

_ ( hx by 2(x2+y2)
- el

2 2

> > ), & uma superficie regular
XT+yTHh XTHyTHL x +yTHb

parametrizada cujo trago é S%O 0,1) ~ (0,0,2). Veja a
. ’ )
figura 2.1.
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(0.0,2)

Figura 2.1. Projeclo estereografica

Exercicio 2.4 — Verifique no exemplo 2.2 gue

(1) Tof(x,y) = (x,v)

(ii) f & diferencidvel e tem posto 2,

Exercfcic 2.5 - Considere a aplicagdo f do exemplo 1.5

restrita ao aberto u = {v € R%: 0<|v|<1}.
Mostre que existe um abertc V do plano LRZ ~tal que a
aplicacao g do exemplo 2.2 restrita a V seja uma re-
parametrizacdo de flu; i,e., ache o tal V e o difeo-

morfismo apropriado que faz a mudanca de parametros.

A seguir mostraremos gus o plano tangente ndo mu
da quando reparametrizamos a superficie. Isto &, se
f:u —»]R3 & uma superficie regular parametrizada e

f = fon: Vv R ¢ uma reparametrizacio de f, entgo
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(2.3) Ep = Ty

onde T e T denotam os planosg tangentes de Te £, respec
tivamente. Ja& vimos na secao anterior que Tp ¢ o plano
-passando por I(p) = f(h(p)) paralelo a ,J(f)pGRZ) e que

Ty (p) & o plano passando por f(h(p)) paralelo a

J(f) GRz); logo, basta mostrar que
hp). : .

~, 2y _ 2
Também temos pela regra da cadeia que

2y _ . 2y,
(;.5) J(E),®) = T(E) gy T () RBT)5
mas pela férmula (2.1) +temos que J{h) tem sempre posto

2, logo J(h)pGRZ) =IR2, o que nos da a férmula (2.4).

Os cdleulos do ultimo pardgrafo ficaram um pouco
abstratos. Agora vamos fazer umas contas mais espec{ficas
_sobre a relacdo entre as duas bases do plano tangente., Na
primeira sec@o vimos que uma base do plano tangente Eb(p)
é formada pelos vetores (thn(p) e (fy)h(p)' Pela mes-—

ma razao (§k)p e (%y)p geram Tp' Temos que

(2.6) £ = T(E),(eq) = Iy I(n),(eq) =
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bh of dh bf

[ %1 1 1 1 1, 2 1
Ox by o ou 0¥ o1 Oy
_ bfz bf2 bhl _ bhl bf2 bh2 bf2 _
- 0x Oy ou [+]5] 0% * a oy -
o] o] [¢]
£ f§ bhl f5 s Dh2 bf3,
X Uy du Ox oy by
dh. oh
_ 1 2
De maneira analoga obtemos que
: dh dh
w9 2
(2.7) fy = v fx + v fy
Asgim vemos que %x e %y sao combinagoes lineares de fx
e fy. Como J(h) & uma matriz invertivel temos que %x

e %Y sao linearmente independentes, e obtemos outra vez

a férmula (2.3).
Seja v um vetor no plano tangente Tp = Ty (p)*

Se v=rf +sf_ =7rf_ + sf , que relacdo hi entre as
X Y X Y
coordenadas (r,s) com relagao a uma base e as coordenas

Lod ~ e - » L L4
(r,s) com relagao a outra? Ora, € sO usar as formulas

(2-6) e (2-7)!

. R . dh,
(2.8) v = rfx + 8 y = r 55 fx + T 5 fy
dh dh

Logo,
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o . bhl . bhl
(2.9) r=r —'CH + 8 v
. Dhg - bh2
(2.10) 8 =T 55 + 5 v
ou, em forma matricial
' . bh dh
1 1 ~
(2.11)‘ r TR —0? r
bh2 bh2 .
|8 du ov s

Isto é, a matriz jacobiana do difeomorfismo de mudanga de

parametros & a matriz da mudanga de base.

2 g3

Exercicio 2.6 - Considere a superficie f: R ,

f(x,y) = (y cos x, y sen x, x). Mostre
que .a fungdo £ 4o exemplo 1.7, a helicoide, € uma repa-
rametrizagdo de T.

Come no caso de curvas no plano, as superf{cies
nao s&0 geralmenfe gréficos de curvas. A seguir mostrare-
mos que a superf{cie restrita a uma vizinhanca de qualquer

de seus pontos & o grafico de uma fungdo diferencidvel.

Proposicaoc 2,1 - Seja f: W >R uma superficie regular

parametrizada e p um ponto de U. En-
tdo, existe uma reparametrizagdo g: V +R> a0 redor de

P tal que, a menos de uma isometrla de ZRE,
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(2.12) g(x,y) = (x,y, h(x,y))

onde h e uma funcdo diferencidvel definida em V.

Demonstracao: Usando isometrias de IRZ eIR3, podemos assu

mir que p = (0,0), f(p) = (0,0,0), e que o
vetor normal a superficie em p & Hb = (0,0,1). Conside
re agora a aplicacao 4: u »R2 definida como A(x,y) =

= (fl(x9Y)9 fz(XQY))- Temos que {’(O,O) = (0,0), e que

bfl bfl
ox Ty

’ bfz -Zf_z
X% {o,0)

Afirmamos que J(&)(O 0) tem posto 2., De fato, como o
]

*

vetor normal em (0,0) & m(o 0) = (0,0,1), +temos que
H
of [«5
Mo, 0) Ex = -2 =0 e que Mo0,0)" 5y = TYE = 0; logo

o posto de J(L)(O,O) & igual ao posto de J(f)(o’o)

que é 2. Agora podemos aplicar a t o teorema da funcio
inversa (introduzido na se¢do I.15) que afirma que existem
vizinhangas W de (0,0) e V de 4(0,0) = (0,0) e um
difeomorfismo k: V + W inverso a 4, i,.,e., tal que

ok(x,y) = (x,y) para todo (x,y) em V.

Finalmente definimos h como f3°k: vV »R, e



-182~

g: v 4IR3 como - g = fok, que é uma reparametrizagﬁo vél;
da. Estas aplicagdes g e h gozam das propriedades re-

queridas, pois

glx,y) = (£;(x(x,v)), fz(k(X,Y), f3(k(x,y)) =
= (X,y,h(x,y)),
34 que k & a funcdo inversa de ¢ = (fl’fz)‘ C.Q.D.

. . -
%, O vetor normal; a primeira forma fundamental; area

Nesta segfo introduziremos o concelto geométrico N
de &rea de uma superficie, que é andlogo ao de comprimento
de uma curva. Mostraremos gue a drea nao depende da para-
metrizagao.

2, 3

Seja f:USR“2 R uma superficie regular parame-

trizada. Vimos que em cada pontc os wvetores fx e fy ge-
ram o plano tangente a M em cada ponto p. O produto ve

torial destes dois vetores & (veja a segdo II.2)

of, of pf, of of, of pf, °of
- (2 - 2 173 -1 _~3
fxxy_ ( = Téy Tix "b_—y)el+ (by 3 3 by)ez+
(3.1) of; ?f, ofy of,
+ (=5 )

X 0y T oy 0x’73

onde €, = (1,0,0), e, = (0,1,0), e .e3 = (0,0,). As co-
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ordenadas do vetor fxxfy sao, a menos de sinal, os deter
minantes das submatrizes 2x2 da matriz Jjacobiana de f.
Logo, como esta matriz tem posto 2, vemos que o vetor
fxxfy # 0. Podemos entao definir uma aplicacgio diferencig

2 2

‘vel Mh: U SR -082 C]R3 do aberto u a esfera 3= =

= {v €R7: [v] = 11 como
(£ x(£y)
(3.2) : m =k~ D
Poley) x(g) |
P p

Sabemos que W_ & um vetor ortogonal & fx e a

P
£, Logo, m, é ortogonal ao plano tangente Tpe Por
isso M é chamado o vetor normal a superficie no ponto

e
P. A aplicagdo W™ €& chamada a aplicagcao normal de Gauss.

0 estudo desta aplicaci@o dara muitas informacdes sobre a
geometria das superffcies, mas deixaremos este trabalho pa
ra outras segoles.

Agora vamos calcular o comprimento de uma curva

na superficie. Seja C: [a,bl » u cr?

uma curva diferen
cial e D = foC a curva correspondente no traco de f.
Queremos calcular o comprimento de D, Se escrevermos
c(t) = (x(t), y(t)), temos, usando a férmula (1.8), que
(3.3) D' (%) = x" (8)(£) T+ vy (e)(£) .
*e(t) Y c(t)

Logo, o comprimento de um segmento de D é igual a
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(3.4)

t
s(t) =j ID’ (u) fdu =
a ]

t 2 '
= IaJ;%u)zfx-fx # 2x' (u) y' (W, -fo + y' (W £y éu.

Vamos escrever esta rérmula de uma maneira diferente. De-~-

:uw R, i’j = 1!2!

~ N » L .
finimos funcoes diferenciavels g&; 4°

como

g11(p) = (fx)p-(fx)p
(3.5) 815(P) = &5, (P) = (fx)p-(fy)

= () ()

P

g,,(P) = (fy)p-(fy)P .

Definimos em cada ponto p d U uma forma quadrética

dsg: ZRZ-'ZR da seguinte maneira

(3.6) as2(r,s) = g 1 (0) + 2rs £1,(P) + 578y, (0.

Agora podemos reescrever a formula (3.4) como

t - .
(3.7) s(t) = f stg(u)(x' (v), yv'(u)) du.
a

A forma quadrédtica ds2 € chamada a primeira forma funda-

¢ s ! .
mental da superficie f. Podemos concluir gque para obter
. .
os comprimentos de curvas na superficie basta conhecer as

curvas correspondentes no plano e a primeira forma funda-.
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mental, isto &, podemos ficar em U,

Podemos escrever a férmula (3.6) como

. : g g r
(3.8) dsl‘%(r,s) = (r,s)| ** 12
821 B s
Segue-se, entao,que (gij)i,j=l,2 é a matriz que repre~

senta a forma quadratica dsg (toda forma quadratica pode

ser expressa como na formula (.38); a matriz usada & sem-—
pre simétrica). Observe, gque se v o= rfx + st € um ve

Y
tor em Tp, entao

(3.9) : Iv]2 = dsZ(r,s).

Anorma | | & a norma de R restrita a T, (identi-

ficado com o plano paralelo a ele passando pela origem),

' Classicamente, as fungoes gij's sao denota—~
das como -
E =g
(3.10) F =g, =85
G = Booe

Dizemos que duas superficies £y: u 2+ R
fz: \' *ZR3 s8o isométricas se existe um difeomorfismo

h: W=V tal que para todo ponto p em- u,'
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(3.11) (a3 ), n) = @)

h(p)

para todo vetor w de IRZ.

Exemplo 3.1 - O plano e o cilindro. A aplicagao

£: R® »R°, f(x,y) =(x,v,0) & uma superfi-
cie regular parametrizada cujo trago é o plano z = 0,

Temos que (fx) = (1,0,0) = e, para todo p em ZRZ, e
p .

que fy = (0,1,0) = e,. Logo E =gy = 1, F=gy, =

=8,,=0, e G=g,, =1. Consequentemente, dsz(f,s) =
= r2 + sZ. As vezes escrevemos d52 = dx2 + dyz, onde
dxz(v) = V% e dyZ(v) = vg , se VvV = (vl,vz). 4 apli-
cagio F:R® +R>, F(x,y) = (: cos x, » sen x, y) & uma
superficie parametrizada cujo trago é o cilindro, J& intrg
duzido nas primeiras segbes. Temos gque

Tx = (-» sen x, » cos x, 0) e que %y = (0,0,1). Logo

E= 2, F=0, e G = 1l. Consequentemente,

kzxz + yZ ou 552 = hzdx2

asz(x,y) + dyz.
Mostraremos agora gue o plano e o cilindro s8o isométricos.

Considere o difeomorfismo de IRZ, h(x,y) = (Mx,y). Temos

que J(h) = » 0 . Daf, segue-se que se w = (wl,w )
o 1 ' 2
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2.2 2

(3.12) dsz(J(h)(w)) dsz(kwl,wz) = Mw] + Wy o+

w 2
ds® (wy,w,)
e obtemos que o planc e o cilindro sfo isométricos.

Observe que a aplicagdo ¥ do exemplo acima nio
€ uma reparametrizaglio de £, pois os tragos sio diferen—
tes. Este exemplo mostra também que duas superf{cies po-
dem ser isométricas sem que exista ume isometria de IR3
(definida na sec¢do I,10) que manda o trago de uma no trago

da outra.

- . £ . ’ .
Exercfcio 3.1 - Mostre que uma superficie € igométrica a

qualquer uma das suas reparametrizacoes.,

Exercfcio 3.2 - Seja f uma superficie regular parametri-—

zada e F uma isometria de R~ (definida

na segao I.10)., Mostre que f e f = Fof sAo isométri-

Cas.

E;grcfcio 3.3 — Considere a aplicagao f do exemplo .l.5

e sua reparametrizagdo f = fodg, onde
Aq & uma rotacio de angulo 8 (definida no capfitulo I).
Mostre que no ponto p = (0,0), ds? = dsz, mas que

el t . ’ .
(8. .) = A (e, . )A onde aqui A, €& considerada
iJj i,3=1,2 g eij e ]

. t
como matriz e “Ag & a sua transposta.
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Exercicio 3.4 - Ache ds® no ponto (1/4, 1/4) da parame

trizagac da esfera do exemplo 1.5,

Exercicio 3,5 - Mostre que, embera a aplicaggdo f do exem

, plo 2.1 nAo seja isométrica a aplicag@o kS
do exemplo 3.1, temos gue existem abertos u e Vv tal que
flu e %IV sejam isomeiricas. Dizemos neste caso que T

e ¥. g80 localmente igométricas.

Observacdo. Wio é em geral facil mostrar que duas superfi-
cies nfo sfo isométricas (pelo menos com os cQ

nhecimentos desenvolvidos nestas primeiras segbes).

Dizemos que U cR2 & um dominio de R® se U

& um aberto conexo tal que o bordo T-u consiste de cur-
vas regulares por partes. Dizemos que © dominio & limita-
do se existe um nimero M tal que |gi = M para todo
ponte g no dominio. Sabemos que a integral dupla

_ f h{x,y)dxdy de uma funcdo continua definida num dominio
lymitado sempre existe e & finito. Dada uma superficie

£: w »R> definida sobre um domfnio limitado u, definimos

sua area como a seguinte integral:
(3.13) A(£) = J'u |2, * £ laxdy

Observe que o integrando |fX X fyl = |fx|[fY| ,

onde 8 §é o &ngulo entre f e f, representa a rea do

paralelogramo gerado por fx e fy. Na secao II.2 vimos

que para quaisquer vetores V,w,U,Zz de R® wvale a seguin
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te identidade de Lagrange

(3,14) (vaw)e(uxz) = (veu)(wez) - (vez)(w.eu) .

Desta férmula, segue-se que,

12 = (£0 8 ) (2020 = (£, £)(E o8, ) =

f11 812 5
= - ¢ = det = EG - F
£11822 = 812821 < 8y Epp

Ifx X fy

(3.15)

Logo podemos reescrever a area como

(3.16) A(f) = ju Jg' axdy =_fu JEG-F2 axdy
onde g = det(gij).

Se f: V -+R> & uma superficie definida num
aberto V que é uma reunifio disjunta de um nlmero finito
de domfnios limitados UjsUsyees, ), Dodemos definir a

Il
drea de f como A(f) = T A(flui).
i=1

Exemplo 3.2 - A drea de um cilindro. Considere o seguinte

cilindro de altura b e raio r,
f: (0,2m)x(0,b) *IRB, f(t,e) = (r cos %, r sen t, s).
Calculemos sua area. No exemplo 3,1 vimos E = r2, F =0,

G = 1. Logo,

21 b
A(f) = Jurdxdy=rj I dxdy = 21br .
: o ‘o
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Observe que f(uW) = {(x,v,2) ¢ Rr7: x2+y2 = r2, 0<z<bl} - L,
onde L & o segmento de reta que une os pontos (1,0,0)

e (1,0,b). Logo, £(u) n&oé exatamente o cilindro; esta
faltando L. Acontece que linhas, e, mais geralmente, cur
vas regulares por partes, nao acrescentam nada a drea de
uma superficie; por isso, ao calcular a drea, podemos igno
ra-las.

Na pratica nos & dado um trago de superficie pa-
ra calcular sua drea. O que fazemos entdo ¢ achar uma su
perficie regular parametrizada que, a menos de curvas regu
lares por partes, cubra uma vez o conjunto dado. Mas pre-
cisamos saber que a drea nao depende da parametrizagﬁo es—

colhida,

Proposicio 3.1 ~ Sejam U e V dois domfnios limitados,

f: U +R° uma superficie regular parame-
trizada, h: V » U um difeomorfismo e f = foh: Vv +R3
uma reparametrizagdoc de f, Entdo

(3.17) A(f) = A(F)

Demonstracio: Usando as férmulas (2.6) e (2.7), obtemos

(%.18)

~ 1 bhl bhl 2 th Dhl
_fXXfY = % —W fofx + % _55*- fxxfy + X —0—- fyXf +
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bh2 bh2 : (bhl dh bh2 Ohl

_ 2 _
+ Tx —8_}— fyXfy = % —W - Tx -ry-)fxxfy = det ‘J(h)fxxfy.

Logo, usando o teorema de mudanca de varidveis para inte-

grais duples, temos que

A(%) = jvlfxxfy]dxﬁy = JvleXny[det J(n)|dxdy

J |2, x2, |axdy = A(2)
h{v)=u ‘ C.QeD.
Observacdo., Esta proposigdo vale também para superficies
f: W 4RO definidas num aberto W que é uma

reuniao disjunta de dominios limitados ui i=1,...n, (com

A(D) = T A(£(u))).
- i=l

Exemplo 3.3 - Superffcies de revolucao. Considere uma cur

va regular C(t) =(r(t), s{t)) no semiplano
y=0, x >0 de R>. 1} medida que fazemos uma rotacio des
te semiplanc ao redor do eixo dos z's, a curva vai desérg
vendo uma superffcie, que chamamos de superffcie de revolu
cao (veja a figura 3.1). Digamos que C esta definida no
intervalo (a,b), entdo nossa superficie gerada por C se

ré £ (a,b)x(el,az) +R° definido como
(3.19) £{t,u) = (r(t)cos u, r(t)sen u, s(t))

E fdcil verificar que f & uma superffcie regular. De
fato,
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(3.20) £, = (' (t)cos v, r' (t)sen u, ' (¥))
e

(3.21) £, = (-r(t)sen u, r(t)cos u, 0)
Logo,

(3.22) £.x2,1% = r(£)%s" (£)% cos®u +

+ r(t)2s'(t)zsen2u + r'(t)2 r(t)z(coszu + senzu)

= r(£)2(s" (0% + ¢ (£)7) = r(8)?]c’ (8)]°
é diferente de zero, pois C &€ regular e r(t) > 0. Se-

gue-se, entao, que o jasobiano de £ tem posto 2.

Se o intervalo (61,62) for multo grande entao
f recobrirad o mesmo trago varias vezes, pois as funcoes
cOS U e Sen u sao periédicas. Em geral usamos o inter-
valo (91,92) = (0,21) que deixaria de cobrir somente uma
curva regular (i.e, D(t) = (r(%),0,s(t)), a <t <D).
Logo para calcular a area bodemos considerar
f: (a,b)x(0,2m) +R>. Como a drea nio depende de reparame
trizagdo podemos assumir que C(t) esta parametrizada pelo
comprimento de arco (Verifique esta afirmagao). Logo,

usando (3.22), temos que

b.2w b 2m
Iafo j£x£, lat du = [af r(t)dt du =

(3.23) A(f)

I

b
2n | r(t)dt
a
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, . ’ .
Esta Ultima expressao da area de uma superficie de revolu-

cio & conhecida como o teorema de Pappus,

Y
Figura 3.1. Uma superficie de revolugdo

Exemplo 3.4 = 0 toro, uma superficie de revolugao. A cur-

va que gera o toro é o circulo C(t) =
(a + b cos t, b sen t). Uma parametrizagio que o cobre

exceto por uma curva regular por partes &

(3.24) f£f(t,u) = ({a+b cos t) cos u,

(a+b cos t)sen u, b sen t) .
Calculemos agora a area do toro f|(0,2m)x(0,2n). Usare-
mos a férmula (3.23); mas devemos obserﬁar que a curva que -
gera a superficie deve estar parametrizada pelo comprimen—
to do arco, o que ndo acontece com C. Unma reparametriza-

¢ao de C pelo comprimento de arco &
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G(t) = (a + b cos t/y, bsen t/y), 0 <t <2mb. A re-
parametrizacio correspondente de f serd -
(3.25)

flt,u) = ((a+b cos t/p)cos u, (a+b cos t/y)sen u,t:sentéﬁ,

(t,u) € (0,2ub)x(0,2m). Agora, pela férmula (3.23),

2nb

(3.26) a(3) =2n [ (a + b cos t/p)dt = 4n’ba

(o}

Exercicio 5.6 — Calcule a 4rea do toro diretamente usando

a parametrizacio dada pela férmula (3.24).

Exemplo 3.5 — Area da esfera; coordenadas esféricas, Va-

mos parametrizar a esfera de raio r usando
dois angulos 8 e ®, que darac a latitude e a longitude
de um ponto da esfera. A aplicacgao sera

£1 (=11/2,7/2)x(0,21) + R’

(3.27) £(8,9) = (r cos 8 cos @, r cos § sen 9, r sen @)

Veja a figura 3.2, Obviamente as fungoes coordenadas sa0

[--]
diferencidveis de classe C . Temos que

Il

(3.28) fg (-r sen § cos ¢, -r sen 8 sen v, r cos @)

(3.,29) f = {(-r cos § sen 9, r cos & cos ®. O)

Logo,
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(3.30) fexfm = (—rzcosze cos @, ~r2c0s28 sene ,
- ra(cosgw + sen2¢)sen 8 cos 8)
[=]
(3.31) ]fexf¢|=r2J%oshe coszw+coshﬂ sen2m+sen26 cos28

2 cosd

= ergosz(cosz+sen25) = r
pois cos 8 > 0, se B8 € (-n/s, u/5).

Finalmente, obtemos a area

(3.32)
Con/s 2m /o n/
A(R) = j 2 I r?cos § dd de = Zﬁrzj cos §=2mrPsen GI 2
~n/p © -n/2 -1/
= 2mr?(141) = 4mr
J\z
S
< y
¥

X

Figura 3.2. Coordenadas esféricas

Observe que f ¢é biunfvoca e que sd deixa de cobrir um se

micfreculo da esfera.
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Exerc{cio 3.7 - Calcule a area do seguinte subconjunto da

esfera S, L(x,v,z) € RO uyoezs = 1,

O<Z<1/2}a

Exercicio 3.8 — O cone & o seguinte subconjunto de r3:
2 2

RO: C = {(x,7,2) €ERO: z° = x2+y , z > 0},
Seja u =R? - {{(0,0)}. Mostre que f: U 4IR3,

T(vy,v,) = (V1,7y, Jvﬁ + vg) & uma suﬁerf{cie regular
cujo trago é C. Ache a area do cone truncado C, =

= {(x,y,2) € C: z < 4)}; pode usar outra parametrizacao

mais conveniente, se gquiser.

Exercicio 3.4 — Mostre que o cone e o plano sao localmente
isométricos, i.e., que dado p € C existe

' 4 0] ~ . 4

um aberto do plano e uma vizinhanga de p due sao lsome-

tricas.

Exemplo 3,6 — O catencide ¢é a superficie de revolugao gera

rada pela curva catendria C(t)=(cosht,0,t).

Sua expressio como aplicagdo estd dada por

(3.33) f£(t,u) = (cosh t, cosh t sen u, t)

Neste caso calcular a drea de um pedago de superf{cie tor-
na-se facil se usarmos a férmula (3.,23). Por exemplo se
restringirmes f a (-b,b)x(0,2m), +temos que

b b
A(Ff) = 2m J bcosh v dv = 2% senh v l . 4t senh b,
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| Exercicio 3,10 - Sejam f: W +ZR3 e g: V *ZRB superfi-

cies regﬁlares, e L uma isometria de

2 .
= ul =

R +tal que L(V) Mostre que se (Ef)L(p) (Eg)p’

(Ff)L(p) = (Fg)p’ e (Gf)L(p) = (Gg)p, entdo f e g

~ . L4 .
- 8ao lsometricas.

Exercicio 3.11 —- Mostre que o catenoide (exemplo 3.6) e o

helicoide (exemplo 1.7) s20 localmente

isométricos.
Sugestao: Considere a parametrizacio t do helicoide dada

no exercicio 2.6 restrita a U = (0,20)x(-=,=) e
a parametrizac¢do f do catenocide (exemplo 3.6) restri%a
ao aberto V = (0,2m)x(~=,=), Mostre que Tlu e f£lv
sao isométricos usando o difeomorfismo h: V = u, h(u,v) =
= (u, senh v); use o fato de que 1 + senhzy = cosh®y.
Este exercicio mostra que duas superficies isométricas po-
dem ser bem diferentes, pois o helicoide & uma superficie

' regular, mas o catenoide nao contém nenhum segmento de re-

ta.

Exercfcio 3.12 - Mostre que, se e; = (1,0) e e, = (0,1),

entdo g7 = dsz(el), Bop = dsZ(eZ), e

1 2 2 2
812 = ggl = "2'(6.5 (el + ez) - ds (el) - ds (32))'
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Exercicio 3.13 - Seja f uma superficie regular e T =1foh
uma reparametrizagdo de f. Sejam (gij)
e (éij) as matrizes 2x2 que representam as primeiras for

mas fundamentais de f e %, respectivamente. Mostre que

(3.34) (By) = () (g5 )n(p)T @)

onde tJ(h) & a transposta da matriz jacobiana J(h) de

h no ponto p.

Sugestio: use as férmulas (2.6) e (2.7

Exercicio 3.14 - Utilize as férmulas (3.16) e (3.34) para

demonstrar a Proposicao 3.1.

Exercicio %.15 - Suponha que f: U AR e gs V AR° sdo

duas superficies isométricas através de
um difeomorfismo h: V =+ u, Sejam (gij) e (Eij) as
matrizes 2X2 que representam as primeiras formas funda-
mentais de f e g, respectivamente. Mostre que

(3.35) (Bi5)p = TMIEyy)y(p)T @)

onde UJ(h) & a matriz transposta da matriz jacobiana
J(h) de h no ponto p.

Sugestao: use 0 exercicio 3.12 e a férmula (3.11).

Proposi$io 3.2 - Duas superficies isométricas tem a mesma

L
area.
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Demonstracio: Temos duas superf{cies f:u *IRB e

g: V »R° que s3o isométricos, i.e., existe
um difeomorfismo h: V » u satisfazendo (3.11). Conside-
re agora a apllcagao T = foh; esta aplicacao f é uma re
parametrlzagao de 'fi Logo, pela proposigao 3.1,

A(f) = A(F) =[] V& axay
v
onde g & a raiz quadrada do determinante da matriz
(éij) que representa a primeira forma fundamental de ¥.
Pelos exercicios 3.13 e 3.15, temos que (éij) é igual a
(éij), a matriz que representa a primeira forma fundamen-
tal de g. Logo,

A(f) = A(T) = fVJ"gT'dxdy = Iv JE axdy = Alg)
v | C.Q.D.

Outra nogao nétrica 1mportante gue podemos defi-

nir a partir da primeira forma fundamental d52

é a da
disthncia entre dois pontos p e q em W numa superfi-
cie f: W +RS. Esta disténcia, denotada de d(p,q) & de
finida como o Infimo dos comprimentos de todas as curvas

diferenciaveis por parte que 1igém os pontos peq em U

ao longo da curva. Lembre que se D é uma curva ligando

foC onde
P e C(b) = g3
e o comprimento de D & dado pelo integral I st (C'(t)dt.

P e q ao longo da superficie, entdo D

¢: [a,bl » w & uma curva tal que C(a)
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Conclui-se que para conhecer as distancias entre os pontos
da superficie basta conhecer a primeira forma fundamental
e as curvas em u, Observe que d(p,q) é diferente da
distincia entre p e q em U e diferente de |f(p)-f{q)l,
a disténcia em RO; de fato, a superficie pode ter auto-
intersegdes, i.e., pontos p#g com f(p)=£f(q), mas a
distancia d{p,q) entre os pontos de auto-interse¢io sera

diferente de zero.

Exercicio 3.16 — Mostre que se f e g sao isométricas com

difeomorfismo h, entdo dg(p,q) =
- a.(n(p),n(a)).

Exercicio 3.17 - Dizemos que uma superficie regrada (exem-

plo 1.6) & uma superffcie desenvolvivel

L

se ao longe de cada reta a aplicacao normal de Gauss WM ¢
constante. Mostre gue as seguintes superf{cies sao super-
ficiais desenvolviveis

(a} o planc

(b) o cilindro

(¢c) o cone

(d) uma superffcie tangencial (veja o exercicio 1.9)
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Exercicio 5.18 - Mostre que o helicoide nao & uma superff~

. .
cie desenvolvivel,

Exercicio 3.19 - Ache a imagem da aplica¢fo de Gauss das

seguintes superficies.
(a) pléno
(b)
(c)
(a)

(e)

o]

cilindre

Q

[e]

cone

esfera

]

w

catenocide

Exercfcio 3.20 - Considere a curva C(t) = (cos t, sen t),
t € (~1/0,0/0). A superficie de revolu-
¢ao que ela gera & gquase una esfera; use esge fato para

achar de novo a area da esfera.

Exercioio 3.21 -~ Ache a imagem da aplicagao de Gauss W

do paraboldide hiperbdlico (exercicio
1,10) restrita a uma das linhas retas (escolha qualquer
uma ).

Dada a primeira forma fundamental (g..) pode~-

1
mos definir um produto escalar em Tp abstratamente, isto
é, esquecendo que ele esta contido em IRE. De fato, este
produto escalar {, » pode ser definido da seguinte ma-

neira: se vy = rlfx + slf

v e VvV, = r2fx + s2fy, entao



=202~

(vl’vz) =(1"1, Sl) (glJ ) (z:)

Também podemos definir o angule @ entre dois vetores pe-

la férmula

{vl,vz) = ]v1||v2|cos 8

1/2
onde |v1| = bvy,vy? . Esta definiglo seria a usada num
estudo de superficies abstratas. Em nosso caso de superfi
cies em ZR3, podemos fazer uso do produtoc escalar de IRB,

pois <v1,v2> = VqeV,e

Exercicio 3.22 -~ Seja f: W *ZR3 umg, superffcie ‘e
h: W *R uma fung¢do. Defina o integral

I h  como J h(x,y)|fxxfyldxdy. Mostre que nzo depende
f(‘i) U ;
da patametrizacao.

Exercicio 3.23 - Seja f a apiicagao dada pela férmula

(3.24) que define o toro. Calcule a
area de f£|(-n/5,71/5)x(0,2n). Faga um desenho desta super
f{cie., Esta drea corresponde a mais da metade da drea do

toro?

4, A curvatura Gaussiana

Definimos a curvatura de uma curva usando a com-
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ponente normal da segunda derivada da parametrizacao da
curva. Definiremos a curvatufa Gaussiana de uma superf{—
—cie de uma maneira anéloga, usando a matriz das componen-
tes normais das segundas derivadas parciais da aplicagao
f: u -bZlR3 que define a superf{cie. Depois veremos a rela-
¢ao entre a curvatura CGaussiana e a derivada da aplicagao
normal de Gauss. Na préxima‘segﬁo‘daremos outradefinicao
equivalente da curvatura Gaussiana em termos das curvatu~
ras dascurvas nha superficie.

Consideremos as segundas derivadas parciais da

aplicagio f: U # R’ que define uma superficie,

22 22r 225 22¢
Tox = tx0x? Txy = oy fyx = tyoxr © %y=WW' (por
22 £, ?°%, >%f

xy = (bxby S5y bxb;)). Agora definimos

exemplo, f

para cada ponto p em U uma matriz 2x2, (h,.)}, da se

i3
guinte maneira:

|
Hy
=

h

11 7 "xx ' p
h12 = fxy-mp
(4.1)
h21 - fyx'mp
h22 = fyy-mp

onde mp € o vetor normal a superficie no ponto p. lem—

bremos que se f &-de classe C° entSo as derivadas mix-
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tas comutam, i.e., -fxy = fyx; logo a matriz (hij) é si

* - ‘ - -
métrica. Agora, definimos uma forma quadratica em cada

ponto p de W, denotada. II e chamada segunda forma

fundamental, de uma maneirsa anéloga a usada para definir

dsz,

2
hos s

"

(4.2) IIp(r,s) = r°hyq + 2rs hy, + 8
para todo (r,s) em RZ, Também podemos escrever (4.2)
em forma matricial,

hiy By \[ T\
(4-3) II(I‘,S) = (I‘,S) )

hyp By /38
Na proxima segao daremos uma relacao entre a curvatura de

ums curva -D(t)} = £{c(t)) na sdberf{cie e- II(C' (t}).

Para todo ponto p em u, definimos a curvatu-

ra Gaussiana da superffcie no ponto p, Kp como

' det(h, )
_ i
(4.4) K, = 33%T§;§7§
onde (gij) & a matriz que representa a primeira forma
fundamental, Lembre-se que det(g;;) = Ifxxfylz & qife-
rente de zero pois f ¢ regular. Como os coeficientes
das matrizes variam diferencialmente, temos que K & uma

~ [ 4 . . .
fungao continua em u. Classicamente os coeficientes da

matriz (hij) sao denotados como
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L =hy,
(4.5) M =hy, = hyy
N = h22

Nesta notag¢@o, podemos escrever

LN - M°
(4.6) K= —
EG - F

Exemplo 4.1 - O paraboloide f(x,y) = (x,y,x2+y2). Cal-
culemos sua curvatura Gaussiana no ponto

p = (0,0). Observemos que £ = (1,0,2x) e fy = {0,1,2y).

Logo, (fx)(0,0) = (1,0,0), (fy)(0,0) =-(0,1,0) e

m(0,0) = (0,0,1); segue-se que det(gij) = 1. Por outro

lado, £ = (0,0,2), fxy = (0,0,0) e fyy = (0,0,2).
Entao, hyy = f® = (0,0,2).(0,0,1) = 2, hy, =0, e
h,, = 2. Consequentemente,

2.2

=4

Ko,0) =T

Veja a figura 4.1,

pr

Figura 4.1. O paraboloide elfptico
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Exercicio 4.1 - Considere o paraboloide f:IlR2 4iR3,
f(x,v) = (x,y,x2+y2). Mostre gque sua cur

vatura € poéitiva em todo ponto.
Exercfeio h.2 - Considere a superficie f(x,y) =
2 2 ‘
= - . M t K =l|'.
(x, -y, X"+y°) ostre que (0,0)

x2—y2.

Exemplo 4.2 — O paraboloide hiperbdlico f(x,y)
, Temos que T = (1,0,2x), fy = (0,1,-2y)s

logo (EG—FZ)(O,O) = 1. Temos que f_, = (0,0,2), fxy=0

e iyy = (0,0,-2)., Logo

2(=2)
Ko,00 =7 ="

Veja a figura 4.2.

Figura 4.2. O paraboloide hiperbélico.

Exercicio 4.3 - Mostre que o paraboloide hiperbdlico tem

curvatura negativa em todo ponto. Ache a
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curvatura no ponto p = (1/2, 1/4). Qual é o comportamen-
to da funggo-curvatura quando o ponto p tende para infi

to (i.e. quando |p| -+ =)?

Exemplo 4.3 - O plaﬁp £f(x,y) = (x,v,0). Calculemos sua

curvatura 'Kp num ponto arbitrdrio

P = (pl’PZ) . (fx)p = (1,0,0), (fy)p = (0,1,0) e

‘ 2
m, = (0,0,1). Logo EG-F = 1. Mas, como f =f  =f =0,

temos que

Exemplo 4,4 - Um cilindro £f(x,y) = (x,y,yz). Temos que

x

£xf 1
= YV e
l£xe | Jisby

11

(1,0,0), £, = (0,1,2y) e

\*

(0,-2y,1). Também temos que

L=f_Mm=0, N

Il

£ooem =1/ /1+1{-y2‘ , M=f o .m=0.

- Logo, para todo ponto (x,y) temos que

IN-M 0 o
K = = =
(X,Y) EG FZ oG - F2

Observe que o plano e o cilindro tem ambas curvatura zero, '
mas que suas segundas formas fundamentals sao diferentes.
De fato, a segunda forma fundamental do planc anula-se

. N ..
identicamente, mas a do cilindro e igual
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T, y) (728) =

J1+hy2

2

ou
dy

m = e——
) —
(x,y Jl+hy2

Exemplo 4,5 - A esfera s%. Vamos calcular sua curvatura

usando a parametrizagao do exemplo 3.5,

f: (-n/5,m/5)x(0,2m) SR,
£(8,9) = (r cos @ cos 9, r cos @ sen ¥, r sen §) .-

Pela férmula (3.30) temos que,

fyxf, =~ -r cos 8f(8,9)

) = -
(8,%)" =
e Ifexfcpl. IfEXfcpl

== % f(E,cp)

Por outro lado, diferenciando as férmulas (3.28) e (3.29),

obtemos que

(-r cos § cos @, -r cos § sen ¢, -r sen §)

fog =
foo = (r sen § sen 9, -r sen 8 cos %, O)
Top = (~r cos 8 cos 9, -r cos & sen ¥, O)

Segue—-se que -

L==hll; fee-nl=r'cosze coszw-+r cosge sen?ﬂ + r senzé =7

N=h,,=f,_. 0 = coszé coszm + 1 cosze sen2¢ =r 00529

22 Ty
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M= h21 = f?ﬂ'm = ~r sen § sen ¢ cos 8 cos @ +
+ r sen B cosyw cos @ seng =0 .

Agora, pela férmula (3.31), vemos que

EG - F2 = |fgxf,|® = r* cos?s
Qo
Logo, '
LN - M2 r2 00526 1
K = = = e—
(e’m) EG - F2 I'4 00525 r2

Concluimos que a curvatura Gaussiana de uma esfera de raio
r & igual a 1/.2. O inverso § verdadeiro, isto &, se

uma, superficie tem curvatura igual a uma constante A S 0
entdo ela é uma esfera; mas, este fato nio serd demonstra-

do nestas notas.

Exercicio 4.4 - Calcule ags curveaturas do helicoide (Exem;

plo 1.7).

Exercifcio 4,5 — Calcule as curvaturas do cone (Exemplo

1.6).

Exercicio 4.6 — Calcule as curvaturas do toro (Exemplo
) 3n£{')-.

Em todos os exemplos calculamos a curvatura

Gaussiana a partir de uma parametrizagﬁo. Que acontece se
usarmos outra parametrizagdio? A seguinte proposigao garan

te que a curvatura Gaussiana nioc depende da parametrizagio
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da superficie.

Proposico 4.1 — Seja f: u + R uma superficie regular

parametrizada e F = foh: V ﬂIRB uma

repérametrizagao de f. Entao

(4.7) o | fip = ¥n(p)

para todo p € V, onde K e K denotam as curvaturas

: ~
Gaussianas de f e £, respectivamente.

ij)

gue representam as segundas formas fundamen

DemonstracSo: Considere as matrizes (hij) e (h

tais de f e f, respectivamente, A férmula (4.7) segui-

' rd da seguinte férmula

(4.8) ECRERUCCDECH
Antes de demonstrar esta féfmula, vejamos porque com ela
;boqémos‘terminar a demonstragio.

L get(f; ;) det(R(n)) det(nyy) det(3(n)
B T ER(Eyy) | aes(to(m) det(g;5) det(I(n))
:)

det(h,
=_.¥fl_=K.9

det(g; ) P

usando ‘a f£érmula 3.34.

Agora demongtremos a férmula (4.8)., Temos que

1
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%(u!v) = f(h(u,v)). Usando as fdrmulas (2.6) e (2.7)

obtemos que

h

~ o Ohy - dh, ~
11 f -m-—('“f ) mh = [%a(jﬁrfx + qiny)]-m =

.2 2 o

_ D hlf . bhl bfx o) h2f bhz 4 &

- 2% - ¥t 27y + __fy -
| oy dbu du by du dn

[2n., of dh, of | .
1 "x y —2 %].m

_Du du dbu du

pois fx-ﬁ = fy-ﬁ = 0 {(a normal nio depende da parametri

zagao). Logo, usando a regra da cadeia outra vez, obte-

mos
: dh-. oh Oh, h bh oh
A R ¥ + 2t )+-0——(-—3—-f + %=t )R
11 du M ou XX VX usyy
_ bhl bhl bh2 h bhl _bh2
—=(-—=hq; + —=h 1) + —E( hy, + h22) .
dbu du ©obu du

dbu du

~

Mas esta expressdo de _h11 é a mesma que obterfamos usan-
do a formula (4.8)., Fazendo o mesmo para h12’ hy; e hy,,
obtemos (4.8) ' ' : ' C.Q.D.

A551m, vemos & gque para calcular a curvatura de
uma superflcle podemos escolher uma parametrizagao gue sim
plifique os cdlculos. Nos exemplos v1mqs que quando a su-
perficie era o grifico de uma funcio o cdlculo de EG-F2
tornava-se simples. -

. . . ~ ,7 . ,
A seguinte proposigao diz que se.a curvatura é
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positiva num ponto entao a superficie & conexa nesse pon-—
to; esta proposicio é andloga a proposigdo 9.1 da secao

1.9 para curvas planas.

Proposicado 4.2 — Seja f: u *IRB uma superf{cie regular.

Se KP > 0 entio existe uma vizinhanga V

de p em WU, tal que f|V estd estritamente de um lado

do planc tangente Tpu

Demonstracac: Podemos assumir, usando reparametrizagdes e

isometrias, que p = (0,0), f(p) = (0,0,0),
que M = (0,0,1) e que f esta parametrizadé numa vizi-
phanga de p como o grafico de uma fungdo diferenciavel
h. Veja a proposigao 2.,1. Neste caso; é ficil verificar

que det(gij)p = (EG—F2)p = 1. Logo
K = t(h. - >0
p = de (1'113)p

Temos também que

(4.9)
- >2 b2h
(hll)p = fxx- (0’091) = E(X,Y,h(‘x,y))).(o’o‘,l) = ;;_2_
(h)—f-(OOl)—(°_2( n( ))(001)—12_1
2 p S Xy > = \xoy Y X,¥/)).0,0, = Sxoy

2
] N
(h21)p_' By Ox

) 2.2
22 D vy
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Logo, ' 2%n &ozh
dxOx dxoy

o 2°h 2%h

0x oy oy

esta segunda matriz é chamada e hessiana da fungSo. Mas,
em cdlculo, demonstra-se que se h +tem um ponto critico em
em P, o que & o caso pois %% = fx'mp =0 3y = fy-mp=0,
. € o determinante da hessiana e positivo, entio h tem um
miximo estrito em P, ou um minimo estfito em p. Como
h{g) é zero se e somente se f£(gq) estd em Tp, obtemos

nosso resultado. . C.Q.D.

Exercfcio 4.7 - Mostre que a superficie f(x,y) = x3(1+y2)
. nao ¢ convexa no ponto (0,0) embora

Kq Zz 0 numa vizinhancga de (0,0). Conclua que a proposi-

¢ao para superf{éies analoga & proposicic 9.2 do 6apitu—

lo I n8o é verdadeira.

Exercicio 4.8 - Seja f(x,y) = (x,y, h(x,y)) o grafico de
2

uma fung@o diferencigvel h: R »R. Mos-

tre que a curvatura K & pogitiva, negativa ou zero se e

2 2 2. 2
somente se 0 ? 0 g - ( °’h

ox~ 0y

- & positivo, negativo, ou

duov

Zero,
Agora veremos a relagio entre a curvatura Gaus-

siana e a derivada da aplicagao de Gauss M. Témos gque
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tem sempre norma igual a 1. Logo,

D ‘ .
= (e M .My M. = + M
0 bx(m ) s M+ My 2l Ty

m
20Ty

I

d
0= 3§(m.m)

Concluimos que ™ ‘e my sao combinagbes lineares de £

e f,, i.e., para todo P € 4, existem nlmeros ajq,

859 azi € 855 #ais que

(4.11) my = a L, + azzfy
Esta matriz (aij) ¢ a matriz jacobiana da aplicagao nor-
mal de Gauss M: u 9 s2; isto serd mais esclarecido na
segao 6. 7
Como 'm-fx = m.fy = 0, diferenciando temos que

Mooty = Mefpy = ~Bya

mxofy = —mofxy = —h12
(L.12)

my°fx = —m°fyx = —hyy

s nf = —m.;ﬁ' = =h

Yy yy 22
Logo, '
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11 = Mty T 2711811 F 51851

12 7 Mgty T 211810 t 821852
{4.13)

i
=3

!
=g
5
I

01 = My'Tx T 210813 * App8r1
op = MytE, = 295815 + 85585
Estas 0ltimas quatro equagdes s3o equivalentes a seguinte

equagao matricial

' hyy  hyy aj; @y 811 B1p
(4.14) - - )
hyy By 210 2o 81  8ap
‘ou
. ot
(4-15) _(hij) = (aij)(gij)

Como a determinante de '_(hij) & igual ao determinante de

h.

ig? obtemos a seguinte proposigao:

Proposigio 4.3 - A curvatura Gaussiana é igual ao determi-

nante da matriz jacobiana da aplicagio

normal de Gauss, i.e.
(4.16) K = dgt(aij)

xercicio 4.9 - Calcule diretamente o jacobiano da aplica-

gao de Gauss das seguintes superf{cies.

(a) a esfera do exemplo 3.5
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(b) o plano
(¢) um cilindro

(d) o toco do exemplo 3.4.

Exercfcio 4.10 - Se fx°fy=0 entfoc a matriz jacobiana da

-’

aplicac¢io normal de Gauss (aij) € si-

, .
metrica?

Exercfcio 4.11 - Mostre que £ e Fef tem as mesmas curva-

turas Gaussianas, se F ¢ uma isometria

de IRB.

Exercicio 4,12 - Seja f: u —"IR3 uma parametrizacao da es
fera de raic r menos'alguns pedagos de

curvas. Calcule a integral

[ &
f(u)
onde K & a curvatura Gauss da esfera. (Veja o exercicio
%.22; pode escolher a parametrizagio que quiser).
Exercfcio 4,13 - Calcule a integral da curvatura Gaussiana
J’ K
£{u)

onde f € o toro do exemplo 3.4,

K da superficie

Exercicio 4.14 - Calcule a integral Jf(u)

do exercicio 3.23. (Compare este resulta
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"do com o do exercicio 4.13.

5. Curvas na gsuperficie

Nesta secao interpretamos a cufvatura Gaussiana
. em termos das curvaturas de curvas na superf{cie. Também
estudamos certos tipos especials de curvas gue nos ajuda-
rao a estudar a geometria das superf{cies.

Consideremos uma curva regular D(t) = foC(t)
na superficie f: Uu +R> onde C: (a,b) »u & uma cur—
va no plano com coordenadas C(%t) = (x(%),y(t)). Nosso
objetivo imediato é expressar a curvatura de D em termos
da seguﬁda forma fundamental II de f. Primeiro considere
mos uma reparametrizac¢ao pelo comprimento de arco
D: (c,d) *ZRB, D(s(t)) = D(t), onde s é& o parametro de
comprimento de arco. Escrevemos T(s(t)) = c(t) =
= (%(s(t)), ¥(s(t)), embora € ndo seja uma reparametri-
zagdo de C pelo comprimento de arco.

Temos gue

(5.1) B (s) = ¥ ()%, + §' (o)
Logo,
(5.2) B(s) = X (s)F, + ¥ ()7, + ' ()F ()i +

+ FUE, + F ()X (8)Ey, + ¥ (s)zﬁ".‘yy
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E, em termos da segunda forma fundamental {(veja a férmula

(4.2)),

(5.3)  Bla)emy )= ¥ ()% + 2% ()5 ()hy, + 7 (5)7ny,

= II&(S)(E'(S), ¥ (s)) = IIE(t)(ﬁ'(s))

Como D“(s) = k(s) N(s), onde N & o vetor
curvatura principal da curva D e k(s) é a sua curvatura
(cdnsiderando D como uma curva em ZR3), podemos escre-

ver (5.3) da seguinte maneira
(5.4)  K(s)cos 8 = E(s)N(s)My( )y = Ty y(E (s))
onde ® €& o dngulo entre N(s) e Mgy »
Como X(s{t)) = x(t) temos que ¥ (t) =

= X' (s(s)) s’ () = ¥ (s(+)) D' (£)|. Segue-se que

% (s)%ny; + 2% (s)§' (s)hy, + §' (8)%hy, =

x' (+)%nyp + 2x' (t) y' (£)hy, + ¥* (£)n,,

D’ (£) ]2

Logo, usando as férmulas (5.3) e (5.4) obtemos que

Izc(t)(x'(t),y’(t)) _‘

k(s(t))cos 0= =

(5.5) k(t)cos @
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pois

Toer) & (8), v/ (8)) = |x" ()1, + y'(t)fylz = Ip(®)]° .

Proposic¢ao 5.1 — Todas as curvas numa superficie que num

ponto “em os mesmos plancs osculadores
’ .
tem a mesma curvatura nesse ponto, se esse planc e diferen

te do plano tangente.

Demonstracgdo: Para calcular a curvatura podemos assumir

que as curvas estao parametrizadas pelo com-
primento de arco; sejam Dl e D2 dﬁas curvas que em f(p)
tem o mesmo plano osculador. Como o planc osculador & di~
ferente do plano tangente no ponto Dl(sl)=D2(82)=f(P) te
mos que Dj(s ) = % Dé(sz). Observemos que II(v)=II(-v)
Como as duas curvas tém o mesmo plano osculador temos que
N(Sl) = N(sz), o que implica que @; = 6, ou @; = m-§,°
logo, |cos 8,1 = |cos 92|, pois cos 8 = -cos(m-B).
Con¢luimos, usando a férmula (5.3), que

ky(s1) = | 11(D} (s9))| ) |11(D5 (s,)) |

= k,(s8,)
|cos 91] |cos 82| 2 72
CIQ‘DI

Dada uma curva na superficie D = foC, associa-
!
Ilc(4)(C (¢)

) ?
IC(t)(c (t))-
chamada a curvatura normal da curva D, O valor k ~de-

mos a cada ponto dela um nimero kn(t) =
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kl = k2’ vemos que

_ 2 2 2 2.
kl = kl cos“ Y + k1 sen~y = kn = k2 cos ? + k2 gsen @ = k2.

Wy = rlfx + slfy e W, = rzfx + 323‘.'y

onde Vv = (rl,sl) e Vv, = (rz,sz), s8o chamadas as

~

0Os vetores en

Tp,

. ~ . . + [ ) .
direcoes principais da superficie. Eles sac ortonormais,

pois (r1§x + Slfy’ rz%x + SZEy) = (rl,sl)(gij)( Zg )
= (rl’sl)‘(rZ’SZ) = A((l,O))-A((O,l)) = (1,0)-(0,1) =0,.

34 que A & ortogonal. BSe k; = ky, entio dizemos gque

todas as direcOes s3o diregSes principais. Observe que Wy

w, em Tp' nio dependem da parametrizagao.

A curvatura Gaussiana de f em p K nao de-

P
pende da parametrizag@o; logo ) '
det(h, .) k. O
K = — 13" _ get(h,.) = det[A.[ T By
P det(gij) 1J 0 k,

Como A € ortogonal, A% = identidade, e 1 =

1 - det(identidade) = det A det UA = (det A)®. Logo temos

(5.8) Kp = kqk,

Como uma aplicacgao da teoria desenvolvida até

agora, demonstramos o seguinte fato.

Proposigéo 5,2 - Toda superf{cie regrada tem curvatura

Gaussiana K = '0.
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Demonstraczo: Por todo ponto passa uma curva que & uma 1i-

nha reta, que tem curvatura %k igual a ze-
ro; logo sua curvatura normal kn=k cos 8 ¢ também zero.
Isto implica que ks0sk,, pois k; ¢ o minimo e k, o
maximo das curvaturas normais. Logo K = k1k2 = 0.

Observagao. Na demonstragio vemos gue k=o implica kl ou
k2=0, 0o gue implica que a linha reta & uma di-
regio principal.
Relacionaremos agora a curvatura normal de cur—
vas na superficie f com a aplicacao normal de Gauss W,
Na segdo 4 estudamos a matriz jacobiana da aplicac@o nor-
mal de CGauss, (aij); ela representa uma aplicacfo linear
dm; Tp -+ Tp (identificando o plano tangente da superficie .

no pontc p e da esfera 2 o ponto mp. Isto &, se

v =i +sfy estaoc dw(v) = (gll# + alzs)fx+(a21r+§225)fy.
Usando a férmula (4.15), obtemos

(5.9) (hg5) = “(hy) = =%(g;5)(agy) = ~(gy4)(a;)-

i3 iJ

Da{, Segue—-se que
I11(r,s) = (T,S)(hij)(g) = m(r,s)(ginaij)(g)Q

Finalmente, usando a definigao do produto esca-
lar em Tp (veja a segdo 3), temos que

(5.10) IX(r,s) = (rf, + Ty ~a{rfx + sfy))

[



—p24-

I - ~
Se D = foC & uma curva na superficie entzo

(5.11) II(c' (t)) = ' (%), —dn(D' (£)}?

Logo, se D & uma curva na superficie ent@o sua curvatura
normal &
(0 (1), -am(D’ (£))> (D' (%), -awD’ (£))?

(5.12) X 5
(D' (t)) - |D" (£} |

Obgervacgdo. Usando a #8rmula 5.9 e o fato de (hij)
ser simetrico obtemos que, se u1==r1fx+slfY

e u, = rzfx + szfy,

.l" [ I"2
_(rzssz)(hij)(si) = —(rl’sl)(hij)(sz) =

(uz,dm(ul))

{ul, dm(u2))
Una aplicagdo linear d4dM com essa propriedade & chamada

auto—~adjunta; tem a propriedade de ter (pelo menos) dois

auto—vetores (Esse fato daria outra demonstrag&o‘da exis-

téncia de wy e w,, e de kj e k,).

Dizemos que uma curva D = foC ¢ uma linha de
curvatura se, para todo t, D'(t) ¢ uma direg@io princi-

pal. Temos o seguinte fato.

Proposicio 5.3 - (Olinde Rodrigues): Uma curva

D = foC & uma linha de curvatura se e
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somente se dw(D'(t))= *(t) D'(t), para todo t, onde
A, & uma funcgHo com valores reais. Temos que =% & uma

curvatura principal.

Demonstragao: Se kl # k2, temos duas diregGes principais

ortonormais. Se k; = k, todas as diregles
sdo principais. Logo, em qualquer caso, temos duas dire-

¢Oes principais Wy e w, que sao ortonormais. Temos que’

dn(w (du(wl),wl> wy + (dm(wl),w2> W,

1)

Il

dm(wz) (dm(wz),wl> wy + (dm(wz),wz) W,

Acontece que, pelas férmulas (5.7) e (5.12),
(dm(wl),w2> =

- %[}dm(w1+W2),W1+W2> = {am(wy )Wy 0 - {dm(WZ)’WZi]

2
= %[T(klcosz /b + kzcos2 n/4)|w1+w2| + ky +ké] =0
lLogo, temos que
(5.13) dm(wy) = ~kqwy
dn(w,) = ~k,W,

pois como vimos acima (dm(wz),wl) = (dm(wl),wz).

No caso em que kl:k2, qualquer vetor v &

uma direcgao principal. Bote wy = v/|V| e W, um vetor

ortonormal a Wye o Pelas contas acima temos que
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(5.14) amn(v)

]

an(|vlwy) = |viam(w,) =

i

v
[vi(-k; —) = -kyV
1 v 1

Se' k. =Kk..

para todo v em T 17K,

p’

Bxemplo 5.1 - Superficies desenvolviveis (veja o exerci-

cio 3.17); estas s@o superficies regradas
com a propriedade de que a aplfcagao normal de Gauss ™ ¢&
constante ao longo das retas que regram & superf{cie.
Afirmamos que K=0 . para estas superf{cies. De fato, se
f(t,r) = Q(t) + rD(t), entao m, =0, ouseja dm(fr) =
=0 = O-fr, o que implica gue 0O é um autovalor de dm;
pelo que vimos na demonstragao da Qltima proposigao O é

um autovalor de dM e k; =0 ou k, =0, ou seja, K=0.

Exemplo.5.2 — Superficies de revolugdo. As linhas de curva
tura'dé uma superficie s3o seus paralelos e

meridianos. Para cdnfirmar este fato lembramos a parame—_

trizagao de uma superf{cie de revolugaogerada por uma cur-

va €(t) = (r(t),s(t)),

f(t,u) = (r(t)cos u, rlt) sen u, s(t)).

Os meridianos sfo as curvas t - f(tl,uo), com u, cons

tante. Usando as férmulas (3.20) e (3.21) obtemos gue

£xf = (-r(t)s’ (t)cos u, -r(t)s’ (t)sen u, r' (t) r(t)).
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Logo, usando (3.22), temos que

mo tu
r(t){c’ (£)]
o ‘
_ (=(x{t)s’ (t)) cos u, —-{r(t)s’ (t)) sen u, (r' (t)r(t))’)
i (DI (8] Ty ®
Como ft'fu = 0,
mt = ——f + £ = ail
2t 2 "u 2t
[£, E ko
Obgerve que mt = dﬂ(ft). Logo
(m_«£,)
am(g,) = —E—Lor
o Tt
£,

Usando a proposicéo (5.3), concluimos que o meridiano

f(t,u) ¢é uma linha de curvatura com curvatura principal

(5.15) &
. "Wt'ft - (-’ (£)(r(t)s' (£)) + s’ (B)(x' (£)r(t))") .
T, )2 r(t)[¢’ (t)]°
ou,
(5.16)
[ort (6)r(t)s” (£) = v (£)r' (B8 (£) + 8" (£)r’ (£)r' (&) + ' (B)r(E)r” (£)]
ar (0 (812 s (8)2)72

 (t)s” (t) — &' (£)r' (%)
B (v ()2 + s'(t)2)3(2
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Finalmente, usando- as férmulas da segao I.7, vemos gque

(5.17) k, = k
onde k ¢é a curvatura plana da curva C(t), que pode ser

positiva ou negativa.

Por outro lado W «f, = 0, =, de uma maneira

u -t
anéloga, verificamos que fu & também uma diregao princi~
=M «f
pal com curvatura principal k, = ——E;7¥ . (Aqui k,
' N
u

néo é necessariamente maior que kl). Temos que
(5.18)

-moef, =(rl{tds’ (¢ ,-r(t)s’ (% ,0
k= —2. 2 o (r(t)s’ (t)zen u,-r(t)s (€)cos 1,0) « {-r{t)sen u, r(t)ecos u,0)=

2" |
e 12 r(£)31c7 ()
s’ (1)

() (' (£)2 + af (£)2)2

Logo a curvatura de uma superficie de revolugdo f ¢é dada

por
s’ (t) k(%)

(5.19) K = -
- () e (092 + o (1)2

Exemplo 5,35 = A Pseudo-esfera; uma superf{cie com curvatu—

. ’ .
ra constante negativa. Ela é a superficie

de revolucao gerada pela curva plana C(t) = (r(t),s(t)) =

t
= (e_t, I J1-e72¥ 4w), t > 0, - o que & chamada a
o
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tracirix. Esta curva goza da propriedade de que a distég
cia entre C{t) e o ponto em que a linha tangente passan-
do por C{1l) corta o eixo dos y's & constante igual

al . Temos que-

—e~t ' (t)

It
]

' (1)

&' (1) = J1-e"2t ()

/1_e2t

| - 1/
Logo, 1€ (t)] = (' (£)%+s" (£)2) 2 =1 e a curvatura

da tractrix é igual a

-t -2t ‘
—-e e
K(t) = —m———— ~ & " J1-e"?t =
-2t
(5.20) 1-e .
_e-3t _ e—-‘t'(l_e-Z‘t) -2
1-o-2t Jl_e~2t

Finalmente, usando a fdérmula (5.19), obtemos

(5021) K(t,u) = . = =1

e—t 1_e-2t

Dizemos que a curva D = foC & uma linha assin-

tbética da superficie se para todo %, II(C'(t)) =0. O

vetor C'(t) (ou D'(t)) ¢é chamado uma diregdo assintoti-
ca. Em virtude da férmula (5.5), vemos que uma curva &

. £ »
assintotica se e somente se ou sua curvatura e zero ou seu
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plaho osculador coincide com o plano tangente. Por exem-
plo, as linhas retas de uma superficie regrada sao linhas
ass@nt'ticas. Outro exemplo é o circulo superior do toro
u + £(n/5,u), onde f ¢& dada pela £érmula (3.24) (veri-
fique esta afirmagao). Se um ponto na superficie tem cur-
vatura poéitiva entao esse ponto nao possui direcoes aésig

!
téticas. De fato, ky S IIC (t) k, onde k. e k

T s (1)
sSo as duas curvaturas principais; como K = klk2 > 0,

1 2

I1(c’ (t)) ndo pode ser zero. Num plano, onde K = 0, +to

as curvas sio linhas assintdticas pois o plano osculador

Dy

sempre tangente ao plano. No cilindro f£(t,r) =

(cos t, sen t, r), as Unicas linhas assintdticas s2o as
linhas retas; logo por cada ponto passa uma {mica linha ag
sintética, Fihalmente; no caso de um ponto com K < O,
temos exatamente duas direcGes assintdoticas, como verifica
remos a’ seguir; precisamos observar gque como II(wv) =

= lel(v), para todo X € R, contamos todas as diregdes
w, » ER, com II(Aw) =0 como uma "diregﬁo". Por
isso nos restringimos acs vetores com I{v) = 1. Se
kn(¢) é a curvatura normal na diregao cos PV +sen @v,,

onde vy e V, sio as diregdes principais, entdo temos,

_ 2 24 —
kn(cp) = kl cos“® + k, sen"@ = 0
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5 _kl . JEkI
guando tan"y = — > 0, ou seja, guando tan ©=/—— ,

K, k5

) -k
Logo as diregles sao zq = *Mcos{arcotan Jiil ) vy o+
: 2

ukl nkl
+ sen(arcotany — )v.,) e z, = A(cos(arcotan -+ ———)vi+
k, 2 )

-k

+ sen{arcotan - ——l)vz), A €ER,
k
2

s

A média das curvaturas médias H = %(kl+k2) é

chamada a curvatura média da superficie. A seguinte fir-

mula interpreta H como a média das curvaturas normais

k (2},
1 2m
(5.22) H == [ xy(w)aw
o o

Esta férmula é facil de obter pois.

21
1 [2“ _ 1 2, . 2 _
>a o kn(m)d¢ = o5 JO (klcos Qo + kzsen @)d@ =

2T 27
_ 1 2 1. 2 _
= Eﬁkl Io cos dy + §$k2 Io sen g dg =
1 1, _
= Tt Enet =

pois

2 b 21 . N
Jo 0052°Pd¢9 +Ji Sen2=9d°9 = jo" (cosgcp + senacp)dep = 2m,
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e

2 B1/o 3/ 2n
S 0082$d¢==J coszwdm= J 3sen2(w+'n'/2)dq3= J sen2 u du.
° =1/ ~p/2 o

Uma superficie na qual H & identicamente nula

& chamada uma superficie mfnima. Elas tém a seguinte pro-

priedade geométrica, que nao demonstraremos: seja

f:u *IRB uma superf{cie mnfnima e € uma curva ‘'"peque-
na" simples fechada em U que é a fronteira de um aberto
Vv < u; entdo £(V) & a superficie que tem a menor drea
entre todas as superf{cies g: W~ ZR3 tal que o trago de
g| (fronteira de W) seja igual ao de £(C). Aqui a pala-
vra ambigua "pequena" representa alguma condigdo razoavel
sobre a superffoie; um exemplo de uma condig@o suficiente
& que £ seja o grafico de uma fungZo. Hoje em dia ha
muitos pesquisadores, inclusive no Brasil, interessados em

| £
superficies minimas,

A seguinte proposigdo relaciona a curvatura mé-

dia com as diregles assintdticas.

Proposicdo 5.4 - Seja f uma superficie e p ‘um ponto

com Kp # O. Ent3o p tem duas diregdes
assintdticas que sdo ortogonais se e somente se H = O

em P.

Demonstragdo: Como H =0, k; e k, tem sinais opostos,




—-233=

logo Kp < 0. Agora como vimos acima cos Pv, + sen mvz

. . s | 2. K1

e uma diregao assintotica se e somente se ‘tan“yg = -
2

Mas, k1+k2 =0 implica que tanzw = l,f ou seja,
B = n/4; temos entdo duas direcoes assintdticas que fa-

zem um angulo de 1/o. : C.Q.D.

Observe que a demonstragdo diz mais ainda: as
diregdes assintdticas fazem um angulo de 45° com as dire-

¢coes principais.

Exemplo 5.4 -~ O helicoide como superficie minima . Consi
dere a parametrizagao £f(x,y) =
= (y cos x, y senx, x) do helicoide (veja o exercfcio

2.6). Temos que

£, = (-y senx, y cos x, 1)
fy = (cos x, sen x, O)_
- _f;?fy ) (fsen x,;§03”x, -v)
Ifofy’ 'l¥y2
Logo,
I1(1,0)
7;(5:53_ = {=dW(f ),£.> = ~ m £, =
- - (-cos x, —-sen x, O)-(-y sen x, y cos x, 1) = 0
1+y2
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11(0,1) Ceam( ), £
—_— = - hil = =M +f =
1(0,1) vy vy
(0,01—1)
= = ———— .{cos %, sen x, 0) =0
1+y2

Isto &, f e f, sho direcdes assintdticas. Como

fx'fy'= 0, pela proposigdo 5.4, H=0 se K £ 0. Mas
isto se verifica facilmente, pois

(0,0,-1) - -1
M +f = r—em——— « (~y sen x, y c0S x, 1)=
y ¥ 2 2
N1ty l+y
Logq? cogo _fx-fy = 0,
’ » - m.
moo Xlxe e - 5,
PN N HCE AN
x v x
e, consequentemente (veja as férmulas (4.10) e (4.11),
-1
Oy = r—
12
2492772
a)y = 0
mx-fy my-fx _ "1
eI AT S N
¥ y Y
Logo, pela Proposicao 4.3,
1

K(x,y) = detleagy) = - 02y
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Observe que mesmo se fx.fy =0 a matriz (aij) nao e

necessariamente simétrica.

Py - - 4 - .
Definimos a curvatura geodesica de uma curva

D na superficie, denotada kg, como

(5.23) k, = 7' . (mxT)

onde T é o vetor tangente unitdrio da curva D, Dizemos
que uma curva D & uma geodésica se kg(t) = 0 para

todo t. As geodésicas s3o muito importantes porque elas
sao as curﬁas de menor comprimento entre dois pontos (um
ngo muito ionge do outro). Mai:- explicitamente, se D é
uma geodésica parametrizada pelo'compfimento de arco, en-

Id

tao a distancia entre dois pontos D(tl) e D(tz) é
o t,
igual & (D(%1), D(t,)) = t,-t; = [ ~ D' (u)lan, se
t
|t2—t1| < m, para algum m., Este fato de que as geodési-

= r s . -~ ”
cas minimizam comprimentos de curvas nao sera demonstrado
nestas notas, mas nfo podiamos deixar de defini-las e dar a

alguns exemplos,

Pela formula (5.23), vemos que kg =0 se e so-
mente se T’ =0 ouse T =AM, para algum M €R,
Isto é, uma curva é uma geodésica se e somente se ou sua

s ’ ” 1
curvatura e zero ou seu plano osculador e perpendicular ao
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plano tangente (i.e.r cos § = 1), Podemos escrever

' = (T'.m)m + (T (MxT) )« (MxT) = kW + kg(mxT).
Concluimos que

2 2 2

=k + Kk

(5.24}) X " -

Deduzimos desta férmula que no caso de uma geodésica

k = |kn|, ¢ que no caso de uma linha assintdtica k::lkg].

Exemplo 5.5 - A esfera. As geodésicas da esfera sfo os ciz

culos maximos. De fato, um cf{rculo miximo
é obtido intersetando a esfera com um plano passando por

. ’ . r
seu centro. Logo este plano é o plano osculador do circu-
lo maximo; como este plano contém a linha normal a esfera,
pois esta passa pelo centro, temos gue o plano osculador é

* r , . I

perpendicular ao planc tangente, e o circulo maximo e uma

geodésica.

Exemplo 5.6 - O cilindro. As geodésicas do cilindro

f(x,y) = (cos x, sen X, y) s80 as linhas re

G
tag t -+ (cos X,» SN X , t) e as helices

[

t + (cos t, sen t, bt). De fato, uma linha reta & sempre
uma geodésica pois k = 0. Por outro lado uma hélice
C(t) = (cos t, sen t, bt) tem derivadas C'(t) =

= (-sen t, cos t, b) e C"(t) = (-cos t, -sen t, 0) = -m,
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Logo o plano osculador de C & perpendicular ao plano
tangente do cilindro; loge todas as hélices s3o geodési-

cas.

Observacoes:

1) De cada ponto do cilindro sai uma geodésica em to-
da direcao; basta variar as constantes b. Isto

vale para toda superficie.

2) Na sec@io 3 vimos que o plano é isométrico ao cilin
dro ¢ que a isometria manda linhas retas (geodési-
cas do plano) em hélices. Este fato & geral: uma isome-

tria manda geodésicas em geodésicas.

' Um ponto p uma superficie & chamado um ponto
elfptico se Kp > 0, um ponto hiperbdlico se K, < 0.
Quando Kp = 0 temos dois casos, um quando kl =k, =0,
un ponto planar, e outro quande H # 0, um ponto garabé—
lico. Por exemplo, um cilindro consiste de pontos parabo-
licos. Dizemos que um ponto & umb{lico se ky = k,. Exen
plos de pontos umbflicos s&o os pontos do plano kl=k2=0 ’
¢ os pontos da esfera de raio r, k; = k, = 1/r. A seguin
te proposigao mostra que esses sdo os dois Unicos exemplos..

Observemos primeiro o caso kl=k2.

Proposi¢fio 5.5 - Seja f: W »R° uma superficie regular
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parametrizada definida num aberto conexo W de IR2. Se

’ . . . . o
a superficie consiste inteiramente de pontos umbilicos, en

t30 o seu traco estd contido num plano ou numa esfera.

Demonstragio: Pela férmula (5.14) temos que dW(v)=8v, pa
ra todo v em T(x,y)' Mas observe que emn

princ{pio B pode variar com 0 ponto (x,y), isto &, te-

mos uma funcdo diferencidvel B8(x,y) definida em Wu. De-

monstraremos que B é uma funcao constante. Temos que

m = d'ﬁ\(fx) = Bf,
mo=an =
5 (fy) Efy

Diferenciande a primeira equagao com relagao a y e a se-

gunda com relagao a x, temos que

_ 2
myx - byfx * nyx
o)
™ ==—f +
xy WXy foy
C m = M =
omo vx Xy e fyx fxy’ cbtemos que
By _ 2B
oy x oxy
Mas £ e fy sdo linearmente independente; logo
28 _ B8
oy~ 0x 0

Agora usaremos o seguinte fato de calculo: uma
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fungéo-definida num aberto conexo cujas derivadas parciais
se asnulam identicamente & constante. Verifiquemos esta
afirmacio. Seja p e g dois pontos quaisquer de Uu. Pe-
la definigaoc de aberto conexo (veja a secao I.13), temos
que exigte uma curva D regular por parte ligando p e q.
Se C(t) = (x(t), v(t)) ¢é um trecho regular de D entdo
f(t)-=vB(CZt)) tem derivada

' ' oY) ’ o}z
SOEEICE - INETIOR TR

Mas uma fungap real definida num intervalb com derivada
identicamente zero é constante. Logo, B(p) = B(q), pois
D & conf{nua.

Ent3o B8(x,y) & igual a uma constante, que cha-
maremos também 8,

Caso 1 B=0, Temos que mx=my=o. Aplicando a afirmagao fei
ta acima a cada funcdo coordenada de W, ve-

mos que T é constante. Consideremos agora a fungao

glx,y) = f(x,y)eMm, Verifica-se que %ﬁ =f,Mm=0 e

%% = fy-m = 0; logo pela mesma razio g é constante.
Ent8o f{u) esta contida no plano {w ERD: wel =
= £(x,,¥,) M} de ZRB, onde (xo,yo) é um ponto arbitrd-

rio de W,

Caso 2 B#0. Considere a fungdo g(x,y) = £x,v)- % mn{x, v
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Temos que

=
Ii
(@]

8y = Ty -

X X X

¥ ¥

wl— Wi

m
¥
Logo, g ¢ igual a um vetor constante v. Finalmente,

chegamos a concluszo de que f(u)} estd contida na esfera

{w € R7: |w—v| = 1/8}, uma esfera de centro v e raio B.

C.Q.D.

Exercicio 5.1 - Mostre com um exemplo que os valores das

curvaturas principais kl e k2 dependem
da parametrizacio. Mas, verifique que |k1| e |k2|' nao

dependen da parametrizagado; o mesmo acontece com H.

Qual é a imagem pela aplicagao de Gauss
do helicoide?

Exercicio 5.2

Exercicio 5.3 — Ache as curvaturas do catenoide.

Exercicio 5.4 — Ache as curvaturas do toro,

Exercicio 5.5

Considere a parametrizagao f do cilindro

dada no exemplo 2,1. Mostre que existe
uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco C(t)

na superficie tal que d(c(t,), c(tz)) <'It2-tll.

Exercicio 5.6 - Mostre que os meridianos de uma superficie
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de revolugdo sdo geodésicas. Mostre também que o0s parale-
los ao longo dos quais o plano tangente & paralelo ao eixo

de rotagdo sfo também geodésicas.

Exercfcio 5,7 - Ache uma linha assintdtica do toro que nio

seja linha de curvatursa.

£ . .
Exercicio 5.8 - Mostre que uma linha de curvatura que é ao

mesmo tempo uma linha assintdtica é uma

curva plana.

Exercicio 5.9 - Se uma linha de curvatura & ao mesmo tempo

uma linha assintdtica, ent8o K=0 ao lon-

go dela.
Exercicio 5.10 ~ Ache as linhas de curvatura do cone.

Exercicio 5.11 - Seja D = foC uma linha assintdtica com

. curvatura k{(t) > 0. Mostre que

| =/
onde " & a torgdo de D. Sugest@o: o vetor normal 3 cur
va N(t) & tangente e o binormal B{(t) & igual a = W,
Ache a matriz de dM na base T(t), N(t), e observe gue

a curvatura é igual ao determinante desta matriz.

Exercicio 5.12 - Mostre que o catenoide & uma superffcie

ninima.



I

Exercicio 5.1%3 — Mostre que a superficie f(x,y) =

= (x,y, x2+y2) possui um ponto umb{lico.

I

Exercfcio 5.14 — Mostre que a superficie f(x,y) =

{
= (x,¥, x*+yA) possui um ponto planar.

Ache a integral H, onde f£f & o to-
£{u) )
ro do exemplo 3.4, e H & sua curvatu-

Exercicio 5.15

ra média (veja o exercicio 3.22).

6. Definicgdo glbbal de superf{oies

Agora veremos superficies como subconjuntos de
33 que sao localmente o trago de uma superf{cie regular
parametrizada. Daremos maneiras equivalentes de definir
as superffcies e métodos de construir exemplos.

Lembramos que um aberto de ZR3 e um conjunto
3 .

uwecrR gque goza da propriedade de que para todo ponto

p € W existe uma bola de centro p e raio r > 0,

v € R: [v-p| < r }, totalmente contida em u (veja a
secdo 1.13). Dizemos que uma aplicacdo h: U =+ V entre

dois abertos de IR3 é um difeomorfismo se é diferencidvel,

L s . ~ -1
biunivoca, sobrejetiva, e sua aplicacao inversa h ~: V-+u

é diferencidvel.
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Definigio. Uma superffcie & um subconjunto M de R

que goza da propriedade de que para cada um
de seus pontos x existe um aberto u de IR3 contendo
X e um difeomorfismo h: U - V sobre outro aberto V de

R? tal que

(6.1) n(um) = VA®2x(0}) = {(x,y,2) € Vi z = 0

Esta definigBo sugere a idéia intuitiva de que
uma superficie & um pedaco do plano que foi deformado (pe-
lo difeomorfismo hﬁl). Na proposicio 6.2 veremos que uma
superffcie é localmente o trago de uma superficie regular
parametrizada; esta propriedade de que gozam as superf{—

cies poderia ser tomada como a definigdo de superficies.

Exemplo 6.1 - A esfera 2 = {v eR>: [v| = 1}, Seja
p = (pl,pz,p3) um ponto de §°. Temos que

un dos nlUmeros P; & diferente de zero. Suponha que

p3 > 0; o0s outros casos s3o andlogos. Segue-se que
2 2 A .
py + Py < 1l. Por continuidade existe & > 0 +tal que se

|X"P1| <6 e |y—p2| < & entao x2+y2 < 1. Considere

o aberto w = (py-6,p; + 6)x(pz-b,p2+6)x(p3—1,p3+1) de

R?. Definamos h: 4 +R° como h(x,y,z) = ;

= (%,¥,2 - J1-x°=y%). Temos gue h ¢ biunfvoca e que
b (x,y,2) = (x,7,2 + V1 x°-y2) definida em V = h(l)



~2bly

& diferencidvel; logo h & um difeomorfismo. Finalmente
observamos que se g € uw N s%  entdo qi + qg + q% =1

e h(q) = (ql’QZ’O)‘ Inversamente se (x,y,0)€ V entdo
h_l(x,y,O) = (x,y,Jl-xE—yz) euns®, Logo a esfera &
uma superffcie. |

Usando superficies parametrizadas ndo podfamos

antes estudar a esfera toda de uma vez.

Exercicio 6.1 — No exemplo acima ache 4, V e h para

o ponto p = (-1/2, %;; 0).

Uma maneira.fééil de obter superficies, usando
" 0 teorema da funcio implicita (veja a seglo I.15), é dada

pela seguinte prostigao.

Proposigao 6.1 - SeJa A <R? um aberto de RS e

S f1A R uma fungao diferenciavel. Se,

para todo (x,y,z) em A com f(x,y,z) = 0 ‘temos que o

_ (bf o bf)
sY,Z) - bx’by"bz (x, Y:Z)’

diferente de zero, entao 1(0) & uma superficie.

”

gradiente de f (gradf)(X é

Demonstragao: Seja p = (pl,pz,pB) um ponto de f_l(O).
Suponha por simplicidade que %glp # O.

Neste caso, o teorema da funcao implicita garante que exis

te um aberto W de RZ contendo (pl,pz) e um intervalo
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I de R contendo Pz tal que para todo (x,y) em W
existe um Unico nimero g(x,y) em R satisfazendo
f(x,y,8(x,y) = 0, onde g & diferencidvel. - Agora, defi-
na hl: v 4 h(V) = u  como h-l(x,y,z) = (x,y,z+g(x,v))
onde V = WxI. Obviamente h = (h™ 1)1 & qiferencidvel.

Temos que V N (RZx{0}) = Wx{0}. Verifica-se facilmente
que hL(wWx{0}) = u n £ 1(0). C.Q.D.

Exercicio 6.2 — Considere a fungao f:ZR3 R definida
/ 2
como f(x,y,z) = (2- x2+y2) + 2°-1. Mos

tre que £ 5(0) & uma superficie. Faga um desenho. Re-

conhece esta superficie?

Exercfcio 6.3 ~ Considere a funcio f(x,y,z)=x2+y2—z—q.y

Para que o & £ Y(0) uma superficie?

Fag¢a desenhos,

Exercfcio 6.4 - Considere a fungio f(x,y,z)=x2+y2—zz—a.
Para quais o & f_l(o) uma superficie?

Fag¢a desenhos,

A seguinte proposicdo nos da uma definig¢ao equi-
valente de superficies em termos de superffcies regulares

parametrizados.

Proposigao 6.2 -~ Um subconjunto M de IR3 & uma superfi-
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cie se e somente se para tode p em M existe um aberto
u de R3 contende p, um aberto W de ]R2 e umz apli-
cagao diferenciavel viunfvoca e W 4]R3 satisfazendo as

seguintes condigbes:

(6.2) | W) =M N u

(6.3) a matriz jacobiana de f tem posto 2 em todo
ponto vy € W.

Demonstracio: Se M & uma superficie, entdo, pela defi-

nicao, existem abertos U e V, com pEy
e um difeomorfismo h: W » V satisfazendo (6.1). Tome
W - {(x,v) € RZ: (x,7,0) € h{u)}. Defina f: W +R7  como
fx,y) = h_l(x,y,o). £ claro que - flw) =M N u. Vejamos

agora que f tem posto maximo. Considere a aplicagao

H(x,y,z) = (hl(x,y,z), h2(x,y,z)). Temos que - Hof =
= identidade. Logo pela regra da cadeia J(h)sJ(Ff) =

=(1 2), onde J(H) e J(f) representan as matrizes ja
0

cobianas. Segue-se gque J(f) tem posto 2.

Inversamente, suponha que f: w 4ZR3 satisfaz

bfl bfl
(6.,2) e {6.3). Suponhamos que det X y £ 03
of uf
2 2
37 EY q

os outros casos sdo analogos. Defina p: WXR + R
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como p(x,y,z) = £f(x,y) + (0,0,r). O jacobiano de p &

bfl bfl o

- Tox Dy

of of

_ 2 2
J(p)(q’o) h 0x TEF ©
bfz of 1

Ox v

(q,O)

Logo,, det J{p) # O. Agora, pelo teorema 4a fungo inver
sa para fungoes de R°> em R’ (veja a secao I.15), ekxis—
te um aberto V contendo o ponto (g,0) e um aberto - u

1

contendo: p(g,0) = f(gq) tal que P: V -+ u e h=p ~:u-y

sao difeomorfismos. Mas, acontece que

p1(u n M) = o p(x,7,0): (x,y,0) € V=
v n®Z x {0}

h(uw n M)

I

C.Q.D,
Uma aplicag¢fo diferenciavel e biunfvoca
f: w *R5 satisfazendo (6.2) e (6.3) € chamada uma pa-

rametrizacio local de M., £ claro que uma parametrizac¢io

local € uma superf:fcie regular parametrizada. Se
frwp 2 U e £ oW, 7 U, s30 duas parametrizagoes lo—
cais de M, com p € W N u, N M, entdo é fdcil verifi-

2
car que a aplicagao h: le(ul n U.2) c R? *fél(ul'nuz)':]&z

é um difeomorfismo. Segue-se que fllf;_l(ul n uz) = f,0h
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rd . ~ r .
& uma reparametrizagao de T como superficies regulares

1?
parametrizadas. Consequentemente, podemos definir numa su
perfi{cie todas as nogdes geométricas de superficies regula
res parametrizadas que nao dependem da pérametrizagﬁo. Por
exemplo, para definir o plano'tangente num ponto q de M

"usamos uma parametrizacgao local fl: ul *IRB tal que
fl(p) = q e definimos o plano tangente a M em g como
TMq = Tp' Pelo gue vimos acima esta definigdo nao depende
da parametrizagao local escolhida. De fato, outra parame-
trizagdo local £, éo redor de g é uma reparametrizagdo
de fl. Logo, pelo gque vimos na segao 2 o plano tangen-

te obtido por intermédio de £, é igual a Tye Desta ma-

neira podemos estudar a geometria de uma superf{cie.

. I's . .
Exercicio 6.5 - Seja p €M e fi: wy * u, e £,: w, U,

duas parametrizagbes locais com pe'ulr\uz.

Mostre que fglofl: f_ll(ul n uz) -»Rz é diferenciavel e
tem posto 2.
Exercfcio 6.6 - Explique comdo podemos definir a curvatura

de uma superficie.

Exercicio 6,7 - Ache uma parametrizagao local da superfi-

cie M = {(x,y,z) € R3: % + y2 =1} a0

redor do ponte (0,0,1).
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Exercicio 6.8 — Mostre, sem fazer uso da proposicao 6.2,

® e ~
que 0 grafico de uma fungao & uma superf{—

cie.

Exercicio 6.9 - Demonstre que se M ¢ uma superficie en-

t%0 RO-M & um asberto de R-.

Vimos que podemos definir glcbalmente os planos
tangentes de uma superficie M. Logo, temos uma linha'no;
mal bem definida em cada ponto. Mas, pode ndo ser possf—
vel definir um vetor normal unitdrio W de uma maneifa
global e continua. De fato, na faixa de Moebins

M = £((0,6m)x(-1,1) =
= {{(1+y cos %)cos x, (l+y cos %)sen X, y sen %);

x € (0,2m), y € (-1,1)]
normal. Este problema sugere a seguinte definicdo: uma

orientagio de uma superficie M & uma aplicag3o que as-
socia a cada ponto p de M um vetor normal unitario mp
de tal forma gue para todo ponto g de M existe uma pa-
rametrizacio local f: W +M tal que q € f(u) e
f_xf
My = |fzxf J

superficie é orientavel se ela admite uma orientagao; caso

, Dara todo p € f(u). Dizemos gque uma

contrdrio & chamada n3o orientdvel. Observamos que numa
superficie orientdvel existem duas orientagles, ™ e =M.

Se uma superffcie & orientdvel ent3o existe a aplicacao de
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2

Gauss Mm: M =+ S° (na verdade existem duas).

fofy

0 problema & que a aplicagio normal ————
|£_xf_ |

X ¥
depende da parametrizagio; de fato, se f = foh §é uma re-
parametrizacio de f ent3o, pelas férmulas (2.6) e (2.7)
temos gue

£ .xE, = det J(h) fxxfy .

Logo, m=Mm ou Mm=~Mm dependendo de det J(h) ser

positivo ou negativo.

Exercicio 6.10 - Mostre que uma superf{cie obtida pelo mé-

todo da proposicac 6.1 é sempre orienta-

vel.

+ E [ ) - + #
- BExercicio 6,11 - Mostre que uma superficie M e orienta-

vel se e somente se existe uma famflia
i u, + M cRr> A € L, de parametrizagdes locais tal
by )‘ ’ ’ ~

que M= U f,(u,}, e que sempre que fH{(u, N £ I(u, ) # o
AL MM T MM TR
o s ~ -1 ~1 .
a aplicacdo h = fi~of, |[£7(f, (w, ) n f, (u, )} satis-
My A TM M T My
faga det J(h)P > 0, para todo pP.

Devemeos observar que uma superficie M ndo tem
auto-interse¢ao. Neste sentido as superffcies regulares
parametrizadas eram mals gerais. Uma maneira de admitir

z ~ ’ M s ~
auto-intersegoes e considerar a seguinte definicao. Uma
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imersgo de uma superffcie é uma aplicagio g:M - R?  tal
gue, para todo p € M, existe uma parametrizagao
f: WM <R com p € £(u) tal que gof: U »R> & wma

superficie regular parametrizada.

Outra variante da definic¢fo dada aqui & conside
rar superficie em IRA, ou em R"®; a definicdo & facilmente
modificada. Existem algumas superficies nfo orientdveis

4

que existem em R’ mas nSo em R°.

Exercfcio 6,12 — Escreva uma definigao de superficie em

R™. Mostre que
M = {(xz,yg,zz,J§"xy,J§‘xz,JEﬁyz).GZR6: Payter? = 1)

é wma superficie de R®. Ela & ume superff{cie nfo orien-

tavel no sentido do exercicio 6.11) chamada o planc pro-

Jetivo.

7. Alguns teoremas

No capfitulo I chegamos a estudar alguns teoremas
interessantes e profundos sbbre curvas. Infelizmente, nu-
mas notas introdutdrias, nfo nos & possivel fazer o mesmo
no caso de superffcies. Na verdade, preparamoé toda a ma-~
quinaria, mas nao chegamos a usé-la. Agora vamos mencio-

nar alguns teoremas cléssicos interessantes. Nao vamos
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demonstra-los, mas, pelo menos, entender seus enunciados €

un passo a frente.

Comegaremos com um teorema que, na reglidade, es
tamos em condigGes de demonstrar sem muito trabalho. Um
subconjunto fechado e limitado do R? & chamado um subcon
junto compacto. Uma propriedade Gtil que eles tém & que
uma fungao continua definida sobre elé sempre tem um maxi-
mo e um minimo. Uma superficie é sempre fechada; logo, se
r§ compacta se ¢ somente se for limitada. Um teorema simi
lar ao das curvas de Jordan (Veja a se¢do I.13) diz que
toda superficie compacta divide o espago R’ em dois aber
tog conexos disjuntos, um dos qﬁais ¢ limitado, A frontei-
ra deles dols seria a superf{cie. OQutro fato é que uma su
perficie compacta & orientdvel, Dizemos que uma superfi-
cie é convexa se ela € a fronteira de um conjunto convexo

do RI.

Teorema de Hadamard. Uma superficie compacta com curvatu-

ra Gaussiana sempre positiva & con-
vexa.
A demonstracio deste teorema & quase idéntica a
do teorema I.l%, A idéia é primeiro mostrar, como naque-
le teorema (esta parte & idéntica), que se o conjunto limi

. ~ ~ .
tado pela superficie nao for convexo entao existe um seg-
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mento de linha reta tangente a superficie e dentro deste
conjunto limitado. Mas, esse fato contradiz o resultado
da proposigao 4.@, que garante a convexida@e local da su-
perficie. O leitor deve tentar dar uma demonstracio deta-—

lhada deste teorema.

Este teorema vale também se sd ped{ssemos que
K > 0. A mesma demonstragdo nao vale pois o exercicio
4.7 mostra qué a informagdo para superficies anidloga &
feita na proposigio I.9.2 nfo & verdadeira.A demonstracao
usa .a nogdo andloga a da curvatura absoluta total de uma,
curva; no caso de superffcies estuda-se o nlmero IM IKI-
Mostra~se que este nimero & igual ao mfnimo possfvel (&4u)

L d
Sse e somente ze M e convexa.

Dizemos que duas superficies . M; e M, sdo isomé
tricas se existe um difeomorfismo h: Ml -+ M2 tal que pa
ra todo p € My, exisfem parametrizagoes locais £1u-M,,
com p € £;(w) e h(p) € fz(uz),' que s8o isométricas co

mo superficies parametrizadas (veja a secio 3).

Teorema Egregium de Gauss. se ht My 2 M, é uma isometria
entao Kp = Ky(p)» Dara todq

P € M,

Este teorema € demonstrado mostrando que a curva
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tura K de uma superffcie pode ser expressa em termos dos
coeficientes E, F e G da primeira forma fundamental e de

.suas derivadas.

A seguir falaremos dé um teorema que relaclona a
curvatura de uma superf{cie com sua topologia. Uma trian-~
gulagio de uma superficie é uma divisdo da superficie em
trifngulos por meio de curvas regulares. Tsto &, temos um
ntmero de curvas regulares biunfvocas C,:" [a,,b,1 = M <R,
tal que Ck((ak’bl)) n CH((aH’bH)) = ¢, se h#u, e que
quando trés delas formam uma curva fechada elas limitam um
conjunto Ti’ chamado triangulo, que ¢ a imagem por uma Pa
rametrizacfio local de uma bola aberta de ZR?. Exigimos
também que M - chk(tak’bk]) seja uma unizo finita de
triangulos disjuntos. As curvas sao chamadas lados, e os
pontos C(ak) e C(by) s&o chamados vértices. Se V =
= némero de vértices, L = nimero de lados, e T = nimero
de trifngulos, chamamos o nimero %(M) = T-L+V de caracte
r{stica de Euler de M‘, Este numero %(M) tem duas pro-
priedades importantes. Uma é que nao depende da triangula
¢Bo. A outra & que se h: M; » M, & um difeomorfismo en
tre duas superficies compactas entfio %(M;) = E(Mz). Como
um exemplo o leitor deve mostrar que a caracberistica de

Euler da esfera é igual a 2.
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Teorema de Gauss-Bonnet. Se M é uma superficie compac-

ta (orientdavel) do ZRB, entao

Jﬁ K = 2mHM)

Este teorema & surpreendente pois superf{cies
geometricamente diferentes tem a mesma caracteristica de
 d } .
Euler. Ele é demonstrado usando a seguinte férmula, cha-

mada de Gauss-Bonnet,
5 P1 3
K+ T f K, (t)dt + T 0, = 2m
£(u) i=1 a; i=1
onde f: V 4IR5 é uma superf{cie parametrizada contendo

o fecho de um aberto U de ZR2

aberta do ZR?. Pedimos que a fronteira de U consiste

2

difeomorfo a uma bola

de trés curvas biunivocas regulares C,;: [a;,b;1 R tal
gque seus vetores normais apontam para dentro de W, ' .que
cl(bl) = Cz(az), Cz(b2) = 03(33), e CB(bB) = Cl(al).

'0Os angulos Bi, chamados éngulos externos, estao defini-

dos pelas seguintes equagdes,

Di(bl)xDé(az) = |Di(b1)||Dé(a2))sen o.M
Dé(bz)xD%(aB) = lDé(bZ)llD%(aB)Isen o,m
D%(bE)xDi(al) = |D%(b3)||Di(a1)|sen a3m

onde Di = foCi, e M & o vetor normal nos pontos corres’
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pondentes eKg é a curvatura geodésica, estudada na segao

5. Observe que K = K{x,y)|f_xf | dxdy. O conjun~
Jf(v.) Ju TRy

to f(u) & um tridngulo. Um trifngulo é chamado geodési-
~ r 2 ” . ~
co se seus lados sao geodesicos; esta e uma generalizagao
geométrica de triéngulos do plano, cujos lados sdo retas,
. A .
1e€ay geodé51cas. Se f(u) & um trléngulo geodesico en-
t30 a formula de Gauss-Bonnet diz que a soma dos dngulos

”»

e

2 B; =1 J K .

i=1 £{u)

internos &; = m-8,,

Daf, segue~se que se K=0 a soma é igual a m, se K>0
a soma & maior do que T, € se K < 0 ela & menor do que
.

Dizemos que uma superficie M & completa se da-
dp qualquer geédésia parametrizada pelo comprimento de ar-
co C: [a,b] » M, existe outra geoaésica D: [c,d] » M
também parametrizadalpelo comprimento de arco tal que
¢ <a, d>b, é D|la,b] = C. TIsto &, M & completa se
~toda geodésica pode ser estendida indefinidamente. Uma su
perficie compacta é completa. Um exemplo: o gréfico de

2

uma fungdao h: W CR° 4R & completa se e somente se

2

UL =R, O diametro d(M) de uma superffcie M & o supre

mum de todas as distancias d(p,q) entre pontos da super-
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ficie. Claro que esta distancia &€ ao longo da superficie,
i.e., d{p,q) ¢ igual ao infimum dos comprimentos de to-

das as curvas sobre a superficie que ligam p e g.

Ieorema de Hopf-Rinow: Seja M uma superficie completa.

Dados dois pontos gquaisquer p e g
em M existe uma geodésica ligando p e g com comprimen-—

to igual a d(p,q).

Para ver que a condiglo de M ser completa &
fundamental, considere R {(0,0)} como uma superficie;
ela nio é completa. Os pontos (~1,0) e (1,0) nfo podem
ser ligados por nenhuma geodésica.ﬁ Mais ainda, nao exis-
te nenhuma curva em ZR2—{(O,O)} ligandd esses pontos com
‘compriments igual a d4((1,0),(-1,0)).

0 seguinte teocrema relaciona a curvatura e a dis

tancia.

Teorema de Bonnet. Sejé M uma superficie completa. Se

existe um & > 0 +tal que K > b4, .en-

t8o M & compacta e d4(M) = n/Jb .

Na segdo 5 estudamos a pseudo-esfera (exemplo
5.3). Vimos que ela tem curvatura negativa constante, mas
ela ndo é completa. O prdoximo teorema mostra que n§o_hé

maneira de estende-la a uma superficie completa.
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Teorema de Hilbert: Nao existe superf{cie completa M CIR3

com curvatura negativa constante.

Temos enunciado alguns teoremas cldssicos. Po-
” s . . .
rém a pesquisa continua., Por isso daremos dois exemplos
mais recentes; Claro que a escolha é arbitriria, pois ha
muitos exemplos interessantes. O primeira generaliza o te

teorema de Hilbert.

Teorema de Effimov. Nio existe superffcie completa MSR?

com curvaturas Ks8s0, onde & &

constante.

Teorema de Hartman e Nirenberg. Se M & uma superficie

| _completa com K = 0 entao
M & um cilindro, i.e., a menos de uma isometria de R,
M = CXR onde C & uma curva em R°. {(veja o exemplo

1;3).
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Envolvente, 123
Equacio de Frenet, 47
Esfera, 208, 194, 236
Evoluta, 76

Fami{lia de curvas, 123
Férmula de Buler, 221

Geodésica, 235

Hélice, 138, 149, 155
Helicoide, 171, 233
Hessiano, 203

Imersgo, 251 _

Indicatrix, normal,88
tangencial, 88

Involuta, 79

Isometria, de R? ePLB, 6d
local de uma superficie, 188
de superficies, 185

Linhas, afim, 28
normais, 30
paraleias, 28
tangentes, 30
de curvatura, 224
assintética, 229

Matriz, ortogonal, 44
transposta, 68

Nimeros de rotagao, 98
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Orientagao, 138
de curvas, 42,33
de isometrias, 73
de superficies,249
do R, 64

Paraboloide, 165
hiperbdlico, 173
Parametriza¢ao, de curvas, 8
local, 247
Plano, 186 '
afim do R?, 176
normal, 136, 155
osculador, 137, 155
projetivo, 251
" retificante, 155
tangente, 167
Ponto, eliptico, 237
hiperbdlico, 237
parabdlico, 237
planar, 237
umbflico, 237
Primeira forma fundamental, 184
Produto, escalar, 5
vetorial, 139
Projegio estereografica, 176
Pseudo-esfera, 229

Raio de curvatura, 84

Referencial de Frenet, 144, 45

Reparametrizagao, de curvas, 22
de superf{cies, 173
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Singularidades, 27
Superficies, 243
de revolugao, 191, 226
desenvolviveis, 200, 226
isométricas, 185
minima, 232
regradas, 171
regulares parametrizadas, 164

tangencial, 172

Teorema, fundamental das curvas, 50
dos quatre vértices, 113
da funcao implicita, 118
da funcic inversa, 119
de Jordan, 102
de Pappus, 193
Hadamard, 252
egregium de Gauss, 253
CGauss-Bornnet, 255
Hopf, 257
Bonet, 257
Hilbert, 258
Effimov, 258
Haritman e Niremberg, 258
Torgao, 142
férmula da 147
Toro, 193
Trago de uma éuperf{cie parametrizada, 164
Tractrix, 229
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Vetores, linearmente independentes, 4
combinagac linear de, 5
norma de, b6
ortogonais, 6
ortonormais, 6
normais, 45
normal principal, 137
tangente unitario, 137
binormal, 141
normal, 183

Vizinhanca aberta, 174.






