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INTRODUGAQ

Estas notas foram eseritas com o intuito de ser
vir como um texto de nivel médio para um cursc de equagoes
hiperb6licas lineares a ser ministrado mo 119 Coldquio Bra
sileiro de Matemitica. Ao mesmo tempo, esperamos que elas
possam vir a ser de utilidade num curso regular de pds-gra
duag3o em equagoes diferenciais parciais em que o enfoque
principal esteja no problema de Cauchy global., Destacam-—
-se, entio, as equagoes hiperbolicas, caracterizadas como
aquelas para as quais o mencionado problema & sempre bem-

~posto na classe das fungOes infinitamente diferenciaveis.

0 texto consiste de 5 capitulos e um apendice
(dividido em duas partes)}, comegando com um gratamento
classico, nos dois primeiros capitulos, da conhecida equa
¢ao da onda, o protdotipo das equagoes diferenciais hiperbd
licas. No primeiro capitulo, considerando o preoblema de
Cauchy global (em todo o espago-tempo) para aquela equagao
com dados iniciais (no hiperplano t=0) que sao c” e "bas
tante regulares no infinito", mostramos que o mesmo admi-
te uma unica solugao, a qual & ¢ . 0 chamado método de
energia, que 12 desenvolvemos, desempenha um papel impor

tante na unicidade bem como na propriedade de velocidade



finita de propagagao (ou teorema do dominic de dependen
cia). A partir dal, podemos remover a restrigao no infini
tc para os dados iniciais e mostrar que o problema de Cauy
chy para a equagﬁo da onda com dados iniciais e ségundo
membro C arbitririos possui uma Gnica solugio A tamb&m
c” (1). A clissica questao de dependencia continua da sé
lugao nos dados torna-se entao uma mera comseguencia do
teorema do grafico fechado: isto £ feitoc no segundo capil
tulo, onde témbém deduzimos formulas explicitas para as
solugoes, via a chamada transformada de Raden, formulas
essas que nos permitam demonstrar uma priﬁeira versao do
famoso principio de Huyghens, vialido em dimensao (espa

cial) impar > 3,

Ho terceiro capitulo, o tratamento & mais moder
no e exige por parte do leitor um certo conhecimento da
teoria de espagos de Hilbert. Entre outras coisas, estuda
mos as solugoes fracas da equagao da onda, particulamente
as chamadas solugoes com.energia finita e as solugoes nos
espagos de Sobolev. Ao leitor naoc familiarizado com um mi
nime que seja da teoria das distribuigdes e espagos de So

bolev, recomendamos uma leitura paralela do apendice nas

(1) Como veremos no capitulo 5, um tal resultado de exis
tencia e unicidade & equivalente 3 definigao (algébri

ca) usual de hiperbeolicidade.



partes em que se fizer necessario. A idéia de incluir um
apendice (dividido nas partes A e B) foi feita exatamente
numa tentativa de tornar o texto o mais auvtosuficiente pog
sivel.

¥o capitulo 4 estudamos os chamados sistemas hi
perbolicos simitricos, repetindo essencialmente as mesmas
técnicas usadas até@ entao, Como se poderia esperar, os . re
sultados 13 obtidos sao de natureza analoga aqueles para
a equagzo da onda, A razio para esta "coincidencia" fica
clara no capitulo 5, quando entaoc consideramos o caso mais

geral dos sistemas hiperbolicos.

Finalmente, gostariamos de dizer que a nossa omis
sao de algumas partes importantes da teoria das equagoes
hiperbdlicas (como aquela referente a operadores com coefi
cientes variaveis, por exemplo) foi ditada pela nossa preo-
cupagao em nao extender demasiadamente o presente texto., Ao
leitor interessado em aprender mais sobre as equagoes hiper
bolicas recomendamos consultar as referencias listadas, es

pecialmente [3], [5], [10], [13], [16], [21] e [26].

Queremos deixar aqui consignados os nosscs agrade
cimentos a Comissao Organizadora pela oportunidade que nos
propercionou de ministrar o presente curso. 0s nossos agra
decimentos também ac Sr. José Pereira dos Santos pelo empe

nho e eficiéncia do seu trabalho datilografice.

Brasilia, maio de 1977
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CAPITULO I

0 PROBLEMA DE CAUCHY PARA A EQUACAO DA ONDA.
0 METODO DA ENERGIA.
poMINIO DE DEPENDENCIA.

1.1 - Introducao

Uma equacgao diferencial ordinaria bem conhecida
e estudada nos cursos usuais de graduagao & a chamada equa

cdo do oscilador harmonico

2 -
(1.1) X, * 0°X 0

ende >0 & a frequiZneia do oscilador. Sua solugao  X=X(t)
com dados imiciais X(0)=X,, X _(0)=X, & dada por

sen Wt

(1.2} X = X, cos wt + X, -

Em particular, destacam—se as solugoes

¢ 1
(1.3) x(*) = cos we e x4 - 53%?95
correspondendo aos dados iniciais Xy=1, X,=0 e X, =0,
X,=1, respectivémente. Por outro lado, entre as equagoes

diferenciais parciais, existe uma equagao também bastante
conhecida e destacada na classe das equagoes hipernboficas,
a qual estd intimamente ligada a equagao (1.1). Trata-se

da equacdo da onda (das ondas, das ondas acusiicas, de



d'Alemoent, eife.)

2
(1.4) I

ac?
onde & = E?=1 32/3x§ & o Laplaciano em R ¢ ¢>9 & uma

constante, Quando n=3, por exemplo, ela representa o mo
delo mais simples para o estudo de propagagac de ondas
aclsticas em um meio homogéneo e {s0trdpico, onde ¢ & a

(1)

velocidade de propagagao Este e os dois capitulos se
guintes serao dedicados ao estudo do problema de Cauchy
para a equagao da onda com dados inieciais no hiperplano

{(c,x)er*R™ | t=0}:

(1.5) u(0,x) = un(x), %% (0,x) = ul(x) em R%.
Como veremos na segac 1.5, se ug e u saoc fungoes em
Cm(ﬁn), o problema (1.4)-(}.5) tem uma unica solugao

u=u(t,x) em Cm(ﬂ{n+1

}. De fato, éste resultado de existén
cia (global) e unicidade continua valido para a equagao
da onda nao-homogénea, com uma fungao f=f(t,x) no segundo

membro de (1.4), desde que f esteja também em Cm(IRIH1

).

Portanto, em vista do que dissemos ha ponco na Introdugao,

a equagao da onda € hiperbdlica!

Agora, .aplicando formalmente a transformada de

Fourier na variavel x a equagac da onda (1.4), obtemos

(1) Quando n=1, obtemos a chamada equacao da corda vibhran
te, que governa as vibracoes transversais de uma cor-
da.



\r | 4
(1.6) u .+ c?lpl?u = 0.

Se considerarmos a variavel dual p come um parametro,

a equagao acima @ uma equacaoc diferencial ordiniria do ti

a ~

po (1.1) onde w = c{p| e X=u(+,p). Os dados iniciais sao
o " .

agora X, = uy(p) e X, = u,(p) de sorte que, em vista de

(1.2), obtemocs

(1.7) E(t,p) = EO(P)COS(CIp]t) + '1‘;1(1)) sen((:cp t)-

Portanto, tomando a transformada de Fourier inversa (na va
riavel p) da expressiao acima, somos naturalmente levados

ao seguinte candidato a solugao do problema de Cauchy (L4)

-(1.5):

(1.8) ult,x) = Fql[t(t,')](x)

= —__LETE Ieix'p[to(p)cos(c[plt) +
(2m) /™
+ EI(P) sen(c -t)] dp;

cip

0 unico problema com o raciocinioc acima & que o nosso pro
cedimento for puramente formal. Entretante, tude funciona
se assumirmos que u, e u, s2o "bem comportados', por exem
plo, u, e u, no espago de Schwartz S=S(®™) das funcoes

rapidamente decrescentes no infinito:
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S={hec”|sup n|x|kIDah(x)i<m vkez , VoeZ,l.
xeR

1.2 - Existencia de Solucao com Dados Iniciais no Espago S .

Teorema 1l.1. Se wuy,u; € S@®") ent3o u=ul(t,x) definido
+ - , -
poer (1.8) pertence a Cm(Rn 1) e e solu¢ac da equagao da

onda (1.4) com dados inicilais u(O,-)=u0, ut(O,-)=u1

Demonstracao, Observemos inicialmente que as fungoes

1 sen(cJPJt)

n
(1.9) K (t,p)= (zﬂ)nlz clp}

1 ' u

-~—57§c05(CIp|t), Ry (t,p)

(2m)

sap infinitamente diferencidveis, Além disso, temos as se
Ay " _

guintes estimativas para as derivadas de Ry, e Ry em rela

¢ao a t:

'R ( |

iRy (e,p)| < C(1 + je])

(1.10)

W k
| R ep) | = G K ep ] < aslph®,

kK = 0,1,00.

Por outro lade, como u, & u, estao em $§ segue—se que o
- . n

mesmo e verdade para as suas transformadas de Fourier ug
v - . . , ; o

e u,{V. apendice). Em particular, dade um inteiro positi

vo m gqualquer, existe Dm>0 tal que



b Dm .
iuj(P)i f o’ j=0,1.
(1+]p])
Portanto, o integrando elx.pt(t,p) de (1.8) & infinita-

: mente_diferenciivel e valem as estimativas
d  k ar ixepv , +k- 1
2 <02 [ 15 P ¥ (e, 0] |§Ck’a.m(1+|p|)|ﬁl Breje]y 1,

quaiSqugr que sejam k,mez*, uezg. Como podemos fazer mez+
acima arbitrariamente grande e J(1+Ip|)-£dp<m se L > m,
estas estimativas nos mostram que uf{t,x) dado em _ (1.8)
esta bem definido e &, de fato, uma fungao infinitamente
diferenciavel. (Podemos derivar sob o sinal de integragao
em (1.8)!). Em particular, obtemos

3%u .2 1 I ixeppv + o2 P -
;:; c éu - z;;;577_ e [“tt c?|[p|2u]dp = 0.

&>
As condigoes iniciais sao também facilmente verificadas.
. ‘ Q.E.D.
0 teorema que acabamos de demonstrar nada diz 80
bre unicidade da solugao do problema de Cauchy (1.4)-(1.5).
Apenas gxibe uma solugao da maneira mais natural possivel,
Um dos modos de se mostrar.unicidade & atraves do chamado

método da energia, um método muito comum no estudo das

equagoes hiperbolicas e que consideramos a seguir para o

(1) 0 fater (1+It|) pode ser omitido se k>0,



nosso caso especial da equagao da onda.

1.3 - 0 Matodo da Energia. Unicidade de Solucoes Classicas.

Seja u(t,x) wuma solugao (basta ser de classe c?)

da equagzo da onda. Multiplicando esta ultima por ;t obte

mos a identidade

- _ 1 3 2 - "
Observando que Re u  u = 7 3¢ ]utl e Re udu
iv (5 - 3 = v (3 - 13 2 (D), -
Re dlvx(utVu) Re(Vueﬂu) Re dlvx(utVu) 5 BE [Vu] A

identidade acima pode ser escrita na seguinte forma de di

vergéncia (nas variiveis t,x)
{1.11) dlv(t,x)(E'F) =0,
onde

EAB % (|ut|2+CZIVu[2) e F = -Re(chtVu);

A idéia que surge imediatamente & a de integrar a identida

de (1.11) sobre uma regiae § no espago tempo (i.e., 'no

n+ s . .
espago R 1 das varidveis t,x) com fronteira 9%, para

a qual possamos aplicar o teorema da divergencia. Para os

nossos propositos aqui, escolhemos o tronco de cone Q =

(1) Estamos usando as notagoes ut=8u!3t, Tu={3u/3%,, .14
du/ox ), [Vu]? = E?ﬂ |au/axj["—.



{(e,x) | ]x*xul 2 Ree(e -t), tﬂ-hgtsto}, onde (ty,x,) €
2"*l ¢ h,R >0 s3o fixos.

LN

to'

to-h 4
REntao, obtemos
(1.12) J {Ev_ + F.v_)dS =0,
. x '
onde Vv = (Ut,vx) designa a normal exterior (unitaria) a
39(1). Como Vv = (1,0) e v = (-1,0) na "parte superior" e
P P

"inferior" de 9%, respectivamente, (1,12) fornece

{(1.13) J % (l'ut(tu ,x)!2+c2iVu(t° ,x)[z)dx -
B(xu,R)
1
J 5 (lut(tﬂ—h,x)}2+c2|Vu(to—h,x)]2)dx
B(xO,R+ch)
(1) Observe que Vv s0 nao esta definida nos pontos de 30
da forma (t ,x) com |x~x =R e (t -h,x) com |x-x |=

R+ch.



= - JP(Evt+F'ﬁQdS’

onde I & a "parte lateral” de 3(. Agora, observando que
v, =c|lv ]| em T e lembrando as definigoes de E e P, &
facil ver que Ev +Fev >0 em T. Portanto, o primeiro mem

-

bro de (1.13) e < 0.

Se MCR® & um conjunto mensuravel, a quantidade

Eyfu;t] = % JM (|ut(t,x)[2+02|Vu(t,x)|2)dx

(que pode ser infinita) & chamada de energia de u  conti
da em M no Zempe t. Assim, scabamos de mostrar:

Teorema 1.2 Sejanm (t,,x,)emn+1

e h,R > 0 dados. Se u =
u(t,x) @& uma solugdo de classe C2? da equagao da onda (1.4),
entao a energia de u contida na bola B(x,,R) no tempo
t, € menor ou igual & energia de u contida na bola

B(x,,R+ch) no tempo t,~h, i.e.

(1.14) EB(x“R) [ust,] < EB(xo’R+ch)[u;to-h}.
Observacao 1.1 De uma maneira anzloga, considerando o
tronco de cone {{t,x) | Ix-x°[§R+c(t-to), t,-hgt<t } com

R-ch>0, h>0, podemos mostrar que
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(1.15) EB(xo,R—ch)LU;to_h] < EB(xu,R)[u;tﬂ]'
Em particular, (1.14) e (1,15) fornecenm

(1.16) Bpo,m) [93t] € Egeo,mec|e]y [430]>

onde R>) e teR sao arbitrarios.

Corolario 1.1 Se u=u(t,x) & uma solugao (de classe C?)
da equagao da onda com dados iniciais u, =0, ulEO, entao
usl.

Demonstragao. Em vista de (1.16), EB(O,R)[“;t]'O para

R>0 e teR arbitrarios. Logo, u =u_ =0 (1<j<n). Mas, en

t

tao, u & uma constante, a qual deve ser zero em virtude
dos dados iniciais ¢ serem.

Q.E.D.

1.4 - 0 Teorema do Dominio de Dependencia.

Teorema 1.3 Para cada T>0, o valor de u(T,x)(l) num pen
to xoemn s0 depende dos valores dos dados iniciais uo(x)
= u(0,x) e ul(x) = ut(O,x) na bola Bzxo,cT). Mais geral-

mente, os valores de u(T,x) num aberto UC:Rn dependem

(1) Novamente, estamos assumindo que u(t,x) & uma solugao

2

de classe C? da equagac da onda,



apenas dos valores de u e u em U + B{0,cT). (Um resul

tado an3logo e valido para T<0Q. Enuncie-ol},

Demonstragao. Basta mostrarmos que se uo(x)=u1(x)=0 para
Ix-xu|5cT, entao u(T,x ) = 0. Com efeito, de (1.14) obte

nos

EB(xo,cT—ct)[u;t] < EB(xo,cT)[u;ol =0

para todo 0<t<T, de sorte que u_=u_ =0 (i<j<n) no cone

£t x.
£ = {(t,x) | |x-x,[<c(T-t), 0<t<T}. Portanto, u=constan-
te em § de onde se conclui gue w0 em ﬁ, em face da

continuidade de u e dos dados iniciais serem zero na "ba

"

se" de {l. Em particular, u(T,x,)=0, Finalmente, a segun-

da parte do teorema segue do fato que U+B{0,cT)=1) B(x,cT).
xelU

Observacao 1.2 O resultado acima & comumente conhecido co

mo o teorema do dominio de dependéncia. Em palavras corren
tes, "o que acontece em U no tempo T>0 & independente
do que aconteceu fora de U+B(0,cT)no tempo t=0". E cla-
ro que podemos inverter esta maneira de interpretar o teo-
rema 1.3 e perguntar sobre os poasiveis pontos x do espa
go que serac influenciados no tempe T>0 por algo que acon
teceu num conjuntoe M no tempo t=0., Neste sentide, temos

o seguinte resultado que nos diz que "sinais originados no



tempo t=0 se propagam com velocidade < e¢":

Corolario 1.2 Seja u(t,x} uma solugac de classe c? da
egquagao da onda. Se M = supp uol_jsupp.u1 (onde u, e u,

szo0 os dados inmiciais de u) entao, para cada T>0,

(1.17) supp u(T,«)CM+B(0,cT).

Demonstragao. Queremos mostrar que u(T,x)=0 para x no

comp lemento ﬂT de M+B(0,cT). Isto segue do teorema ante

[

rior uma vez gque QT+B(0,CT)C:MC e u,=u =0 em M.

0

Observacao 1.3 Novamente, um resultado anzlogo & valido pa
ra T<0 {com B(O,gTS substityido por F{(0,e|T]) em (1.17),

de sorte que temos

(1.18) supp u(t,-)C:M+BTO,c|t]3

* .
para todo teR, Portanto, o suporte de u emn r" 1 (i.e.,
como fungao de t e x) esta contido em M°+P, onde M, =
{¢0,x) | xeM} e T = {(t,x) | [x]|<e|e]}. T & comumente

chamado de cone de £Luz. Voltaremos a este ponto novamente
na segao 3.4, quando relacionaremos T, r, = IN{(t,x)|t>0}
e T_ =TN{(t,x)|t<0} com certas solugoes (fracas) espe

ciais da equagao da onda. Na segao 3.3 veremos tambeém que,

ne caso de n ser impar > 3, o resultado acima pode ser
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melhorado parsa supp u,C:M°+3F, onde 3T & a fronteira de

I': éste & o célebre principio de Huyghens.

usz0

ﬂ(

u=0

1.5 - 0 Caso de Dados Iniciais em ¢C%.

Em virtude do teorema 1.1 e do corolario 1.1, ja-
sabemos que o problema de Cauchy para a eéuagao da onda

e e e e n ' -, -
com dados iniciais no espage S(R) tem uma unica solugao

n+1)

em C (R » & qual @ dada por (1.8)., De fato, o teore

ma 1.3 {ou, o corolario 1.2) nos permite remover a restri
¢ao no infinito para os dados iniciais de sorte que estes

- . o~ . - o
Ultimos possam ser fungoes arbitrarias em C (R").

Com efeito, seja {Uklk-1,2,...} um Arecobraimento

abento, Localmente {inito, de R"™ (i.e., os U 's sao

. P - n . .
abertos cuja uniaoc e R e tais que todo conjunto compacto

interseta apenas um nimero finito deéles), Assumindo =zinda

que cada U & compacto, vamos considerar uma parii¢do da
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unidade {¢k} subondinada a {u (i.e., c]:kecm({Rn) com

@ 1
¢k30, supp ¢kc:Uk e 2k=1 ¢k(x)=1 VxeRn)( ). Agora, da

dos u, e u, em Cm(Rn), seja u(k)

(t,x) a unica solugao

da equagac da onda com dados iniciais u(k)(O,x)=uu(x)¢k(x),

uék)(o,x)=u1(x)¢k(x). (Observe que, para cada k, uo¢k e
-~ _ y%= _po

u ¢, tem suporte compacto e u, = Ek=1 u by, ul—zk=1u1¢k).

Entao, usando o teorema 1.3, nao & dificil mostrar (Exereci

cio 1.7) que

(1.19) u(t,x) = z:=1 u(k)(t,x)

esta bem definida. Além disso, ve-se também que u esta em

cm(m“+1) e & solggﬁo da equagao da onda com dados iniciais
u(O,x)=u;(x), ut(O,x)=u1(x). Finalmente, sabemos que u &

unica em vista do corolaric 1.l. Acabamos de provar o

Teorema l.4. O problema de Cauchy para a equagZo da onda

PP ® 0 s - ~
com dades iniciais em C (R ) possul uma unica solugao em
o .  ntl
cm® 7).

Observacao l.4. Usando a identificagao Cm(mn+1)30m(ﬁ,cw(Rn))

{onde wu=ult,x) «—> (t+—> u(t,.}))), o teorema acima diz
P ~ w . n -
que se os dados iniciais estao em X=C (R'), entao temos
- ~ o :
uma unica solugao em € (R,X). De fato, mostraremos mno capi

tulo 3 que este resultado continua valido se comsiderarmos

(1) V. [29], por exemplo.
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dados iniciais os mais gerais possiveis, p.e., no espaco

X=D' (R") das distribuigoes em R",

- I3
Exerclclos

1.1

1.5

" v -
Mostre que, para cada teR, Ro(t,p) e Rx(t’p) defini

das em (1.9) sao fungoes analiticas de »p.

Assuma n=1. Para cada t#0, calcule as transforma
das de Fourier inversas Ro(t") e R;(t,-) das fun
goes ko(t,p) e El(t,p) definidasem (1.9) (R, (t,+)
€ uma fungao enquanto que R, (t,e) & uma distribui-

cao). Mostre que, dados u

o - -
or U,€C , & formula (foamu

£a de d'Afembent)
ult,e) = Ro(t,-}xuy + R (£,+) %y,

fornece a solugdo da equagao da onda com dados ini

ciais u(Q,x) = uo(X}. ut(O,x) = ul(x)-

Seja wu=u(t,x) a solugao da equagao da onda com da
dos iniciais u (x)=u(0,x) e u (x)=u (0,%) em SR™) .

Mostre que u(t,.)eS(R™) para cada teR.

Demonstre a desigualdade de energia (1.15) e conclua

que (1.16) & valido para t<O0.

Seja u=u(t,x) a solugao da equacaoc da onda com da



1.6
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dos iniciais uu(x)=u(0,x) e ul(x)=ut(0,x) em Cw(mn).

Mostre que se

E = % [ . (Iul(x)}2+cleu°(x)|z)dx
R &

e finito entao, para cada t, u(t,.) tem energia fi

nita (em todo o Rn) e igual a £, 1i.,e.,

E n[u;t] = E ¥ teR.
R

Seja u=u(t,x) a solugao da equagao da onda com da
dos iniciais uu,uLES(Ru). Em vista do exercicio an
terior, temos que
1 C o | ' . -
Efuse] = 7 I (]ut(t,x)|2+c2IVu(t,x)]2}dx = E[u;0]
n ’ .
R

para tode teR. Costuma-se chamar de enéhgia cinété
ca e enengia potencial (de u no tempo t) as parce -

las .
K[u;t] = % [ Iut(t,x}fzdx
/%

Plu;t] = % J ¢?|Vu(t,x)|%ax,
RE

respectivamente. Assuminde n=l, mostre que temos o

seguinte "equipartigao assintotica de energia”:



lim Kfu;t] = 1im P[u;t] = % EEu;O].
[ €] &)+
(De fato, pode-se mostrar que este resultado & vali

do também para n>2).

Mostre que (1.19) est3 bem definida e & solugac infi
tamente diferenciavel da equagao da onda com dados

iniciais u e u .



CAPITULO II

DEPENDENCIA CONTINUA EM RELACAO AOS. DADOS INICIAIS.
A TRANSFORMADA DE RADON.
FORMULAS EXPLICITAS PARA AS SOLUGOES.

2.1 - Dependencia Continua da Solucdao nos Dados Iniciais.
Na segao anterior, mostramos que o problema de
Cauchy
{(2.1) u - ¢*A u =0 enm kn+1
tt X
(2.2) u(0,.) = u, e CTRY), u, (0,:) = u, & @

+
n 1)

. - - bl o -
tem uma unica solugao em C (R . Nada mais mnatural do

que perguntar se u depende continuamente de u, e ul,i@.,
se a aplicagac linear

(2.3) ¢ (“n’“1) — u

n+l

de Cw(Rn)xcm(Rn) em C (R ) & contfnua. A resposta, como

veremos logo mais, & sim}
E claro que estamos considerande o espago “veto
. ° N . . -
rial ¢ (R') munido de sua topologia usual, a qual e gera

da, por exemplo, pelas seminormas

v, ;(®) = sup D% (x) |,

xeK, |a)<]
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onde K C:RN £ um compacto arbitrario e j um inteiro nao

. ; (k) © N
negativo qualquer., Assim, ¢ + ¢ em C (R') se, e 80

i . . N
mente se, para cada compacto KC:RN e multi-indice & € Z+,
L7 el *
o, (k) o . . - -
D7¢ + D¢ -uniformemente em K. Tambem vale observar

que Cm(RN) e um edpago de Frechet (i.e, metrizavel e com
pleto) com uma métrica d invariante por translagao:
d(6+6,9+0) = @) (1

’ ) = d(¢, P ¥ ¢,9,0 e C(R) . Um tal espaco
¢ algumas vezes chamado de um F-espago (9], pg. 8. Final
mente, vale salientar também o seguinte resultado, conheci
do como feorema do grafico fechado (ou melhor, uma de suas

versoes):

Teorema 2.1, Seja ®: X*Y uma aplicagao linear, onde X e
Y sao F-espagos. Se ® & fechada (i.e, griafico (§)CX x ¥

€ fechado) entao ¢ & continua.

‘Demonstragﬁo. Veja [19] e [9], por exemplo.

Agora, de volta a nossa aplicagao (2.3), se e

k . - ~ -
¢(u§ ),ugk)), i.e, u(k) e a solugao da equagac da onda

(2.lj-com 08 dados iniciais ﬁ(k)(o,-)=u§k)scw(mn), uék)(o,-)
=u(k)
1

o
EC (Rn), e se ugk) + v ufk) -+ v, em Cm(Rn) en~

= Uk, 47V

= 1 j
(1) Podemos tomar, por exemplo, d(¢,y)= { ;? T:%————TE:ET

j=0 Ky

[ TPY

onde X = B(0,j).
i



(k)

quanto que u > v em Cw(iRn+1

} entao v=d (v ,v ), i.e.,
v & a solugao de (2.1) com os dados iniciais v(0,.) = v,

vt(O,-) = v,. Com efeito, u(k)(o,x)+v(0,x), ugk)(x)+v°(x)

para cada xERn, de sorte que v(O,-)=v°. Por outro lado,

) wa My -2

em vista do lema abaixo, O_Utt % et

v ‘e
x s _pog
tanto, v & solugao de (2.1). A outra condigao inicial

vt(O,-)=v1 & também facilmente verificada,

4 . . w N w N -
Lema 2.1 Um operador diferemcial P(D):C (R )+C (R) e

contfnuo .

Demonstragao. Fica como um exercicio (facil) para o lei-
tor.

Mostramos acima que o grafico de &: (uo,ql)&—iu
¢ fechado. Portanto, pelo teorema 2.1, % & continua e pe

demos enunciar o

u+l

Teorema 2.2 Solugoes em € (R®'') da equagdo da onda

dependem continuamente dos dados iniciais.

Observacao 2.1, Observe que na demonstragao que demos aci

ma, o fato de estarmos lidando com a equagao da onda foi

totalmente irrelevante. 0 importante foi o fato do proble -
- e, w n+l

ma de Cauchy (2.1)-(2.2) ter solugao uUnica em € (R ), de

maneira a podermos definir a aplicagao b (uo,ul)k—bu.



0 teorema do grafico fechado fez o resto! Assim, se P =

P(D)=] {a!<n (com D=(3/8x , 8/3% ,...,8/8x ),

a #0) & um operador diferencial (com coeficientes
{m,0,...,0)

+ .
constantes) de ordem m em R]™ 1 tal que, gquaisquer gue se
. -~ n+1
jam as funcgoes uo’ux""’um 1EC (R ) e fecC (R o preo
blema de Cauchy
(2.4) ‘ Pu=f em R"'?

37y _ = e
(2.5) -~ = u, para x =0 (j=0,...,,m~1)
Bx‘] ] ¢ :
-, ~ o, n+l ~ . ~ .
tem uma unica solugao usC (R )}, entao a aplicacgao 1i

near o: (un’u1""’um-1’f) b—> u de [C (R )J xC (Rn+1

em Cm(mn+1) e continua. A nao~homogeneidade de (2.4) nao
constitui nenhum problema adicional e a dgmonstraggo de que
% acima & continua & feita exatamente como antes., Coneclu
indo: "Se temos um teorema de existencia e unicidade em

¢® para o problema de Cauchy (2.4)-(2.5), entao a dependen

£ de

cia continua da solugao u nos dados Wosanesl 15

corre automaticamente comoc um bonus extra".

2.2 - 0 Principio de Duhamel

Até agora, temos considerado sempre a equagao da
onda homoginea., Nesta segao, veremos um anidlogo do método

de varia¢ao dos parameinos (em equagdes diferenciais ordi
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nirias), comumente chamado de piainelpio de Duhamef, o qual
permite reduzir o problema de Cauchy para a equagiao da 63

da ndo-homogenea

{(2.6) Vee T Axv = f

a um problema de Cauchy do tipe (2.1)~(2.,2). Trata-se do
+ ' -
Teorema 2.3 Dado f=f(t,x)ECm(Rn 1), seja u(T) a solucao

de (2.1)~(2.2) com un=0, u1=f(T,-). Entao,

. rE
(2.7) v{t,x) = J u(T)(t—T,x)dT
0
o - w n+l
€ a unica solugaoc em C (R ) de (2.6) com dados iniciais
nulos.,

Demonstragao. Uma vez que f(T,-)eCm(Rn) depende continua
(1)’ u(T)SCm(Rn+1)'

o mesmo & verdade para H

mente de TeR

en farticular, a integral que define v{(t,x) faz sentido.

n+1)

Além disso, também esta claro que vel (R e, lembran-

do que u(t)(O,x)uﬂ, uit)(o,x)=f(t,x), temos:

t

u(T)(t—T,x)dT

(2.8) vt(t,x) - J N

0

£ (D A
U, (t-T,x)dTt+£(t,x) = xv(t,x)‘i-.f(t,x).

vtt(t’X) " Io

(1) De fato, R3T +—> f(T,-)ECm(Rn) & de classe G pois
.,  n+l
fec (R ).
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Lego, v satisfaz (2.6). E, de (2.7) e (2.8) vem v(0,) =
vt(O,-)=0; Finalmente, a unicidade de v também & eviden

te. Q.E.D.

Observacac 2.2 Mais geralmente, se o problema (2.4)-(2.5)

n+1)

homogéneo (com £=0) tem uma inica solugdo em cT (R pa

ra cada u ,...,u_ eC (R™), entdo o problema (2.4)-(2.5)

-1
com fecm([RrH1

cao em Cw(mn+1), a qual & dada por (2.7), onde agora u

=0, tem também uma unica solu

()

u_=,..=u
2> 0 m=-1
representa a unica solugao da equagao homogenea Pu=0 com

dados iniciais u =...=u =0, u =£f(T,+). A demonstragao

m-2 m-1

& novamente tido imediata quanto aquela para a equagao da
onda, e deixamos como exercicio para o leitor (Exerci

cio 2.1).

Na segao 1,1, considerando o problema de Cauchy
para a equac¢ac da onda com dados iniciais em §, obtivemos
uma f£ormula para a solugEo em termos das transformadas de
Fourier dos dados inieiais (V. (1.8)). Uma das maneiras de
obtermos uma formula explicita, em termos dos proprios da
dos iniciais, envolveria calcular as transformadas inver

das fungdes X =1 ¥
sas das fungoes o {tap) = ~——a737 cos(c]p|t)‘e R, (t,p) =

(2m)
1u/2 senéTlTlt), de sorte a podermos escrever
(2m)

u(t,+*) = Rd(t,-)*uo + Rl(t,.)Qul.
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Como, em geral, R, e R1 vao ser distribuigoes, p;eferimos
(por enquanto) usar um outro método, o metodo de dzcoﬁpodé
cdo em ondas planas (V. [3], [1{), que também nos fornece
ra uma tal representagaoc explicita. Este método &€ baseado
na chamada Taansfoamada de Radon (v, [9], [12, [14]) que es

tudaremos a seguir,

2.3 - A Transformada de Radonf

Se f£eS(R®), =n>3, a transformada de Radon de f

& a fungao f=Rf definida em RxS®"1 através da formula

(2.9) E(s,0) = J £(x)dS_, seR, wes™ L,

| Xew=s
onde dS_ g o elemento de area do hiperplano H(s,w) =
{x | x*w=s}. Em outras palavras, f(s,w) & a integral de
f sobre o hiperplano que passa pelo ponto s e e perpen
dicular 2 . Observande que os hiperplanos H(-s,-w) e
H(s,w) coincidem e que, para um inteiro nao negativo k, po

demss escrever f n.&rm)kf(x)dx = { sk(J f(x)dsx)ds,
R ‘e ‘H(s,w)

obtemos imediatamente que a transformada de Radon ¢(s,w) =
f(s,w) de .uma fungaoc fe$ satisfaz as seguintes proprieda

des:

(2.10) $(s,8) & uma fungao par
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o
(2.11) J sk¢(s,m)ds pode ser escrito como um  polind
-0
mio em ®w de grau k, para cada k=0,1,... .
De fato, pode-se mostrar (V. [9], ﬁﬂ) que

R(S(R™)) & o subespago de S(Rxsn_l)

consistindo preci
samente daquelas fungoes ¢ES(RXSn_1) que sagisfazem (2.10)
e (2.11) acima. 0 lema a seguir nos diz que, sob a trans -
formada de Radon, fungdes com suporte compacto sao levadas
em fungSes com suporte compacto e, a opefagaq de diferen-

ciagao em relagao a % corresponde a diferenciagao em re

lagao a s seguida de multiplicagao por w, -

Lema 2.2 (i) supp fc [—R,R]XSn"]‘ se supp fCB(O,R)

.. of |~ 3F
(ii) _(553) (s,w) = Wi g (s,w).

Demonstrasao. (i) & imediato uma vez que, se supp f
B(0O,R}, o hiperplano H(s,w) nac interseta supp f para
[s|>R. Quanto a (ii), observamos apenas que, dados weSn-l

e j=l,...,n, podemos escrever

I i ]
LEM T (e;°0) 35 + (500 37
para algum BESn-1 ortogonal a w (estamos denotando di

ferenciagao na diregao de um vetor unitario O por 3/30:
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2% (x) = Vf(x)+0). Deixamos o resto da demohstragao a car

go do leitor (Exercicic 2.2). - _
‘ Q.E.D. "

Observacao 2.3. Segue-se de (ii) que, sob a transformada

2
de Radon, o Laplacianoe A & mandado no operador Ji—, i.e.,

3s?

-~

2
Che (s,w).
2

as

(Af) (s,w) =

Ainda assumindo f£S, vejamos a relagao entre a

a -
transformada de Fourier £=Ff . e §f=Rf. Temos:
N - —in.
£(p) = (2m) n/2 [ 0 © 1PeX g(x)dx, peR™,
R

de sorte que, usando coordenadas polares pP=pw e escreven-
-]
do a integral J , como uma integral iterada I J o
R ‘ H{s,n)
obtemos

Flow) = (2my7™/? f oTiPS I

-0

f(x)dSids
H(s ,w)

= (277)_.11/2 J e—ips E(s,m)ds.

-3

Portanto, F & "fatorada" por R no sentido de que
€2.12) FE(pw) = e Fl[(Rf)(-,m)](p),

onde cn=(2w)(1-n)/2 e F1 denota transformada de Fourier

na variavel s.
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Finalmente, vamos agora cbter uma formula de i

=

versao para a transformada de Radon. Dado fES, podemos es

crever .
£(x) = (2m)P/2 [ o eIXP ¥inydp.
R

Usando coordenadas polares p=pw na integral acima, temos

£(x) = (z-rr)-“"2 I J UL ¥(pw)pn—1 dpdw,
0

. Imizl
i,e.,
(2.13) : f(x) = f g{x-w,w)dw,
onde |m|=1
./2 o0 . 1 A
gls,w) = (2m) " I e ®P o7t flpwydp.

0
Como a integral em (2.15) nac se altera pela mnudanga de
variavel w +——> -w, podemos substituir g(s,w) por sua

parte par his,w) = % [g(s,w) + g(—s,-mﬂ,‘obtendo

f(x) = j hi{x.w,w)dw,

onde lwl:l
n(s,w) = 27 1(zm /2 [m e8P 01" F(pwyap
o
= a PO RG],
a = 2—1(2“)(1—n)/2. Logo, usando (2,12), podemos melhor

identificar a fungao h como



onde K & o operador que, sob a transformada de Fourier

Fl’ corresponde a multiplicagao pela fungao b Ep{n-l

n E]

b = 27 eem ™, ie.,

-1
n 1 ]'

n-1
F1

Concluindo: Se feS, vale a formula de inversao

f(x) = J (KE) (x+0,0) dw.
lof=1 .
Alguns comentarios sobre a paridade da dimensac n devem

ser feitos: se n & impar temos Ip]n-'1=;:\n“1 e, como 9/9s

corresponde (sob a transformada de Fourier FI) a multipli-

cagio pela fungdo ip, concluimos que K & o operador di

ferencial i“‘lbn(a/as)“"l; por outro lado, 5e n & par

temos |p|n_1=(sgn p)pn_1 e concluimos que K & o opera

dor diferencial i“'lbn(a/as)“'l seguido da fLransformada

de Hifbent H = le'sgn(-)Fl. Portanto, podemos enunciar o

Teorema 2.4 Seja £eS(R™), n>3.

(i) Se n & impar,

an'lE n
f(x) = o J (xr0,w)dw, - xER

n asn—l

jo|=1
(ii) Se n & par,

_14-
3" F n
£(x) = Bn J H(asn_l)(x.m,w)dm, xER .

lw|=1



(o = 27 i)™, g =ic)).

. LR | ~ -
Seja,agora, ueC (R } a solugaoc da equagao da

ut(O,-)ﬂu em

onda (2.1} com dados inieiais u(0,«)=u .

o’
SﬁRn), n>3. Como sabemos (V. Exercicio (1.3), para cada
teR, u(t,) também pertence a S(R"™). Logo, podemos defi

nir a sua transformada de Radon

;(t,s,m) = J u(t,x)dsx

XeW=5 .
e, uma vez que as derivadas (alat)Ju(t,-) novamente per

tencem a S(R™) (Por que?), podemos derivar em relagao a

t sob o sinal de integragao acima, obtendo (3/3tyduce,s, w

= (33u/9ed) " (t,s,w), j=0,1,.... . Em particular, ~ temos
(utt)ﬁ = Gtt' Por outvo lado, em vista da Observagao 2.3,
temos tambem (Axujﬁ = Gss' Portanto, para cada wes® !

fixado, u(t,s,w) & solugao da equagao da onda numa varia

(0,

vel espacial s

e}
1
(2]
e
]
[}
.

Os dados iniciais passam a ser agora u(0,s,w) =u°(s,w),

Gt(O,s,m) = El(s,w), de sorte que a formula de d'Alembert
(V. Exercicio 1.2) nos fornece
) s+ct
u(t,s,w) = E-[uo(s+ct,w)+uu(s—ct,w)3 * 5e ul(T,m)dT
s—ct

s n—-1 -~
(1) Consideraremos weS como um parametro.
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Portanto, usando a formula de inversao (Teorema 2.4), obte

mos

1 Bn—lau an-lﬁo

ult,x) 5 oy J (Ti-(x-m-'-ct,w)+—---—-1-1-__—1(x-w—ct,m))dw+
9s 98
lwf=1

. 204G, 272G
+ Te an ('—;—a’:i‘(x'w*‘ct,CO)-——TI"_'?(X'UJ“Ct,UJ))dUJ
s . ET .

fw]=1
no caso de n ser impar, com uma formula analoga (enveol-
vendo a transformada de Hilbert H) sendo valida no caso
de n ser par. Observe gque, como Ga e Gl sao fungses Pa

res ({(2.10)), as fungoes Bn-lﬁujas“'l e Bn—zﬁllas“'z nas
integrais acima sao par e impar, respectivamente. Logo, fa

zendo a mudanga de variavel w —> -w nos primeiro e ter

ceiro termos dessas integrais, obtemos a representagao

: o135 T
- 0 (o pie 21 L e
(2.14) u(t,x)-—an ( asn_l(x w—et,w) o asn_z(x w-ct,u))dw,
[wl=2
it.e.,
(2.15) u(t,x) = o I d(xew-ct,w)dw,
fwi=1
an--l--o . an—Z—-1
onde B ——— - = .
asn—l € 5g0T

Observagdo 2.4. Cada uma das fungoes ¢ (t,x)=¢(x+u-ct,v),




mESn-l, & uma solugao da equagac da onda de um tipo bem es

pecial: ¢ Z constante em cada hiperplano {(t,x) |
(£,x) e (-c,w)=s} C:Rn+1, seR. Portanto, ¢w e o gue poderia

mos chamar de uma "onda plana propagando-se na diregao de

w com velocidade ¢". Neste sentido, a formula (2.15)

(ou (2.14)) nos fornece u como uma "superposigab'dé‘ on
{

das planas™ 11).

2,4 - 0 Principio de Huyghens

A partir da representagao (2,15) vamos agora de
monstrar o seguinte resultado, conhecido como o Painelpio
de Huyghens (2),
n+l

'TeotemarZ.S Seja n>3 impar. Se uec (R" ") & solugao

:da equagao da onda com dados iniciais wu_ =u(0,.} e u =

-} 1

nt(d,-) ;endo'éuporﬁes:contidos na bola B = Bzxo,Ri entao

Supp u Cﬁo + 3T,

 Qnde B°={(0,x)|xeB} e 3T = {(t,x) | ]x[=c[tl} g a . fron

teira do come da luz T = {(t,x)} | |x|<e[t[}.

(1) Evidentemente, substituindo ¢ per H¢, a mesma conclu

sao e valida para n par.

(2) Uma formulagﬁo mais geral sera dada na segao 3.3.
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Demonstragao. Podemos assumir x,=0, considerando u(t,x+x )
ao invés de u{t,x), se necessario. Queremos mostrar que
u(T,x)=0 para (T,x) ¢ §°+BP, i.e., para (T,x) tal que

]x-y|#c|T{ V[yifR. Temos duas possibilidades:

(i) |x=y| > e]|T] ¥ [y] < r

(ii) 1x-y| < elT] % |y| < r.(P

O primeiro caso corresponde a (T,x) fora de §°+F e, como
sabemos, sSupp u C:E°+T. Quanto a (ii), observe que deve
mos ter necessariamente |T|{>R/c e, néste caso, € equiva-
lente a |x]<c|T[-R. Logo, |xew-cT|>c|T[=|x]>R ¥ [w| =1

e (2.15) nos mostra que u(T,x)=0, pois ¢(s,w)=0 para |s]

- A
) . Q.E.D.
\< us=0 '
us0 us=0
R
uz=0
(1) Observe que, em vista da convexidade da bola Iyl < R,

nao podem existir ¥y, e ¥y, com [x—y1|>c|T[ e |x—y2|<c|T
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2.5 - Formulas Explicitas (Casoc n>3 Impar).

Observando que Ax[E(x-w-cf)]=§§%(x-w—ct)
e %% [f(xem—ct)] a (-c) sgn(x;m-ct), podemos reescrever
*(2.14) como
(2.16) u(t,x) = o Ain-l)/z J ﬁo(x.w-ct,m)du

fw|=1

a
+ ._;EL{ Aiﬂ 3)/2 ;E [ ul(x-w—ct,w)df-ﬂs

lwj=1

onde n>3 & impar.

Lema 2.3 Seja feSR™), n>3 (nao necessariamente impar).

Entao, para cada s>0, F(s,x) = /  Ff(xew-s,w)dw pode
fw]=1

ser representado como uma convolugao
1 .
F(s,x) =< [1(D)*£](x),

onde I & a fungao definida por I(y)=0, se |[y]|<1, e
. I(y) = Ru_zlyl'l(l_lyi"2)(n-3)/2, se Iy!>1 (Qn— = Area

2
n—l)‘

de s™2cw
Demonstragzo. Vamos definir

(2.17) J(s,y) = é% J Y(s-ysw)dw, s>0, yeR",

0, o<0 |u]=1 -
onde Y(g) = € a fungao de Heaviside, Esta claro que
1, o020
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J(s,y)=0 para |y]<s. Para |y|>s, € um mero exercicio

de Calcule escrever S vv. dw como uma integral itera-
1 |w]=1 a-1
da J f vssdldt {(onde L{g)={weS [wey=]|y| T}, ~1lgTl),s
L(T)

obtendo
1
f Y(s-yrw)dw=0 _, I Y(s—r[y[)(l-Tz)(n—B)IZ dr
[w[=1 -i
-0, Ii/IYI(l_Tz)(n_3)!g o,
-1
onde ﬁn-g € a area de Sn-zc:Rn—l. Portanto, em vista de
(2.17), temos
0, Iyl < s
J(s,y)=
ﬁn_zlﬂ_1(1-32IYI_2)(“'3)’2, ly] > s

isto e, J(s,y) = % I(%) com I definido no enunciado.

Por outro lado, dado hES(Rn), usando o teorema

de Fubini e observando que h(s,w)=(d/ds) I hiy)dy =
y.wss

{d/ds) J n h(y)Y(t-y.w)dy, podemos escrever
R
fs,w) =] _ w(its,ay == | _nw»1da
’ n Yy »¥Jay s n ¥y s ¥
R R
[w|=1
A demonstragio esta completa uma vez que Flxew—5,0) =

h (s,0) onde h (y) = £(x-y). Q.E.D.



Observacao 2.5. Observe que I(y) & uma fungao radial.

Observe também que, para s<0, obtemos facilmente a ‘reprg
- _ 1 .
sentagaoc F(s,x) = T;T [I(E)*f](x).

Agora, usando ¢ lema acima em (2.16), resulta a
seguinte formula explicita para u em termos dos dados

iniciais uo,uIES(mn), quando n>3 & impar:

(2.18) u(t,-) =P, [Ef?T I(——)*u ] + P LhT_T I( )*u j,

t#0,
(n-1)/2 .

onde =P (at,Dx) & o operador diferencial o A
- %
P, =P (at’Dx) e o operador diferemcial — 5—

(n 3)/2

7]

Exercicios

2.1 Assuma que o problema de Cauchy (2,4)}-(2.5) com £=0
tem uma unica solugao ueCw(Rn+1) para cada

Ujseeesl ECm(Rn). Entao, mostre que (2.4)-(2.5) com

m-1
f=£(t,x)ecw(mn+1), s ee. =ug g < 0, tem tambem
- P w n+l -
uma unica solugao v em C (R }, a qual e dada por

(2.7), 1.e.,

t
vi{t,x) = J U(T)(t—T,x)dT,
0
onde agora u(T) representa a unica sclugao da equa

¢ao homogénea Pu=0 com dados iniciais u =...=u =0,

m-2

um_l = f(T,O) .
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Seja P(D) = Elal<m auDu um operador diferencial em
R" com coeficientes constantes. Dado fsS(R?), veri

fique que

D] (5,0 = P E(s, 0.

Quande u=l, ve-se da Formula de d'Alembert (V. exer
cicio 1.2)

X+ct

1

u(t,x) =-;- [uo(x-i-ct)-;-uo(x—ct)] * 5e v (T)dT

*—-ct
que, se u 20 entao u{t,x) & uma fungao par de t.Mais
geralmente, mostre que este resultado continua vili

do quando n>3 & impar.

Considere as distribuigoes (V. (2.18))
R, =P, [—ir 1(ZD] e R, =P [—p=r 1(ZD)]
¢ o LeTe] ct 1 1 LeJt] et’J?

onde P =P {(3/3t, 3/3x) e P,=P (3/3t, 3/3%) sa0 os ope
- o -
W (D2 a8 (e

radores diferenciais o
n o2 at " x

respectivamente, e 1 & a fungao definida no lema 2.3.
Mostre que R, e R, sd0 iguais a zero no aberto

{(t,x) | |x|>¢|t|} (verifique por calculo direto que
A(n—l)/Z I(y)=¢ ¥ |y|>1, ete.). Logo, como por de

finigao R, e R, 540 ZeroS no cone aberto {{t,x) |
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|x]<e|t]} (pois I(y)S0 para |y|<l), conclua que
sSupp ch:ar = {(t,x) | |x|=cft]}, j=0,1. 0 que se
pode dizer sobre o suporte supp u de uma solugio

n+1l

uec” (R ) em relagao aos suportes dos dados iniciais?

Seja wu=u(t,x), teR, xeR®, uma solugdo da equagao da
onda com dados iniciais em S(R?*). Mostre que existe

uma constante C>0 tal que

]

G
(t,x}| < ¥ teR,
suprR3[u X I s T_T_T?I-

Assuma n=3, Mostre que se u & uma solugao da equa

cac da onda ~c?Au=0 e se Q(t)={xerR® | |x|[<bt}, on

Ut

de Oc<b<c, eptao, para cada inteiro positivo m exis

te uma constante Cm>0 tal que

(v}

Eﬂ(t)[u;t] < :Eh ¥ t>0.



GAPITULO III

SOLUCOES COM ENERGIA FINITA DA EQUAGAO DA ONDA.
SOLUCOES FRACAS.

3.1 - Solucgoes com Energia Finita.

Seja u(t,x) uma solugdo da equagdo da onda cu
jos dados iniciais £, =u(0,:) e £ = u, (0,.) estao em C:(Rn).
Neste caso, sabemos que (V. Exercicio 1.5), em cada instan
te t, u tem energia finita em tode o R" a qual se mantem

constante:

(3.1) % J (Iut(t,x)i2 + czlvxu(t,x)|2)dx =
n
(1]
3 j (F£¢0) % + e?]vg, (x) [2)dx
n
R’
para todo t€R. Portanto, se considerarmos o espago nor

mado X dos pares f£=(f ,f ) de fungoes em C:(Rn) com a
noama da enengia

. )
(3.2) lel, = J (g,1% + cz[Vfolz)dx)% (1)

Rn

(1) E evidente que "'Ie provem de um produto escalar.



e, se denotarmos por U(t): X+X o operador (linear) defi
nido por U(t)(fu,f1)=(u(t,-),ut(t,-)), entao U(t) & uma

isometria para cada teR, i.e.,
(3.3) luceref, = li£ll,, feX, teRr.

De fato, como temos unicidade para o problema de Cauchy
com dados iniciais num instante t, qualquer (t, nao pre

cisa ser zero), concluimos que

(3.4) U(t+t") = U(L)U(L") ¥ t,t"eck.

Em particular, cada U(t) & sobrejetivo, Também, nao & 4i
£1cil mostrar que, para cada t eR e feX,

(3.5) lim fluce)s - v(edEfl, = 0.
>+t o

(Exercicio 3.1), Uma familia de operadores {U(t) | teR},
‘U(t): X*X, satisfazendo (3.3)-(3.5) & chamada de um giupo
uniparamécnico continuo de operadores Lsometrnicos no espa

¢co X.

Seja, agora, H o espago de Hilbert obtido por com,
rpletamento de X mna norma da energia ﬂ-”e. Entao, para
cada - teR, U(t) extende-se, por continuidade, a um opera
dor unitario de H sobre H. Come as propriedades (3.3)-
(3.5) continuam a ser validas, vemos assim que {U(t)} ex
tende-se a um giupo uniparamitrico continuo de operadonres

unitarios no espaco de Hilbert H. Nada mais natural do que
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chamar H o eépago de Hilbert dos dados iniciais com  ener
gia finita e as fungoes t +——> U(t)f (ou melhor, as suas
primeiras componentes), com feH, as Aoiugaaé com enehgia
§inita da equagao da onda. Observe que U{(t)f pode ser

£y 2

visto como o limite de U(t)f(k) em H, onde e qual

f(k)+f em H, E justamente es

quer- sucessao em X tal que
ta observagao que nos vai permitir mostrar que, para qual
“quer f=(f,,f )cH, a primeira componente de U(t)}f = (uo(t),
u, (£)) ¢ ainda solugao, num certo sentido (frace), da equa
¢ao da onda com dados iniciais £, e £ . Comegaremos com o

Lema 3.1, Se R>0 e n»3, entao
g

2
I - J Vo(x)|% d
JB(O,R) ot | 2(n-2) jgn o | ax

gqualquer que seja ¢eC?(Rn).

Demonstragzo. Podemos escrever

L
X

® 3 X X
p(x) = _J 3T ¢(r T;T) dr = “I Vo(r TET)'T;T dr,

| x| x|

de sorte que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
le(x) 2 < ( [ |V (x T%pldr)z <
| x|

® X 2. n-1 ® 1
< { [ | Ve (z T;T)l r dr)( J dr)

- n"l
r
|| . | x]
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|x|2-n = X n-1
- ) J IV¢(I m)lz r dr,
| x|
Agora, pondo x=pw e integrando sobre a esfera unitaria

[w]=1, vem

2=-n
[ o wses [ vl ax g
lw] =2 Ix|2p
2-n .
< =3 Jm“ |ve(x)|? dx.
Portanto, multiplicando a desigvaldade acima por p“"1 e

integrando de p-d-até p=R, obtemos a desigualdade procu

rada. Q.E.D.
Lema 3.2. B pode ser visualizado como 0 espago dos pa

- . 2 2 n
res de fungoes (f;,f ) tais que £,eL“(R") e FoElioc® )

com derivadas (no sentido das distribuigoes) 5?1 e L2@"),

Demonstracac. Seja £=(f,,f )eH. Em vista de definigao da

norma da energia (3.2), f, esta no completamento de CT(R“)

na norma L%, l¢f* = s |$¢x)|2dx, enquanto que £ esta
2 Rn 0

no completamento de C?(Rn) na norma "¢"é = f n]V¢(x)|‘°‘dx.
R

Logo, esta claro que podemos visualizar f, em L2 (@®"). Quan
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- ~ o
to a fo’ se (fgk)) &€ uma sSucessac em Cu(Rn) que conver

ge para f, no sentido da forma . entao, o lema ante

Vl

rior formece

L
S S PO 1¢ ST EN AT Sty

-

onde KC R®™ & um compacto arbitrario. Portanto, (fgk))

uma sucessao de Cauchy em Lioc(mn) e podemos assim congi
. oa pe k)
derar f° pertencendo a Lloc(m ). Tambem, como (_F;;—)
ag ()

]
ij

€ uma sucessao de Cauchy enm Lz(mn), + gj em L2 (™)

para algum gj (1<j<n). A demonstragao estara completa se

of
mostrarmos que 3;3 = g; mo sentido das distribuigoes, i.e.,
i
f L Ee 2 ax = -I L 8:0dx ¥ $eC.
R 9%y ®"

Isto € consequéncia da igualdade (integragao por partes)

(k)
af
(k) 39 4, - - 0
Jn t ax; °X n Tox, ¢ 9%
R 1 R 3
ag (K .
2 k 2
uma vez que ij -+ gj em L-, f° + fu em Lloc e.
¢ tem suporte compacto. Q.E.D.

. - n -
Dos dois lemas acima concluimos que se KCR e um

compacto, entazo existe C=C(K)>0 tal que, para todo fr(£,,f,)eH,
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(3.6) £, Iy qy < CIVEN? < 2¢hel?.

Obviamente também temos a desigualdade

€3.7) NEMZ = £, 01% 2 gny € 20ENZ.
2 (R™) e

Suybstituinde £ acima por U(t)f - U(tu)f e lembrando
(3.5), vemos que as aplicagses t b—> uo(t)eLioc(Rn) e
L —> ul(t)eLz(Rn) sao contiﬁuas, onde (uo(t),ul(t)) -
u(t)f., Portanto, a fungao ¢t F——*"uo(t)ﬂsz(K) ¢ continua

de sorte que podemos integra-la sobre qualquer intervalo

finito ICR, obtendo

[ [ e, (e, 1? axae -j fug Ceuod 122 gyt P,

1k 1

em vista do teorema de Fubini, Isto nos mostra que u, €

T 2 st . - ~ . -

Llnc(u ), i.e., wuy; e uma fungao de quadrado integravel

localmente nas varidveis t e x. Em particular, u, defi
: P n+l . .

ne uma distribuigac em & {que continuaremos a desig

nar pela mesma letra):

(3.8) <ug,p> = Jm J w(t,x)uo(t',x) dxdt, leCo:(mn+1) .
n

- R

(1) Estamos escrevendo uo(t,x) ao inves de uo(t)(x).
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Observe que podemos também considerar u ~como uma apli

cagao t+> u (t) de R em P'(R™), a qual & continua, i.e.,
- . ®, 0 n .

tr——><uu(t),¢> & continuva ¥ ¢eC (B )=UV(R }. Com efeito,

usando a desigualdadé de Cauchy-Schwarz, temos

| <, (t+h),¢>-<u (c),¢>rsf lug Cevh,x) = u (£, || 9(x) | dx
) 0 K 0

< lu Cern) = w (O 2y llell, s

onde K = supp ¢ e, como ja vimos, “uo(t+h)_uo(t)“Lz(K)+0

quande h =+ 0 (continuidade da aplicagaec t—> un(t) €

2 n

Lloc([R )} -
snilogamente, mostramos que u, e uma fungao de

quadrado integravel localmente nas variaveis t e x, defi

. . ee o n+l
nindo portanto uma distribuigcao em R :

oo
= n+l
<ul,¢> = ¢(t,x)u1(t,x)dxdt, peD(R ).
n+l .

-—00 IR
Além disso, a continuidade de t+—> ul(t)eLa(Rn) oS MOS

tra que podemos considerar u como uma aplicacao conti

1
nua t+H—> ul(t) de R em D'(Rn).

seja agora (& ()0 () = v, e, on
de (fgk),fgk))=f(k)EX=D(Rn)XD(Rn) é tal que f(k) > £ em

H. Entao, de (3.6), (3.7) e (3.3) vem
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lug () - ufk)(t)ll2 < ZC"U(t)(f-f(k))":= 2C"f—f(k)ﬂ:

L2 (k)
e

o, (6) = o (ool < 2ucer e ¥0y)2 = 2fe-e )2,

de sorte que ﬂuo(t)uufk)(t)l[2 e Hul(t)—ufk)(t)ﬂz ten

L2 (K)
dem a zero quando k-+e, Novamente, usando a desigualdade
. . k ‘
de Cauchy=~Schwarz para estimar <u°-u§k),¢> e <u1~uf ),w>,

concluimos que

, k
<u,,¥> = lim <u§ ),¢>

koo
e
<u_,Y> = lim <u(k),w>
1 1
ko
para cada wED(Rn+1).
Finalmente, usando as relagoes acima, vamos mos
du, 9%u,
trar que u =—— g -~ c?Au. = 0 no sentido das dis
1 2 0 =
at (k)
L - n+l (k) _ Y,
tribuigoes em R + Como wu; = —5;—» temos
(k)
Ju
. s (k) 3y
<u,,y> = lim < Y> = -1lim <u >
12 K30 at °’ Koo @ O
]
- <ug, 5.
Bzugk)

Analogamente, come ————;— - czAugk) =0,
at
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azu 2
< : - r.:zAuo,lp) - <uo,a——‘f - ¢fpy> = linm <u°(k) 3%y . c2AP>
at at ko 3t?
(k)
3%u .
= lim < (k),¢> = 0,
koo at?
Bu0 Ju

Observe que sendo T igual a U, concluimes que ——

pode ser considerada como uma aplicagao continua t —

du
0 .
T (t) = ul(t) de R em D' (R"). Podemos agora enunciar o

~ . + -
Teorema 3.1. Com as notagoes acima, u, gDt (R" 1 e solu-

g¢ao da equagao da onda

ot?

Além disso, u_ satisfaz as condigoes iniciais

' du, .
u, = £,. St = £, para t = 0,
au
isto &, <u,(0),$> = <f4> e <—— (0),¢> = <f ,¢> para to
do ¢ED(R ).
Observacao 3.1. A esta altura, alguns comentarios  sobre

o teorema acima e algumas definigoes se fazem necessarios.

Em primeiro lugar, temos considerado distribuigoes u=u(t,x)
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+ - ~ - n
em R que sao fungoes continuas de t com valores em D'(R7).

Isto quer dizer que existe uma aplicagao continua t+—2> u(t)
de R em P'(R™) (i.e., para cada ¢eD(R™), a funcgao escalar

t —> <u(t),¢> & continua) tal que

<u,y> = J <u(t),v(t,>dt,

-0

n+l

para toda Pel(R ) (Tomande Y(t,x) da forma O(t)(x), com

PeD(R) e ¢eD(R™), & £acil ver que tr—> u(t)ed' (R™) & neces
sariamente unica). Mais particularmente, se a aplicagao

t—3 u(t) el (R®) acima & de classe Ck, i.e., t+r—> <u(t),¢>

& de classe Ck para cada ¢€D(Rn) (1), dizemos que u=u{t,x)

ED'(Rn+1) & uma fungao de t com valores em D' (R"), de classe

Ck, e escrevemos uECk(R,D'(Rn)). Chamamos a atengac para o

+ -
n 1) e tal que u e 3u perten

fato de que se u=uf(t,x)el'(R T

cem a Ck(R,D'(Rn)) entao u pertence a Ck+1(m,0'(Rn)). {Exer~
n+l)

efecio 3.4). Portanto a distribuigao uo=u0(t,x)sﬂ'(m do

Teorema 3.1 esta em CM(R,D'(R™)).

Por outro lado, nada mais natural do que dar a se

guinte definigao:

{1) Pode-se mostrar que se t +——> <u(t),¢> & de classe Ck

para cada ¢eP(R™) entao (d/de)du(e), j=1,...,k, exis
te no sentido forte em U'(R") e <(ﬁ%)ju(t),¢> =

= -&%)j<u(t),¢> ¥ 0D (@®R™), i=1,...,k.
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Definigac 3.1. Dados fo e f1 em 0'(R"™), uma distribuigao

n+l

u=u(t,x)e?' (R" ) & solugao do problema de Cauchy

3%u

(3.9) Ju = &— = ¢2pu = 0,
at?
= au =
(3.10) u fn’ Y f1 para t=0

se u & uma fungao tr—> u(t)gﬂ'(Rn) em Cl(R, D' (R™)) e sa
tisfaz

(3.11) Ou =0 em D'@®™DH

(3.12)  <u(0),0>=£,,6>, Fp<ule),¢>| _o=<E ,¢> ¥ 9eD®™).

Com esta defini¢ao, o Teorema 3.1 mostra simplesmente que,
para (fo,fl)aH(C:D'(mn)xD‘(Rn)j, o problema de Cauchy (3.9)
(3.10) tem solugao. Uma outra definigao, aparentemente mais

forte, € a seguinte

Definigao 3.2. wed' @) & solugao de (3.9), (3.10) se u

. & uma fungao em C2(R,D'(R")) e satisfaz

42 <u(t), ¢> = c2<hu(t), ¢> = 0 ¥ peD(R™)
de 2 ‘

@), g>m<t o, 450 (D), 03] g = <05 ¥ $DR™).

De fato, pode-se mostrar que se u & solugao de (3.9), (3.10)

no sentido da definigao 3.1, entao uan(R,D'(Rn) e u & 8o
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lugao de (3.9), (3.10) no sentido da definigao 3.2 (Ex
cioc 3.4) Esta situagao & um caso particular daquela e

. . . +
temos uma distribuigaoc f=f(t,x)€D'(IRn 1) no segundao

-
ercli -
m que

membro

de (3.9), a qual & uma fungac tr+—> f(t) em Ck(R,D'(Rn)).

. . n+ .
Mais, precisamente, se wu=u(t,x)el'(R 1) satisfaz a e

- -
nao-homogenea,

<u,lly> = <£,9>, peD(®™ Ly,

e verifica as condigoes iniciais (3.10) no sentido de
u & uma fungao em ci(R,DP'(R")) satisfazendo (3.12),

Ck+2

u & de fato uma fungao em (m,v'(m“» e

Jﬁ; <ult),¢> - c?<hu(t),¢>=<£(t),¢> ¥ ¢eD(R").
dt

Novamente, deixamos a verificagao deste fato como um

cicio para o leitor.

3.2 - Solugoes em D',

Neste paragrafo, mostraremos que o problema
Cauchy (3.9), (3.10), com dados iniciais fo,fleD'(Rn)
trarios, possui sempre uma uUnica solugzo u (no senti
qualquer uma das duas definigaes equivalentes acima),

qual, conforme vimos, vai pertencer necessariamente a

quagao

que

entao

exer-

de
arbi
do de

a

5 -] - . P
c (R,D'(Rn)). Podemos fazer isto de varias maneiras., Uma de

las, consiste em extender U(t) a D'(mn)xv'(mn), usa

ndo-se
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convenientemente o produto gscalar (da energia) em H e pro-
priedades do gerador infinitesimal de {U(e)} (V. Exercicio
3.2). O leitor interessado podera comsultar Dﬂ, pg. 97 (V.
tambem Exercicio 3.3). Preferimos, agora, usar um metodo
mais direto que fara uso das estimativas obtidas na seg¢ao
1.2 e deixari evidente a raziao de ser do teorema do dominio

de dependéncia. Comegaremos com a questao de unicidade:

n+l

Teorema 3.2. Se u=u{t,x)e?'(R ) € solugEo de (3.9},

(3.10) com £, =0 e £, =0, entao u=0,

Demonstragaa. Queremos mostrar que se ti—> u(t)ED'(Rn) per
tence a Cz(R,D'(Rn)) e satisfaz
d?u

(3.13) << 2 (£), 9> - e?<u(r),Ad> = 0
de?

(3.14) <u(0),¢> = <§¥ (0),¢> = 0

para todo ¢eD(R™), entao u(t) = 0.

Dado ¢€D(Rn), definimos v(t,x) =.Eu(t)*¢](x) =

n+1)

= <u(t),d{x-+)>. Entao vel 2 (R e, em vista de (3.13)

e (3.14), obtemos
2

40 v(t,x) —Ei <ult),p(x=e)> = c?eule), (Ad) (x—o)> =
dt 2 dt?

e2fu(e)#8¢] (x) = c?A[u(t)*¢] (x)=c®hv(t,x)
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ov

v(0,«)=u{0)x¢$ = 0, Tt

(o0, -)'ff':u(t) ’¢(x—°)>lt=0 = 0.

Logo, pelo teorema de unicidade de solugoes cliassicas (Coro

lario 1.1), obtemos v(t,x) = <u(t),¢(x--)> =0, E, como

¢€D(Rn) foi dado arbitrariamente, conclufmos que u(t)=0.

Q.E.D.

- - - y
Voltemos a nossa atengao agora as fungoes Ru(t,p)
1 N
= (—-—-—Sm COS(Ciplt) e Rl(t!P)
am

radas na segao 1.2 (V. (1.9)). Como sabemos, elas sao fun

1 sen(c|p|t)
G2 e

, conside

goes infinitamente diferenciﬁvei; de t e p, de sorte que
podemos considera-las como elementes t+—3 ﬁjtt) {ij=0,1)
de Cm(m,cw(mn)) (1), logo de CQ(B,D'(Rn)). Mais precisa -
mente, observe que kj(t) (5=0,1), para cada ¢t, define
uma distribuigao temperada (que continuamos a denotar pela
mesma letra) atraves da formula

<ﬁj(c),¢> - J . kj(t.p)¢(p)dp, oeS(R) .

R
Portanto, ﬁj e ¢”(R,S' (R™)).

Para cada ¢teR, seja Rj(t)SS'(Rn) a transformada

de Fourier inversa de Rj(t)sS'(R“).

n+1)

(1) Estamos usando a identificacgao c¢T (R = Cm(m,cw(ﬁn)).
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Teorema 3.3. Rl(t) tem éuporte contido na bola B(O,c[t[).

Além disso, R (t) & a solugao do problema de Cauchy

(3.9), (3.10) com £ =0, £,=98 (8§ = medida de Dirac na ori

gem: 6(9)=¢(0)). Um resultado andlogo & valido para Ro(t)

com f,=§, f =0.

Demonstragdo. Mostremos inicialmente que R,(t) & solugido
de (3.9). Para cada ¢eS(Rn), temos gque
d? d?

. (0,8 = S w0 - JL~ oo Kiteim o an
t t

—fﬂn ¢2[p| K, (t,p) d(p)dp,

uma vez que podemos diferenciar dentro do sinal de integra

- v \ n 0y
cao e Rl(t,p) satisfaz 32R1/3t2 + czlpizkl = 0, Por ou

tro lado,

Ay ~ 2'\31
<AR _(t),¢> = <AR(E);¢> ==<|« 2R (£), 4>

) _JRR IPlzfl\ix(t-P)fP(P)dp-

Portanto,

2 .
4 <Ri(t),¢> - ¢®<AR _(t),¢> = 0
dtz . )
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para todo  $£S(R®), de sorte que R, (t) & solugao de
(3.9). Quanto aos dados iniciais, temos
n, Y sen(c t)
<R,{0),¢> = <R, (0),¢> = lim I -—,—Lﬁ-|-— d(p)dp
! £-0 (211') n/?2 cip
que & igual a zero, para todo PeS(R™ ~(por exemple, pelo
teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Também, te
mos
2 R (6),8 = 2 <& (£),0> = L cos (c|pft) ¢(p)dp
dc Tavtle at Rty n/Z2 j_n P
(2m) R ,
- Ny oy
que tende a (2m) n/2 S n ¢{p)dp = $(0) = <§,4> quando
R .

t + 0. Logo, Rl(t) verificada as condigoes iniciais R, (0)=0

dR,
a ?E— (0) = 6.

Finalmente, vejamos que R, {(t) tem suporte na bo

la B(0,c q]j para cada teR. Conforme o Exercicio 1.1

i - oo -~ - .
R;(t). & uma fungao analitica de p=(p1,...,pn)ERn. De fa

to,
n, Y 1 sen(cip|t)
R,(t)(p) = R,(t,p) = -
1 148, (zﬂ)nlz elp|
1 © 2kt2k+1 Kk

= ?;;;;75 kZD {-1} —TEE;TTT (P ...+pn2) .



de onde*vemos que R, (t) se extende de uma maneira obvia a
uma fungdao analitica de §=(cl,...,;n)em“. Além disso, ob
temos a seguinte estimativa {(Exercicio 3.3)

" .

IR, (t,8)] < c(r) ecleliim 2]
Portanto, em vista do teorema de Paley-Wiener (para distri

buigoes. V. apendice), R (t) & uma distribuigao com  supor

te contido na bola B(0,c|t]).

Quanto a Ro(t) ter também suporte na bola
B(O,cit]) e ser solugao de (3.9), (3.10) com f°=6 e f =0,
d

observamos apenas que Ro(t) = It Rl(t).

Q.E.D.

Observacao 3.2. R1(t) ¢ algumas vezes chamada da funcgao
de Riemann (de fato, & uma distribuigao exceto quando

n=1,2) da equagao da onda.

Como corolario do teorema acima, obtemos o | teore
ma de existéncia (e unicidade) de solugces do problema de
Cauchy (3.9), (3.10) com dados iniciais fn,fleD'(mn) arbi

trarios.

Teorema 3.4. O problema de Cauchy (3.9}, (3.10) com dados

PR S _ : n . -, -~
iniciais fﬂ,flsD'(R ) possui uma unica solugao, a qual per



tence a € (R,D'(R®)) e & dada por

{3.15) ’ u(t)

]

Ru(t)avcfD + R, (t)*fl.

Demonstragac. J2 sabemos que se (3.9), (3.10) admite solu

¢do entdo ela e umica (Teorema 3.2) e esta necessariamen-
te em CN(R,D'(RR)) (Exercicio 3.4). Assiwm, basta verifi-
car que (3.15) define uma solugao. Observe que as convolu

goes Ru(t)*fo e Rl(t)*f1 fazem sentido uma vez que, para
cada teR, Ro(t) e Rx(t) tem suporte compacto. Escrevendo

vj(t)=Rj(t)*fj, (j=0,1) temos, por definigao,

<vj(t),¢> = <Rj (t) ,¢j>

onde ¢j(y) = <fj,¢(-+y)> & uma fungao infinitamente dife
renciavel, para cada ¢sU(Rn). Logo, como Rj(t) satisfaz
(3.9), o mesmo e verdade para - vj(t). Quanto as condigaes
iniciais, elas também sadoc facilmente verificadas tendo em

vista as condigoes iniciais de Ru(t) e R1(t)' Com efeito,

<u0),¢> = <R (0),¥ > + <R (0),9,> = <&,y > + 0

‘po(o) = <f0,¢>’

d .4 4 | e
Feu (e ’¢>It=0_ It SR (E)s >+ dt <R1(t) ’w1>|t=0-0+<§’w1>
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= 1‘)1(0) = <f1’¢>'
' Q.E.D.
Em se tratando do problema de Cauchy para a equa

¢ao da onda nao-homogenea
(3.16) Ou = £,

n+ly ogtd em CS(R,D'@®™)) (k=0,1,...),

onde f=f({t,x)el"'(R
digamos, podemos novamente usar o princfpio de Duhamel
(V. segao 2.2) para reduzir o problema ao caso homogeneo.
Para isso, consideramos

t
(3.17) . v(t) = J R (£-T)*£(T)dT -,
0

que, como se verifica ficilmente, esta em Ck+2(R,D'(mn))
e satisfaz [v=f com dados iniciais v(0)=0, %% (0) =0

(Exercicio 3.7), Portanteo, temos o

(1) Se t+—> T(t)eP' (R™) & continua, definimos S(t) =

t
= J T{(T)dT por
0

t
<s(t) , 0> =I <r(ry,é>dt,  ¢eD@®).
0

Pode-se mostrar que S(eyel' (™) para cada teER, de onde
segue-se facilmente que t > S(t) pertence a C‘GLD'mfﬁ)

e d§/fdt = T(t).



Teorema 3.5. O problema de Cauchy (3.16), (3.10) com f,,f,
e D'(R™) e f-f(t,x)sﬂ'(Rn+1) pertencendo a Ck(R,D'(Rn))
(k=0,1,...) possui uma unica solugae u em Ck+2(R,D'(Rn)),d§

da por
. t
{3.18) u(t) = R (t)»f -+ Rl(‘t:)avnrf1 + J R, {t-T)*f (T)dT,
‘ 0 .
Em particular, se fec”(a,v'(m“)) o mesmo & verdade para u.

. © _n+ -
Observacac 3.3. Se fo,flscm(mn) e feC (R™ 1), a formula

-] n+1 .
(3.18) formnece ueC (R ). Desta forma, temos uma cutra

demonstragao para o Teorema l.4.

Y

3.3 - Suporte da Funcao de Riemann,

J3 sabemos que a fungao de Riemann Rl(t) tem su

porte contido na bola B(0,c|t|), para cada teR (Teore
ma 3.3). Em outras palavras, como uma distribuigao em
n+l .

R s+ Ry tem suporte contido no cone de luz r = {(t,x) i
|xf{<clt|}. Mais precisamente, mostraremos a seguir que,
quando =n>3 & impar, R, tem suporte contido na frontei-
ra 9l = {(t,x) | |x|=cjt|} do cone de luz.

Teorema 3.6. Se n>3 @& impar entao

supp R1CZ ar,
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Demonstracac. Faremos uso da representagao explicita (2.18)

obtida na segao 2.5 para o problema de Cauchy (3.9), (3.10)

e s e s n .
com dados iniciais em S(R"), n>*3 impar:

u(t,+) = 0o, Ain_l)lz Egﬁtr I(é%)*f?] +

o
LY

c?

9 (n—3)/2 1 -
+ =% A, [_I_I'ct I(E-t-)*flj, t#0,

onde 1(y)=0, se lyl<1, o 1= _,lyi taa-ly|7H /2

se |y|>1. Comparando a expressao acima com (3.15), conclui
mos que
(3.19) R.(t) = In B A(m-3)/2 B L 1¢=9]
* 1 o2 3t x c|t ct
para t#0 e n>3 impar. Mas entao, se ¢eD(R™) tem supor

te contido ma bola (aberta) B(0,cit|), obtemos

a —
<R, (£),¢> = = 3F I'C_IEET I(EY?)A(B D/24(yyay = o,

¢

pois I(y)=0 para |y]<1. 1sto e, R,(£)=0 (1 na bola
B(0,c|t]). Portanto, R, (t) tem suporte contido na esfera
{x | |xf=c|t]|} para cada teR. Q.E.D.
(1) Lembramos que uma distribuigEo RaD'(Rn) diz-se zZexro

num- aberto UCR® se <R,$>=0 para toda ¢SD(RD) com

suporte contido em U.



Observacaoc 3.4. £ claro que temos também

- (n~1)/2 1 .
(3.20) R, (t) o A [?FT 1(ct)]
para t#0 e n>3 impar. Observe que o fato de I(é%) nao
se anular para iyi>c]tf nao esta em contradigao com 0
fato de Ro(t) e Rl(t) terem suporte contido na bola

B(0,c|t}), pois, em vaerdade, os operadores diferenciais que

aparecem em (3.19) e (3.20) anulam Ef?T I(ék) fora de
BiO,citls.

Combinando os Teoremas 3.4 e 3.6, podemos agora
enunciar uma versao mais precisa do prineipio de Huyghens

do que agquela demonstrada na segzo 2.4 (Teorema 2.5):

a

- Teorema 3,7, Seja n>3 impar. Se u=u(t,x)ED'(Rn+1) e

salugao de (3.9), (3.10) com fu,flaD'(Rn)'entzo

supp uCMD + 3r,

onde M, = {(0,x) | xeM}, M = supp £ U supp £ .

Demonstraggo. Cada termo em (3.15) tem suporte contido em

M + 3B(0,c[t]).

3.4 - Solucoes Fundamentais.

Vamos agora estudar as sofuc¢oes f{undamentadls do



operador da onda (J ,i.e., as solugoes (em D'(Rn+1)) da
equagao da onda nio-homogena

Clu = 8(t,x).
Infelizmente, como § = G(t,x)ED'(mn+1) nao & uma fungao

(pelo menos) continua de t com valores em D'(R"), nao po
demos utilizar o metodo de Duhamel. Usaremos, ao inves, um
outro método que nos fornece sempre uma solugae  fundamen

tal a partir da funcao de Riemann (V. Exexrcicio 3.8).

seja E_(t) = ¥Y(t)R,(t), onde Y(t} € a fungao

de Heaviside: Y(t)=0 para t<0, Y(t)=1 para t>0. Isto

- [

€ R,(t), £20
(3.21) E, () =
: o, t<0.
Uma vez que R,;(0)=0, concluimos que t— £, (t) e uma
fungao contInua de t c¢om valores em D (&™) (1). Logo,

n+1)

E (t) define uma distribuigao E+=E+(t,x)ED'(R atra

vas da formula

<E+,lb> - J <E+(t),¢(t,')>dt =

—-_0

n+1)

J <R, (t),p(t,.)>dt, pel(R
0

(1) Observe, entretanto, que trH—> E+(t) nao pertence a

C‘(R,D'(Rn)) pois dE _/dt nio existe para t=J.
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Proposigao 3.1. E, & solugaoc fundamental do operador de
onda [l e tem suporte contido no cone de fuz no futuno
("forward light-come"”) T = {(t,x) | |x|[get, 20},

Demonstragao, Por defimnigao, temos

9E ©
B A 2 . LT
< ¥ <E L 5t Jo <R, (B gy (£,e)2de,

dR
. d 1
Observando que = <R, (£),P(t,+)> = <omm (£),0(t,<)> +

<Rl(t),%% {£,*)> (Formula de Leibniz: verifique'!), pode-

mos escrever

3E, ® 4 ©® dR,
<—E—’w> - —Jo 'd_t <Rl(t),¢(-t,°)>dt + 4[0 <_d"t_(t) ,w(t,')>dt

o dR1
= -(0 - <R;(0),¥(0,4)>) + [ < (£), ¥ (e, <) >dr,
‘ : 0

Portanto, como R,(0)=0, obtemos

3E+ o« de
<""a—'“"1p> = J <"'d_t" (t),li'(t,')>dt:
o

+ -~ . .
para toda weD(Rn 1). Usando a expressao acima para deri-

var em relagao a t uma vez mais, vem

2
3%, 3E

ae?’

dR

P> = -< t+’%%> = —[ <—-é (t, % (t,e)>dt
: 0

<




1

o 4 dR, @ d2p _
- _.[0 L o, ue, e JO —2(e), u(e, ») >at

de?
- 4R, - = d%R,
- 0 g 0,800,030 ¢+ [ 2o ue, v,
5 ~ ‘ 0 dt
onde novamente‘usamos a formula de Leibniz. Logo, como

dRr
! " , - -
Tﬁ?(o) =8 e Rﬁ(t) satisfaz a equacao da onda homogenea

2
d°R,

dt

(£) - c?A R, (£) =0 para cada t, obtemos
x 3

3%E

< +,¢> = p(0) + J <R, (t), e?A_P(t,.)>dt
0 x

at?

= $(0) + <E_, cﬂaxw>, i.e.,

+

(JE, = § em D' (R

-

Finalmente, o fato de que supp E+_C:F+ e evi

dente da definigao (3.21). Q.E.D.

Observagao 3.5. Se E, e E, sao quaisquer duas solucgoces

-

fundamentais do operador de onda, sua diferemga h=E,~-E, e

2

uma solugao da equagao da onda homogénea. Portanto as solu

coes fundamentais de [J sao da forma



onde h & uma solugao arbitraria (em D'(Rn+1)) da equagzo

da onda homogénea [ = 0. Em particular, tomando h=-R,,

obtemos a solugdao fundamental gque vamos denotar por E_,
E_ =E, - R,, Ve-se facilmente que
o, £>0
E_(t) = -Y(-t)R (&) =

L_Rl(t): tfos

de sorte que E_ tem suporte contido no cone de £fuz no

passado ("backward light-come") T_={(t,x)]||x|<c|t|, t<0}.

v

Finalmente, gostariamos de dizer que E+(t) (resp.
E_(t)) pode ser caracterizada como a unica solugao funda
mental com suporte contido no semiespago t>0 (resp. t<0),

A demonstragac fica a cargo do leitor mais curieso.



3.5 - Solucgoes em u®.

Inicialmente, vamos relembrar a definigao dos es

pagos de Sobolev _HS=HS(Rn), seR (V. apendice). it con

siste das distribuigoes temperadas feS' cujas transfor-
v -~ L
madas de Fourier £ sao fungoes tais que (1+|p]2)5/2f(p)pq5

tence a L2, Munido do produto escalar

<f,z> = J (1+lpi2)s¥(p)§?;3dp,
(s) n
R

e, pertanto, da norma

. A
e, = ¢ aslelniEe T,
Rn

SI &

B® & um espago de Hilbert. Evidentemente, temos H cu?

para s,<s , onde a inclusao €& continua.

Lema 3.3. Sejam fen® e uj(t)ﬂRj(t)*f, j=0,1. Entao, uj

- ~ s+ .
e uma fungao continua de t com valores em H J, i.e., u; €

Co(R,H%%)), Mais geralmente, para cada k=0,1,2,..., us e

uma fungao de t de classe Ck com valores em Hs+3dk, i.e.,

ujsck(R,Hs+J_k).

Demonstragﬁo. A transformada de Fourier de uj(t) ¢ a fun

- o n - .
cao tj(t,p)=Rj(t,p)f(p), {V. apendice, teorema B.9), onde

Ay 1 | N 1 sen(clp[t)
R,(t,p) cos(c|p|t) e R (t,p) = .
0 (2“)n72 | 1 (zﬂ)nlz elpi
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Em vista das estimativas
" ", o
|R, (e,p) <D, |r,Ce.p) {0 Grfe]) (Aefp|®) 2,

obtemos

MYl
(1+]p %], (t,) 12 = (1+ |p|DF[R, (e,p)£Cp) |2

v
D§(1+!plz)slf(p)|z

A

Ay
(e DY (e, 2=+ p | DFTHE (£,p) £(p) |2

\
< p2(u+ie D2 [p M £0) |2,

+
Lego, uo(t)eﬁs e ul(t)EHS 1

s+j

. Quanto & continuidade de

t p—> uj(t)eﬁ {j=0,1), observe que

(1+!P|2)s+jItj(t,p)*tj(r,p)Iz =

1 v
(1+]p12)°* 3] (R (6,22 K, (2,0) £(p) |2

u v
e, para cada pERn, Rj(t,p) + Rj(T,p) quando t-T. Portamnto,
como o segundo membro da exﬁressao acima & majorado por uma

~
s -
constante vezes (1+]p|2) [f(p)lz, o teorema da convergen

cia dominada de Lebesgue fornece

lim ffu.(e) - v, (D)f|,_.., =0 j=0,1.
t+T J J. (s+3) ’



Vejamos agora que %[uj(t+h)—uj(t)] tende a
dr, - atiol dR,
Tﬂ}*f em §°7J gquando h+0. Observe primeiro que Tﬁl e a
transformada de Fourier inversa de ;LR (t,p) e temos as
estimativas

oy 1 n
(3.22) lé% Ro(t,p)I§D2(1+lp]2)z, lg% Rl(c,p)[=;§u(t,p)]5nu,

de sorte que, usando o mesmo tipo de argumento acima, con

dR, .
cluimos que ji}*f £ C“(IR,HS+J 1). Agora, como

LI (eonsp)-u (6,007 - 2R, (6,2 EC2)

t+h
Y 1 B A
f{p) 'E'J [Bs J(s,p) atRj(t,p)]ds
t
tende a zero quando h+0, o mesmo 2 verdade para a exXpres

s3aoc acima multiplicada por (1+|p|2)(3+3-1)/2. E, como a in

tegral acima ¢ majorada por uma constante vezes
]h[(1+|p]2)<1_3)f2 (V. (3.22)), uma vez mais o teorema

da convergéncia dominada de Lebesgue mostra que

dR.
1
E[uj(t+h)"uj(t)1 converge para ——l*f em HS+J 1 Mostra

mos gque quCI(R,HS+J_1).

De uma maneira geral, usando as estimativas
k ‘k~1

2o ¥R, (6,0 [0, (#1212, [(DR, (eumd [sp 1s]]D) 2,
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k=1,2,...‘ (V. (1.10)), mostramos por indugao que u, £

s+j-k

Ck(R,H } para cada k.

Q.E.D.

Podemos agora provar o seguinte resultado acerca

de solugoes da equagao da onda no espago u®.

Teorema 3.8. O problema de Cauchy (3.9), (3.10) com dadoes

PP +2 s+1 . P ~
iniciais fOEHS » fleH possui uma unica solugao u e

c2(m,n%).
Demonstragao. Em vista do teorema 3.4, temos

u(t) = Ro(t)*f° ; Rl(t)*fln uo(t) + ul(t).

+ + .
Como foeHs 2 e flaHs 1, o lema anterior fornece {(com

k=2) u e u em C2(®,H%).
¢ t Q.E.D.

Observagao 3.6. De fato, o lema 3.3 implica que u & " uma

fungso de t de classe Ck com valores no espacgo HS+2_k, Pa

ra cada k=0,1,... . Observe, entretanto, que os espacos

s+2-k
H crescem com k.

Finalmente, para o problema de Cauchy nEo-homogE—
neo (3.16), (3.10), n3o & diffcil mostrar, usando (3.18), o

seguinte

Teorema 3.9. 0 problema de Cauchy (3.16), (3.10) com dados
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fGEHS+2, fIEHS+1, fEC(R,HS+1) possul uma unica solugao

uecz(R,Hs) (1). Mais geralmente, se fECm(R,Hs+1)

s+2~k

, entao

ueck(m,H ) para k=0,1,...,m*2,

Demonstracaco. Fica como exercicio. Observamos apenas que,

neste caso, nao podemos em geral tomar k>m+2 acima.

Exercicios

3.1 Mostre que, para cada f-(fo,fl)scr(mn)xcj(kn) e t €
R’

im [uce)e-ule )£, =0 (V. (3.5))
1:-*!:.‘I

3.2 Um conhecido teorema, devido a Stone (@ﬂ), afirma
"o seguinte: "A 'todo grupo uniparamétrice continuo de
operadores unitarios {U(t)} num espago de Hilbert
H esta associado um Gnico operador skew-adjunto A

(i.e., A% = -4) tal que
(i) U(t)D(A)=D(A) ¥teR, onde D(A) & o dominio de
As

(ii) Dado f£feD(A), entac U(t)f & diferenciavel em

He

s+2~k

(1) De fato, ueCk(R,H ) para k=0,1,2,
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dufe) f _ ,
it AU(L) £
reciprocamente, dado um operador skew-adjunto A,

existe um inico grupo {U(t)} satisfazendo as condi
¢oes acima”. 0 operador A & chamado o gerador 4Anfi
nitesimal do grupo. A e {U(t)} est3o relacionados pe

la equagao

Af = lim Z[U(e) £-£]
t+0

que & valida para todo feD(A).
Considerando o grupo {U(t)} definido na segﬁo

3.1, mostre que

D(A) = {f=(f,,f)ed | D% eL?, |afc2 e

DBfleLz, [8l<1}.

Como seria a agZo de A num elemento fﬂ(fu,fl)eD(A)?

Dados fo,fleD'(mn), seja t p——>3 uu(t)EU'(Rn) defi

nido por
<u (t),¢> = <fu,[u(—t)(o,¢)]2>-<f1,[ﬁ(-t)(o,¢)]1>,

¥ ¢eP(R™), onde [-,-]1 e [---]2 designam a primei
ra ¢ segunda componente de [J--], respectivamente,
Mostre que wu, & solugao do problema de Cauchy

(cf. definigao 3.1)



uu=f - = f1 para t=0

Mostre que se u=u(t,x)eD'(Rn+l) c éolugao de (319),
(3.10) no sentido da definigio 3.1 entdo, de  fato,
uéCw(R,D'(Rn)) e u é solugao de {3.9), (3.10) no
sentido da definigac 3.2. Mais geralmente, mostre
gque dado f=f(t,x)sb'(Rn+1) a qual & uma fungao
fes £(t) em CN(R,D'ED), se uweu(t,x) el @D

satisfaz a equagao nao-homogenea
<u,dP> = <F,P>, ¥ pen &™),

e verifica as condigoes iniciais (3.10) (cf. defini

gao 3.1) entao, de fato, ueCk+2(R,D'(Rn)) g

d—22<u(t),¢>—c2<ﬁu(t),¢> = <f£{t),d> ¥ ¢eﬁ(Rn).
dt

Isto mostra que se f pertence a ¢ (R,P'(R")) entao o

mesmo & verdade para u.

Seja teR fixo. Mostre que a fungao S(p)=iﬁ%;%lﬂl ,

peR™, se extende a uma fungao analftica S(r), gec®,

e que vale a estimativa

sy} < c(t)e|t|f1mcl.



Mostre que a fungao de Riemann da equagao da onda em
trés variaveis espaciais (n=3) & dada por
R (t) = == 86(x-cft]),
1 4t
onde O(x-r }, r >0, ¢ a distribuigaec (com suporte
na esfera |x2=r°) definida por

<6(r-r,),¢> = [ plx)ds_ ¥ ¢eD(R?).

|| =r

Seja fka(R,ﬂ'(Rn)), k=0,1,... . Hostre que

t
v(t) = J Rl(t—T)*f(T)dT
Q

pertence & Ck+2(R,D'(Rn)) e satisfaz pv=f com da

dos iniciais v(0)=0, %%(0) = 0.

Seja P=P(3/3t, 3/3x) a, 733 (aram) @

" Ljajalm %
um operador diferenecial em R**l ge ordem m (com

. +
coeficientes constantes e a #0). Se R el (R" 1)
m,0 m=1

€ solucao do problema de Cauchy

Pu =10
. -1
ad . n
;:% = 0 (0<j<m-1}, 2tm_§ = §, para t=0,

entao E+(t) dgf

Y(eIR _,(t) &€ uma solugao fundamen-—
tal de P {(i.e., PE+=60) com suporte no semi-espacgo

£20.

Demonstre o teorema 3.9.



CAPTITULO IV

SISTEMAS HIPERBOLICOS SIMETRICOS.
0 PROBLEMA DE CAUCHY E 0 METODO DE ENERGIA,
SOLUGDES COM ENERGIA FINITA.
A FUNCAO DE RIEMANN E SOLUGOES FUNDAMENTAIS.

4,1 - Introducac e Exemplos

Muitos dos fenomenos de propagagao de onda da f£I
sica clissica sao governados por sistemas de equagoes  di

ferenciais parciais de primeira ordem da forma

_ 3u n Ju
(4.1) Lu = A (x) 55 + 521 Aj(x) -S-;J- + B({x)u - £,

onde x=(x1,...,xn)€Rn, teR, f=£(t,x) e u=ult,x) sao ma
trizes kX1 (vetores columas) e A ,A4 ,...,A , B 80 ma

trizes kXk com A, nao-singular. Aqui, o vetor £(t,x} =

0
(fl(t,x),...,fk(t,x))t representa, no ponto X no instan
te t, o efeito de possiveis fontes (ou sorvedouros) no
meio em que se verifica a propagagao (m“, no nossec . ¢aso),
enquanto que u(t,x)=(u1(t,x),...,uk(t,x))t descreve a

estado do meio. Este ultimo diz-se homogéneo se A (x) =

AO,...,An(x)=An, B(x)=B sao constantes,

Mesmo se tratando de um meio homogeneo, em geral

o problema de Cauchy (global) para (4.1) com dado inicial



L}
=

(4.2) 0 para t

c
[}
| =1

nio & bem posto . no sentido de que admite uma dnica solugao

L ca + k
u=u(t,x)€[cw(an+1)]k dados f=f(t,x)e[C (R 1)] e u, =
uo(x)e{cw(m“)]k arbitrarios (1). Conforme veremos no Ppro
ximo capitule, a exigeéncia de que o problema de Cauchy

(4.1)-(4.2) (num meio homogEﬁeo) seja bem-posto impoe con
digoes algébricas bastantes severas nos coeficientes Aj’
0<j<n. Neste capitulo, vamos considerar um caso importan-
te em que (4.1)-(4.2) (num meio homogéneo) & ben posto,

Trata-se dos sistemas da forma

(4.3) A du § A du 0
" 0 3t o j 9=, :
i=1 i
onde Ag,...,A sao matrizes Hermitianas simé@tricas com
A, positiva definida. Estes sistemas fazem parte dos cha

mados sistemas hiperbolicos siméthicos, introduzidos por

K.0. Friedrichs em [6]. Vejamos alguns exemplos (Cf. 27,

L.

(1) Observe que se temos um teorema de existencia e unici
dade entso a dependéncia continua da solugao u mos da
dos f e L isto &, a continuidade da aplicagao line
ar [C”@*H %[ @M% (£,u,) —> we[C"®™*DH]¥, de

corre automaticamente do tecrema do grafico fechado.
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Exemplo 1. (Equagzo das ondas aclisticas). Num meio nao-ho

mogéneo, a equagdo que governa a propagacao de ondas

ticas tem a forma

1 3%p
(4.4) — p(x) div{(——=Vp),
CZ(X) at O(X)

onde x=(x1,x2,x3)ERa, p=p(t,x) & a diferenga entre
press3o instantdnea e a pressao de equiiibric, c(x)

velocidade do som & p(x) & a densidade de equilibrio.

acis

a
&g a

‘Pon

1
do u= (P(x) Bx ! p(x) EJL p(x) §§L ;E) (4. 4) pode ser

2
escrita na forma do sistema

3

3
Ju du
(4.5) AO(X) LT jz:l'_Aj -ax—J g,
w ., O
p(x)
onde A (x) = 7 p{x) 1 e
O p(x) 2 (%)
r I 3
S LR
O %
3 . Bx
a3 . 2
L oA, g = :
je1 T 7F; : 3
d 3 3 -
P A Y |
| ox sz 9 s ! J

Observe que se o meio & homogeéneo temos p(x) = constante,



e, assim, (4.4) reduz-se 2 nossa tao conhecida

z
-a——P- - czAp = 0,
at?

Convidamos o0 leitor a fornecer uma outra maneira de

colo

car a equagac acima na forma (4.3) de sorte que a densida

de p ndo esteja presente (Exereficio 3.1).

Exemplo 2. (Equagoes de Maxwell). As equagoes de Maxwell

num meio nao-homogéneo tem a forma

3 aEk
k§1 ejk(x) vt (rot H)j = 0 .
1) J=1,2,3,
3 ool
kzl ujk(x) ?ﬁf + (rot E)j =

3 - - ~
onde x(xl,xz.xa)ea s Eﬂ(El,Ez,LS) e H (Hx’Hz’Hs) sac

vetores de campo elétrico e magnético, enquanto que as

trizes éz(ejk) e u=(ujk) sao os chamados tensores

permeabilidade dielétrica e magnética, respectivamente

meio diz-se {404n0pico se € e U saoc matrizes escalares).

t . . . t ~
Pondo wu=(E,lU) =(E1,h2,h3, HI'HZ’Ha) s 45 equagoes

08

de

(0

de

Maxwell podem ser escritas na forma do sistema (4.5), onde

agora A (x) e E?=1 Aj 5%; $30 as matrizes 6X6

E(x% C) . () rot

.
.
.

rr e e DRI I IR
.
.

() Eu(x) -rot ()

- ¥



05

-y ¥
O .'AIOJ xlo)
- [

respectivamente, com rot = 33— () -
I
ax 9x
.2 1 J

0 sistema (4.3) corresponde ao caso de um meio homogeneo

em que €(x) = constante, u{x) = constante.

Exemplo 3. (Equagoes da elasticidade). A propagacgao de on
das elasticas num meioc nao-homogeneo & governada por equa

goes da forma

32"’1 3 i
(4.6) X 2 = 2 1 +— (C J( ) )’ i=1’293’
t jymyn= J

onde x=(x1,x2,x3)ema, m=(m1,w2,wa) e o vetor desloca -

mento e X = (Eij) & o chamado tensor de stress definido
me ij -~

por Z zm a=1 mn an : 08 C_ - satisfazem as relagoes

Cmn Cmn Cnm Cji' Pondo u (le,222,253,212,223,231,

Bml sz Bwa t »

A Bt 3t) ,as equagoes da elasticidade (4.6) poden

sex escritas como um sistema 9%9 da forma (4.5), onde

An(x) = .......E...- , .z AJ ai. = ...:...5.?.. s
O it ] 7 2O



T(x) e a inversa da matriz 6X6 positiva definida

( 11 11 11 11 11 11

€11 ©22 €33 €32 L3 C3)

22 22 22 22 22 22
€11 Cz2 ©33 €12 Cz3 €34 ,

- L] L . L L

31 31 31 31 11 31

€11 G2z €33 €1 €Cp3 C3y

| 2.0 O
100 dx, 3

I3.= 010, P-= ETN O e
001 2 ]

X, X,
3 3
] Bx3 C) Bxlj

Exemplo 4., (Equagdes da Linha de Transmissdao). As equagoes

L) e a0, oo 4B,

governam a corrgnte i e a tensdo e numa linha de trans
missao, on¢e L{x) e C(x) representam a indutancia e capa
citdncia por unidade de comprimento da linha. Estas equa
gaes.podem evidentemente ser colocadas na forma do sistema

(4.5), com wu=(i,e)F.

Exemplo 5. (Equagoes em Magneto-gas—dinamica). V. ﬂi],cap.

v,



4.2 - Velocidades Caracteristicas. Ondas Planas.

Vamos considerar o sistema (4.3), onde assumi

mos, sem perda de generalidade, que A =I (caso contrario,

multiplicamos (4.3) 2@ esquerda por Azl):
: 1

au du .
(4.7) : £ Y A, = 0.

ot . oK. .

j=1 1 %%
Vejamos sob que condigaes obtemos solugoes da

forma

u(t,x) = ¢(tA-x.p),

onde ¢5[C1(R)]k e AeR, p=(p1,...,pn)emn sao dadoes. De
n

vemos ter A" - E p:A.9' =0, i.e.,
4 T3]
J
n
(4.8) (AL -} p:A )" =0,
iml J 3
]
n
Denotando per A{p) a matriz 2 ijj e por A(plseees
i=1

kk(p) os autovalores de A(p) enumerados em ordem decres

cente contando as multiplicidades,

A ) 2 e 2 A ) P

vemos de (4.8) que para cada OﬁpERn, o sistema (4.7) pos

sui como solugoes as ondas planas ¢(tlj(p) - x+p) que

(1) Observe que oS kj(p) sao reais pois A(p) e Hermitia

na simetrica.



se propagam na diregzo de w = p/|p| com velocidades
Aj(p)]ip], j=l,...,n., Por esta razao, os autovalores
lj(w) (j=1,...,n, msSn_l) sac também chamados de vefocd

dades caractenisticas de (4.7).

A esta altura, cabem alguns comentarios importan
tes sobre os autovalores e autovetores de A{p). Uma vez que
A{p) & homogenea de grau 1l em p (i.e., A&(rp)=rA(p) ¥r e
R), & facil ver que o mesmo & verdade para os seus autova-

lores:
Aj(rp) = T Aj(p).

Além disso, pode-se mostrar que cada Aj: R+R & uma fun

gao continua (@@, Teorema 1),

Quante aos autovetores, esta claro que uma vez
fixado peR" podemos escolher de muitas maneiras um siste
ma ortonormal completo {el(p),..., ek(p)} de autoveto -
res de A(p) correspondendoc aos autovalores Al(p),...,kk(pL
Um fato nao trivial demonstrado em [28] (Teorema 1) & que
uma tal escolha de autovetorespode ser feita de maneira que
cada e : R" > ¢¥ seja uma fungao mensuravel, Observe que

e &€ homogenea de grau O:

ej(rp) = ej(p).

Feitas estas consideragoes, vamos estabelecer,

nos paragrafos a seguir, resultados analogos aqueles ob



tidos para a equagio da onda nas segoes 1 e 2.

4.3 - Existéncia de Solucao com Dado Inicial no Espago sk,

Aplicando formalmente a transformada de Fourier
na ﬁariivel._x ao problema de Cauchy (4.7)-(4.2), obte
mos ¢ problema dé Cauchy para a equagao diferencial ordi
naria

U, o+ 1A(PY = 0
com dado inicial

Yeo,m = ¥ 0 P

A solugao ¢ evidentemente dada por

(4.9) Y(e,p) = LAY (g,

“~
Agora, decompondo “u(P) segundo os autovetores ej(p), te
mos

k
Y = 1 %

o "
j=1 e, ug () = ug (p)re;(p),

0 0

e observando que A(p)ej(p) = Aj(p)ej(p) implica

e_itA(p)ej(p) = e-itljcp)ej(p), podemos reescrever (4.9) co
mo Kk i \
" —i{tX.
t(tsP) =} u, .(ple 1t J(p)e.(p).
j=1 2] 3

y . . n -~
(1) Como de costume, consideramos peR como um parametro.



Portanto, tomande a transformada de Fourier inversa (na va

riavel p) da expressac acima, obtemos formalmente

(4.10) u(t,x) = F I[Ce, ] =
S J e @y e
= e a .{ple.(pl)dp.
(Zw)n 2 j=1 g™ 0, k|
Theorema 4.1. Se una[S(Rn)]k entao u=u(t,x) defini
do acima pertence a [Cm(mn+l)]k e & solugao do  sistema

(4.7) com dado inicial u(0,.) = U,

Demonstracio. A demonstragao & anzloga aquela do Teore

- A
ma 4.1. Como- u eSk temos tambem u eSk

o 0 » de sorte que wva

lem as estimativas

. [

"
(4.11) i, )| s« —F—

(1+[p])
com constantes Cm>0, m=1l,2,... . Portanto, lembrando que
o8 ej(p)'s sao fungoes mensuraveils com lej(ﬁ)I=1, con
cluimos que u(t,x} dado em (4.10) esta bem definido. De
. ix«pV . e g s

fato, o integrando e u(t,p) de (4.10) e infinitamente
diferenciavel em relagio aos parimetros t e x valendo as

estimativas

I(s_)l a[ iXe pu(t,p)]l < C (1+l I)]a|+2 m

quaisquer que sejam 2,m€2+, aezf. (Use (4.11) e o fato



que existe C>0 tal que Ihj(p)lfclpl 'VpERn, j=1l,...,k,
pois cada lj é continua e homogénea de grau 1.) Logo,
como meZ, acima pode ser tomado arbitrariamente grande,
estas estimativas nos mostram que u{t,x) & uma fungao

infinitamente diferenciavel e podemos derivar . u(t,x) deri

vando sob o sinal de integraggo em (4.10). Em particular,

temos
9u e du
au E A =1 =
ot ve1 VY Bxu
k n i[x-p*tl.(p)]m
- . J =
¢, 'le [ 1lj(p)+1 Z vaU]e uu’j(p)ej(pJQP 0,
h] ]™ v=1l
-u/2 °
c, = (Zm » pois AJ-(p)ejFp)=A(p)ej(p)=u_levAvej(p)- A

condigao inicial u(O,x)=uo(x) & também imediatamente veri

ficada em (4.10).
Q.E.D.

Veremos a seguir o mé&todo de energia para o sis

tema (4.7) o qual, entre outras coisas, nos fornecera uni

cidade para o problema de Cauchy (4.7)-(4.2).

4.4 - 0 Método de Energia. Aplicagoes.

Seja u(t,x) uma solugao de classe C!

do siste
ma (4.7). Formando o produto escalar (em Ek) de u “com

(4#.7) e tomando a parte real, obtemos a identidade



n
Re(u.g%) + ] Re(u.Aj %&L) =0, i.e.,
j=1 i

uma vez que A; = Z; - Aj. Observe que a identidade acima

esta escrita na forma de divergéncia (nas variaveis t e x)

(4.12) div(t’x) (E,F) = 0,
onde

E=Jul® e F = ((u,Au),.0., (u,A ).

Definindo
(4.13) Aax = maxX) icn |Aj(m)[,
wes®™1
e integrando (4.12) sobre o tronco de cone 8 = {(c,x) |
n+l ‘
|x-x, [<R + Aax(te~t), to-hge<e, }, onde (t,,x,)eR e
h,R>0, obtemos, pelo teorema da divergencia,
(4.14) . J (Evt + F-vx)dS = 0,
aQ
com V = (vt,vx) indicande 2 normal exterior (unitaria)

a a9,



Uma vez que v = (1,0) e v = (-1,0) na "parte superior" e

"inferior" de 3%, respectivamente, (4.14) fornece

J lu(e ,x)]%ax - J lut,-n,x) | 2dx =
B(x ,R)  ° B(x ,R+A__ h)

0? o? max

= -J (E\)t+F'vX)ds = -J Us [j\JtI - A(\Jx)]u ds.

r r

Finalmente, observando que Vv _ = Amaxlvxl en ' e em vista
da definigao de Amax’ obtemos vtI~A(vx) = va] [lmax I -
A(vx/[vxi)] > 0, de sorte que a integral sobre r acima
e > 0.

. - n
DPado um conjunto mensuravel MC®R , vamos chamar

a quantidade {que pode ser infinita)

EM[u;t] = J JuCe,x)|?ax
M

de enengia de u contida em M no Zempo t. Entao, de-

monstramcs acima o



Teorema 4.2. Sejam (to,xo)sﬁn+l e h,R>0 dados. Se u =
u(t,x) & uma solugao de classe C1 de (4.7}, éntﬁo a e
nergia de u contida na bola B(x,,R}) no tempo ¢t e .mg
nor ou igual a energia de u contida na bola B(xu,R+lmaxh)

no tempo t, -h, i.e., _

(4.15) EB(XU’R)[u;tU] < EB("MR”\maxh) st -n].

Observacao 4.1. Se considerarmos o tronco de cone {{t,x}|

[x-x f<R + A (t=t ), t,-h¢ege } com R-A _ h>0, n>0,

mostramos analogamente que
(4.16) E - fust ~h] < E [use 1.
B(xo,R Amaxh) - 0 B(xo,R) L

As desigualdades (4.15) e (4.16) nos formnecem

onde R>0 e teR sac arbitririos, de onde concluimes o

Corolario 4.1. Se u=u(t,x) & uma solucao de classe C1
de (4.7) com dado inicial wu,30, entdo u=0.
Também, como aplicagoes imediatas do método  de

energia, temos os seguintes resultados:

Corolario 4.2. (Teorema do dominio de dependencia). Seja




>

u(t,x) uma solug3o de classe ¢t de (4.7). Para cada

T>0, o valor de u(T,x) num ponto xueRn so depende dos

valores do dade inicial wu, (x)=u(0,x) na bola B(x,, T).
h 07 ‘max

Mais geralmente, os valores de u(T,x) num aberto v CR"

dependem apenas dos valores de wu, em U+ BiO,AmaxT).

Corolario 4.3. Ainda assumindo que u{t,x) & uma solugao

de classe C1 de (4.7) com dado inicial uo(x)=u(0,x) te

mos, para cada T>0,

supp ul(T,*) C supp u, + B(O,A___T) (1),

max

i.e., "sinais originmades no tempo t=0 se propagam com Ve

locidade < A ",
- "max

Analogamente ao caso da equagao da onda, o teore

ma do dominio de dependencia acima (ou o Corolario 4.3)
nos permite remover a restrigdo no infinito para o dado
inicial u, de sorte gque basta termos u, infinitamente

diferenciavel para que o problema de Cauchy (4.7)-(4.2) ad

mita uma unica solug3ao também infinitamente diferenciavel.

Teorema 4.3, O problema de Cauchy (4.7)-(4.2) com u, €

[Cm(mn)]k possui uma fnica solugao uE[Cm(R“+1)]k_ Alem
disso, a aplicagao linear [Cw(mn)]kguoh__; u6[cm(3“+1)]k

k
(1) Se v(x)-(vl(x),,.r,vk(x)) definimos supp Vv = jE&suppyj,



€ continua ("dependéncia continua da solugao no dado -ini

cial),

Demonstracac. A unicidade decorre do Corolirie 4.1. Quan
to 3 existencia, a demonstragio &€ inteiramente analoga
dquela do.Teorema 4.4: considerando um recobrimento aberto
{Uj I 3=1,2,...}, localmente finito, de ﬁn {com cad; Ej
compacto), e uma partigao da unidade {¢j} subordinada a
{Uj}, podemos escrever wu, = I?ul ¢j“n’ onde cada ¢j“o
tem suporte compacto; entao, se u(j)(t,x) € a solu-

¢ao (Gnica) de (4.7) com dado inicial $;4;5 ©  Coroldrio

o,

' ® (1 ;
4.3 nos mostra que u(t,x) = zj-l u (t,x) esta bem defi
nida; vemos tamb&m que ue[cw(Rn+1)]k € uma solugdo de

. - + «
(4.7) com dado inicial u(0,.) = Ej-l ¢ju° = u,.
A segunda afirmagao do teorema, como ja observa-
mos, decorre automaticamente do teorema do grafico fecha
do.
o Q.E.D,
Teorem 4.4. (Principio de Duhamel). Dado f=f(t,x) ¢
oo +1 . ~
[C (Rn )]k, seja u(T) & solugao de (4.7) com dado ini

cial uo-f(T,-). Entao,

NG '
vit,x) = J u't (t=t,x)dT
0

- . - ~ +1.4 ~ ~ -
€ & unica solugao em [Cm(iRn 1)]k da equagao nao-homoge-

nea
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(4.18) A § .
j=1 3 %%

com dado inicial igual a zero.

Demonstragao. Fica a cargo do leitor (cf. demonstracao do
Teorema 2.3),
Resumindo os Teoremas 4.3 e 4.4, podemos enun-

ciar o

Teorema 4.5. O problema de Cauchy (4.18)-(4.2) & bem pos-
Lo, i.e., dados f=f(t,x)s[¢w(Rn+1)]k e u°=un(x)£[pw(8n)]k
existe uma Gnica solugao u=u(t,x)€[:Cm(Rn+1)]k de (4.18)~

{6.2) e a aplicégao linear
C7®R™HTE x ©®@IF 2 (g,u,) —> ue[c (@™ D]k

- »
e continua,

4.5 - Solucoes com Energia Finita,

Seja u(t,x) uma solugao de (4.7) cujo dado ini
cial u°=u(0,-) esta em [D(Rn)]k. Entao, fazendo R+ em

(4.16) e (4.15), obtemos

ERh[u;to—h] < ERn[u;tGJ < Eﬁn[U;to-h]

ERn[u;to—h] = ERn[u;to]'



Portanto, vemos que, em cada instante teR, u tem energia

ix n : -
finita em todo o R a2 qual se mantem constante:

J a lu(t,x) |%dx = J n |u(0,x) |2dx ¥ teR.
R R .

Dito em outras palavras, se X g o . espage
[9(&“)]k Vcom o produto escalar usual de Dﬁ(m“)]k e se
_U(t): X > X & o operader (linear) definideo por U(tlu, =
u(t,=}, entac U(t) & uma isometria para cada teR:

(4.19) HU(t)uD"2 = ﬂuOHZ, u,eX, teR.

Além disso, como temos unicidade para o problema de Cau
chy com dado inicial num instante t, qualquer, concluimos

que

(4.20) Uft+e') = U(t)ult") ¥ t,t'eR,

Também, para cada u,eX, usando a formula de Parseval e o
K —itlj(p)m

fato gque [U(t)u,J(p) = zj=1 e u, j(p)ej(p), conclul

R e

mos facilmente através do teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue que a aplicagao R3t+—> U(t)u ex & continua,

i.e.,

(4.21) Lim [[udt")u_ - U(tdu | = 0, teR, u eX.
t'a>t 0 [ < 0

Vemos assim que {U(t) | teR} & um grupo uniparametrico

continuo de operadoeores isométricos no espago X. Agora, co
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me o espago de Hilbert H = [Lz(Rn)]k e o completamento
de X, cada U(F) extende-se por continuidade a um operador
unitario (que continuames a denotar por U(t)) de H sabré
H e ve-se facilmente que as propriedades (4.19)-(4.21) pex

manecem validas., (Observe que, para u,tH, temos

u(t)u, = lim ve) eV,
Voo ¢
onde (ugv)) & qualquer sucessao em X tal que uév) + u,

eﬁ H). Portanto, obtemos um grupo uniparamétrico continuo
{U(t) | teR} de operadores unitarios em ﬁ; 0s elementos

de H sao chamados os dados indciais com energia findta

e, para cada 'uoEH’ a fungao coﬁtfnua t—> U(t)uo & cha

mada a sofucdo com energia finita de (4.7) cufo dado  4ind

cial & u . 0 fato de estarmos chamando U(t)u, de "solu

¢ao" de (4.7) sera justificada no Teorema 4.5 abaixo.

t

Dado u0=(u°1,...;uuk) £ H, vamos escrever u(t)=

=U(t)uu=(u1(t),...,uk(t))t £ H. Como sabemos,

k k
uu<t>nZ=j§1LRn ug (&) Go) [Fax = jzlfmnluoj-cx)lzdx = llu,ll

para todo teR, de sorte que cada uma das fungaes uj(t,x)=
=uj(t)(x) e de quadrado integravel localmente nas varié

vels t e x, L.e., u=u(t,x)€[Li°c(Rn+1)]k. Portanto, u de

n+l

fine uma distribuigao em R através da formula:
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Cx -
(4.22) <y, P> - ‘Z J J u, (t,x) ¢, (t,x)dxdt,
j=1 n 3 ]
- 0 R
Vom W t)® e PE™DHIE. E claro que u(t)  também
define uma dxstr1bui93q em Rn, para cada teR:

k (1)
(4.23) <u(t),d> = I J n u, (t£,x).d, (x)dx .
j=1 g™ 3 3

¢ = (d’l,---aﬁ’k)t > [D(mn)]k

Teorema 4.,6. u€[D'(Rn+1)]k € solugao de (4.7) e satisfaz -

»

a condig;o inicial u=u para t=0, i,e,,

(4.24) <u,%% + 2 A§ —3L> =0
i=1

para todo we[D(Rn+1)]k

(4.25) lim <uft),¢> = <u >
t*0

para todo ¢€[D(Rn)]k.

Demonstragao. Uma vez que a aplicagao trF—> u(t) & con
tinua de R em H = [Lz(mn)]k, a fortiori ela & continua
de R em [P'(m“)]k e (4.25) 2 walido. Por outro lado, se

ja u(v)(t)-U(t)u§v) com ugv) € X = [D(Rn)]k convergindo

(1) 0 leitor nao deve confundir as definigoes (4,22) e

(4.23), embora tenhamos usado a mesma notagao < s >
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(v)

para u em H, Entgo, u = u(v)(t,x) converge para

n-i-l)]k

u=u(t,x) em [D'(R pois, para cada ws[D(Rn+1)]k, to

mando T>0 tal que Y{x,t) =0 ¥ !t]aT, temos

) § (" v
| <u —u,w>[=]'z J J [uj (t,x)-uj(t,x)}wj(t,x)dxdtl
. 37V _ggn

T T 1
< (J uuf“)<c)-u<t>u:dt>% (J lece,-y2ae)®
-T ~T

o 2T Lo .
DT fuf = ul, vl » o

quando v + ©, Portanto, como cada u(v)s[c (Rn+1)} satis

faz au(“)/at + Z?_l Aj u(v)laxj = 0, obtemos

n

n
<u, 3% ., 7oAt s «ogin <u(") ): A
WV =

t 8y
ot j=1 i ax oo J ij
(v) n (v)
- —lin <24 + ) A, B s e
Yoo It i=1 J

o que mostra (4.24),

4.6 - A Funcao de Riemann. 5olucoes em P'.
\" .

Neste parﬁgrafo,lvamos considerar, de uma manei
ra mais geral, o problema de Cauchy (4.7)-(4.2) en que o

dado inicial € uma distribuigao arbitraria uEEED'(Rn)]k
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Como veremos, ele admitird uma unica solugao u=u(t,x) €

[D'(Rn+1)]k no seguinte sentido: u & uma fungao continua
o C e o oo

t—> u(t) de R em [v'.(m“)]k (i.e., <u,1p>=[<u(t),1p(t,-)>dt

n+l

-0

¥ e [D(R )]k) tal que

3 St 3
<u,5—‘g+ Z A-—.‘fi.->=0

para todo wE[D(Rn+1)]k

<u(0),¢> = <u ,¢>

para todo ¢€[D(Rn)]k. De fato, se u & solugaoc no senti
do acima entZo,. como u & uma fungao continua de t com va
lores em [0'(Rn)]k, também qualquér derivada espacial Dgﬁ
de u @& uﬁa fungao continua de t com Qélores enm
[p!(mn)]k. Em particular, Bﬁlat = -z?=1 Aj au/éxj € uma
.fungEo continua de t com valores en [D'(mn)]k de sorte

que temos uECIOR,[D'(Rn)]k). Desta maneifra, por indugao,

- @« T n k -
concluimos que wueC (R,[D"(R")]“). Observe também que u
vai satisfazer (4.7) no sentido de que, para todo ¢ €
k ' '
fo®™]",

d 1 3
<Eu(t) + .E Aj e u(t),9> = 0,
i=1 i
i.e., -

n
Laucey, o> = ) <ule),at 25 =0,
dc it i %



_.93_

Inicialmente, vamos mostrar qie o problema de

Cauchy
3R i R
(4.26) T + 2 Aj TN = 0
j=1 h]
(4.27) R = SIk para t=0 (Ik = matriz identidade kXk)

tem uma Gnica solugdo. R & chamada a fungde de  Rdiemann
do sistema (4.7). Observe que R & uma matriz (em geral)
de distribuigoes RijsD'(Rn) (i,j=1,...,k) e a agao de R

numa fungao teste ¢E D (R™) k fornece um vetor <R,¢> £
&

k - Tk : .
< de componentes <R,¢>i = 2j=l <Rij,¢j>, i=1,...,k;

2
isto &, Re[D'(mn)]k .

-n/2 e—itA(p)

"
Seja R(t,p) = (2w) onde, para ca

da pﬂ(pl,...,pn)ean, A(p) € a matriz Hermitiana
E?BI ijj (V. (4.9)), E evidente que cada elemento da ma

triz E(t,p) & uma fungao infinitamente di ferenciavel de
t e p, de sorte que podemos considerar k como uma apli
cacao Cm, trﬂe'a(t),de R em [Cm(mn)]k2 e, portanto, c”
de R em [D'(mn)]kz. De fato, como A(p) & Hermitiama, te
mos ]%(t,p)l - I(Z'ﬂ')_n)"2 e-itA(p)I = (2‘!r)_n/2 v e po-
demos assim comsiderar ¥ como uma aplicagao t +—> %(t)

0 n 1k, N - .
em € (R,[S'"@®™))F ): para cada teR, R(t) e wma matriz

. o
(1) Aqui, li(t,p)| denota a norma da matriz R{t,p).
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de distribuigoes temperadas definida pela formula

(4.28) <K(),4> = J L Ree,p)etprap, de[S®HIF.
R’

Seja R(t) a transformada de Fourier inversa de

R(t).

Teorema 4.7, R(t) & a solugao do problema de Cauchy

(4.26)-(4.27).

Demonstracac. Como ¢€[S(Rn)]k, podemos derivar (4.28) em

relagao a t derivando sob o sinal de integragao obtendo

a-dE <E.(t) 0> = LRn ’ﬁ(t,p) [—iA(P)]¢(P)dps

i,e.,
4 r(ey,d> = -i A(p)R(E,} d
e LR ROLICROLIO L
Também temos
n ", n
1 o<hs go- R(), 6> = ) <ipaR(0),00
j=1 3 j=1 1
Ny
= i<A{p)R(t),¢>,
de sorte que
d . v ¥ 3 i n,1k
Io <R(E), 9> + Y <a, =— R(t),$>=0  wee[S(&RD]",
=1 1

i.e., R(t) & solugao de (4.26). Por outre lado,



: vy L. itA(p)
<R{0),9> = <R(0},¢> = lim _______J o't $(p)dp
2 ' f. | €20 (zﬁ)nlz Rn

1

._ R N\
" ar Jm“ $(p)dp = $(0) = <8I, ,0>,

i.e., R(O) = 61#. Deixamos a unicidade a cargo do leitor

. a 3.2
(¢f. demonstragaoc do teorema ) Q.E.D.

Teorema 4.8. Para cada teR, R(t) tem suporte contido na

bola B(O,Amax[t]), i.e.,

supp RC T,

onde I & o come {{t,x) | Ix]gkmaxltl}.

Para a demonstragao do teorema acima usaremos o

Lema 4.1. (i) Se € = A+iB onde A e B sac matrizes Hermi
tianas kXk, entao as partes imaginarias dos autovalores

de C sao majoradas (em valor absoluto) por A=maxisj£kikj|

onde oS hj's‘sgo os autovalores de B,

{(ii) se C & uma matriz kXk arbitraria, temos

a estimativa ] [
. max. . Im A,
(4.29) lelC] < Mk(1+lc})k e XJZK ]

para alguma constante Mk >0 (independente de C), ondé

0s Aj sao os autovalores de C.
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Demonstragﬁo. (i) Seja A um autovalor arbitrario de ¢

e v um autovetor unitiario-correspondente, Temos

A = (Cvev) = (Avev) + 1i(Bv.v),

onde {(Av.v) e {(Bv.v) sao reais uma vez que A e B sao Her

mitianas. Logo,

J1m A| = }(Bvew)| < A.

{(ii) Observamos inicialmente que para uma ma

. . . . ~1
triz kXk inversivel D temos a estimativa ED/ i <

NkldetDE—llD]k‘I para alguma comnstante Nk>0 (independen
1 1

te de D). Com efeito, D =~ = (detD) ~ Cof(D) onde Cof{(D)

2 a matriz dos cofatores de D e cada elemento de Cof(D)

My

um polinomio de grau (k-1) nos elementos dij de D. Ago

A,

ra, se A = maxlfjsk[lji, im - maxlSjsk

| 1m ljl’ onde os

lj’s sao o5 autovalores de €, e se Y & a froanteira (ori

entada positivamente) da regiao limitada pelas retas
Im z = Aim+1, Im z = -Aim—l e pelo eirculo |z[ = A+,
entdo

elc = E%T J elz(zI—C)”ldz.

Y

iz -Im z im' !
Portanto, como |e | = e < e o para zEY, obte
mos

; 1+4A,
€4.30) le1€] < (1+h)e T maxzeYi(zx-c)'ll.
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Por outro lado, em vista da observagao acima, temos

el — k A —
(4.31) | a1-0)"}] < wfzz-c|*ThC T 1z=ag D) 1
o i=t

logo

-1 k-1
maXZEYl(zI-C) | < N(1+A+]c]) s

pois lz-Aj|31 para zey. Combinando (4.30), (4.31) e o
fato que A < ]Ci, obtemos a desigualdade procurada.

Q.E.D.

- Ny
Demonstracac do Teorema 4.8. Para cada teR, R(t,p) =
e—ltA(p)

& uma fungao analitica de paRn, a qual se exten

de a uma fungao analitica de [ € c”s

—~itA(D)

¥(e,z) = e e‘it[A(p)+iA(q)].

onde Z=p+iq, p,qaRn. Logo, a parte (ii) do Lema 4.1 fox

nece a estimativa

o max <.<k|1ml-(C)|lt[
(4.32) IR(t,E)lﬁﬁk(1+|tA(C)])k e 1532 i ,
onde os Aj(c)'a sao o0s autovalores de A(T)y=A{p)+iA(q)
e, observando que A(p) e A(q) sao Hermitianas, a parte
(i) do mesmo lema implica que
(4.33) maxlijfkllmhj(C)l < max1$j£k|lj(q)|,
onde os Aj(q) s&o os autovalores de A{q). Por outro la

do, como cada lj(q) ¢ homogéneo de grau 1, temos

(4.34) maxlgjfkllj(q)l < lq] Amax'
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Portanto, combinando {4.32) - {(4.34) e observando que

lac) | = }EE‘I CjAj] < (constante) ||, obtemos

Apaxitilal
v k “maxitl19 n
IRCe,0) | € M (e)(1+ig])7e , Lee’,
onde g=Im Z. A estimativa acima juntamente com o teorema
de Paley~Wiepner (para distribuigoes, V. azpéndice) nos per

mitem concluir que R(t) tem suporte contidoe na bola

B(o,)\maxlti).

Q.E.D.

Agora, que sabemos que R(t) tem suporte compac
toe para.cada teR, podemos formar a convolugao R(t)#u, €
[U'(Rn)]k de R(t) com uma distribuigio arbitraria u, =
(“01»'°'=“gk)tE[P'(Rn)]k- Por definigao, a i-eésima  compeo
nente de R{t)*u, ¢ a distribuigao u; () = (R(t)%u ), =
k ' T )
Ij*l Rij(t)*uanD (R™) dada por

k n
(4.35) <u,(t),¢> = Y <R..{(t),¥.,>, ¢eD(R™),
i jo1 ij i

onde ¢j(y} = <uoj,¢('+y)>-

Teorema 4.9. O problema de Cauchy (4.7) - (4.2) con dado
. . . N n k . - ~ -
inicial UOE[D (R )] possui uma inica solugao, a qual c

dada por
u{t) = R(t)*uu.

Além disso, uECm(m,[D'(Rn)]k)-
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Demonstragﬁo. dostramos no teorema 4.7 que a fungao de Rie
mann R{t) satisfaz

d d

(4.36) o5 SR(E), 0>+ J_Zl_<Aj B_xJ R(t),¢> = 0
2
(4.37) <R(D),9> = <51k,¢> = 3(0)

para todo wsrﬂ(mn)ﬁk. De fato, uma-vez que R(t) tem supor
L 4 . X

te compacto (para cada teR), podemos tomar i acima em
re. n,.~k P
C (R7), . Agora, a i-esima componente de (4.36) escreve
~5€& Ccomo
k n k k . ap

d z < h] L

ac Ry, (e),0>+ 5 1 (1) '} aj <R (%), 35> =0,

at o2 i2 2 521 p=1  pe1 @ mi ij

+

]

onde aj_ 2 o0 elemento da i-esima linha e m~ésima coluna

- .

de Aj e Rik(t) & o elemento da i-&sima linha e L-&sima co

luna de R{(t). Escolhendo wi(y) = <u°£,¢i(-+y)> para cada

%, onde ¢iED(Rn) & arbitrario, a igualdade acima torna
-se
d n k i 3¢i
(4.38) gp <wy(e),0,> + ] 1 ("ajp<mp(e), 5=> =0,
ij=1 m=1 K|
onde ui(t) & a i-ésima componente de u(t)=R(t)*u (v.

(4.33)). Portanto, somando (4.38), de i=1 a i=k, obtemos

n
-ad—t <u(t),¢> + jzl (_1)<Aju(t)' ga:%> = O,



- 100 -

d E ?
E?_<U(t)'¢> + 321 <Aj &'J— u{t),¢> = 0,

onde ¢=(¢l....,¢k)€[vﬂkn)]k ¢ arbitririo, o que nos mos

tra que u(t)=R(t)*u° g solugao de (4.7). A condigao ;.ni
cial u(0)=u, & também facilmente verificada, tendo em
vista que R(0)=61k. Finalmente, o fato que u g

Cm(R, [D' (an)]k) segue da observagao feita no infcio des

ta secao. Deixamos a unicidade a cargo do leitor.

Q.E.D.

nt+l -'k

Teorema 4.10. Sejam uOE:['D'(_an):]k e fe[D"(R }|~ dados, on
de f & uma fung-éo t —> f(t)r—:[?)'(IR“)]k em

Cm(rR,[D'(IRn)]k). Ent3ao, o problema de Cauchy (nio-homogé -

neo) 0
3y Su o
e * L Ay R = f
i=1 b
u = u para t =0

possui. uma Gnica solugao em Cm+1(IR, [D'([Rn)-_]k), a qual @&

dada por
N X
u(t) = R(t)*u + J R{t-T)*xf{T)dT.
0

. ac ~— -
Em particular, se feC (IR,ED'([Rn)]k) entao o mesmo & verda

de para a solugao u.

]
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" Demonstragaog. Exercicio 4.4

Vamos agora construir solugoes fundamentais para

o operador 3/9t + E?sl Aj Blaxj em (4.7), i.e., ({(matri-
. . .~ M (L k2 .

zes kxk de) distribuigoes E=E(t,x)e[P'(R )] tais que

n

9K L

-a-"- Z Aj ” 5‘(t,x)1k.

De maneira analoga a que fizemos na segao 3.4,,va

2
. + - -
mos definirx E+e[0‘(mn ;)]k através da formula

o

(4.39)  <E,,¥> = J R(t),u(t,)>de,  pe 0 RMHTE,

0
Teorema 4.11. £ & uma solucgaoc fundamental para (4.7) com
suporte contidoe no eone T = {(t,x) | lxlskmaxt’ £>0}.

Demonstragac. Dado ws[ﬂ'(mn+1)3k arbitrario, temos

9E 0
+ = - KL ey
<T:¢> = <E+: at> J SR(t)’at -)>dt,
. 0
logo
] * co
<i P> = - L or(t), (L, ) >de + [ ARty ple,)>de
at ’ de ' J dt ! !
0 (]

-]
a —(0 - <R(0),P(0,«)>) + J <§%(t),¢(t,.)>dt
0 .

em vista da formula de Leibniz é%<R(t),¢(t,.)> =
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oy

= <%%(t),¢(t,-)> + <R{t), E?(t" >, Portante, como R(Q) =

n
t* Ljar A

(o 18
G e

3
-a-x—j- R(t)=0 pa

§1, e R(t) satisfaz a equagag

[~ 9

ra cada t, obtemos

3E
<T' P>

<A 327 R(t),p(t,.)>dt

ri
v(o) - :

n
f
= '(IJ(O) + z J <R(t), A‘.: a—!a{' w(t,.))dt
j=1 70 I
n £ a
= w0y + <E,, )} A} g, e,
i=1
oE n oE
+ + t rotlm k
oy + jzl Aj —;{; = GIR em [D (IR )_]

Finalmente, como supp R(t) C B(O,lmat t]) para

cada t, esta claro da definigzo (4.39) que supp E+_C: F+.

Q.E.D.

De uma maneira geral, qualquer solug§0 fundamen-

tal do operador 3/3t + E?=1 Ay 3/0x, & da forma E, + W,

i
- - - 2

onde H e uma solugaoc arbitraria (em [9'(Rn+1ﬂ ke ) da

equagao homogenea JUH/3t + E?=1 Aj 3H/8x5=0. Observamos

que H nao precisa ser uma fungac continua de t (com valo

n+l,qk
-4

2 .
res em [D'(Rn)]k ), i.e., as colunas HlE[D'(R de

H, i=1,...,k, nao precisam ser da forma R(t)*h com
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he{D'(Rn)]k.

Exercicios

4.1

Coloque a equagao da onda 3%p/3t? - c?Ap=0 na forma
Y

=1

do sistema 4, du/3t + Z? Aj Bu/ij=0 fazendo

u==(c“1 op/ 3t ap/Bxl,...,Bplaxn)t.

So0b

a transformada de Radon (V. segao 2,3), o proble

ma de Cauchy (4.7)-(4.2) com uoE[S(mn)]k reduz~se ao

seguinte problema de Cauchy numa varidvel espacial

(onde u)ES—'1 & uin parametro):
p

(i)

(ii)

u, + A(m)us = 0

u{0,s,w) = ﬁn(s,w)

Resolva, explicitamente este problema conside -
rando as suas projegoes sobre cada um dos autove

tores ej(m) de A(w) = E?=1 W, A (escolhidos

373
cf. segao 4.2). Em seguida, use a formula de in

versao (Teorema 2.4) para obter u em termos de

u_ .
0

Assuma agora que o nicleo N{w) de A(w) tem di
mensao constante ¥ wESn-l e que mn>3 € dimpar.

Usando a expressao obtida para u no item acima,
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mostre que se u, € [D(Rn)]k tem suporte contido
na bola B(O,R) e & tal que Eo(s,m) nao tem compe
nente em N{w) ¥ mesul, entao u{t,x)=0 para |x| <

X

[t]-r, [t]>R/A_. , onde X . & o minimo sobre
min m

min in

Sn-l

dos valores absolutos de todos os autovalores
de A(w) que nao sao identicamente nulos (Este resul,

tado constitui uma espacie de Prineipic de Huyghens

para o operador 3/9t + Z?=1 Aj B/ij).

Considere o problema de Cauchy (4.7)~{4.2) com u, €
Dis(mn)]k. Mostre que a solugao u & um fungao

continua de t com valores também em {hs(ﬁn)]k, i.e,,

veC (R, [HS(R“)Jk) .

Demonstre o Teorema 4.10.

Exiba uma solugioc fundamental do operader 3/ot +
E?_l Aj 3/3xj em (4.7) cujo suporte esteja conti

do no semi-espago t<0.



CAPITULO V¥

SISTEMAS HIPERBOLICOS GERAIS.
PROBLEMAS DE CAUCHY BEM-POSTOS E POLINGMIOS HIPERBOLICOS.,
EXISTENCIA DE SOLUGOES FUNDAMENTAIS COM
SUPORTE NUM CONE CONVEXO. '

5.1 - 0 Problema de Cauchy para Sistemas.

Até agora estudamos extensivamente o problema de
Cauchy para a equagac da onda bem como para sistemas hiper
bolicos simétricos de primeira ordem. Neste capitulo, va
mos considerar, mais geralmente, 0 caso de um sistema de
~ . - < s -n+l : . s
k egquagoes diferenclais parciais em R com coeficlien

tes constantes. Se. m & a maior das ordens dessas equa

goes podemos escrever unm tal sistema como

(5.1} : Pu = £,

onde P=P(93/3x)} = zl“l<m Au(BIBx)a, oS Aa's sao matrizes

kxk, a=(a°,a1,...,an), u=u{x,,x

1,...,xn) e

k . .~
f=f(xu,x ,...,xn) tomam valores em € . A matriz de polino

i
mios P(po,pl,...,pn) obtida substituindo-se a/axj acima
por ipj ¢j=0,1,...,n) & chamada o simbolo do operador

P(3/3x) enquanto que a sua parte homogenea de grau m,

Pm(po’p1’°"’pn) c chamada o 4imbofo principat de P(3/3x).
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Vamos assumir que o vetor (1,0,...,0) & R&O-CE
noetenlstico para o operador P, i.e,,

det[Pm(l,o,..,O)] #0 (1),

Neste caso a matriz A(m,O,...,O) (coeficiente de
(a/axu)m) € nao-singular, de sorte. que podemos supor que

A(m 0._..’0)=I (multiplicando (5.1) a esquerda por

Az; 0 0))’ i.e., que (5.,1) & da forma
sV ey

= 3 \m ‘jL o _ .
Pu = (on) u * zIaigm Aa(ax) uw=f
un<m

ou, substituindo x, por t,

- o 8. m . 3.3
5.2 Py = (5= . . =) (= =
L e IR A A
j<m
onde agora y=(y1,...,yn)ERn, B=(Bl,...,Bn)€ZE, u=ul(t,y),
f=f(t,y). Uma pergunta que se apresenta naturalmente & a

seguinte:

"Sob que condigoes o problema de Cauchy para (5.2) com da

dos iniciais

aju .
(5.3) —— = u, para t=0 (j=0,...,m=1)
31:J J
(1) Dizemos que um vetor N=(N ,...,Nn) e caracteristico

para o operador P se det[Pm(N)] = 0.
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& bem posto, i.e, possui solugao unica u=u(t,y) em

[Cm(Rn+l)]k, dados uo=u°(y),...,um_1=u (y) en [p“(g“)]F

m-1
e f=f(t,y) em [cw(uzn"l)]k g

0 teorema a segulr nos fornece uma condigao necessaria
que, de fato, como veremos mais adiante & também suficien

te.

Teorema 5.1. Se o problema de Cauchy (5.2)-(5.3) e bem
posto entdo existem constantes B, C>0 tais que as raizes

A=A, (p) do polindmio caracterlstico

(5.4) P(A,p) = det[P(il,ip)]
satisfazem as desigualdades
]Im Xz(p)l <B+C 1og(1+lpi) (&=1,...,km)

para todo p=(p‘,...,pn)eRn.

Para a demonstragao do teorema 5.1 usaremos o sg

guinte lema:

Lema 5.1. Sejam PI(p),...,PN(p) polinomios em
p=(p1,...,pn)em“ de grau < H. Entac, existe uma constante
D>0 tal que as raizes A=A, (p) do polinomio

N

A4 Pl(l:.))\N'1 o, + PN(p)

satisfazem as desigualdades
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(5.5) A e)] g pQs[pDP (2=, W)
para todo psRn.

Demonstraciao. Se (5.5) & falso entao existe uma sequencia

de pontos vaRn tal que !pvl-l-m e

(5.6) A ¥y > vl DY, vz,

se verifica sempre para alguma raiz lz..Sem perda de gene
ralidade, podemos assumir % fixo, digamos £=1. Come cada

Pi tem grau < |, obtemos de (5.6) que

P.(pv)
(5.7) : —-i.'-—T+o (3=1,...,N)
l‘]l(p ) .

quando wv+», Por outro lado, temos

0 que & uma contradigao em vista de (5.6) e (5.7).
qQ.E.D.

Demonstragao do Teorema 5.1. Por hipotese, dados

o, n.ak s = : -
uu,...,um_le[c (R)] arbitrarios existe uma unica  solu

cao uE[Cm(Rn+1)]k

da equagao homogénea Pu=0 cujos da
dos iniciais sao LR R Seja & a aplicacgao linear

de [cm(Rn)Jk xooox [€@M]*  (m fatores) em [Cm(ﬂn+1)]k
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definida por ¢(uu,...,um_1)=u. Como sabemos, ¢ e conti
nua em virtude do teorema do grafico fechado. Em particu

lar, se N & o vetor (1,0,...,0)&Rn+1

, existem um compac
n : . - . -
to KCR', um inteiro nao-negativo J e uma constante M>0

tais que

(5.8) max{|u(N}|, |u(-M)|} < MEVK,J(“n)+'"+vK,J("m—1)]

para toda solugao uE[Cm(Rn+1)]k de Pu=0. Aqui, v ((£) =
H]

sup [DBf(x)I para fe[Cm(Rn)]k, onde |[.| designa

xeK, |B<JT

k
a norma em @ .

Agora, se Rz(p) ¢ raiz do polindmio caracteris-

tico (5.4) entao P(ild,(p),ip) & singular, de sorte que

para algum CEGk com IC{-I. Definindo

i[tll'(pﬁpw]'
u(t,y) = e [

temos
Py = P(ilz(pLiP)C =0,

,ﬂ = [i i Gipey
us () o3 (0,y) = [irg(p]" e L,

pPu ) = [dg @] Gmfel? Ve, gm0, -1,
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e, portanto, em vista do lema 5.1, obtemes as estimativas

(5.9) Iﬁuﬂy” < pd (reppkmitiel,
' £ik, (p)
Finalmente, cobservando que u(tN) = e z, (5.8)e(5.9)
fornecem
etIm lg(P) < M0(1+[p|)m°,
i.e,

[Im Az(P)i < B + C log(1l+|p}),

onde B,C>0 sao constantes (independentes de p). )
0.E.D,

Teorema 5.2. (Garding). A condigao
|Tm a,(p)| < B + € log(1l+|p])
do teorema 5.1 & equivalente a condigao
(5.10) |Tm Ag(p)] < B,
Logo, uma condigso necessaria para que o problema de Cau

chy (5.2)-(5.3) seja bem posto & que as raizes do poling

mio caracterfstico_(5.4)—satisfaga (5.10) acima.

A demonstragac & delicada e utiliza fatos de geo
metria algebrica (como o teorema de Seidenberg-Tarski), de
sorte que nao a reproduziremos aqui., O leitor interessa-

do podera comsultar [5], [7], por exemplo.
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Defini¢3o 5.1. Dizemos que a equagao (5.2) (ou o operador

P=P(3/3t,3/3y) em (5.2)) & hipenbolica na direcao do edixo
dos t se as ralizes do seu polinamio caracteristico (5.4)

satisfazem (5.10).

Observagao 5.1. O polinomio caracteristico da equagao da
onda 92%u/f3t =~ cZhu=0 ¢ P(l,p)=-hz+czlp|2 de sorte que
as suas raizes A = *e|p| sao reais para todo pERn. " Mais

» Lad + 54 - [l -
geralmente, o polinomio caracteristico de um sistema hiperxr

bolico simétrico du/dt + )j"j‘al A du/ ¥x =0 : P{A,p) =
get(iAL + I, ipjA;) = i¥det (AI+A(p)), cujas rafzes A =

my

lg(p) 30 também reais.(Lembre-se que A(p) = 22_1 ijj
Hermitiana simétrica).A condigao (5.10) € trivialmente ve

rificada.

5.2 - Polinomios Hiperbolicos. Propriedades.

Seja P(E) um polinomio de grau U nas (n+l) varia
veis £ »E,,+0+sE,+ Dizemos que P & hipenbofico em rela

cac ao vetor 0#N€Rn+1 se Pu(N)#O (1) e existe atR tal

que P(E+isN)#0 para todo EaR“+1 e s<a.

lLema 5.2. P & hiperbolico em relagao a N se e  somente

se Pu(N)#O e existe ¢>0 tal que P(E+isN)#0 ¥ EsRn+1

(0 Pu & a parte homogénea de P de grau WU.
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¥ s real com [s]|>e.

Demonstracao. A sufici@ncia & obvia., Quanto a necessidade,

observamos inicialmente que se P & hiperbdlico em relagao
a N entaoc P{E+izN)#0 ¥ EERn+1, ¥ ze€ tal que Rez < a,
pois podemos escrever £&+izN = E-(Im z)N + i(Rez)N. Agora,
expandinde P(E+izN) como um polinSmio em 2z, temos

u-1

P(E+izN) = P (im)zM + 1 a,(£,M)zd,
y so

onde Pu(iN) = iuPu(N)#O (homogeneidade de PM) e
-au_l(E,N)IPu(iN) é a soma das raizes z2=z£(£,N) de
P(E+izN)=0, Observe também que au_l(E,N) depende  linear

mente de £, Portanto, como as ralzes z, de P(E+izN)=0 sa

tisfazem Re zg2a, £=1,...,u, obtenos

a
Ha < E Re zZ, = ~Re ~%:%££§§l

o= u iN
e, como au_l(E,N) depende linearmente de £, devemos ter
necessariamente
E Re z, = b (constante) (1).
i=1
Mas entao, obtemos
(l) Uma fungﬁo afim que & limitada inferiormente tem que

ser constante’



Re z, = b - z Re zj < b=(n-1)a

para cada %, de sorte que as raizes zgnzg(E,N) de P(E+izN)=0

satisfazem também Rezszm(u-l)a, i.e., P(E+izN)$0 Vasﬁnﬁl,

¥ ze¢ tal que Rez>-(u-l)a. Portanto P(E+isN) #0 VESR“+1,
¥ s real com |s]|>c = max{]a], |b-(n-1)a]}.
Q.E.D.

Corolario 5.1. P & hiperbdlico em relagac a N se e somente

se P & hiperbolico em relagao a N para todo OfreR.

Observagao 5.2. Escrevendo £=(3,p), peR™, obtemos facilmen

te do lema acima que P & hiperbolico em relagao a N=(1,0) se
e somente se as raizes kz-lz(p) de P{A,p)=0 satisfazenm
iIm lz(p)] <e¢ para alguma constante c¢>0. Portanto, pode

mos reformular a definigao 5.1 da seguinte maneira: o opera

dor
D3y o (dym B3 3,8
Pizeoay) = B0t Lislslem Ai,8 90 %)
j<m
& hiperbolico na direcao do eixo dos t se o seu polinomio

-» -
caracteristico

P(A,p) = det[l’(il,ip)]

& hiperbdlico em relagao a N=(1,0).

Teorema 5.3. Se P & hiperbolico em relagao a N entao Pu tam

bém & hiperbslico em relagao a N. De fato, as ralzes z=z(&)
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da equacao PU(E+ZN)=0 §40 sempre reais.

Demonstragao. £ ficil ver que temos a segiinte relagio en

tre P e a sua parte homogénea Pu:

P (E) = lim r M P(rg) ¥ zec™tl,

T

Logo, podemos escrever

P (E4izN) = 1lim r_up(r€+i_er),
u o

e, uma vez gque devemos ter rlRez[fc sempre que

P(rE+irzN)=0 para algum CER“+1 {lema 5.2), concluimos que

necessariamente ocorre Rez>0 sempre que Pﬁ(€+izN)=0 para

n+l P

algum EeR . Portanteo, & hiperbdolice em relagao a N.

u
De fato, substituindo 2z por -iz acima, acabamos de mostrar
que as raizes z=z(Ef) da equaggo PU(E+zN)=0 sao sempre

reais.

Corolario 5.2. Se o operador

- 3 ,m 3,j,9.,8B
PGt Lisis)em by, G0 G
j<m
€ hiperbolico na diregao do eixo dos t entio as raizes

A2=lz(p) da equagZO
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5.11) © det[(in™I + I, indpBa, 1 =0
¢ [an Lis]glem ¢ (ip) 45 gl
j<m
~ . . n
sao reais, qualquer que seja PER .
Demonstragao. Basta observar que a parte homogenea Pu do
polindmio caracteristico do operador P acima ¢ o polinomio

caracteristico da parte prinecipal P_ de P, i.e, Pu g dado
m

por (5.11).

Corolario 5.3. Uma condigao necessaria e suficiente para

que um operador homogEneo

EIE TIPS T IR 2532,8
Q(Bt’ay) (at) + £j+lsl=m Aj’a (Bt) (ay)

j<m
seja hiperbolico na diregao do eixo dos t & que o seu poli

-, - . - - N
nonmio caracterlistlco SO tenha raizes reals.

Demonstragao. A suficiéncia & obvia e a necessidade ja
foi demonstrada no corolario anterior

Q.E.D.
Observacao 5.3. O corolario 5.2 nos diz que se P & um ope

rador hiperbdlico na diregao do eixz dos t entao o polind
mio caracteristico Pu ‘da sua parte principal Pm tem to
das as suas ralzes reais. Reciprocamente, pode—-se mostrar

gque se as raizes de Pu sio reais e disfintas entao P &

hiperbdlico na diregao do eixo dos t. (V. o], pg. 136).
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Neste caso, dizemos tamb@m que P & estritamente hipenbolico
(na diregao do eixo dos t) ou hiperbolico no sentido de Pe
trowski. 0 operador da onda P=3%/3t?-c2A & um exemplo de

um operador estritamente hiperbolice.

Veremos agora que se um polinomio P & hiperbolico
em relagio a um vetor N entao P& hiperbdlico em relagae a
todos os vetores num certo cone convexo aberto que contem
N.

Sabemos do teorema 5.3 que se P & hiperbdlico em
relagio a N entao as raizes s=s(E) da equagao Pu(§+sN)-0
sao sempre reais. Vamos denotar por {(N) o conjunto daque-

1

les vetores neRn+ tais que'as raizes s=s(n) dePu(n+aN}-0

saoc negativas, i.e,

cw) = {ner™ ! | P (n+sN) £ O ¥ s 20}

Lema 5.3. (i) C(N) coincide com a componente conexa do
. + -
conjunto aberto {neR™ 1 | Pu(n)ﬁo} i qual o vetor N ‘per-

tence,

(ii) Se neC(N) entao rN+tneC(N) quaisquer que se

Demonstragac. (ii) Uma vez que Pu € homogeneo (de grau u),

o cagso t=0 & trivial. Por outro lado, se r>0 e t>0 entao

Pu(rN+tn+sN)-tu Pu(n + E%in)ﬁo ¥ 8>0 pois neC(N). Logo,
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eN+tneC{¥), Em particular, o segmento de reta unindo N a

estad contido em C(N) de sorte que C(N) & conexo.

(i) Evidentemente NeC(N) e C(N) C {ner®*! | P (M) 0} .
Portanto, como ({N)}) & conexo, basta mostrarmos que a frontei
ra 3C(¥) & disjunta do conjunto {neRn+1 | Pu(n)#ﬁ}. Suponha
que existe algum vye3C(N) tal que Pp(y)fo. Em vista do tep
rema 5.3 o conjunto § das ralzes da equagac ﬁ}T+sN)sG & um
subconjunto da reta e, de fate, SCR\ {0} pois estamos ag
sumindo Pu(y)#o. Temos duas alternativas: alguma raiz em S
s positiva ou todas as raizes em S sao negativas., No primei
"ro caso, por continuidade das raizes s=s(&) dePu(E+sN) =0,
podemos encontrar uma vizinhanga V de Y tal que, para cada
EeV, alguma raiz de Pu(5+sN)=0 ¢ positiva; mas entao
v N C(N)=6, logo YEBC(N), o que & uma contradigao. No segun
do caso, em que 5C{serR l s<0}, podemos analogamente encon
trar uma vizinhanga W de y tal que, para cada EeW, todas as
raizes de ?u(£+sN)=0 sao negativas; logo, WCC(N) e novamen

te obtemos a contradigao YEIC(N). Q.E.D

Lema 5.4. Seja P hiperbdlico em relagao a N, de sorte  que

P(E+isN)#0 ¥ gaR“+1, ¥ s<a (com a<0, digamos), Se nel(N)

entao

P(E+isN+irm) # 0. ¥ EeR™Y, ¥ a<a, ¥ <0,
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- . +
Demonstracao. Fixando EaR“ 1

n+1l

e observando que Pu(;) =

lim (is)-up(isC). ¥ CZet€ , podemos escrever o polinomio

g+ —m

pz) = Pu{N+zn) como

P (N¥zn)=lim (is)'“P[is(N+zn)]-1im (is) " MP[eris (N+zn)]

g+ =0 g =0

« lim p_(2),
g 9

onde ps(z) € o polindmio

(5.12) : pg (2) (is) VP(E+isN+iszn),

cujo coeficiente de ;u e Pu(n)ﬁo. Seja Z o conjunto dos

zeros de Pu(N+zn)-0 e Zs o conjunto dos ‘Zeros de

ps(z)-O. Entao,

ICR_ = {x | x<0}
em vista do teorema 5.3 e, para s<a,

{5.13) ZSC: {z | Rez % 0}

(pois Rez=0 implica iszheRn+l, logo P[(E+iszn)+isN] # Opa
ra' s<a em vista da hiperbolicidade de P em relagao a N).
Agora, aplicando o teorema de Rouché aos polindmios Pu(N+zn)
e ps(z), concluimos que ZS,C: {z | Rez<0} para s<a, s su

ficientemente grande. Mas entao,

(5.14) - ZB C {z | Rez<0}
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para todo s<a, em vista de (5.13) e do fato das raizes
z=z{s) en Zs dependerem continuamente de s. FPortanto, da-
dos s<a e r<0 arbitrarios, pondo z=r/s20 e usando (5.12)

{(5.14), obtemos

P(Esisn+irn) = P(E+isN+iszn) = (is)'p_(2) # O.

QIE.DI

Estamos agora“em condigaes de provar o

Teorema 5.4. Se P & hiperbdlico em relagdo a N entao P &
hiperbolico em relagao a cada vetor NeC(N). Além disso,

C(N) & um cone convexo aberto.

Demonstragac. O lema 5.3 nos diz que C(N) & um cone aberto;
logo, dado neC(N), podemds encontrar €>0 tal quen —EN €
C(N). Escrevendo n=(n-eN)+eN e usando o lema acima  obte
mos

P(E+isn) = P[E+iseN + is(n-eN)] # ©

.para todo s<0 tal que s<a/g, de sorte que P & hiperbdli-

co em relagao a mn.

. Por ocutro iado, sen, en, estao em C(N), temos
C(nl) = C(n,) = C(N) em vista do lema 5.3 (i). Também, a
demonstracgao de (ii) do referido lema mostra que o sSegmento
de reta ugiudo n; an, esta contido em C(n1)=C(N).. Portan

to, C(N) & convexo.
, Q.E.D.
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Finalmente, vamos considerar o cone convexo fecha
do definido por

r(ny = {xERn+1 1 x>0 ¥ neC() }.

Conforme veremos, I'(N) desempenhara um papel importante na

proxima segao.

Exemplo. Se P = P(3/3t, B/By) = azlatz—czﬂy € o operador
n

1

da onda em R e N=(1,0,...,0), temos P(i,p) = Pz(k,p)=

-x*+c?ip|*, de sorte que {(h,p)emn+1lp(},p)#0} consiste
de trés componentes conexas (se n>l). Aquela componenta

que contém o vetor 8=(1,0,...,0) & o cone
ey = £(h,p) | |picih, A>0,

Neste caso,

T = {(t,y) | ly|gect, t>0}

€ o cone de luz no futuro F+.

Te

C(N)
= g |y [ =< €
NERE T (M)
|y |=ct
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5.3 - Existéncia de Solucdo Fundamental com Suporte em T(N)

Seja P = P(3f3t, 3/3y) o operador considerado em
(5.2). Assumindo que P & hiperbdlico na diregao do eixo
dos t, vamos agora mostrar que existe uma solugao fundamen
tal EE[D'(R“+1)]kz de P (i.e., PE=8I_onde I, € a ma
triz identidade kxk e &=§ & a medida de Dirac na = ori-

gem) com suporte contido no cone convexo fechado T(N),

H=(1,0,...,0).
A equagao PE=SI, significa que

(5.15) <E,"P¢> = ¢(0) woe D@ 1y]¥,

Mas, como P=P(3/3t, 3/%y) tem coeficientes constantes, te
mos Ep 2P = P(-3/3t, -3/3y) e (5.15) é equivalente a

(5.16) <E,B¢> = $(0) voe [0 @ 1K,

-

Teorema 5.5. Assuma que P = P(3/3t, 3/23y) em (5.2) e hiper

bolice na diregac do eixo dos t. Entao, existe uma matriz
. . . t ro ¥l k?

kXk de distribuigoes, Es[? (R )] , tal gue PE = 81,

e supp E C'T(N), N=(1,0,...,0). Além disso, cada elemento

de E pertence ao espago Wii;k)m’m das distribuigoes T €
D' @Yy tais que ¢Tew TRy gepe™tl ()
(1) w5*® & o espago (de Sobolev) das distribuigoes tempe
. " . _ .
radas SeS' tais.que § @& uma fungao mensuravel com
/2y ®

(1+Ip[2) S(p) em L .
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Demonstraggo. Por hipotese, o polinomio caracteristico

P(\,p) = det P(i},ip) de P & hiperbolico em relagao a

1

N=(1,0). Escrevendo (X,p) = EER“+ , 1isto significa que

1

+
P(E+isN)#0 qualquer que seja EeR” ~ e seR com |s]>e, para

alguma constante ¢>0. Logo, a matriz P(if-sN) & mnao-sin-

1 n+l

gular, i.e., P(iE-sN) ~ existe ¥ EeR ,» ¥ |si>c, e po

demos escrever

(5.17) ¢(o>=(2w)‘“’2J E(a)da-(zw)'“/zj $(E+isN)dE
' (s g™

=(2n)““f2[ .§(iE~sN)—1f(iE—sN)$(£+isN)dg, i.e.,
|Rn

(5.18) ¢(0)=(2w)_n/2f P(-iE+sN) T[B(3/8t, 3/0y)¢) (E+isN)dE
RS
n+l,7k .
para todo ¢E[P(R )] . Observe que a segunda igualdade
em {5,17) & consequéncia do Teorema de Cauchy combinado com

rb —
o fato de que ¢(E) & uma fungao analitica de Eemn+1-

Por outro lado, temos a fatoragao

u
det P(-iE+sN) = P(-E-isN) =P GiN) T (s-s,(&)),
H j'=1 |

onde U & o grau de P (recorde que u=km) e iRe sj(E)I < ¢,

o que implica
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(5.19)  |det P(-iE+sN) | > lPu(N)i(s—c)“ vEr™!, ¥ s>c.

Também, nao & difiecil ver que temos a estimativa

(5.20) I2(-igrem) ] < cCiefET(1r|s P

para alguma constante C>0, uma vez queé 0S8 elementos da ma

triz P(E) sao polinomios em § de grau < m. Portanto, em

1

vista da desigualdade “M_lﬂgckﬂM"k‘1|detM]- {valida para

gualquer matriz inversivel kxk), (5.19) e (5.20) fornecem

(k=1)m

(5.21) [p(-ig+sm 1| < n[(1+]E]) (1+s)] (s-c) km

n+1l
¥ ZelR s, ¥ 8>c,

para alguma constante D=Dk o © due nos mostra (com s fi
L

%0 > ¢) que cada elemento da matriz P(—iE+sN)_1 g2 no maxi

(k-1)m 1

mo da ordem de (1+]E|) . Em particular, P(=-iE+sN)

determina uma matriz F de distribuigoes temperadas atraz
vés da formula

1

(5.22) <F,0> = (211)"‘“'2 J P(~iE+sN) "0 (E)dE
n

R .
v o [S®™1))*.

Agora, se definimos a matriz de distribuigoes E €

2
Jor @ H1E por

(5.23) <E,}> = (2m) "2/? J P(-iEHN)‘lE.(E*iSN)dE,
Rn
'JJE E_U(Rn'l'l)"lk’

=)
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entao, para cada ¢e[0(m“+1)jk, temos

v
<PE,¢$> = <E,P¢> =

(2my /2 I p(—ig+s;~:)"1{§(a/at, a/aym]"‘(aism)dg
n
R

= ¢(0)

" em vista de (5.18). Isto e, E definida em (5.23) & uma

lugao fundamental do operador P. Observe que sendo

Peerism = [V *p]M(E), obtemos de (5.22) e (5.23)

- . - u .
<E, > = <F, LeSN p(x)] > = <F s oSN *p(x)>, logo
. v
E - esh xF = eStF
x x x
~
(pois x=(t,y)sﬂn+1), isto €, E = eStF. Mas entao,
N
(5.24) (e %'y = F = ¥,

v . . , P L.
cnde F e a matriz de distribuigoes detérminada por
15‘(:i.-+sN)_.1 (cf., (5.22)), e, como ja mostrames gque

”P(i£+sN)"1" < C(l+!£|)(k—1)m

~ o .2
para alguma constante C, i.e., (1+[E,’|2)(1 k)mlzf‘g;[], (Rn+1)]k

concluimes de (5.24) que

=

(5.25) L @78ty ¢ [w(l-k)m,m(mnﬂ)]kz.

que

%
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Isto neos mostra que

2
ES[W(]' k)m,® (Rn+1)]k ,

n+l
)

uma vez gque, para cada ¢=¢(t,y)cl(R s ¢E=(e5t¢)'(e’5tE)

& o produto da fungao _estd)ev([[{“"'l) por e 8%E ¢

. 2

LW(I k)m:m(mn"'l)]k (V. (5.24)), produto este que perten-
- 2z

ce novamente a [\-1(1 k)m,m(Rn-Pl)]k (Estamos usando o fa

to que “c wloc v. [10, teorema 2.25).

Vamos mostrar agora que supp E C {(t,Y)ERn+1 i

t>0} = {xer®*! ! x+N>0}, Com efeito, dado tpE[D(Rn+1]
com supp ¥ & {(t,y)SRnﬂ' | t<0} e considerande s>c>0, te
mos

E(g+isu) = (2n)‘“’2 J o ixe (E+18N) 0y qx,
IRn+1

logo (integrando por partes)

(g+isN)“%(s+isN) - (2“)“n/2 f e—ix-(E+isN)Daw(x)dx
n+l
R

- (21r)-n/2 { e-ix-E oSXe N aw(x)dx,
supp V¥

o que nos permite concluir (observando que s>c>0 e exis

te T<0 tal que X.N=t<T ¥ xesupp P) que
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s
. . +
(1+ ) g+isn ) JY(ErisN) | < CjeST, v zer™ L, ¥ s>e, ¥
j=0,1,... onde Cj>0 & uma constante. Portanto, combinan
do a estimativa acima com aquela obtida para HP(—ig+sN)_1"

(ef. (5.21)) obtemos a seguinte estimativa para <E,y> (V.

(5.23)):

".E"*”If“l*s)‘k'”‘“(s-c)'kme"'T[ (e fgfy FTDmTgg,

IRn+1

¥ s>c,

onde j € tomado suficientemente grande de sorte que a in
tegral acima seja convergente (por exemplo, j=(k=1)m+n+2} e
¥*0 & uma constante. Mas entao, fazendo s*°® acima, obte -

moes sT + ~%®, logo

<E,¥> = 0.
Mostramos, assim, que <E,w$=0 para todo Y com suporte
no semi-espago aberto {Ce,y) | t<o}, i.e.,
(5.26) supp E & {(t,y) | t>0}={x | x.N>0}.

Finalmente, pode-se mostrar, (V. ﬁ@, prg. 138) que
a definigao de E dada em (5.23) nao depende de s>c (1 e
que podemos substituir N por um vetor qualquer neC(N).

Portanto, a conclusaoc (5.26) do paragrafo anterior torna-se

supp E C {x | xen>0},

(1) Entretanto, F definido em (5.2) depende de -s.
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onde nel(y) & arbitrario, i.e., supp £ C {x | x-n>0 ¥ ne

C(N)} = TN . 5

tl

Q.

Observacdo 5.4. Nao & dificil ver que existe c,>0 tal que

rm C {x=(t,y)er™*D | lylge,t, €20} (0

Com efeito, como C(N) & aberto, existe €20 tal que  N+n

+
e C(N) para todo ner” 1 com lnlfs; em particular Niaej

& C(N) (j=1,...,n) onde e =N=(1,0,...,0) e, =(0,1,0,...,0),

veey en=(0,...,0,1) constituem a base canonica de 1L,
Logo, se (t,y)eC(N) temos (t,y)-(NiEej)EO, ou ttsngo,
ou ainda iyj i 1 t ¥ j=l,...,n. Mas entao ijl < % t,

€
. : n
o que implica lylfcot, onde ¢,= ¢

A seguir, vamos mostrar que seé © cperador

P = P(3/9t, 3/9y) em (5.2) possul uma solugao fundamental
(2)

3

com as propriedades enunciadas ne teorema 5.5 entao o

problema de Cauchy para F com dados iniciais no hiperpla
Ll o« - -

no t=0 & bem-posto em C . Desta maneira fecharemos o ciclo

iniciado com o teorema 5.1 (V. também o teorema 5.2), que

(1) Portanto, T'(N) nunca coincide com o semi-espago t20.

(2) Aquele teorema diz que este & certamente o caso gquando

P & hiperbalico na diregao dé eixo dos t.
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diz da necessidade de hiperboliecidade de P para que o pro

blema de Canchy para P seja bem-posto em Cm.

5.4 -~ 0 Problema de Cauchy Bem-Posto

Teorema 5.6. Suponha que o operador P=P(3/3t, 3/93y) em

- 2,
(5.2) possui uma solugaoc fundamental Ee[ﬁ(l k)m’w(Rn+1)]k

. +
com suporte contido num cone {x=(t,y)emn 1|]y|§cut, >0},

—~ -0 k
Entao, dados uo=uo(y),..., um_1=um_1(y) € [C (RH)J e

faf(c,y) ¢ [Cm(mn+1)]k, o problema de Cauchy
(5.27) Pu=f em R°!

h]
(5.23) ouw para t=0 (0<j<m-1)
. . td 1 -

possui uma Unica solugac u=u(t,y) em [bw(Rn+1)]k.

Para a demonstragao deste teorema usaremos oOS se

guintes resultados auxiliares:

854, Sy ,%®

L .5. n+l, | n+l ~ .
ema 5.5. Se Elewloc (R Y e Ezewloc (R )} sao tais que
E *E, estd bem definido (1)(cf.teormmaAJS,seg&)A.ﬁ entao
$1%825% ni1
E!*Ezﬁwloc (R ).

Demonstraggo. V. D@, pE. 42.

(1) Por exemplo, este sera o caso se E_ tem suporte conti-

1
do num cone {(t,y) | |y[5cot, t>0} e E2 tem suporte

no semi-espago {(t,y) | t>0} (Verifiquel).
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Lema 5.6.: Sejam u°=u°(y),;..,um_l=um_1(y)€[b?(mn)]k e
+1,k
n )] )

f=f(t,y)e[pm(R Dado um inteiro positivo J gualquer,

- +
existe uma funcgao U=U(t,y)5[bm(mn 1)]k tal que

(5.29) (%)JU(O,Y) = uj(IY)’ ye[Rn, j=0,...,m"1
e

a3k n _
(5-30) ( ) PU(O,Y) = ('a_E) f(OaY)s yis ] 9*_0’"'9‘10

Demonstragao. Vamos procurar u(t,y) na forma

m+J t‘
U(t,y) = 1} 3T 8, (v),
j=o
onde os ¢j's sao fungoes em [Cm(mn)]k a serem escollhiidas

convenientemente. Observe que, como (B/Bt)jU(O,y) =¢j(y),
escolhemos ¢j=uj para j=0,...,m—1 de sorte a (5.29) ser
verificada. Resta agora escolher os ¢ﬁ+2 para £=0,.4.,7
de maneiraz a que (5.30) tambem seja valido. Para isto, ob
serve que (5.2) nos permite escrever (élat)m1k=P—Q, onde
Q & um operador de ordem < m em 3/3t. Resulta dafi que,
para cada 022857, (Blat)lQU(O,y) envolves apenas as fun
goes ¢j com j<m+% e, portanto, podemos definir LI

(0<2<J) indutivamente a partir da farmula

b (V) = ( o) SICR I ( o) *Qu(o,y) .

Esta definigao dos ¢m+ﬁ’ 2=0,...,J, implica na validade

de (5.30). Basta observar que podemos escrever
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b, = ™ o,y = D,y - Gl
3 m
uma vez que (3?) I, =P-Q. Q.E.D.

Também, precisaremos do seguinte corolaric do fego
rema de unicidade de Holmgren (v. fid], peg. 130}, cuja

demonstragao omitimos aqui:

Teorema 5.7. Seja VED'(Rn+1) uma solugdo da equagao homo
génea Pv=0, onde P=P(8/3t, 3/3y) & o operador em (5.2).

Se

supp v CC ER:*l = {(t,y) | t20},

(ou supp v C RE+1 =:{(t,y) | £t<0}) entao v=0..

Demonstragao do Teoxema 5.6

\ .. + .
(i) Unicidade. Devemos mostrar que se us[pm(mn l)jk satisg

faz (5.27)-(5.28) com u =.t.7u__,=0 e f=0 entac u=0,

Considere a fungao v=Xu, onde X &€ a fungao carac

n+l

teristica do semi-espaco R,

. Uma vez que Pu=0 e

(B/Bt)lu(t,y)=0 para t=0, j<m, entao v (tem suporte con

n+l

tido em R+ e} satisfaz Pv=0. Com efeito, tomando

¢€[D(Rn+1)]k, jez, e BSZ: com j+|Bl<m, vem
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(1)
<<§%)J(§§)Bv,¢> . (-ni*i8l ] G )B¢] Xu dtdy
g+l
= (-1 J [234]. xp PuJaray
mn+1
= (-1)? J [(%)Jﬂ-[(-%)ﬂu]dtay,
n+l
R,
i.e.,
(5.31) <23 @by, om0 J (23 6] -0, atay
Rn+1
+*
onde we = (alay)Bu. Por ocutro lado, pondo w-ms e consi-

derando ¢E[P(m3+1 ]k arbitrario, a formula de integragao

por partes formece

_I [33?“’3'“’ dtdy = l'[ [ [ b (e,y)] -ult,y)dedy =
n+l

n
. R s}
- J bodew dedy { 0(0,9)+a(0,y)dy, i.e.,
Rn+1 ’R® _
+
3 3
(5.32) - E—nw].w dtdy = Pog—w dtdy,
at 3t
n+1l n+l
R, R,

(1) Estamos identificando a fungac v com a distribuigao T

que ela determina.
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uma vez que w(O,y)-mB(O,y)=(3/3y)6uo(y)=0 por hipotese. Por
tanto, iterando (5.32) e tendo em mente que (Biat)Jw(O,y) =
(Blay)Buj(y) = 0 para j<m, obtemos

3

(—1>5f o [cg%)3¢l-[c§§)3u]dtdy=] L, ¢l 035 Pl aeay,
R R
+ +

i+[8sm,
que combinada com (5.31) fornece

3

R PR N NV RY PR Ry Fo oo+l gk
<@ o] L, It ey ¥ selp@mhI",

+

para j+|p|<m. A identidade acima nos mostra que

<Pv,$> = [ hePu dtdy = 0 ¥ ¢s[D(an+1):|k.
n+l

R,
logo Pv=0, como queriamos mgstrar; Portanto, em vista do
teorema 5.7, obtemos wv=Xu=0, i,e., u(t,y)=0 para t>0.
de maneira analoga, tomando para X a fungio caracterfsti
ca do semi-espago RE+1, obtemos u(t,y}=0 para ¢tX0.
{(ii) Existencia. Dados uo,...,um_le[cm(mn)}k
fE[Cm(Rn+1)jk vamos considerar um inteiro J>km+n e a fun
950 Ue[Cm(Rn+l)]k construida no lema 5.6, Lembramos que
U satisfaz
(5.33) (5t ) PU(O,y) = (g-) Yt0,y)  wye®, 2=0,...,J.

(5.34) (3% ) u(o,y) = u; (y) ¥ yer™, 3j=0,...,m~1.
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Seja agora g a funcgac de classe ¢! (v. (5.33))

definida por g(t,y}=£(t,y)-PU(t,y) para t20, g(t,y)=0 para

. . . _
t<0. Entao, E*gE[D'(Rn I)Jk' (V. rodape da pg. 128) tem su

n+l

porte supp(Exg) C R, ~ e P(Exg)=PExg = Sxg = g. Além  dis

. (1-k)m,®, n+1,k? 3,0, ntlqk
so temos Ee[wloc TRY]T e gs[wl"m(m )]F, de sorte

J+{1l-k}m,

gue E*gsﬁ{loc w(&n+1)]k et vista do lema 5.5. Mas en

tao, como J-km>n, obtemes J+(l-k)m>m+n de sorte que o teo
rema B.l4 fornece Exg (apds corregao num conjunto de me
dida zero) como uma fungao G de classe CJ+(1—k)m‘n—1

m
(logo, pelo menos de classe C ). Portanto,

(5.35) . PG = g,
e, como supp 6 C R2+1, obtemos
9.3 n .
(5.36) (3?) G(0,y) =0, ¥ ye® ', j=0,...,m.
De maneira analoga, construimos uma fungao H de classe

CJ+(1—k)m-n—1 {logo, pelo menos de classe c™, tal que

(5.37) PH = f-PU-g
[}
(5.38) (& iuco,y) = o ¥ yer™, j=0,...,m.

-

Finalmente, definindo u=U+G+H, temos que u & umi

CJ+(i—k)ﬁ—n-l

fungao de classe tal que

Pu = PU+g+(£-PU-g) = f
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(%)JU(O,Y) = uj(y), v yeR", j=0,...,m~1,

em vista de (5.33) a (5.38). Observamos que embora a mnossa
construgac de u a partir de £ e dos dados iniciais pare
ga ter dependido do inteiro J, a fungEo u nae depende de
J (>km+n) uma vez que a mesma demonstragao de unicidade que
demos & vilida para fungoes de classe C". Concluimos assim

que u & de classe Cw.
Q.E.D.



APENDICE A

DISTRIBUICGES EM R"

4.1 - Distribuicoes com Suporte Compacto em R".

Seja E(Rn) o espago vetorial (complexo) das fun

¢oes ¢: R®™ + € que sao infinitamente diferenciaveis, i.e,
. o . . . < .

tais que D ¢(x) existe qualisquer que sejam o multi-indice

1
u=(al,...,an)ez: e x=(X ,.00, n)sRn ( ).

Vamos considerar em E(Rn) a topelogia definida

pelas seminormas

vK,j(¢) = suPXEK.lulfj IDG¢(X)|9

onde KCR® & um compacto arbitrario e j um inteiro nao-ne
gativo qualquer. Portanto, se ng(mn), uma vizinhanga (ba-
sica) tipica de ¥ & dada por {¢ | vK,i<¢—wj<€} para alguﬁ
K,j e €>0. E(R™) munido da topologia definida acima ) um
espago vetorial topologico localmente convexo. Alem disso,
EGR™) & um espago de Hausdorff pois, dado ¢¥0 existe uma se

minorma vK’j tal que vK’j(¢)%0 (Basta tomar i=0 e

(1) No contexto das distribuigdes, & muitas vezes comum usar

-se a notagao E(R™) ao invés de ¢ @Y.
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K={x°}, onde x & um ponto onde ¢ nao se anula). Finalmen
te, vale salientar que E(R") & um espaco de Frichet {i.e,
metrizavel e completo) com uma métrica d invariante por
translagao, d{(¢+0,y+6) = d(o,V), ¥ ¢,9,0cE(R™): podemos
| v 5 (om0

1

0
tomar, por exemplo, d{¢,y) = zj-l ;? TI;E__TT?;EB- onde
=]
K.={x | |x{<j}. Um tal espago & algumas vezes chamado de um

J
F-espago (ﬁﬂ, pg. 8).

Observagao A.l. No paragrafo anterior, »s fatos sobre semi

normas, espagos vetoriais topologicos, ete., que assumimos
conhecidos sao de natureza preliminar e podem ser encontra
dos em qualquer texto sobre o assunto (V. ﬁﬂ, por exem-
plo). Nao assumiremas (e nem utilizaremos) um conhecimento,
por parte do leitor, da Teoria dos Espagos Vetorniais Topold
gicos,

0 espago das dibtnibuégaéé em R# com sduporte com

pacto &, por definigdao, o dual de E(R"™), i.e,

EY(R™ = {T: E@®™)~+¢C | T & linear e contTnual.

Observe que um funcional linear T: E(Rn)+t € continuo se

e somente se existem uma seminorma vK i e uma constante M>0
>

tais que

[T;¢)| SMye (0 ¥ geE®T).
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Evidentemente,.podemos munir E'(R™) de varias topologias.
Por exemplo, temos a Zfopofogia forte (ou topologia da  con
vergineia uniforme nos confuntos Limitados de E@®™), em
que uma vizinhanga (basica) tipica de T=0 em E'(R") & dada
por {TeE'(®™) | |T($)]| <& ¥ ¢$eB}, onde 8 CE(R®) & um con
juntovlimitado e £>0, Por outro lado, temos a topologia
{naca (ou topologia da convergencia pontual), em que uma vi
zinhanga {(basica) tIpica de T=0 em E'(Rn) & dada por
{TeE' R™) | |T(¢j)| <€, j=l,...,k}, onde ¢ ,...,d €ER")
e €0, Em geral, E'(R") seria mupiﬁo_gg sua topologia forte,

. n
Entretanto, nestas notas vamos sempre considerar, E'(R") mu

nido de sua topologia fraca.

Observacao A.2. E importante observar que, para efeito do
estudo de propriedadesde diferenciabilidade de aplicacgoes
t—> T(t) de R em E'(®"), a topologia (forte, fraca,  ou

qualquer outra intermediaria) considerada em E'(R™) & irre
lev;nte: mais precisamente, tr—> T{t) e fracamente de
classe ck (i;e., R3t —> <T(t),¢>eC & de classe ck, ¥ ¢
€ E(Rn)) se e somente se t—>T(t) & fortemente de classe
c*, 0<k<e (V. [20, [2], por exemplo). Portamto, a nossa
escolha da topologia fraca estd justificada se tivermos em

mente o contexte em que as distribuigoes aparecem nestas

notas (solugces fracas, etc.).



- 138 -

Dados TsE'(Rn) e um aberto U CfRn, dizemos que
T & zero em U se T($)=0 para tode ¢cE(R™) com suppd C U.
0 complemento da uniao de todos o5 abertos onde T. & zero g,

por definigao, o duponte de T i.e.,

supp T = RE\U{U | T & zeroc em U}.

Exemplos: 1) Um exemplo tipico de uma TeE'(R™) & dado por
T(9) = ¢(p) ¥ ¢eE@T),

onde peR™ & fixo. Esta distribuigao & comumente chamada de
medida de Diraec no ponte p (de fato, & uma medidal!) e de
notada por ﬁp. Deixamos ao leitor a simples tarefa de mos
trar que, de fato, GP: E(R™)+C & linear e continua, e
supp Gp = {pl}. Maié geralmente, se pecR” e um multi-Indice

@ sao fixos,

T(¢) = D% (p), ¥ ¢cE(R™),

define um elemento de E'(R") com supp T = {p}.

2} Dado Bsf(mn) com suporte compacto (veremos

exemplos de tais fungoes na proxima segao),

Tg(g) = [mn ¢p(x)8(x)dx, ¥ ¢cE@™),

define um elemento de E'(R"). Com efeito, a linearidade e

obvia e temos |T(¢)[ < (fmn ]6(x)]dx)suprK]¢(x)|.
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= MvK.0(¢) onde K=supp 9.

Observacio A.3. £ claro da definigao de suporte que os elg

n -~ .
mentos de E'(R ) tem suporte compacto. pai a nessa terming

logia para E(rY).

A.2 - 0 Espago D(R™) .

Para cada compacto KC:R“, vamos denotar por
DK(mn) o subespago de E(R™) consistindo daquelas ¢ cujos su
portes ast3o contidos em E. A uniao dos DK(Rn) sera denota-

da por N(RY), i.e,

p@®"™ = U D (R™) .
K compacto
£ claro que D@®R™) = E(R™)MN{¢ | supp ¢ & compac
to}. As funcoes de D(R") s3ao comumente chamadas de fungoes

testes.

Exemplos: 1) Seja 6 a fungao definida por

1

1l el <1
1-|xf?
a. 1) 0(x) =
' 0 » xl 21,
-1
i.e, 6(x) = £(1-|x|?) onde f£(r) = e ¥ para r> e

f(r)=0 pare <0, Obviamente fecm(m\{oi). Como pJ £(xr) 0



- 140 -

o
quando r+0 (para tode j=0,1,2,... ), obtemos feC (R),

logo gec”(R™). Além disso, (A.l) mostra que supp@=B(0,1).

2) bados O<a<b, vamos construir Ga bso(Rn) tal
»

que Osea,bsl’ Ba,bzl para [x]<a e 8 20 para ]x|>b.

a,b

Para isto, consideramos inicialmente a fungao de uma varia

vel fa.b definida peor

1
eir-as(r—b)

a<r<b

£ (r) =
25D 0 » r<a ou r>b

-

Assim como no exemplo 1), nao & dificil ver que £, LEP(R) .
¥
(Observe que quando n=1 a fungao 8 do exemplo 1) nada

1 £ onde

mais & do que £_ ). Seja agora Bab =% fat
» ]

1,1

b . . T
cC = Ia fa’b(r)dr. Entao, a primitiva Ga’b(r)=J ga,b(s)ds

-0

2 uma fungao crescente tal que CG_ ., =0 para r<a e G_ =l
a,b - a,b .
para r»b. Logo, a fungao H (r) =G (a+b-r) & descres
= a,b a,b -
cente e tal que Ha,b=1 para r<a e Ha,b= para r>b. OE.
temos Ba beD(Rn) com as propriedades anunciadas pondo
]

Ba’b(x) - Ha,b(lxi)'

Vamos considerar D(R™) munido da topologia induzi

da pelas inclusoces D (R™) & D(R®). Em outras palavras, um
K ) . p 4

subconjunto de D(Rn) € aberto se e somente se a sua inter

secao com cada DK(m“) € aberta em DK(Rn) (DK(Rn) munido da
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topologia relativa induzida pela topologia de E(R™)) . Obser
ve que a topologia em D(R™) que acabamos de definir nao e
a topologia relativa em D(R™) C E(R™). Em verdade, ela e

mais fina do que esta ultima.

Pode-se mostrar ([i9]) gue P(R®) & um espago comple
to mas, em contraste com E(R™), n3o & mais metrizavel. Além
. ~ (k) n
disso, uma sucessao (¢ ) converge pata ¢eD(R) se e somen
te se:
(i) existe um conjunto compacto K que contém os suportes de

¢ e de cada ¢(k);

(ii)Da¢(k) + Du¢ uniformemente, qualquer que seja .

A.3 - Distribuicoes em R",

0 espago das distribuigoes en f" &, por definigao,
¢ ¢ s

o dual de D@®™), i.e,
D' (™) = {T: D(R™)»C | T & linear e contlmual.

Naturalmente, um funcional linear T: P(R™®)+¢ & continuo se
e somente se a sua restrigao a cada subespago DK(Rn)C:D(Rn)
& continua; em outras palavras, se para cada compacto

KCR™ existem M>0 e um inteiro nao-negativo j tais que

(a.2) - TD ] £ My (0, ¥ selRD).

Analogamente ao que fizemos para E'(Rn), vamos con
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siderar D'(R®) munido da topologia fraca em que uma vizi
nhancga (basica) tipica de T=0 em D'(R™YY E dada por

{Tep' ®R™) | iT(¢j)] <€, j=l,...,k}, com ¢,...9 LEDR™) e
>0, Daqui por diante, vamos escrever <T,¢> ao invés de
T($) para denmotar o valor que a distribuigaoc T assume em ¢.
Exemplo: Se £ € uma fungao en LP(Rn), 1<p<«, ou, mais ge

ralemnte, em L{oc(mn), entao f determina uma distribuigzo

Tf definida por

(A.3) <T.,¢> = J d(x)E(x)dx, ¥ 9eD(®R™).
Rn

Com efeito, a linearidade de Tf & obvia. Quanto A continui-

dade, observe que se KCR® & um compacto qualquer, temos
I
[<Tf,¢>] <M sup_ [9(x) | = MvK,O(¢)

¥ ¢EDK(RH), onde M = fK |£(x)]dx. Logo, T, 2 continua em

vista de (A.2).

0 teorema abaixo, cuja demonstragzc omitimos aqui,

nos mostra que se duas fungoes localmente integraveis 820
distintas entao elas também saoc distintas como distribui -
~ . . n -~ P

goes. Mais precisamente, se f,gELioc(R ) sao tais que Ty =

’I‘g entao f£(x)#g(x) em quase toda a parte. Em vista deste

fato, podemos considerar L{oé(mn) como um subesgpago de
D' (R"). pai serem as distribuigoes também chamadas de fun

goes generalfizadas.
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Teorema A.l. Se thi (&™) & tal que f dp{(x)h(x)dx=0 para
LR oc . &M
todo ¢eD(R™) entaoc h(x)=0 em quase toda a parte.

‘Observacao A.4. Dada uma distribuigao Te E'(R"), a restrigao

IiD(R“) de T a D(RY) & facilmente verificada ser um ele-
mento de D'(R"). Além disso, a aplicagao linear E'(R™) 3
Th—l——é TID(R“)ED'(R“) & continua (trivial) e injetiva
(Exercicio). Portanto, podemos considerar E' (R") como um
subespago de D'(R"). Observamos também que a definigao do
suporte supp T de uma distribuigae Te D' (R™) & feita de ma
neira analoga a que fizemos para os elementos de E'(Rn).Dqg
té maneira, a2 imagem da injegao J acima consiste exatamen-—
te daquelas distribuigoes Te D' (R®) que teém suporte compag
to.

Veremos a seguir que, de uma maneira nafural, as
“distribuigoes sao objetos infinitamente diferencidveis! A

]

de uma distribuigao Tef' (R™) & motivada pelo seguinte fato

definigao das derivadas parciais D;T (Dj=3/axj, j=1l,...,n)

simples: Se fECI(Rn) (CZL{OC(Rn)) obtemos, através da in

tegragao por partes, que
Ja“ $(xID,E(x)dx = —IRR D.6(x) £ () dx
qualquer que seja ¢eD(m“). Em outras palavras, as distribui

goes T. e T, . determinadas por £ eD.f, respectivamente,
j

satisfazem a relagao
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n .
<TDjf,¢> = -<Tf,Dj¢>,\ ¥ ¢€D(R )’

ou ainda, nao distinguindo em notagao entre £ e Tg,

<D f£,¢> = ~<£,D. 4>, ¥ $eD(R™) .

Somos assim naturalmente motivados a definir as derivadas

parciais DjT de uma TED'(R™) através da fdrmula
(A.&) <D,T,4> = -<T,Di¢>, ¥ ¢eD(mn).

Mais geralmente, dado um multi-indice o qualquer, defini
mos DaT por

lo

(A.5) <p%r1,¢> = (-1)'*ler,p%>, ¥ ¢eD@R™).

Deixamos ao leitor a tarefa simples de verificar que (A.5)

define de fato um elemento de'D'(Rn).

0, t<o0 .
Exemplos: 1) Se ¥(t) = &€ a fungao de Heaviside,
1, t>0
temos
d o _ ()
th 60 .

Com efeito, se ¢eP(R), ven

O, = l $' (£)¥(e)de = J ¢' (t)de
e 0

(1) Observe que n3o estamos distinguindo em notagao entreYe

Ty.
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= -¢(0) = -<5°,¢>-

2) Seja fecm(m\{a}) tal que os limites Dkf(a+)=

= lim Dkf(t+€), Dkf(a-) = lim Dkf(t-E) existem para cada
€40 . 40 K

k=0,1,..... Entac, as derivadas sucessivas D f£(t) existem

para todo t#fa e sdo fungOes localmente integraveis, definin

do portanto, distribuigoes T . . A relagao entre p¥e e as
DT E

derivadas Dka de f no sentido das distribuigdes & dada pe

13 formula (Exereicio)

I .
(A.6) ptly =1 + ) s p*7ds , k=0,1,...,

onde s = plf(a+)-DIf(a=) & o salto de plf em a.

Finalizando esta segEo, observamos que, dados & €

ER™) e TeDf(Rn), a formula

(A.7) <aT,¢$> = <T,ad>, ¢eD(R"),

define o produto aT como um elemento de D' (R™) (verifique),

produto este que coincide com o produto usual de fungses
quando T provem de uma fungao localmente integravel (isto
e, aT_=T se feLl ).

£ Taf loc

A.4 - Distribuicoes Temperadas em R".

seja S(R™) o subespago de E(R®) consistindo daque
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las fungGes ¢ tais que sup n ianB¢(x)i<w quaisquer que
XER n

sejam os multi-fndices a, 8. S(R")} & comumente chamado

o edpaco de Schwarntz das funcoes rapidamenie  decrescentes

no infinito e @ munido da topologia definida pelas seminor

mas

ianB¢(x)|,

1}

v (¢) = sup
o, B x€R

ou, equivalentemente, pelas seminormas

a (1+|xi)k|Da¢(x)i.

u () = sup
k,m xR ,|a{<m

Vale mencionar que S(R™) & um espacgo de Fréchep e que temos

as inclusdes (proprias)

(A.8) YRY C s@™ C Ew® (17,

0 espago das distribuicdes tempenadas em R™ &, por

definigao, o dual de S(R"), i.e,

S"(R™) = {T: S@®™=>¢ | T & linear e continua},

munide da topologia fraca.

Observacao A,5. Das inglusses em (A.8) pode-se mostrar que

'3 » . g - - -
temos as segulntes 1njegoes contlinuas (Exerclc:l.o):

(1) Um exemplo tipico de uma ¢ES(R“) que nao pertence a

D(R™) & dado por ¢(x) = exp(-|x|2).
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(A.9) ErhH S s S oM.
Portanto, toda distribuigaoc com suporte compacto net uma
distribuigao temperada e, por sua vez, toda distribuigao

temperada "&" uma distribuigao.

Exemplo: Como sabemos, toda fungao teLP (R"), 1<p<®, deter
mina uma distribuigao ngD'(mn). Vejamos que, na realida-

de, Tf pode ser consideradc come um elemento de S'(R™) :

se f£eL®(R®) entao, para qualquer ¢eS(®™), podemos

escrever

| £¢x)$(x) | lf(x)|(1+lx])_n_1(1+lx|)n+1‘¢(x)I

A

"fum(1+|x|)"n-1un+l,0(¢) a.e.,

e, portanto,

(<Tes¢>] S M Upyy o(9)s
onde M=|[f]_f a (1+]x|)“n_1dx ¢ w, Por outro lado, se fe
R
Ll(mn) entao
|eCro )| < [EG] By (8 a.e.,
?

logo
l<rg o> < Hgll ug 5C0).

. n
Finalmente, para o caso fELP(m ) com 1<p<*®, escrevemos
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Totx) [9 = 1+ [x D759+ {x DS o) 119,

com p l+q l=1, sq>n e, usando a desigualdade de HElder,ob
temos
l<1g,02] < fEl ol < ¥ ug o8,

1
= -s8q g
onde M “f"p(IRn (1+ | =) dx)*.

Observacao A.6. A importancia dos espagos intermedidrios
S(R™) e S'(R®) (V. (A.8) e (A.9)) estda justamente no fato

de que 8les constituem o "habitat natural" para a transfor-

mada de Fourier, como veremos mais adiante.

A.5 - Convolucao e Regularizaggo.

- - T
Se f e g sao fungoes continuas em R com uma de-

las tendo suporte compacto, a convolugﬁo de £ com g,

(A.10) fxg(x) = I n f({x-y)g(y)dy,
R

estd bem definida e & uma fungiao tamb&m continua com

(A.11) supp(f*g) ( suppf + suppg.
Além disso, ve-se que g*f = f*g. Mais geralmente, se f e
Lioc e g & continua com suporte compacto entao, novamente

fxg & continua e (A.11) & valido. De fato, pode-se mostrar
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que fxg & no minimo "tao boa" quanto g: mais precisamente,

se g & de classe c¥ entdo frg @ de ciasse C° e D%(fxg)=£x0%
4 g

¥ {aj<k (0<k<=). Em particular, se gel entao fxgek para

1

um feLg arbitrario. Portanto, a operagaoc de convolugao

nos fornece uma maneira de regularizar fungoes!

Seja 0: B® » R a fungao definida em (A.1) multl
plicada por uma constante adequada de maneira que

fﬁnie(x)dx=1. Se {GE}

e>p © @ familia defipida por

-1

B.(x) = e Poce k), xer®, e>0,

e se ft—:L{oc vamos designar por f£_ a fungzo de classe C

que & a convolugao de £ com B.:

fe = f*GE

Teorema A.2, (i) Dada uma fungao continua f, £.—> f uni

el
formemente nos compactos de R .

(ii) Dada feLP, 1<p<w, temos que fest (v

f€ ——>f em LP,

Demonstragao. V. ﬁ@, pg. 3, pbr exemplo.

Corolario A.l. D & denso em LP, 1l<p<w,

(1) Portanto, getP N E,
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Demonstragao. Basta verificar que uma fungdo f em L? com su
porte compacto pode ser aproximada por fungoes em D e isto

2 uma consequencia do Teorema A.2 (ii).
' Q.E.D.

Corolario A.2. Se ¢eP(resp. E) eatao ¢€ + ¢ em D{resp.E).

Demonstragao. Seja ¢eD. Para cada multi-indice &, temos que
Da¢€ = Da(¢*88) = Da¢*98 = (Dad))e + Da¢ uniformemente nos
compactos de R® em vista do Teorema A.2 fi). Além disso,
temos supp ¢E C supp ¢ + supp Bé = supp ¢ + B(0,8) de sor
te que és suportes de todos os ¢E com 0<eg<l, digamos, es
tao contidos no compacto supp ¢ + ETﬁTTT. 0O casoc de ¢ enm

E & analogo Q.E.D

Observacao A.7. A familia {e 1} & muitas vezes chamada  de
uma aproximacac da {identidade, por razoes obvias. E, dada
feLj ., a familia {f_} & chamada de uma regufarizagac de
f (através das BE'ss.

~ Vamos agora definir a convolugao de uma distribui
gao TeD' (resp. E£') com uma fungio ¢eD (resp. E). Como
queremos que a definiggo coincida com (A.10) quando T e
uma fungao, somos naturalmente levados a definir Tx¢ atra

ves da formula

(A.12) Txd(x) = <T,d(x—-)>.
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Teorema A.3. Sejam TeD'" (resp. E'y e ¢el (resp. E). En

30 (i) Tx0eE com DY(Tx¢) = D¢ = T#D%0, ¥ a. (ii)

supp (Tx¢) C supp T + supp ¢.

Demonstraiao. Vamos considerar ¢el e TED'.-O caso ¢cE, T €

E' Z analogo. (i) Observe que a fungao Tx¢ esta bem defini

da e, de fato, & a composigao das fungoes Rax+——> ¢(x-«) € D

e Day P—JL—9 <T,y> ¢ €, as quais gao continuas. Logo, T#¢

. & continua., Mostremos agora que 3%; (T*Q)=T*§§%, j=l,s ..,
3

Temos :

p ' 1
2 (Tx) (x)=lim {<T, ${x+he, = +>=<T, p{x-) >}
ij ha0 h h]

= lim <T,Q) o(x-2)>,
h+0

onde le(p(x) =% [¢(x+hej)~¢(x)] g o quociente de  Newlon
de ¢ (na direcgao de ej). Nao & diffcil ver que Q%¢ >

%¥L em U quando h*0. Portanto, <T,Qé¢(xu-)>-+<T,3£L (x—e)>
3

quando h+0, 1.e,

(A.13) @ = @agh .
1 1

Por outro lado, temos

(A.14) (T*gfg)(x) = <T,g¥?(x--)> = <Ty,-§%;¢(x—y)>
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= < (xmy)> = (kd) ().

] J

Logo, (A.13) e (A.l&) fornecem

[}
%
=

5%;(T*¢) = T*é%? j
e (i) resulta por indugao

{i1i) Da definigao (A.12) ests claro que T#¢(x)=0 sempre que
supp T N supp ¢(x-+)=¢, i.e., sembre que (x - supp ¢) .
supp T = ¢, ou ainda, x ¢ supp ¢. + supp T. Logo, supp(T#})

C  supp ¢ + supp T. : Q.E.D.

Pode~se mostrar (V. @ﬂ, pg. 157) que um analogo
do corolario A.,2 & valido para a regufanizagao TC=T*SE de

uma distribuicdo T, i.e., temos o seguinte

Teorema A.4. Se TeD' (resp. E') entao T, + T em P' (resp.

E'y.

Finalmente, vejamos sob que condigoes podemos defi
nir a convolugao ST d; duas distribuicdes. A definigao deve
ser de tal maneira a coincidir com a definigao (A.10) quando
S e T sao fun¢oes. Assim, se f e g sao fungdes tais que

fxg esta bem definida e se ¢el, temos

<T P> = f (fxg) (x)¢(x)dx = J (I fF(x-y)e(y)dy) 9 (x)dx,
f*g n n n
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ou ainda, usando formalmente o teorema de Fubini e fazendo

mudancgas de variaveis adequadas,

<Tf*g'¢> = J n

f(Z)(J n g(y) ¢(z+y)dy) dz
R

24

B <Tf(z)’<Tg(y);¢(Z+Y)>>'

Logo, somos levados a definir ST atravées da formula

(A.15) <S*T,¢> = <Sz’<Ty'¢(z+y)>> (1)

:

sempre que o segundo membro acima fizer sentido e depender

continvamente de ¢.

Teorema A.5. Sejam S,Tsﬂ'(mn) tais que para cada conjunto
compacto KCR™ o conjunte A(R)={(z,y) | zesuppS, yesupp T,
‘z+yeK} C ROxR® também & compacto. Entao {(A.15) define S&T

como um elemento de D'(R").

Demonstragao. Seja ¢€D(Rn). Podemos escrever a fungao Y{z)=

=<Ty,¢(z+y)> como

¥(z) = (Txb)(-2),

(1) 0 Indice y em Ty indica que T atuaz em $(z+y) olhada como

fungao de y- O resultado & uma fungao y(z) na qual 8

deve atuar.
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onde 5(x)=¢(-x). Logo, em vista do teorema A.3, ¥ & uma fun
¢ao de classe ¢ com supp ¥ C =supp T + supp ¢. Por outro
lado, tomando K=supp ¢, © conjunto A(K)={(z,y)esupp § X

supp T | z+y € supp ¢} & compacto por hipotese. Portanto,
supp S M supp ¥ C supp S N (-supp T + supp ¢)
= {zesupp S ] z+yesupp ¢ para algum yeEsupp T}
= HIA(K),

onde Hl(z,y)ﬂz, o que mostra que supp S [ supp | € compacto.
Mas entac, <S,y> faz sentido, i.e., (A,15) esta bem defini
do, (Colocamos <S5,y> = <S;0y>, onde o & qualquer fungao em
(R™) que seja igual a 1 numa vizinhanga de L = supp § N
supp Y; por exemplo, “=XL*95 parta algum £>0), Finalmente,
nao é dificil mostrar que S5#T: D(R™)+C & continua tExercI-

cio).
Q.E.D.

Corolario A.3. Se uma das distribuigdes S ou T for de supor

te compacto entao ST ests bem definido.

n M
Exemplo: T*ﬁu = GO*T =T ¥ TeD'"(R). Com efeito, <T#§,¢>=
=<Ti’<60'¢(z+')>>=<Tz'¢(z)> e <6£T,¢>=<Ty,¢(z+y)>[z=o =

<Ty,¢(y)>.

A.6 - Solucoes Fundamentais de Operadores Diferemciais
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Seja P=P(D) = 2[u|<m aaDOl um operador diferencial
em R" com coeficientes constantes. Uma distribuicao EeD'(Rg)
¢

diz-se uma solucdo fundamental de P se

PE = §,
isto €,
1 enlela,n®a o> = 00 ¥ se@™.
|a]sm
F um fato conhecido que todo operador diferencial
com coeficientes constantes possui uma solugao fundamental

({4], [15)- Vejamos alguns exemplos.

Exemples: 1) Quando n=1, ja vimos que a fungao Y(t) de Heavi

Analogamen

k

4
K dt*
te, Y(t)fﬁngT & uma solugao fundamental do bperador (é%) .

side & uma solugac fundamental do operador

2) Ainda no caso n=l, nao & dificil mostrar (Exer-

c¢feio) que, mais geralmente, quande P = (é%)k + al(ﬁ%)k_l +
d - -
aee F ak-l(ﬁz) +oay, k>2, uma solugac fundamental de P e

dada por Y(t)U(t) onde U(t) & a solugao do problema de

valor inieial

PU = 0O
j
U0y =0, 0<jck-2
at?
k-1
ak 1y
- 70 = 1
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3) Para n>3, a fungao {localmente integravel em

1 1
(2—n)9n_1 n=-2

BRY)  E(x) n-1

= (onde @ _, = area de S
X

c Rn) 2 uma solugao fundamental do Laplaciano

= n 2 2 .
& Ejgl a%/ax %, i.e.,

I
(=71

1 2-n
FETHI) : AClx| )
) n-

ou ainda,

1 2-n a
tz—n)'sz—n'_“l J- . fx|“ TAp(x)dx = ¢(0) vq;;v([a ).
R

Com efeito, dado ¢ev(m“), tomando R>0 tal que supp¢

esta contido na bola B(O,R), pcdemos escrever

J ]x]z-nA¢(x)dx = lim j fxlz-nA¢(x)dx.
gD eY0
e<|x| <R
it oA dve (u2¥oydl
Usando a Ldentfidade de Green IK(uAv vL\u)dV—j;)K(uan van)ds
(onde 3/3n designa derivagao naz diregac da normal unitiria
exterior a 3K) e o fato que Ixiz-n € harmonica em R"\{0},
obtemos
* n x
. 2=n _ 2-n j ]
j C(Ux] 2786 (x)~0) dx=0 + f [|x| jzl(-r;}r)ﬁ%m _
E§|xl5R le::g
n X, X, n x,
00§ (2w (-pip Ix] T ] ase -[ yo—io 29 (xyas
i=1 X j=1 en-l ij

|=|=e
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1

eSS I p(x)as = @ + @.

x| =

+ (2-n)

Agora, € facil ver que @ ¢ majorado por uma constante Ve
zes €, logo @ tende a zero quande £+%0., Quanto a @ »

observe que a media de ¢ na esfera x| =g,
T 1 [ ¢(1§)ds, tende a $(0) quando €40, logo
lx|=¢

@ + @-ma _; ¢0). Q.E.D.



APENDICE B

TRANSFORMADA DE TFOQURIER
ESPACOS DE SOBOLEV

B.1 - Teoria em LY (R®). Restrigao a S(Rn)

Se feL'(R™), a thransformada de Fourier de £, ¥=Ff,

& definida pela fdrmula

(B.1) Yoy = (amy™/2 J e 1P Xe(ryax, per®.
ERn

£ evidente que F & uma aplicagao linear continua

de LY(R™) em L (R™):
u -
1£], < 2m ™2 gl .
De fato, a imagem F{L') esta contida no espago das fungoes

uniformemente continuas que se anulam no infinito. Este & o

conhecido Teorema de Riemann-Lebesgue:

- N
Teorema B.l. Se feL® entao f & uniformemente continua e

ay
f(p) =+ 0 quando Ipl - w

Demonstracso. V. [22, por exemplo.
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| x1*/2

- ~ m - -
Exemplos: 1) Se F(x)=e entzo F=F (Exercicio).

2) Sejam feL (R™), aeR™, A#0 real. Entac & ime-

diato da definigao (B.1) que
f£(x-a)]"(p) = e 1 FE(p),
-y v -
Ea0]™ ;) = A ia e,

[eix-af]m(p) - ¥(P'a)-

0 proximo resultado, cuja demonstragao omitimos
aqui (V. @ﬂ, pﬁr exemplo), mnos diz que, sob a transforma=-
da Fourier, denivacdo em xelagdo a x5 cornnesponde a  mulll
plicagao pox ip; e multiplicagac por -ix, cornesponde 4

derivagdo em refagde a B Mais precisamente:

Teorema B.2. (i) Se fELl(Rn) tem derivada (forte) 3f/3xj
em Ll(Rn) (1) entao

. 3 a
(B.2) (g;;) 1§:3] 1ij(D)
(ii) Se feLl(R™) & tal que xjf também pertence a

LY (R™) enti3o

"y
. 3" of
(B.3) (-1xjf) (p) = g;;(p).

h

(1) Isto &, existe © limite 1lim 1 [f(-+hej)-{] em L'(R™).
h+0
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Observacao B.l1. 0 teorema acima pode ser extendido de manei

ra obvia para derivadas de ordem superior. Temos

(B.4) %" () = %),
se D*f existe em L'(R™), e

(B.5) [-i0 %] () = 0% (p),
se x*feL*(@®").

Vamos agora restringir a nossa atengao aoc espago
S(R™ C LI(Rn). Como veremos, a transformada de Fourier es

- . . n .
tabelece um isomorfismo bicomntinuoc de S(R") sobre si mesmo,.

. ny, .~ n - . F N
Teorema B.3. Se ¢cS(R") entao $pcS(R ). Além disso, ¢p+—> ¢

e continua e temos
%)V () = (ip) % (p),
[¢-i0%]" () = 0% (p),

onde o multi~indice a e ¢cS(R™) sao arbitrarios.

Demonstracao. Inicialmente observe que, se ¢€S(Rn), entao

- : A
tambem xa¢eS(Rn) ¥a. Logo, (B.5) nos mostra que Du¢ exis

te e
| o N T
(B.6) Do (p) = [(-ix)%¢] (p).
f\’ - N - -
Portanto, ¢ e infinitamente diferenciavel. Por outro lado

& também evidente que D$eS(R™) ¥a; mais ainda, D% & de fa



- 161 -

to a derivada forte p? de ¢ en L' (Exercicio). Logo, obte

mos de (B.4) que

(3.7) %) () = Gp) %)
As identidades (B.6) e (B.7) nos permitem escrever
D% (-i0 0] = (it e - (i) *0f3 ),
quaisquer que sejam os multi-indices o, e, portanto,

@8 1ap®fm ¢ en At iotol vt

- )
Isto prova que ¢£S(Rn). Também, a continuidade de F: S > S
resulta de (B.8) se observarmos que podemos majorar

HDa((-ix)Bd))"1 por uma constante vezes f n (1+|x|)-“_1dx)
R

sup (1+|xi)]Bl+n+1|DY¢(x)l.

xer™, |v]<lal Q.E.D.

Vamos definir agora a fransformada de Foundien 4in

vensa de £, F¥f, através da formula
(8.9) Fre(p) = am /2 f . e P EE(x)dx, peR”,
124

i.e., F*£(p) = F£(-p). A escolha do termo "transformada de
Fourier inversa' (bem como da notagio F*) ficara clara apos

- . .
o proxXimo teorema.
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igual 3 identidade em S(R™), i.e.,

oy

Teorema B.4&4. (i) F*F

Foamula de
( inveisao ) $(x)

(2my /2 J 1% PE(p)ap,
n
R

¥xeR™, ¥¢eS(R™).
(ii) se ¢,peS(R™) entdo

N Wy
J $(x)Pp(x)dx = [ ¢ (x) P (x)dx,
n

R r™

- —
(Formuta de, J _$@IGIdx - J . $CY (x) ax.
R R

Demonstraggo. (i) Queremos calcular a integral iterada

(2m) /2 [ eix‘P<I e PV (y) ay) dp.
- R™ n

Como a integral dupla nao converge absolutamente, nao pode

mos inverter a ordem de integragac. Contornamos esta difi

culdade do seguinte modo: Dada uma fungao fES(Rn), a inte

gral iterada fRn eix'pf(p)(fmn e_ip.y¢(Y)dY)dp & agora ab

solutamente convergente, de sorte que podemos inverter a or

dem de integragao, obtendo:
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[ eix'pf(p)(] e"1P Yy (y)dy) dp
a" R®

-=J ¢(y)([e‘i‘y“‘)'l’ffp)ap>dy,
Rr® "

i.e.,

(B.10) [ 1% Pr(p)o(p)dp = J
1 8

F(y-x)o(y)dy
R R :

n

- [ F(y) o (xty)dy.
[Rn

Tomando f{p) = F(ep), com FsS(Rn) e g>0 fixados, e

-V, -
brando que [F(E-)]m(y) = ¢ "F(e IY)r vem

(B.11) J eifoF(Ep)g(p)dp = I ¥(2)¢(x+sz)dz,
n

R "

e o teorems da convergencia dominada de Lebesgue nos

te passar ao limite quando g¥0 em {(B.11), obtendo

¥ (0) ] ei""’ﬁ(@g)dp = () I ¥(2)az.
rR®

R®
: -|x]|%72 .
A escolha F(x)=e nos fornece o resultado (i)
4" ) ' nf2%
servarmos que F=F e [F(y)dy=[F(y)dy=(2m) F(0) =
n™2r) = (2m™/2.

lem-

permi

se ob
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(ii) Fazendo x=0 em (B.10) vem

. N in : . n
(B.12) J fF(p)o(pldp = [ fF(y)d(y)dy, ¥ f£,0eS(R).
n

R /"

N » I G . n
Portanto, tomando acima f{p) = Y{(p) com YeS(R") e obser

vando que Ff = F¥E (V. (B.9)) e F*Fy=y (fdrmula de inver

sao), (B.12) fornece a formula de Parseval.
Q.E.D,

‘ _ *
Observacdo B.2. Note que S(R™) —f——% S(R™) & continua pois .

-

F oeaa F*¢(p) = Fo(-p). Observe também que usando as rela

¢oes F*F¢mdp e Ff = F*% obtemos FF*¢ = F*(F*¢) = F*(F§) =

$=¢, i.e., FF* também & igual & identidade em S(®"). ror-

tanto, podemos agora enunciar o

Teorema B.5. A transformada de Fourier F e um isomorfismo

bicontinuo de S(R™) sGbre si mesgo cujo inverso Flog *,

B.2 - Transformada de Fourier de Distribuicoes Temperadas

Se TeS'(R™), definimof a transformada de Fourier de

a
T, T = FT, pela formula

(5.13) <> = <14 ¥ $eSR™,

A n
i.e., T = TeF, F claro que T & linear e continua, i.e.,

Test @%).
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Como sabemos, fungoes em LtP(R™) (1<p<=) sao dis
tribuigoes temperadas. Vejamos que, se feL*(R™), a defini
cdo (B.13) esta em concordancia com a definicao de ¥ dada
em (B.1).

LA
Lema B.l. Se f£eLY(R™) entao T, = T7¥.
neha B £ f

Demonétragzo. Se ¢SS(Rn) temos

(B.14) | <¥f’¢> = <Tf,$> = J x(x)f(x)dx.

- "" - i -

Por outro lado, a formula J n P (x) P{x)dx=S a ${x)P(x)dx e
R R

valida se e (R™). (a demonstragaoc & exatamente a mesma

dada no teorema B.4 (ii)). Portanto, podemos escrever (B.14)

como

v Y
<T.,¢> = [ P E(x) dx = <TY, 0>,

&P
- f\J q‘
1.8., Tf=Tf.
- ~ n -n/f2
Exemples: 1) 60 & a fungao constante R 3x+—> (2m )
LY
i.e. =T i
e., §, ~nf2* POis

(2m)

f\’ —
<§,,0> = <6°,?£> - 4(0) = (2m™/? j p(x)dx  ¥HeS(R™) .
an

2) A transformada de Fourier da fungao constante

: Ll . m -
igual a 1 e (2ﬂ)n/25u, i,e., T = (2ﬂ)nl26°, pois
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n/2

u Ay y a
F e =, [ fwamanie@ ¥ gesah.

!Rn

3) Dado um multi-indice o, a transformada de  Fou

- — . . Lo
rier da fungao ha(x)=xu e (Zﬁ)n/2(1D)a6°, i.e., T =

2m™2 (0% (Exerelcio).

Uma fungﬁo a € E(Rn) diz-se de caesdcimento ALenito

no inginitoc se, para todo multi-indice o existe um inteiro
=N o £ -

N=N_>0 tal que |x| " |p%a(x) j+0 quando |x|+=. As fungoes

h, acima sao exemplos tipicos de fungoes de crescimento len

to no infinito. F faecil ver que o produto de uma fungao ta

pidamente decrescente por uma fungio de crescimento lento

& uma fungaoc rapidamente decrescente. Em particular, o pro

dute aT de uma fungac de crescimento lento por uma distri-

buigio temperada & novamente uma distribuigao temperada:
<aT,$> = <T,ad> ¥ ¢eS(R"). Usando este fato, podemos
mostrar facilmente que (B.4) e (B.5) se extendem para

distribuigoes temperadas, isto é:

Teorema B.6. Se TES'(R™) entac
ny 3
%) = (ix)%T

o

((-ix)%T)" = p%F

para todo multi-Indice a.
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Demonstragao. Dado $€S(R"), temos
<%, 0> = <p%T,3> = -1 1¢ler p%5>
. enloler, (rin 0™ = 0o, 1%
- <(ix) T, 05

- oy Oy Y o
Analogamente, obtemos <((ix)"T) ,9> = <D"T,d>,

Q.E.D.

Finalmente, vejamos gue um andlogo do teorema B.5

e valido para S'@®™M):

Teorema B.7. A transformada de Fourier F & um isomorfismo
bicontinuo de S(R®) sobre si mesmo cujo inverso @ dado por
T —> F*T, onde

<F*r,¢>  98F <1, F*¢> ¥ seS@R™).

Demonstragao. A injetividade de S'(Rn)—£—¢ s'(m“) & conse-

quSncia da sobrejetividade de S(®®) ——> S®™ (V. (8.13))
n

Por outro lado, dado SES‘(mn) temos S = T onde T=F¥*s

pois

4N v %V n
<T,$> = <T,$> = <5,F7¢> = <5,¢> ¥ ¢eS(R7).

Quanto a continuidade de F em $'(R"), observe que dada uma
vizinhanca sub-basica 0 = {seS' (&™) | |<S,¢>| < g} de

0eS'(R™) sua imagem inversa por F,
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-1 n, v n v
Foq0) = {1eS" ") [Te0} = {TeS'@®"Y) } |<T,9> [ < ¢ }
n "
= {TeS'(R) | |<T,p>] < €},
2 uma vizinhanga (afé sub-basica, de novo) de 0eS'(R"). A
continuidade de F* = F~ ' & obtida analogamente,
Q.E.D.
Se TEE'(RH) 2 uma distribuigao com suporte compac

to entao, em particular, T & uma distribuigaoc temperada, de

: "
sorte que podemos falar na sua transformada de Fourier T.

~ N -
Teorema B.8. Se TeE'(R") entio T & a fungae dada por

Ny - -1 -
T(p) = (2m) ™™ Zer ,o7H¥0Ps

Demonstracao. A regularizagao T.=Tx8_ (€>0) de T e tal que

TEED e T€¢T em D' (teoremas A.3 e A.4), Logo, Te + T
em 8' e, portanto, %s+¥ em S' ({(continuidade de F). Pondo
ep(x) = e-ix-p’ temos

.15  @m™? T ) - (2™ (20 )" (p) = <TkB ye >

[aase)x8 TC0) = [F*(ee*gp)](0)=Ef*(5€*ep)v](0)

n/2 v

= <T’ea*ep> = (2m) GS(P)<T,GP> =

(2n)n/23(ab)<T,ep>,
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v
onde usamos a identidade <T,¢$> = (Tx$) (0) (V. {(4.12)), o

n/f2%

v
fato (facilmente verificado} que Be*ep=(2ﬁ) Gé(p)ep e-a

associatividade (T#¢)*p = T#($%xy), que & valida para Tet',

pel e yPet (V.‘@ﬂ, pg. 156). Assim, mostramos em (B.15) que
: [
E(P) = (Ep)<T,ep>.

Quando €+0, o segundo membro da igualdade acima converge pa

ra a fungao (2ﬂ)'nf2<T,eP> (1), uniformemente para p num
compacto qualquer de En, de sorte que a fungao
-n/2 ., N no. o .
(27) <T,ep> = 1im TE(p), pe€ , € inteira. A demonstra-
€+0 ' a "y
gao esta completa tendo em vista que T_ -+ T em S'.

Agora, dados seS'(R™) e TeE' (R?), faz sentido fa

v Lo L -
lar no produto TS (pois T & uma funcaoc) bem come na con
volugao S5*T. Fode-se mostrar (V. @ﬂ, pg. 160) gue o se

guinte resultado € valido.

Teorema B.9. BSe SSS'(Rn) e TSE'(R“) entao

n/z LTI 1]

(sxT)" = (27) TS,

B.3 - Teoria en L2 (R®). Espagos de Sobolev

Se feLz(Rn), f define uma distribuigao temperada

-n/2

(1) B8(0) = (2m) visto que J _ 8(x)dx = L.

R
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'l'f e, portantd, podemos falar de sua transformada de Fou
, o
rier. Mostraremos que, neste caso, T. provem novamente  de
f\‘.
-, ~ n
uma (unica) fungao geL?*(R") . Escreveremos g=f e chamare

mos g a fransformada de Fourier da 6uﬁg&a” feL?2 @™).

Teorema B.10. Dado feL?*(R") existe tvha dnica geL? (R™)
n - .
tal que TftTg. Além disso, ”g"z - "fﬂz.

Demonstragao. Para cada ¢cS(R"), temos

A\ hn . n N
[ eatr] = <t 60] = 1] Feoemax] < el 131,
n
R

= el lol,

v - 4 - - >
i,e., Tf e um funcional linear continuo na topologia de
"
L2@®") com-”Tf” < Hfﬂz. Portanto, como S(R™) & denso em

"
Lz(mn), T; extende-se de maneira tinica a um funcional 1i

- n s .
near continuo em LZ(R ) (que continuamos a designar por
"
Tg). Agora, pelo teorema de representagao de Riesz, existe

um gnico geL2(R™) tal que

(B.16) <¥f,u> - I u{x}g(x)dx ¥ uel?(R™)
&"

N
e lell, = itgll. Logo,

(3.17) | lel, < el .
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Usando o mesmo argumento acima para g, concluimos

que existe um dnice heL?(®") tal que

~
(B.18) <T ,u> = J u({x)n(x)dx ¥ weL2(@™)
8 n
R
e
(8.19) Iali, < Nel,-

. " ~

Observe que (B.16) e (5.18) impligam T, =T_ e T =T, res
: " ",
i v = = I =

pectivamente, de sorte que Tf Tf Tg Th’ 1.e., T% Th'

Portanto, h=§ a.e. e (B.17), (B.19) fornecem “gﬂ2=ﬂf“2.

Q.E.D.

a
N . s
Agora, dado seR, vamos considerar o espago |

das fungoes g (mensuraveis em ™) tais que (1+[p]2)sf2

my (1))

zip)

pertence a L2(R™) . Entao cada geS'(R de sorte que
v n S .8, 1

g=f para alguma feS*(R"). Vamos denotar por H'=H"(R") o

espago consistindo das f acima, i.e.,
N
S = {£eS'(R™) | (1+|plz)5/2f(p)EL2(Rn)}.

Munido do produto escalar

——

Zs'\n ny
<£,h> = J (1+|p|?) " £(p)n(p)dp,
(s) a

e, portanto, da norma

(1) Nao vamos distinguir entre g e Tg.
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L
2

(B.20) ||f[|(s) = (J (1+]p|2)$'}(p)|2dp) ,

Rn

cada H® & um espage de Hilbert, Estes espagos 1° szo comu
mente chamados de espagos de Sobolev,
Observacao B.3. Evidentemente, temos 1" = L% e
5, s
# C H 2, para s, $85,,
onde a inclusao acima & continua.
Tecrema B.11. Seja s=k um inteiro positive. Entao, %
coiricide com o subespaco de L? daquelas fungoes £ com deri
vadas (no sentido de P') p%f em L? ¥ jo|<k.
Demonstragao. Como k>0, temos Hk'C: L? em vista da obser
vagao acima. Agora, basta observar que se fEHk temos (V.
teorema B.6)
Ly . "
(%) = (ip) ¢
e, portanto, D%feL? se [a|<k, visto que
k/27 z
1+|p|? eL?,
(1+[p [ " £(p) Q.E.D.
Mestraremos a seguir um teorema classico de Scbo

lev que diz que, se uma fungao f pertence a #® com s sufi -

clentemente grande, entao f "“&" continua.
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Teorema B.12. {(Scobolev). Se feh®r™) com s>n/2, ent-o
(apds corregaec num conjunto de medida nula) £ = c@®RM).

Aldm disso, existe uma constante C>0 tal que
(B.21) £, <c el = ¥ fer® @™ .

o,

Demonstragao. Seja g = F'f, 1.e.,

(B.22) g(x) = (2my /2 j 1% PE(p)ap.
" '

"
Observe que g esta bem definida pois felL 1(R™) em vista

da desigualdade de Cauchy-Schwartz e do fato que

! (1+]p ]2 Sdp<, i.e.,
R .

_ L " 1
J I (p) |dp5<] (1+]p1® Sdp)z(j (1+]p | HY%[£¢p) [2am *.
n n n

® R R
Mais ainda, g ¢& uniformemente continua em g%, ror ou-
-, .} * .
tro lade, como feL (R}, temos F*T, =T =T i.e.,

3
£ F*£ &
F*FTf = Tg' Portanto, Tf=Tg de sorte que f(x)=g(x) a.c.

Finalmente, a desigualdade acima fornece (B.21) uma vez

-n B
que el = e, < @™/ 2,
0n.E.D.

Este teorema @ um caso particular do seguinte
Teorema B.13. (Sobolev). Seja j um inteiro positivo e

s tal que s>n/2+j. Se feHS (R") entao (apds correg¢ao
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num conjunto de medida nula) fecd (™). Além disso, exis

te uma constante C>0 tal que

. s U 1 S, 0
T . 4. € G GE ¥ Eell™(R7).
1ax{a!f3 "D falw - C i[ "(S) (R)
Demonstragdo., Basta observar que definindo g como em

(B.22), entao g e de classe ¢ uma vez gue podemos mos
trar, de maneira analoga & que fizemos antes, que

N ‘
(ip) % (p)eL? para |a|<ji. .
ELD.

]

ais geralmente, podemos ainda considerar os es

pagos (de Sobolev) W *P(R™), onde l<p<® e SeR, consis’

tindo daquelas distribuigoes temperadas feS'(R™) tais
v - -~ - 12 S/Z'\‘
que f(p} & uma fungao mensurzvel com (1+]p] b f{p) ¢
LP(r™), S P r™) § um espago de Banach quando munido
{ _.1 | 2 S/2m
da norma hf”s p = 1+ ip|® f(p)”p. Para estes espa
3

gos temos também o seguinte analogo do teorema acima, cu

ja demonstracao segue as mesmas linhas.

Teorxrema B.14. Seja j wum inteiro positivo e s tal que
s > % + j. Se fews’p(mn), onde <% + % = 1, entao_ (apos

corregao num conjunto de medida nula) fec¢d ®™).

8.4 - 0s Teoremas de Paley-Wiener.

Finalmente, vamos agora mencionar dois resulta
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dos, conrhecidos como os teoremas de Paley-Wiener, que c&
racterizam as transformadas de Fourier de fungoes (infini
tamente diferencidveis) e distribuigaes cujos. suportes
estaoc contidos numa bola. As demonstragoes podem ser en

ceontradas em @@, por exemplo.

Teorema B.15. (Paley-Wiener). Se ¢sD(mn) tem suporte
—_— e - v '
contido na bola B(0O,R), entao U=¢ extende~se a uma fun

- v n . s .
¢cao analitica em € satisfazendo as estlmativas

R|Im :l’

Ca DX iw | < e ree”,
k

onde o©s Ck's, k=0,1,2,..., saoc constantes. Reciproca -

n - - o :
mente, se P(T), Zel , e uma fungao analitlca satisfa -

. . . - . n -
sendo as estimativas acima, entao exlste deP{R) com su

S "
porte contideo na bola B(O,R) tal que ¢=y.

Teorema B.i6. (Paley-Wiener para distribuigses). Se T ¢

- _ ~
E'(R™) tem suporte contido mna bola B(0O,R), entac S =T
extende—se a uma fungdo analitica em t® satisfazendo a

estimativa.

Is ()} < caete YR 2l v gee®,

para algum inteire N e alguma constante positiva C. Re
ciprocamente, se s(z), re€¢™, & uma fungao analitica sa
tisfazendo a estimativa acima, entao existe TeD ' (R™)

N
com suporte contido na bola B(O,R) tal que T = S.
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