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INTRODUGAOQ

As presentes notas visam mostrar como a teoria des o
peradores nao lineares & utilizada na resolucio de proble-
mas de contorno para equacoes elipticas nao lineares. Nesse
sentido, vale uma explicagao sobre o titule do presente cur
80; nao visamos descrever a teoria (o que seria um projeto
por demais pretencioso) ou, pelo menos, uma parte da teoria
das equagoes elipticas nao lineares, H3Z tantos ramos dentro
dessa teoria utilizando diferentes técnicas e visande obje
tivos especificos, que sua extensao & realmente impressio-
nante. 0 que aqui fizemos fol retirar exemplos de alguns
desses ramos e trata-los pelas técnicas nao lineares desen
volvidas no texto, Com isso esperamos motivar o leitor para
os interessantes problemas da AnAlise Funcionmal niao Linear,
a qual vem se desenvolvendo intensamente nas ultimas deca-
das. Essencialmente duas técnicas dominam o campo de aplica
goes: compacidade ¢ monotonicidade. Assim desenvolvemos em
algum detalhe as teorias dos operadores compactos e dos ope
radores monotonicos. Tendo as aplicégses, de imediato, o lei
tor apreciara melhor o por que dos resultados abstratos. No
tratamento dos problemas elipticos nao lineares faz-se um
uso sistem@tico dos resultados da teoria linear; dai os eca
pitulos 1 e 3,

A descrigao sumaria de cada capitulo estz colocadano
inicio de cada um-deles. As refereéncias ao final de cada ca
pitule podem servir para um estudo mais detalhado ou para a
continuagiao do que aqui se faz. Nao damos as referencias de
autoria de todos os teoremas apresentados, consultas aos tex

tos ou artigos citados fornecera esse tipo de informagoes.



Agradecemos a Newton de Goes Horta pelo esmero costy

meiro em seu trabalho datilografico.

Brasilia, maio de 1977

Djairo Guedes de Figueiredo



CAPITULO 1

EQUACOES ELIPTICAS LINEARES EM ESPACOS DE SCHAUDER

SUMARIO. Este caplitulo e dedicado aoc estudo do problema de
Dirichlet para equagoes elipticas lineares de 2a. ordem, pro
curando-se a solugao em espagos de Schauder Cm+a(§). A ques
tao & aqui abordada como o fez Schauder; um papel crucial &
desempenhado pelas estimativas a priori. Decidimos discutir
0.assunto em certo detalhe, pois a bibliografia recente no
assunto mac & muito rica. Apds a preparacao deste capitulo
tememos que ele tenha ficado muito teécnico, mas isso e um
desses fatos da vida que os estudiosos de equagoes diferen
ciais parciais tém de enfrentar. As demonstragaes_das esti
mativas mais envolvidas e dificeis foram omitidas, e remete
mos o leitor ao livro de Ladyzenskaja e Ural'ceva [7] para
2a. ordem e ao artigo de Agmon-Douglis-Nirenberg [1] para
ordem superior. Cremos porem que as muitas demonstragoes
que demos aqui ilustram bem os metodos, e assim o leitor te

ra uma nogao precisa do tipo de matematica eanvelvida.

0 méetodo desenvolvido por Schauder tanto para as de
monstragoes das estimativas como para a demonstragao de e-
xisteéncia de solugac do problema de Dirichlet para a equa-
¢ao eliptica geral de 2a. ordem, reduz a parte dificil a se
melhantes problemas para o caso do Laplaciano. Dal nosso es
tudo detalhado do potencial newtoniano, assunto classico

mas, via de regra, estudado muito superficialmente.



1.1. EQUAGOES ELIPTICAS DE 22 ORDEM

Seja 2 um dominio (i.e., um aberto conexo) limitade
n -~ .= . .
de R, com aderencia & e fronteira T. Consideremos o opera

dor diferencial parcial linear de 2a. ordem

L 2 L(x,D) = a_(x)p?P
pls2 P
onde p = (pl,...,pn), Pj > 0 inteiro, |p! = z?=l pj e DP =
= DEI... DE“, D:.| = B/Bxf 0s coeficientes a_(x) de L sac fun

goes complexas definidas em %. 0 operador L & eliptico se a

forma quadratica

ap(x)gp

L' (x,E) = %
|p

for definida, para cada x € . L & uniformemente eliptice

se existir uma constante ¢ > 0 tal que

L' (x,8) | > c|]?

v

P

para todos x € § e £ & R", L @ propriamente eliptico se pa

ra todos pares de vetores linearmente independentes £, 1 £
n AP .

€ R, o polinomio do 29 grau em t L'(x,E+tN) tem uma raiz

com parte imaginZria positiva e outra com parte imaginaria

negativa.

Observacoes:

1) Confira a secgao 1.8 para uma discussiao mais completa so

bre as varias nogoes de elipticidade.

2) Todo operador propriamente eliptico & eliptico.



3) Operadores elipticos com coeficientes reais sao propria-
mente elipticos. E, nesse caso, supomos que a forma qua
dratica L'(x,£) & positiva definida: L'(x,E) > O para

E # 0.

4) Se os coeficientes do operador eliptico L s3c continuos
em § ent3o L & uniformemente eliIptico: existe uma cons-
tante ¢ (chamada constante de elipticidade) tal que
L'(x,£) > CIEIZ, para todo x € §.

5) 0 laplaciano A = J0 p? 2 propriamente eliptico.

i=1"j
6) 0 operador de Bitsadze D% + 2iD1D2 - Dg e eliptico, mas
naoc propriamente eliptico. De fato, com &= (1, 0) e
n = (0,1}, o polinomic em £, L'(E+tn) tem t = i como raiz

dupla,

Inconveniencia de operadores elipticos, que ndoc sao propria

mente elipticos. O problema de Dirichlet para a equacio de

Bitsadze:

2 . 2
Dju + 21D1D2u =~ Dyu = 0, en lz| <1
u =0, em’]z| =1
onde z = x + iy, nao & bem posto. De fato, qualquer funcao
u da forma f£(z)(1l - ]z]z), onde f & uma fungdo analitica

complexa em |z| < 1, & solugdo desse problema. Prova-se que
o problema de Dirichlet para equagoes propriamente elipti-
cas & bem posto, no sentido de que se tem uma alternativa
de Fredholm. Isso ficara claroc mais adiante.

Os espagos de Schauder. Uma fungdoe u: @ + € & H&lder contl

nua de expoente o0, 0 < o < 1, se
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Hu[“] = sup lulx) - u(g)| < ®,
x#y lx - v

X . . : W s

Seja m um inteiro > 0. Designamos por C () o espago de to
das as funcdes u: § + € que sdo restrigoes a 7 de fungoes
diferenciiveis ate ordem m e definidas em uma vizinhanga a-

berta de §I; ele & um espago de Banach na norma

ol = 7 Hofullgs ull, = mex JuGoOf.
|pT<m Xef
Designamos por ¢ % (@) o espago das fungoes de c™ () cujas
m-ésimas derivadas sao H8lder continuas; ¢™* (@) & um espa

¢o de Banach na norma
el = el | 7 B Pu]
lp[=n

Assim CT(8) estd definido para todo real r > 0. Sera conve-
niente usar a notagao ¢t (Q) para o espago vetorial das fun

goes ut 2 + R cujas restrigoes a compactos K € @ estao em
cT(R).

Teorema 1.1. Suponha que f satisfaca a propriedade da poli

gonal (i.e., existe ¥ > 0 tal que quaisquer dois pontos x e

x' de 0 podem ser ligados por uma poligonal em 2 de compri-

mento & < y|x - x'|). Entdo, para 0 ¢ s <1, a imersao
Cr(ﬁ) C«cs(ﬁ) 8 compacta.

o

. m+ - m+e . .
Dominics de classe C . 2 e de classe C se exlstir uma

cobertura abetrta {U.}?=1 de T e fungoes bijetivas ¢j: ﬁ&-+§
onde B = {y ¢ &": |y| < 1} tais que

(i) para cada j, Qj(Uj n e =1{y e B: v, > 0}.
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.. . -1 .
(ii) Héj”m+a’ "Qj ”m+a <M, ¥3j.

o

. + . P
Todo dominio de classe ¢™ %, m > 0, satisfaz a condigao da

poeligonal.

Espacos Cm+a(F). Suponha que T & de c1asse_Cm+a. Uma fun-
¢Zo ¢: T > ¢ & de ¢™TH(I) se .00 ¢ cm+°‘({yn=o}). ™ %)y

& um espago de Banach na norma

=

H¢”m+a,P = _£1 “@j 0 ¢"m+a,Ban‘1'

Pode-se provar que diferentes coberturas produzem normas e-

quivalentes.

Problema de Pirichlet. Seja £ um dominio de classe ¢ o 1L

um operador propriamente eliptico com coeficientes a_e¢®({).
Dadas £ € C¥(R) e ¢ € C°T) determinar u & CZ(Q) N com
tal que

(1) Lu = £f em 8, u = ¢ em .

Observagao. Poderia parecer que o problema mais proprio se
. : 0.5
ria dar f € CO(Q) e § € CO(P) e procurar u ¢ Cz(Q) n ¢ ()
que satisfizesse o problema acima. Entretanto, em geral, um
tal problema nao tem solugao. De fato, como mostraremos na
secgao 1.4, existem fungdes continuas f para as quais a e~

-~ - - 2 .
quacgao Au = f nao tem solugao de classe C°; isso sem nem Pe

dir que condigoes de fronteira sejam satisfeitag!

Teorema 1.2 (Unicidade de solucdo no problema de Dirichlet).

Seja L um operador uniformemente eliptico. Suponhamos que

os_coeficientes de L, sejam reais e que |ap[ < M para |p|>0,




e que uma_das condicoes seguintes se verifigue: (i) o coefi

ciente ao(x) do termo sem derivada em L seja ¢ G; (ii) ccoe

ficiente ao(x) e limitado, |ao| < M, e @ pode ser posto me

diante translacgao e{ou) rotacac entre os hiperplanos x1=d/2

e x, = d, onde d > 0 z suficientemente pequeno. (Na demons-

1
tracao abaixo ficara esclarecido o valox de d). Entao se

u e CZ(Q) n ¢°(Q) for solugao do problema de Dirichlet

Lu=0ex® e u=20enl
segue-se que u = 0 em §.

Observagoes:

1) Um tal teorema ndo @ Vélido para equagoes elipticas com
coeficientes complexos..Cf. a equagdo de Bitsadze menciona

da acima.

2) Translagoes e rotagoes, ou sejam mudangas das variaveis
independentes do tipo x + x + X, e x + Tx onde T & uma trans

~ . n ~ - .
formagcao linear ortogonal em R nao mudam o caracter elipti

co do operador.

Demonstracaoc do Teorema 1.2. 12 parte. 0 resultado & verda

deiro se, em vez de (i) ou (ii) acima, supusermos que

max %ﬁx) < Q. De fato, suponha, por absurde, que exista
x' & @, onde uf{x') = max u{x) > 0. Sem perda de pgeneralida
de, podemoé supor que x' = 0; isso pode ser conseguido me-
diante uma translacao. Como as derivadas primeiras de u se

anulam em x = 0, temos: -

(2) a (0)DPu(0) = -a (0)uf(0) > 0
|p]=2 P : e



Por outro lado, mediante uma transformagEO ortogonal x =Ty

obtemos
n a2
(3) ) aP(OJDpu(x) = 7 A, =5 vy
lp[=2 i=1 3y
]
onde v(y) = u(T—ly) e as constantes lj sdo positivas em vis

ta da elipticidade de L, pois

A, = Z a (O)T?

] lp‘|=2 P J
onde Tj = (tij) & o vetor da j-esima coluna de 7. Logo, co
mo x = 0 (consequentemente y = 0) & um ponto de maximo con

cluimos que a expressao em (3) calculada em x = 0 & < 0, o

que contradiz (2). De modo anilogo, a suposicaoc que exista

x' ¢ @, onde u(x') = min u(x) < 0, cornduz a uma contradigao.
a A
2~ Parte. Agora demonstraremos o teorema sem a hipotese

max afx) < 0, feita na 18 parte. Suponha, sem perda de gene

= d/2 e Xy
“axy,

ralidade, que Q esteja entre os hiperplanos Xq

= d > 0. Introduza 2 fungao v pela expressac u=v{l —-e
onde ¢ > 0 & uma constante a determinar. Designando por aij
0o coeficiente de DiDj e a, o coeficiente de Di em L, obte-
mos
—exy —ax
Lu = {1 - e JLv + 2ge

It~ 13
%]
o
]
+

—ax
2
+ e l(aal - o all)v.

Dal concluimos que v satisfaz a uma equagao eliptica, onde
o coeficiente do termo v &

~0£x1 2
(4) a + & (oa; —avay,)
o —OLX-l
1 - e




Como v = 0 em T', o resultado seguir-se-a caso mostremos que
a expressao em (4) & < 0 em @. No caso (i) basta observar
que

2 2

aa, - 0 a;, < Mo - co

1
onde M > ]al(x)l e ¢ & a constante de elipticidade; portan
to, tome ¢ > M/c¢c. No case (ii), a expressaoc em (4) pode ser
estimada por

-od 2
lla ), + &—Mrcco L, se Ma - ea’ < 0

e essa expressao pode ser feita negativa se d for suficien

temente pequeno. Q.E.D.

Observagio. Resultados sobre a unicidade de solugdio do pro
blema de Dirichlet podem ser demonstrados através de teore
mas de maximo. O principio do maximo para fungoes harmoni-
cas (i.e., solugoes de Au = 0 em 9) € bem conhecido: "se u-~
ma fungdo harménica u num dominio limitado assumir um maxi
mo local em @, entao u = const.”. Essa & a chamada forma
forte do principio do m3ximo; a forma fraca, mais conhecida
diz: "se u for harmonica em $ e continua em &, entao seu ma
ximo & assumido na fronteira I'". Esse resultado foi genera-
lizado por E. Hopf e G. Giraud para operadores elipticos com
coeficientes reais, e a seguir o enunciamos na forma apre-
sentada em Bers-John-Schechter. Cf. tambem o livro de Protter

e Weinberger.

Teorema 1.3 (Hopf-Giraud). Seja Lu = Lu - au, onde L 2 um

operador uniformemente eliptico com coeficientes reais e

|a| < ¥, para |p| >0, e ue c’@ a c®(D. Eatdo:




I. Se fu >0 e max u = u(xo) gom x € Q, entdo u =const.
IT. Se a <0, Lu>0emax u =u(x ) > 0 comx €&, en
tao u = const.

III. Se fu > 0, max u = u(xo) com x € I'e existe uma bola

aberta B ¢ @ tal que B nT = {xo}, entao ou u = const.

ou Jufdv > 0 em X, onde supomos que a derivada nor

mal exterior 3/3v exista em x .

IV. Se a_ €0, Lu>0e max u = u(xo) > 0 com x € T e e~

xiste uma bola como em III, entac ou u * const, ou

du/3v > 0 em X onde supomos que a derivada normal

exterior exista em Ey e

Teorema 1.4 (Teorema de existencia de Schauder). Seja L um

. . s ; o
operador eliptico com coeficientes reais a_ € C () em. um

domIfilo limitado © de classe C2'%, Sejam £ e c¥(M) e

6 > CZ+G(F). Entao, o problema de Dirichlet (1) tem solugao
2+0

ue C (%) se se supde unicidade de solucao para esse pro

blema.

ObservaESes:

1) 0 resultado acima diz que unicidade implica existencia!

2) Em particular, existéncia se segue quando a < 0, duquan
do o diametro de 2 & suficientemente pequenc {qualquer

que seja o sinal de ao). Cf. teorema 1.2.

A demonstracao do teorema 1.4 & feita pelo metodo de
continuagao introduzido por Schauder, e repousa nos dois re
sultados abaixo.

Teorema 1.5. Se 2 € um dominio limitado de classe 02+a’ e

se pec“(ﬁ), entao o problema de Dirichlet



(3) : Au = pemf, u-=20genT,

~ - . 0 =
tem solucao {unica) u € 02 lx(ﬂ).

Sobre a demonstracao. Na seccao 1.5 daremos uma demonstra-

gao desse resultado usando propriedades do potencial newto-
niano (teérema.1.9) e um teorema de Kellogg sobre o compor
tamento, nas vizinhancas da fronteira, das derivadas de uma
funcio harmonica. A demonstragdo & longa,mas o & em respei
to a profundidade do resultado! Uma outra demonstragiao, a-
poiada no teorema 1.6, pode ser vista no livro de Ladyzens-

kaja e Ural'ceva.

Teorema 1.6 (Estimativa a priori). Sejam & um dominio limi

2+

tado de classe C , L um operador eliptico com coeficien-

tes reais ap e c*@ e ¢ a constante de elipticidade. Entao

existe uma constante C, que depende apenas de c, tal que

240 =
(6),  lull oy € cflull +lull, +lul g s ® e e

).

Sobre a demonstracac. Ela repousa basicamente em uma desi-

gualdade do tipo (6)0 para o caso L = A e f = semi-espago, e
em propriedades do potencial newtoniano (teorema 1.9). A de
monstragao completa, e tambem longa, pode ser vista no 11

vro de Ladyzenskaja e Ural'ceva.

Observagao. Decorre facilmente de (6)° que se § for de clas

k+2+0 k+o
Y s

se k>0ea eC ", entao

61y Tulgpug § ©finalyug * ol + Dol pea)

¥ oue€ Ck+2+a(§).



_ll_

Corolariec 1.1. Seja L um operador eliptico com coeficien~

. o= - . . .
tes reals a_ € C (R), onde % 2 um dominic limitado de clas

240 i PR
s5e € . Seja ¢ a constante de elipticidade de L. Suponha

que o problema de Dirichlet (1)} tem solucao unica u602+a(§h
para todos f € Ca(ﬁ) e d e C2+Ot

{(T'). Entao existe uma cons-—

tante C, dependendo apenas de ¢ tal que

Py

(7) hulyeq < clhrul, + [l m,rJ, v oue PT@).

Demonstragao. Suponha que nao exista tal C; logo existe uma

2+q

sucessao (u ), u €EC R, ”un” 1 tal que

2+0
(8) "Lun”u + "unﬂ2+a,r + 0,

Pelo teorema 1.1 podemos admitir {(tomando subsucessces se ne

cessario) que existe u € Co(ﬁ) tal que u, vou em ¢°(0). A-
plicando a estimativa (6) &s fungoes u - oug concluimos
que

tim o (5, = ol =
0 que mostra que u E C2+a(§), uﬁ + u en 02+a(§) e ”u"2+a=1.
Por outro lado, segue-se de (8) que Lu = 0 em & e u = 0 en
T'y & portanto u = 0 em £, 0 que contradiz "u"2+a = 1: Q.E.D,

As estimativas (6)k e (7) sao chamadas estimativas

até a fronteira. Relacionamos abaixo uma estimativa que diz

respeito apenas ao comportamento de u no interior do domi-
nic, e portanto ela n3o exige nenhuma regularidade da fron

teira TI'.

Teorema 1.7 (Estimativa interior). Sejam £ um dominio de RY,
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1 um operador elliptico com coeficlentes reais a_ € Cu(ﬂ) e
P P P e

¢ a constante de elipticidade de L. Entao, para 2, & 9, com

ﬁo cQ < ﬁl cQe 51 compacto, existe uma constante C, que

depende apenas de ¢, 90, Ql e das normas Ca(ﬁl) dos coefici

entes ap, tal que

Z+a
(

1ol grq g, < Sl g+ oy g 0s ¥ w e @

Demonstracao do Teorema 1.4 (Metodo da continuagac). Basta

considerar o caso em que ¢ = 0; de fato, seja h: 0+ R uma
fungao de C2+a(§) tal que h(x) = ¢(x), para x'e¢ T'. (A exis
tencia de uma tal h pode ser demonstrada usando partigao da
unidade, localizando o problema em vizinhangas de pontes de
T, e reduzindo o problema ao casoc em que [ ¢ um subconjunto
do hiperplano x = 0. 0 leitor poderd preencher os detalhes).

Entao, para v = u ~ h, tem-se
v =femQ, v =0emnT

onde fF = £ - Lh ¢ CY(R).

Agora introduzimos a familia de operadores

L,= (1 ~-t)A+tL, 0<¢tg 1.
Observe ¢que todos eles tém a mesma constante de elipticida
de; de fato,

(9) LI,E) 2 o 8]%, ¥ee [0,1], ¥xe @,

onde cy = min(l,¢) e ¢ 2 a constante de elipticidade de L.
Seja C o conjunto dos t & [0,1] para os quais o problema de
Dirichlet
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(10) Lu=fenf, u=0enT,

2+0 = & =
Ot(9), para cada f € Ca(Q) dado. E - facil

o, PR -
ver que essa solugao e unica; use o principio do maximo pa

tem solugao u £ C

ra fungoes harmGnicas se t = 0, e a hipotese do teorema, no
caso de t # 0, escrevendo Lu = [(t - 1)/t]Au. Para cada teC,
designe por 8.1 (@ - Cz+u(§) o operador soclugao do pro
blema (10). Segue-se da estimativa (9) e do corolario 1.1

que

(11) s, £lly,q < CliElly, ¥ £ c*@, ¥ teC,

'3

onde C &€ independente de t. Mostraremos, a seguir, que C &
aberto e fechado em [0,1], e como C # P, pois 0 € C, seguir

se-a que C = [0,1]. Consequentemente (10) & soliivel em
02+a(§) para t = 1.

C e aberto. Tome t, € C. 0 problema

{(12) Lto+€u-= fem 2, u=20emTl

e equivalente a equagao

(13) w=5, £+es, [(&-Lu] em c?@,
! [+] (]

0 operador definido pelo 29 membro de (13)

we CFU@E) » Tu = s, £+es, [a-1)u] ¢ e @
fo]

[+]

para £ ¢ C%(8) fixado, & uma contragao se ¢ for suficiente-

mente pequeno. Isso decorre de (l1) e da estimativa

e = Lully < cluly,,
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t

s . - - o
consequéncia dos coeficientes de L pertencerem ac (., L

1o

go, o principio da contragao 1mp11ca que (13) tem solugao U
nica, e consequentemente (12) & soluvel em C (ﬁ), para tg

do fe c*@) e ¢ suficientemente pequeno.

¢

C & fechado. Tome t > t E C comt =t >0, e provemos

que t_ € €. 0 problema de Dirichlet

v

(14) L u=¢€en®, u=20enTl
& equivalente a

{15) u = Stnf + (tn - to)Stn[(L - é)u] em czm(ﬁ).

Segue-se de (l11) que o operador mno 20 membro de (15) & uma
contragao se Itn - tol for suficientemente pequeno. Logo (14)
€ soluvel em C2+a(§). G.E.D.

bservagao. Uma demonstragao totalmente anazloga, usando a

estimativa (6)k conduziria ao segu1nte

Teorema 1l.4k. Seja L um operador eliptico com coeficientes
k+2+a

reals a_ € Ck+a(ﬂ) em um dominio limitado £ de classe c

P
Sejam £ € Ck+a(9) e ¢ e Ck+2+a(F). Entao o problema de Diri
chlet (1) tem solugao u € ck+2+% 8y ce se supoe  unicidade

de solucao para esse problema.

, Ieorema 1.4'. Seja L um operador eliptico com coeficientes

reais a_ € Ca(ﬁ) em um dominio limitado @ de classe 02+aq

Sejam £ € Ca(ﬁ).E ¢ € CO(P) Eantao o problema de Dirichlet
(1) tem solugﬁo u E Cz+u(9) n ¢ () se se supoe que a (x)<0.

02+a

Demonstragao. Tome ¢, € (T) tais que ¢~ ¢ em c?(r);
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isso & possivel, usando, por exemplo, o teorema da aproxima

~ . ! ’ . 4O
¢ao de Weierstrass. Pelo teorema 1.4 ex1stem,un~E-C2 ()
tais que '

+

Lu_ = £ em £, u.=¢ am T,
n n

Segue-se do principio do maximo de Hopf-Giraud que .

¢

oy = ugly < 0o, -0l e

Fa

Yortanto, existe u E Co(ﬁ) tal gue u + u em Co(ﬁ) e u=1¢
em I'. Por outro lado, pela estimativa interior do feorema
1.7 . - . . : !

. ,
’

. .
. . ’

‘ .
i -"un N umﬁ2+a,ﬁo : C"un -,um"0,91 ¢ ,

onde Qg Ciﬁo c 9; e C.E umd constante indépendénte de 1 em.
2+u(52‘) e que Lu = f emn . Q.E.D.,

’

Dal se segue que u € ¢

. e

0 gue se pode dizer .da solubilidéde do problema (1Y quando

‘n3o se tem unicidade? Supondo -que £ & um domIinio 1limitado

de classe C2+9¢ e que‘aP £ Ca(ﬁfh e escrevendo fu = Lu - a u,
vemos qde o problema (1), i.e. " - ’

" ’

-

Lu ¥ aoﬁ-= fem e u=20penrl

’ .

.

e equivalente a
(16) -u - §(aou) = §f

- " -

4

.
.

2+a(§) é operador solugdo de fv = g em @,

onde §: ¢*(M) ~ ¢
v F_O'éi I',.o qual estda bem definido em vista do teoremal.4

PRI

-
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Olhamos (16) como uma equagao em u E Cu(ﬁ); observe gue se
u € Ca(ﬁ) for solugio de (16}, entac necessariamente u ¢
£ C2+u(§) e & solugiao do problema (1). Agora defina o opera
dor T: ¢%(M =+ ¢*(¥) pela expressao Tu = §(a0u). f imediato
gque T ¢ um operader linear compacto {use o fate gque
8: ¢ ~ ¢%(®) & compacto, em vista do teorema 1.1, e que
T & a composicao de § com o operador limear continue u~a u

(operador de multiplicagdo)). Logo (16) & da forma

(17) u -~ Tu =g

onde T: X - X & um operador linear compacto num espago de
Banach X. Para as equagoes (17) vale o seguinte resultado,

conhecido como a

- Alternativa de Fredholm. Uma, e apenas uma, das possibilida

des abaixo ocorre:

(1) A equagao (17) tem uma, e somente uma, solugao u € X,

para cada g € X,

(ii) A equaczo homogenea abaixo tem solugdo u # 0 em X:

(18) u - Tu =20,

Alem disso, se (ii) ocorrer, entao

dim N(I - T) = dim N(I - T') < e

opde T': X' - X' & o operador adjunto de T. E mais, (17) tem

solugao se (x',g) = 0 para todo x'' & N(I - T").,

Aplicando a alternativa & equagao (16) concluimos:
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{I) Se o problema (1) tiver solugac unica entdo uma solu-

gao existe. (Isso ja se sabe: & o conteude do teorema 1.4).

(II) Caso o problema (1) com f = 0 tenha solugoes u # 0, en
tao o nimero de tais solugdes linearmente independentes &

finito.

(I11) Uma'condigéo sobre f, que garanta a existencia de 50
lugao de (1) no caso de nao unicidade, e de enuncizado com
plicado pois envolveria o adjunto de T no espaco c® difl
cil de trabalhar. Essa talvez seja uma das maiores deficiég
cias do uso dos espagos de Schauder para tratamento de pro
blemas de fronteira. 0 gstudo desses problemas nos espagos
de Sobolev Wm’z conduz a um teoreﬁa de alternativa bem mais

simples e trabalhavel.

Problemas de auto-valor. Um numero complexo A & um auto-va

lor de L se existir u # 0, u € C2+a(§), tal que

(19) Lu - Au = G em &, u =0 em T.

Que se pode dizer da existéncia de auto-valores e das dimen
soes dos espagos das respectivas auto-fungoes? Bom, sem per

da de generalidade, podemos supor que ao(x) < 0. (Para isso

escreva Lu - Au = Lu - fu onde fu = Lu - Hao“ou e X=A—HaOHOL
Seja 8: Ca(ﬁ) -+ Cz+a(§) o operador solugdo de Lu = f em @,
u =20 em I'. Entao, (19) & equivalente a
(20) u - ASu = 0 em &% (WM.

Como 5: ¢¥(R) + ¢¥(R) & um operador compacto, concluimos que
os auto-valores de (19), que sao os inversos 'dos auto-valo
res de §, formam uma sucessao (A} cou Ilnl + ®, E alem dis
so, os correspondentes Rn—autOHespagos sdo de dimensdo fini

ta.



1.2. PROBLEMA DE DIRICHLET PARA Au = 0

0s resultados desta secgao far-se-ao necessarios na
demonstragac de teorema 1,5, 0 qual desempenhou um papel im
portante na prova do teorema 1.4, A formulagao mais simples
do problema de Dirichlet para a equagao de Lapl&ce e a se

guinte: dada ¢ € C ®(ry, emcontrar u € C (Q) n ¢(@ tal que
(1) Au = 0O em 2, u=¢ em .

Esse problema & bem conhecido e 2 resclvido na  literatura
por. varios metodos: equagoes integrais, calculo das varia-
¢oes, metodo de Perron (das fungoes subharmonicas}), etc. Uma
exposigio sobre o assunto pode ser 1ida em artigo do autor
"qg problema de Dirichlet™, Atas do 109 Coldquio Brasileiro
de Matematica (1975). A existdncia de solugido exige, neces
sariamente, restrigSes na geometria de T, coﬁo mostram ‘os
exemplos de Zaremba e Lebesgue. Cada um dos metodos acima
requer graus de regularidade da fronteira, sendo o metodo de
Perron, possivelmente, aquele que demonstra existencia “sob
hipoteses menos restritivas sobre T'; basta, que em cada pon
to x € I se possa construlr uma barreira. Em particular, is

so0 & o0 caso de R satisfizer a condicao do cone: existe um

cone finito C tal gque x € T, Z vertice .de um cone C' con-
gruente a C, e C'\{x} < Q. Se a funcdo ¢ e a fronteira T

tiverem mais regularidade entao u tambsm e mais regular em

@, como mostra o .resultado abaixo.

Teorema 1.8 (Kellogg). Sejam Q um dominio limitado de clas

se C2+a e ¢ € 02+G(P). Entio a solucdo u do_problema Kl)”gﬁ

ta em Cz+a(ﬁ). . : '1
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$obre a demonstragao. A demonstragidoc & elementar, mas basg

tante longa. Confira: 0. D. Kellogg, "On the derivatives of
harmonic functions on the boundary', Transactions of the

American Mathematical Scociety, vol. 33 (1931), pag. 486-510.

Exemplo., (A mera continujdade de ¢ nao implica na existen-

cia de derivadas de u na fronteira). A fungao

2 *2
+ K2] + 2(1 - xl)arctg "]-—:--x—l

2
u(xl,xz) = leog[(xl - 1)

- - . s 2 2
e harmonica no disco unitario aberto {(xl’XZ): x] + x5 < 1}
e continua no disco fechado. Entretanto lgrad uJ s& CcOompor

ta como |log[(x1 - 1)2 + xg]] quando (xl,xz) + (1,0).

1.3. A FUNGAO DE GREEN

A demonstragac do teorema 1.4 da secgdo 1.1 repousou

fortemente no fato de que o problema de Dirichlet
(1) Au =pem ], u=20enTl

tem solugao u € 02+a(§), para cada p ¢ Cu(ﬁ). Ccf. teorema

1.5. Nesta secgao comegamos o tratamento desse problemaz, o

ragoes a seguir visam tambeém a intrcdugdo da fungao de Green
do problema (1) e comnsequentemente a obtencac de uma repre

sentagao integral para a solugao de (1).

Como veremos proximamente, a solugao fundamental da

equaggo de Laplace Au = 0 desempenha um papel crucial no es
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tudo do problema (1). Uma distribuigao E(x) E P (R™) e solu

cdo fundamental da equagao de Laplace se

(2) AE = & (no sentido das distribuigdes)

onde § ¢ P'(R™) & a distribuicac de Dirac, i.e.,
<$,¢> - 6(0), ¥ 6 € DR™.

Assim (2) & equivalénte ;_dizer que

(3) ;E;A¢> = é(o), ¥oecl@).

s

Decorrera das identidades de Green, apresentadas abaixo, que

a fungao

]
[}

2y toglx!, para n
(4) E(x) =
-1 -1 2-
(2 - n) “o | x| ",

v
W

para n >

.onde Un designa a area da esfera unitaria de Rn, e uma solu
¢3o fundamental da equagao de Laplace. Observe que E(x) e
uma distribuigdo "muito boa'; de fato, ela @ uma funcao de

LiOc(Rn). Logo, (3) pode ser escrita como

(5) J E(x)Ad(x)dx = ¢(0), ¥ ¢ & D(®R™).
Rn

Vamos agora as identidades de Green, as quais decor

rem facilmente do teorema do divergente.

Teorema do divergente. Seja F: g +r" um campo vetorial cu-

.jas componentes estao em Cl(ﬁ). Suponha que 30 & uma hiper

superficie de classe ¢l Entio
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(6} J div F dx = J F.vdo,
0 9.

onde V = v(x) & a normal unitaria (exterior a ) no ponto

x ¢ 3R, e do designa o elemento de area em Of.

Observagac. 0 teorema acima vale em condigoes mais gerais:
(i) basta supor que as componentes de F estdao em CI(Q)RCO(W)
e que div F & integravel em Q; (ii) quanto a 3Q, muito pou
co se necessita de regularidade. Confira H. Whitney, "Geome
tric Integration Theory", Princeton Univ. Press (1957) ou a

exposigac elementar do autor em Amer. Math. Monthly, vol,

71 (1964), paginas 619-622.

Primeira Identidade de Green. Se u € Cl(ﬁ) e v e 02(5) tem-

S&,
(1) f vhAvdx = -J Vu.Vvdx + J u — dg
o f 1Y)

onde Vu & o gradiente dé u e 8/8v designa a derivada na di

regao da normal exterior v. (Prova: use (6) com F = uVv).

Segunda Ideutidade de Green. Se u e v estzo em Cz(ﬁ) entdo

(I1) J (upv - vAu)dx = Ja (u %% - v %%)dc.
Q Q

(Prova: use (I) e expressac anzloga com os papeis de u e v

invertidos).

Terceira Identidade de Green. Se u € CZ(Q), tem-se para xe€f,

que
- - i _9_ _ -
(III) wu(x) = 0 E(x yIAuividy + Jan u(y) 8vy E(x y)ddy

J
9
- E{x - y)=— u(y)do
Jag v BUY v’
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onde E € a solucao fundamental definida em (4). (Prova: use

(II) na regizo § \Be(x), onde Be(x) & uma "pequena" bola de
raio € centrada em x, para as fungoes u(y) e v(y) = E(x-*y),

e a geguir faga € + 0).

Observagﬁo: A identidade (III) exibe uma representagao inte
gral de uma fungao qualquer de c2(q) como a soma de trés po
tenciais: a primeira integral & conhecida come o potencial

newtoniano, a segunda como um potencial de camada dupla e a

terceira como um potencial de camada simples. O primeiro po

tencial corresponde a uma distribuic3o espacial de massas ou
cargas, o segundo corresponde a uma distribuigao superfi-
cial de dipolos e, finalmente, o terceiro corresponde a uma

distribuigao superficial de massas ou cargas.

Demonstracao de que E(x) & solucac fundamental de Au = 0.

Basta provar (5). Tome 2 contendo 0 e o suporte de §, e use
(ITI) com u = ¢ & x = 0,

A identidade (III) e a solucao de (1). A expressac (III) mndo

¢ uma boa formula de representagaoc do problema (1), pois e-
la requer o conhecimento de 3u/3v em 3R, o que nazo se tem
entre os dados. Essa dificuldade pode ser contornada com o
uso da fungdo de Green. Para sua introdugao, utilizamos o

teorema 1.8 da secgao 1.2 e concluimos:

{(H) Correspondendo a cada x € 2, existe uma fungao hx(y) £

2 = - -
£ C +OE(Q), que & solugao do problema de Dirichlet

(7) Ahx = 0, em §

(8) hx(y) = ~E(x - y), ¥ € 98.
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A fungao de Green. Para cada x € Q definimos a fungao de

Green G(x,y), para y ¢ ¥ ~{x}, pela expressao

G(x,y) = E(x = y) + h_(y).

Observe que G(x,-) & g2ta

(€ ~{x}), harmdnica em 9 ~{x} e
G(x,y) = 0 para y € 3Q. Usando (II) para as fungoes wu(z) =
= 6(x,2z) e v({z) = G(y,z) na regiao @~{8_(x) U B_(y)}, onde

X, y e e ¢ @ "pequeno™, e a seguir fazendo € -+ 0, obtem-

se a simetria da fungao de Green: G{(x,y) = G{y,x) para X,
vye R, x # y. Esse fato nos induz a extender a fungao de

Green para (x,y) ¢ & % © \ diag definindo G(x,y) = 0 para
x€ 32, ye @i, x # y. Resulta entao que, para y € §, G(*,y)
e C2+a(§‘\{y}), harmonica em @ N {y} e G(x,y) = 0 para xedQ.
Das comsideragoes anteriores resulta que hx(y? = hy(x), pa
ra x, vy £ Q; alem disso, pode-se definir hx(y), para x £ 30
e y € &, como sende igual a h_(x). Dal concluimos que hx(yL
para y £ § fixado, & uma fungEo Cz+¢ de x em {J. Observe que

as afirmagoes precedentes, consequéncia de (H), exigem que

. + . P .
0 seja de classe C2 %, Caso ndo se exija tal regularidade
sobre {, entao, naoc se pode concluir que h, consequente-
mente tenha esse fipo de regularidade ate a fronteira. 4]

leiter podera estudar a correlagdac entre a regularidade de

N e a regularidade de G.

0 uso da funcao de Green no problema (1). Usando a identida

de (II) na regiao Q"\Bs(x), onde BECx) ¢ uma "pequena" bola
de vaio & centrada em x £ £, para as funcoes u(y) e v(y)=
= G(x,¥), e a seguir fazendo € + 0, obtemos. -

(9 ulx) = JQ G(x,y)Au(y)dy + J uly) -gg— G(x,y)doy.

a0 v

Portanto, se u(x) E.Cz(ﬁ) for solugao do problema (1), entao
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(1) u{x) = [ G(x,y)o(y)dy.
Y]

A formula (10) & uma representagac integral da soluy
¢ao do problema (1), caso ela exista. Se conseguimos detel
minar explicitamente a fungac de Green de um dominie dado,
entdo fariamos a demonstragdo da existéncia de solugao  de
(1) procedendo assim: olharfiamos a fungao definida em (10)
como candidato a solucao de (1) e fariamos a verificacde di

reta desse fato. Este & o matodo da fungao de Greem para a

resolugao de (1); ele & de forga limitada pois & dificil de
terminar ekplicitaﬁente a fungao de Green; a menos que o do
minio tenha uma geometria simples, como sao os casos de uma
bola e de um semi-espaco. Em virtude disso, demonstraremos
a exist8ncia de solugao de (1) usando um outro método, cf.
secgao 1.5. Observe que, em vista de (9}, u(x) =v(x) +w(x),

onde

v(x) J E(x - yply)dy
Q

wix)- J' h (y)p(y)dy.
19

Na proxima sec¢ido estudaremos as propriedades do potencial

newtoniano v{x).

1.4. 0 POTENCIAL NEWTONIANO

0 objetivo desta secgao & o estudo das propriedades

do potencial newtoniano
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(1) v(x) = JQ E(x - ylp(y)dy

onde & um dominio limitado (nze e necessiario fazer nenhuma
hipotese sobre a regularidade de I para a obtencao dos re-
" sultados da presente secgao) e p: & + R & uma fungao com

propriedades especificadas no teorema abaixo.

Lema 1.l. Seja B =4B€(xo) uma :bola de raio € centrada em um
n -~ [
ponto x € R . Entao, se x € B BefZ(xo) temos
n-X

jB |x - yl)\-ndy S (1 + ZH—A)JB iXO - yl}‘undy = ..]_'._i_xz._._... O‘ne

onde 0 < A < n.

. - %
Demonstragao. Com B = BE/Z(X) C B, tem-se

- - ' 3-
J fx - yEA T4y = J * |x - y|A Tdy + J I'x - v} Bay.
B B *

BNB
Como, para y € B‘\B*, lx - y| > /2 > ]xo - y|/2, obtemos
. _ _ _ -
f Ix - 3|2 ey < J %, -y} ey # 2" d| 1z =y " ey,
B B' /B\B

de onde se segue a estimativa do enunciado. Q.E.D.

Teorema 1.9 (Propriedades do Potencial Newtoniano). 0 poten

cial newtoniano de densidade volumétrica p definido em (1)

& uma fungao de Cl(Rn) se p € c%(T). Além disso, se “p e
e C°(@ n c%(n'), onde QT € N & um aberto, entao ueCZ+a(Q'L

Um lembrete: u e C (R'), r >.0 real, significa u € ¢t (k) Pa

ra todo cempacto K € R'.

Observaggo. Nao & verdade que v € Cz(ﬂ), supondo apenas que
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p e ¢°(W), cf. Exemplo abaixo. E necessario exigir-se um
pouco mais da fungao p; a condigao mais adequada e simples

sobre p & que ela seja HBlder-continua.

Exemplo. A fungio p(x) = p(xl,xz) definida no disco B =

= {x: x% + x% < a} de raio a < 1 por

Ik{_z[logkx1]-1 XyXy, X £ 0
p(x) =

0 y X

]
[

é uma fun¢ao continua em B, cujo potencial newtoniano cor

respondente nao € c? emx = 0.

Preparacdo para a prova do Teorema 1.9. Nesso desejo (matu

T . 1 Y
ral e sem malicial) seria provar que:

(2) %ﬁ_(x)‘= J 5%' E(x - y)ply)dy
; 2 °%;
a
(3) _.?..Z_E_(x) = J —3—2——— E(x - ylo(y)dy
axjaxk 0 axjaxk

Vamos designar os niicleos de (2) e (3) por Ej e Ejk’ cujas

expressoes sac as sepguintes:

-1 -n
Ej(x) =0, xj[xl
e
. -1 -n-2 -1 -n
Ejk(x) = -no_ xjxk|x| n-e 4 ijcn | =]

onde 6jk = 0se j#Fke 6jk = 1 se j = k. Observe que o 1nu

cleo E{x) de (1) e os nucleos Ej(x) de (2) saoc fungoes de

1 g s - - ..
Liocs ©sse fato facilitari as demonstragoes da continuidade



- 27 -

de v, da validade de (2) e da comntinuidade de 3v/3xj. Entre

tanto, os nucleos Ejk de (3) sao singulares, isto &,

Jlx]<1 IEik(x)ldx -

lsso vai causar dificuldades. A primeira j& aparece no sig-
nificado que possa ter a integral em (3); vamos procurar en
tende-la como o valor principal de Cauchy. E o que prevare

mos & que

2

v _ . .
(4) 5}73;-(X) = PV J Ejk(x vip(yldy, se j # k,

itk 1

azv 1
(5) —(x) = = p(x) + PV I E..(x - y)o(yldy
11
Ix. &
J
onde
PV J E.k(x-y)p(y)dy = 1lim J i Ejk(x -¥)ply)dy.

o 3 €0 'O\B_(x) .
A justificativa da validade de (4) e (5) e a continuidade
de azv/ijaxk em Q serdo obtidas explorando o fate que os
nicleos Ejk sdo condicionalmente convergentes, isto &, da
forma

-n _ -1 -2 -1

wix) x| 7, w(x) = no xjxk|x| + ijcn
onde w & homogenea de grau 0 (i.e., w(tx) = w(x), t > 0), e
tem valor médio zeroc sobre a esfera Sn_l:
(6) J w(x)do = 0.

Ix =1

(A demonstracgac de (6) & consequencia imediata do teorema

do divergente). De (6) se segue que
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b R _ _
J k(x)dx = J J wlx)r nn Yirdo = 0
aslxlib i a Sn—l
e dal, fazendo a = 0 e b + @ temos

(N _ PV J Ejk(x)dx = 0

s n 401
onde a integral se estende sobre todo R™. Para facilitar a

demonstragao do Teorema L9 vamos usar nucleos regularizados

(8 EfG = (2 - w lelt(Ixl? ey m/2 oy g

gque constituem aproximagoes de E(x), com propriedades que a
seguir apresentamos. Ha outros modos de tomar nucleos regu
larizados; cf., por exemﬁlo, Hellwig, "Partial Differential
Equations”", Blaisdell (1964), mas oPtamos pela forma intro
duzida por Lichtenstein. Os niicleos EF (x) g C(R™) e suas

‘derivadas primeiras e segundas s3o0 dadas por

(9) ' Ei(x) = c;lxj(§x|2 + ¢2yT/2

(10) B, () = —ncglxjxk(};;[z+82)(-‘“‘2)/2+5jko;1([x|2+az)'“/2.
'E facil ver que

(11) |E® ()] < |E(x)], |E (x)| < |E (x)|, ¥ x#0,

(12)  ES(x) » E(x), E(x) > E,(x), é (x) > Ech x)

uniformemente sobre compactos K € RP~{0}. Alén disso, E?k
tem valor medio zero sobre a esfera Sn—l, se j # k:

£ o £ _
(13) J‘x|=1 Ejk(x)dc =0 > J Ejk(x)dx 0
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¢ que decorre, via teorema do divergente, do fato de E?k
ser uma fungao Impar de X5 Se j = k, a expressaoc (13) nao

e valida, pois o nieleo & par. Entretanto, podemos escreve-

lo come

e =12 2. 2, (-n-2)/2

(14) Ej.j(x) =g e (Ix]|“+e%
+01—11(|x|2 _ nX§)(IXI2 . g2y(-n-2)/2
=2 k% (x) + £S; (0

onde E?i tem valor médio zero sobre Sn_l:

2 o _ — [ -
(15) -J|x!=1 Ejj(x)da =0 > J ﬁjj(x)dx 0

K (x) = E-nK(g) onde K{x) = nc;l(xZ + 1)('n-2)f2_

Como [ K(x)dx = 1, segue-se que {K®}, ¢ > 0, & uma sucessao
de nilcleos de Dirac, o que implica a seguinte importante
propriedade

*

(16) (RE * ) (x) + ¢(x)

uniformemente sobre compactos onde ¢ seja continua; a con-
~ - . . L] n

volugas (16) estara bem definida se, por exemplo, ¢ & L (R ).

Com essas preliminares estamos prontos para provar o teore

ma 1,.9.

Demonstracac do Teorema 1.9. la. Parte. Dado p £ C°(J), es-

tendemos p para todo o Rn, definindo p(x) = 0 se x ¢ Q. Lo

go (1) pode ser escrita come v = E *# p, (l-i). Como EELioc

segue-se que a integral em (1) converge e, portanto, v esta
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bem definida. Agora defina ve = E * p, que sao fungSes
Cw(Rn). Observe gue

Jvgx) = vo (0] < J |E(y) - EF (v 1o (x-y) |dy

e dal se segue que vE(x) + v{(x)}, uniformemente em compactos

K c Rn, pois a integral acima pode ser desmembrada em dias

[ ey - Eolleeeniey ol 2 ] ste
lyfen lyl2n

" lE(y) - ES(y)}ip(x-y)|dy » ©
y|zn

onde a primeira pode ser feita pequena {uniformemente em E)

se n for escolhido convenientemente; e a segunda converge,

quando € + 0, uniformemente, para x £ X e n fixado. Logo

v e CO(RH). {1-ii) A integral em (2) esta bem definida, pois
1

Ej € Lloc’ e pode ser escrita como Ej * p, A prova que, de

fato, ela & igual a Bvlaxj, decorre do fato que

(17) ST-(x) = (B * p)(x) > (By * )00
uniformemente sobre compactos K cR®. Isso implicari também
que avlaxj € Cl(Rn). Para demonstrar (17) procedemos como

em (1-i) acima, usando (11) e (12).

2a. Parte. Dada p € c®(@ n Cu(ﬂ'), mostremos que Vv @ Cznas

vizinhangas de um ponto x € Q'. Sejam B = BR(xo) e B' =

BR,(KO), R < R', bolas concentricas contidas em Q' e seja
A e Cz tal que A{x) = 1 se x € B e A(x) = 0 se x £ B'. En
tao

v(x) = J E(x-y)A(y)p(y)dy + J E(x-y) [1-A(y)]p(y)dy,
B! Q\B
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onde vemos que a 2a. integral define uma fungao Cm(Q), cuja
derivada segunda pode ser obtida derivando sob o sinal de
integral. E como Ap S_Cu(Rn) com suporte compacto, MOSSo pro
blema se reduz a mostrar que E * p & Cz(Rn), e que (4) e (5)
sao validas para fungoes p € c® e de suporte compacto em .
A idéia & mostrar que (Ejk % p)(x) estd bem definida, como

valor prinecipal de Cauchy, e que

2 e
(18) 5§;§;;<x) = (ES, *p)(x) > (g, % p)(x), se § £ K,
(19) 25 - (Eé $ () > px) ¢ (B % 0)(x)
Bx2 is ~°f n P ii " ®
3

; . . - s
uniformemente sobre compactos. Isso implicara que 3 vfaijxk
seja uma fungao continua, e assim (4) e (5) estarac estabe

lecidas. (2-i) VUsando (7) temos
(Ejk‘* pl(x) = J Ejk(y)[p(x - y) - p(x)]dy

que existe como valor principal de Cauchy, pois, pelo lema
l1.1:

O

ly| ™% < e'n

23 D oGy — o) |ay < e J ¢

[Iylsn

[y|<n
(2-ii) Suponha, inicizlmente, j # k, e vamos provar {18).
Observe que

(20) (E?k * p)(x) - J Ejk(y)p(x - yldy

lvl>e

E?k(y) - Ejkfy)]p(x - y)dy

J[Y|>E

>4
+ E. X - dy = I, + I,.
JlY|S€ s (y)ol y)dy 1 2
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. €
- Pela homogeneidade de Ejk e Ejk

I, = J el (z) - B, (2)]p(x - e2)dz
Lo a1 3k ik

ou ainda, em vista de (7) e (13)

1 o

(21 I = ‘J E., (z) ~E,. {z (k- z) —p(x)]dz| £ cg
il ] B O o(x)]dz| <

uniformemente para x em compactos. Atengao: a integral em

11 e apenas sobre um compacto determinado pelo suporte de

p e por Xx. Por outro lado, usando (13) novamente

|y‘-n+d

25 ) [p(x-y) -p(x)]dY\ < e J .
3 byl<e

@n - .J|Y|<e

< c'e®.

As estimativas (21) e (22) aplicadas em (20) implicam (18).

(2-iii) 3 = k. Utilizando (14)

€. ) €
ES, * = — K % + BT, *
i3 0P TR e ji P

=]

e como (K€ # p)(x) + p(x) uniformemente em X, pfocederemos

como em (2-ii) usando Ejj’ em lugar de Ejk' E provamos que

1im (ES. * p)(x) = PV J E..(y)p(x - y)dy
e+0 ) 1]

onde a convergeéncia & uniforme para X em compactes. Assim,
obtemos (19).

= +
3a. Parte. Dada p ¢ @ n Ca(ﬂ'), mostremos que vsC2 % ¢k,
para qualquer compacto K € Q'. Em vista das expressoes (18)

e (19) e do que ja se provou na 2a. Parte, basta provar que
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ka(X) = (E]k * D)(X); j £ k, e Wjj(x) = (EJj * D)(x)

onde as convolugGes sao entendidas como valor principal de

. . . . ~ ~ o
Cauchy das respectivas integrails singulares, sao fungoes C .
Vamos considerar apenas o case j # k, o caso jJ = k & anilo-

go. Usande (7)
\bjk(X) = PV J Ejk(x - wilety) - 0(3)]dY

E+

= 1 ' 1]
onde PV [ Lim o f|y"x|ZE' Para x' e x" numa bola BR(O)
contendo o suporte de p, e § = |x' - x"], temos

Py (x") =, (x) =J By =9 [p () =p(xN)] -
- Ejk(x" -9 [ety) - p(x™]tdy = I, + I,

onde I1 ¢ a integral sobre a bola B = BZB(X') e 12 € a inte
gral sobre D = BR(O)\ B. Entao

|11' < ¢ J {lEjk(x'_Y)lly_x'la + lEjk(x"—y)lly—x"|a}dy
L J3 ;

e pelo lema 1.1, obtemos |I,| < c8*. Para estimar a segunda

integral, observamos que
T2 = JD Es(x' = v)[ex") - p(x")]dy +

G G T - pGM]ay

onde a primeira integral & 0, em vista de (7). Como |x'-y]>6

e Ix" - y[ > &, temos pelo teorema do valor médio que

]Ejk(x' -y) —Ejk(x" -y) < c26!x"'— y]-n-l < c36|x" -y]_n-.1
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onde x" & um ponto no segmento [x',x"]. Logo
SRR
2 4 D
Usando as estimativas de I1 e 12 cbtem-se
T - 1y : o
[0, () = By (e ] <Ted
o que conclui a demonstraggo do Teorema 1.9. Q.E.D.

Corolario 1.2. Se p € c°(®)y n ¢¥(Q), entdo o potencial new

toniano v definido em {1} esta em Cl(Rn) n 02+u(9), e Av=p
em Q. Em particulax, a conclusao do corolario & valida se
pe cO@.

Demonstragao. Resta apenas provar que Av = p, ou, em vista
de (4) e (5) que '

n
PV J Z E,.{(y)p(x - y)dy = 0
j=1 31

o que e trivial pois z?=1 Ejj(y) = 0. Q.E.D.

Corolario 1.3. Se p e C¥({) tiver suporte compacto K em @,

entEo

(23) ﬂvﬂ2+a,x s hp]u,K'

Demonstragio. Contida na 3a. Parte da demonstragao do Teore
ma 1.9.
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1.5. PROBLEMA DE DIRICHLET PARA Au = p

Procedemas agora a prova do teorema 1.5. Seja B uma
bola' aberta em R" tal que © <€ B. Como a fronteira I' & de

classe 02+a

e possivel estender p em B\Q, de modo que a fun
¢30 resultante pertenga a C(B); vamos chamar a fungae es-
tendida também de p. Pelo teocrema 1.9, o potencial newtonia

no V(x)

(1) V(x) = j E(x - y)p(y)dy
B

2+0 =

@ tal que V g C (), pois § & um compacto contido em B. E

alem disso
(2) AV = p em B (em particular, em Q).
Considere agora o problema de Dirichlet

(3) Aw = 0 em 2, w =V em T.

CZ+a

Como VIP € ('), concluimos do teorema de Kellogg, teore

ma 1.8, que w € 02+a(§)_ Agora defina a fungdo u: § + R por

(4) u =YV - w.

2+

Segue-se de (3) e (4) que u g C () € a solucdo do proble

ma de Dirichlet
(5) Au = pem @, u =20 em T.

E assim o teorema 1.5 esta provado.
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Observagac. O problema (5) tem solugao unica, em consequen-—
cia do principie do maximo para fungoes harmonicas. Logo, a
solugao de (5) pode ser expressa pela férmula (10) da seec-

gao 1.3:
(6) : u(x) = J c(x,y¥p{y)dy
0

onde G(x,y) = E(x - y) * hx(y), cf, (7) e (8) da secgao 1.3

Visando as aplicagoes aos problemas nac lineares va
mos estabelecer uma versao mais forte do teorema 1.5.
l . r
Teorema 1.10. Se & E um dominio limitado de ¢lasse Ca, e se
P E (M n‘Ca(Q), entio o problema de Dirichlet (5) tem so
Lugio (Gnica) u & CO(@) N ¢- (). |

Demonstragao. Em vista do teorema 1.9, o potencial newtonia

no

v(x) = J E(x - yiply)dy
2

esta em Cl(Rn) n Cz+u(ﬂ). Considere agora o problema de Di-
richlet
(7) Aw = 0 em 2, w = v enT,

. e — - 0 . -
o qual tem solugao W E (M nc ()., (we C (R), polis w e
harmonica, e consequentemente 2 até mesmo analitica real) .

2+q

Logo u = v - W € Co(ﬁ) nec (R). Alem disso, pelo corola -

rio 1.2 da seccao 1.4, u & solugao de (5). Q.E.D.

Observagao. 0 teorema 1.10 & vilido sob  condigoes mais ge

rais sobre I'. Basta que I satisfaga alguma hipotese (p.ex.,
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existéncia de barreira local) que garanta a existencia de

solugao de (7).

Uma outra demonstragao do teorema 1.10. (Com a hipotese adi

cional de que Q & de classe 02+u). Consiste em provar dire
tamente que a expressaoc (6) 2 a solugae de (5). Para isso
PTovemos os seguifites lemas sobre propriedades de u defini
da em (6), admitindo que f seja de classe C2+a.

Lema 1.2. Sepe Co(ﬁ), entao u ¢ ¢ n Cl(ﬂ) eu=20 en
r.

Lema 1.3. Se p e CO(@ n ¢%(2), entdo u e ¢O() n c2*(g) ,

du =pemQ eus=0 em T,

Nas demonstragdes dos lemas vamos utilizar a decom-
posigao

.

® @ = ve r w0 = [ EGenetmey ¢ [ n et
£ Q
introduzida na secgao 1.3.

Demonstragao do lema 1.2. (i) u estd bem definida, pois u(x)=0

se x e T, e, para x £ 0, use a estimativa (15) abaixo. (ii)
ue CO(Q), pois v e CO(R™) e a continuidade de w(x) se se-
gue da seguinte estimativa, consequéncia do principio do mi

ximo para fungoes harmonicas

max |h_ (y) - h_ (y)| < max [E{x, - y) - E(x, - ¥) .
ye@ 1 *2 yel 1 2

(iii) u ¢ €°(%). Basta mostrar que u(x) =+ 0 quando x+x eT.

Isso decorre da decomposigao
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u{x) = Ye(x,y)p{yldy.

Jonn ey ¥

N
QnBG(xo) Q Bé(xo)
A primeira integral pode sex majorada por c"pﬂoﬁz, cf. lema
1.1, e a segunda pode ser feita menor do que § se lx - xol
for suficientemente pequena. (iv} wu € Cl(ﬂ). Basta obser-

var que, {e e esse o ponto onde .se requer que ! sejadeclas

e C2+a), para x £ K compacto contido em @
(9) Foyllgg € cAEGNN g+ I8, G € conse.

de onde se segue que w(x) € Cl(Q). Q.E.D.

Demonstracac do lema 1.3. u € 02+u(9), pois v € 02+a(ﬂ),cf.
teorema 1.9, e em vista de (9) w € Cz+u(ﬂ). Como w & harmd
nica, segue-se Au = Av = p, consequencia do corclario 1.2.
Q.E.D. '

0 operador S. Em vista do lema 1.2, podemos definir o opera

dor linear

s: c°(@) » c°(@)
pela expressﬁo
(10) s0) () = | elx,yp ey,

Q .

0 lema 1.2 nos diz que
(11) s(c(@) < cr@); (Sp)(x) = 0, para x e T,
e o lemz 1.3 diz que

(12) $(c° @ n c®(@)) < ¢t ).
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lema 1.4 (Continuidade de 8). 0 operador S§: C°(R) + Co(ﬁ)gg

finide em (12) acima & continuo. Mais precisamente, para to
do p e c%(M):

(13) isell, < kfel,, «

1A

d2/[2(n - 2],

onde d & o didmetro de R. (Nao & necessirio supor que © se-
2+q
}

ja de c¢lasse C

Observagzo. Se u'Ee CZ(Q) N Co(ﬁ) for solucao do problema

(5), entao a estimativa (13) acima implica que

14 < .

(16) | sl < xlsul,

Compare (l4) com a estimativa de Schauder: por um lado e
mais fraca, pois ela apenas fornece a limitacao do maximo

de u, nada sobre derivadas de u; mas, por outro lade, & mais

forte no sentido que a limitagao & dada em termos do maximo

de Au e nao de sua norma o. Como veremos abaixo (13) sera

. La - - + ~ - .

provada usando o principio do maximo para fungoes harmeni-

cas, o que nos induz a pensar que uma estimativa do tipo
. -1 ~ 2, 0, =

(14) seja valida para solugoes uvu £ C°(Q) n c°(W)

Lu = £ em 2, u = ¢ em T,

como consequencia do teorema do maximo de Hopf-Giraud. Em

verdade, isso & o caso, cf. seccao 1 do capitulo 2.

Demonstracao de lema 1.4. Pelo principio do maximeo para fun

¢oes harmonicas, aplicada & fungio y — G(x,y) ma  regido
Q \Ba(x), concluimos que G(x,y) < 0 para y & @\ {x}. Logo
hx(y) < -E(x - y), para y € 2. Por cutro lado, decorre tam-—
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bém do primecipio do maximo para fungoes harmonicas que .

hx(y) > 0. Loge
(15) lao | < 20l JQ lecx - ylay
e dai se obtem a estimativa (13). Q.E.D.

Lema 1.5 (Estimativa para Vu em termos de ”pﬂo). Suponha que
2+0

o dominio § seja de classe C . Entdo, para p € CO(), a

funcao u definida em (6) & tal que

(16) vel, < cloll,-

Demonstracac. Use 2 decomposigao (8). Segue-se dos resulta

dos da secgao 1.4 que "Vﬁ"o < cﬂplo, onde v 8 o potencial
newtoniano de densidade p. Analogamente, como consequencia
de (9) obtemos ﬂVw”o < cﬂp"o. Q.E.D.

1.6. SOBRE 0S ESPAGOS C (), r > O REAL

T =
Os espagos de Schauder C (R}, r > 0 real, foram in
troduzidos na secgac ). Inicialmente estabelecemos a estima

tiva

Teorema 1.11. Seja f um dominio limitade com a propriedade

da poligonal. Entao, dados 0 < s < ¢ e 0 <eg <1, existe u-

ma constante k = ks " independente de u e de €, tal que
3
(1) Tul | < elul, * ke /7 uf_, ¥ e ct@.
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Observagao. Um dominio R tem a propriedade da poligonal se

existir uma constante ¥ > 0 tal que, para quaisquer x, x'ef

existe uma poligonal em Q.Exo = x, xl, vee, X% = x'] ligén—

do x a x' e satisfazendo a condigio

n F-1 +
Io170 =) cvlx -

Demonstragao. la. Parte. Suponha que o teorema seja wvalido

para os pares r; < r, e r, < rg, isto &, existem constantes

k12 e k23 tais que, para quaisquer 0 < i < 1 e 0 < 0 < 1,

tem—sq
~r_f{r,-T

(2) L Y I [ R
~r,/(r,-r,)

(3) Pl < olul, v app0 202 2l

Juntande (2) e (3) comn = e(rz-r1)/(ra-r1)’ U=E(r3—rz)/(n—rﬂ

e k =k

13 + k23, obtem~se

12

~r,/(r,-r.)
VOO U,

1A

Il ellef .+ ke
ry Ty i3

ou seja, o teorema & também valido para o par Ty < I,

Za. Parte. O teorema & valido para s =B, r = 0, 0 <B <a<1,

é
De fato para x, x' € { tem-se -

€4) Colu - w2 |x - xt % fu].
Dai, para |x - x'|°°-B < €, obtem-se
- b
(5) lu) = GO ¢ eq [u]
| - x'|
e para |x - x'{u-B > €
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6 luGo) = uCx | o =B/ By

|x - x|

As expressoes (4) e (5) dao o resultado.

3Ja. Parte. O teorema & valido para s = § < 1l e r = 1. De-

monstracao aniloga a da 2a. Parte: em vez de (4) use a ex-

pressao
n 1 . n f1 g .
[u(x) ~u(x")| < ] lu(x? ™) I LS -xd | 1Vu(E) i
. i=1 j=1

onde [xo = x, xl, ..., x% = x'] & uma poligonal unindo x a
x' e % ¢ (xlél,xJ). Dai

o - uGe | g ylx - % el
4ba. Parte. O teorema & valido para s =1l e r = 1 + q, O<n<l,
Suponha por contradicgao, que, fixado 0 < £ < 1, para cada
ne W exista u ¢ cl* @, Hunﬂ1 = 1, tal que
7 s elugly g ¢ one

nl l+o I Pollo”

Logo, existe M > 0 tal que

H“nﬂo: ﬂunHI, “Diunmf Ha[Diun] <M ¥ oum.

Segue-se da 3a. Parte gue Hunia < M'. Aplicendeo o teorema
de Arzela-Ascoli, podemos admitir, passando a uma substces

-~ - . i o, .
sa0 Se necessario, gque existem u, v & C () tais que u ru

e D.u - vl em c°(f). Logo v* = D,u. Por outro lado, segue-

se de (7) que u = 0, e dai vl = 0, ¢ que implica que

uun"l + 0., Contradigao.
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S5a. Parte. O tecorema & valido para s = 1 e r = 2. Demonstra

gao analoga 3 da 4a. Parte.

6a. Parte. O teorema & valido para s = me r = m + o, 0<a<l.
Demonstragao por indugao: o resultado & valido para m = 1

(4a. e 5a. Partes), suponha-o verdadeiro para m e demenstre
mo-lo para m + 1. Para Ipl = m, usando a 4a. e 5a. Partes:

IPu], < ifDP nHe Py .

u"1+oe * Ry 14

Daj, tomando um somatorio sobre |p| = m e usando a hipitese

de indugac:

-1/a

Hu"m+l S Cn"u”m+1+a ¥ (Ck1,1+a * Dm0 ”uﬂm

< enlul yageg * (R 1ot D0 ¥ bl g v Lo el )

SRR R I 1,1+q /T Uil%lige1 ¥ ®*m,me19 1Y,
Escolhendo en = /2 e (ck; 14g T 1)n_1/a0 = 1/2, obtemos a

?

desigualdade desejada.
7a. Parte. O teorema & valido para s =m + B e r = m + @,

0 < B <@ < 1. 0 resultado & valido para m = 0 (2a. e 3=a.

Partes). Dail para [p| = m

IoPal g < nIoPul, + K, o0 B @B pRy) .

Dal, tomando um somatorio sobre zp| = m e usando a ba. Par

te:

lall gg < cnllul g *+ Coky g + DB/ @By

iA

g+ B B g

'cn”u”m+a'+(CR m+f m,m+B *

O

x o™ B|y| )
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o resultado

Tomando cn = £/2, (cka 8 + 1)n—B/(a_B)U = 1/2,

se segue. Q.E.D.

Como aplicagac do resultade acima, demonstraremos o

teorema 1.1.

Demonstracao do teorema l.l. Basta mostrar que a bola unita
ria {u e c™(M): ”u"r 1}, r > 0, & um subconjunta compacto
8,5 ~
. . < < 1.
de C (). Tome "un“r 1. Entao "un!]0 <1le Hm[un] <1 Lo

go, podemos admitir, passande a uma subsucesszo se necessa-

1A

A

ric, que existe u & C°(¥) tal que u ou em c®(f). Usando a

estimativa (1) acima temos

T AL TR

"un - um"s < n“un T Ualy $,T
e dai
_ -s/(x-s) -
(7) o, = uglg s 2n ek 0o e, = w,l,-
Portanto dado € > O tome N = €/4 e a seguir escolha n tal

que para n, m 2 n_ se tenha que a segunda parcela do 29 mem
bro de (7) seja menor que £/2. Logo (un) & Cauchy em ¢ ()

e consequentemente u E Cs(ﬁ) e &8 o C5-limite de (un). Q.E.D.

1.7. CONSIDERACOES SOBRE OPERADORES ELTPTICOS DE ORDEM SUPERIOR.

Consideremos o operador diférencial parcial linear
de ordem £ '

a (x)Dp

L(X)D) = Z|pl<£ p
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cujos coeficientes sao fungoes complexas definidas em um do

minio 2 de R"; a parte principal de L & o operador formade

apenas pelas derivadas de ordem £:

L'(x,D) = % a_(x)pP.
| 5= P
P
Associado a L, comsideramos o polindmioc homogéneo em E =
= (El’ ey En) e R® de grau £:
L' (x,8) = a_(x)EP.
|pl=¢ P

Definicao 1. L & eliptico em § se L'(x,E) # 04 para todo xef}
e todo £ # 0.

Definigao 2. L & uniformemente eliptico em £ se existe  uma

constante ¢ > 0 tal que
S 3 A N R [
para todo x € R e todo £ ¢ R™.

Observagao. Se os coeficientes 2, Ip| = £, do operador e~
liptico L forem continuos em {I, ent3o L & uniformemente e-

1iptico. (Use Heine-Borel).

Exemplos:

1) 0 laplacianec: A = Z?=1 D?

2) 0 operador de Cauchy Riemann: 5/8z = %(B/Bx + i 3/3y).

. 2 . 2
3) 0 operador dé Bitsadze: D1 + 21_D1D.2 - D2’

4 4

& L2 2.2
4) 0 operador de M, Schechter: Dl +Dy - D3 + 1(D1 +D2)D3.
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Observagao. A definigao 1 acima 2 demasiadamente geral, co
mo se viu na secgao 1.1, pois o problema de Dirichlet para
a equagao de Bitsadze nao & bem poste. Esse inconveniente &

tipico da dimensdo n = 2 (plano), como veremos proximamente.

Teorema 1.11. Seja L um operador eliptice. Se seus coefici-

entes forem reais ou se n > 3, entac £ & par.

Demonstragac. Fixe X, E Qence®R™ |nl =1, e considere o

polinomio em t
L (x Eren) = £ Gegan) + €TI0y G pBan) ¢ e e Qg g B)

onde |£] = 1 & ortogonal amn, e os Q’s sao polinomios em §

e n.

—~ - .t
Se os coeficientes de L forem reais os Q0's sao numeros reals

para cada £ fixado; logo se £ fosse Impar, o polincmio

L‘(xo,5+tn) se anularia para algum t, o que coptrariaria a
elipticidade de L. Se os cceficientes de L nao forem mneces
sariamente reais, exploramos o fato que a dimensao do espa
go & > 3. Como as raizes de P(t) variam continuamente como
funcao de £ em Sl\{—n,n}, e este conmjunto & conexo, conclui
mos que L'(xo,£+tn) e L'(x0,~£+tn) tem o mesmo numero {(diga
mos m') de raizes com parte imagindria positiva e o mesmo
nimero (m ) de raizes com parte imaginaria negativa. Obser
ve que, eﬁ vigta da elipticidade de L, nao ha raizes reais,

* - }
e portanto m + m = £. Por outro lado observe que
' - L
L (Kos"€+-tn) = ("'1) L (XO,E—tTi),

+ - -
o que mostra m = m . Logo £ & par. Q.E.D.
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Definicao 3. L & propriamente eliptico em © se £ for par

(£ = 2m) e se o polindmio em ¢t, L'(xo,E+tn), para cada x_eQ
e cada par de vetores £, n linearmente independentes, tiver
m raizes com parte Imaginaria positiva e m raizes com parte

imaginaria negativa.

Observagoes:

1) 0 teorema 1.11 nos diz gque todos operadores elipticos am
n . . s
fft ©€R”, comn > 3, e todos operadores elipticos com coefici

- - . - - >
entes reais sao propriamente eliptiecos.

2) Ja vimos que o operador de Bitsadze & eliptico, mas nao

propriamente eliptico-

Definigao 4. L & fortemente eliptico se existir uma funcio
y{x) em @ tal gue Re y(x)L'(x,E) > 0, para x ¢ Q e £ £ 0, E

L e fortemente uniformemente eliptico se existirem uma fun

¢ao yY(x) em Q e uma constante ¢ > 0 tal que
) £
Re y(x)L'(x,E) > <c|E]™.

Observagaes:

1) Todo operador de coeficientes reais & fortemente elipti

co.

2) Todo operador fortemente eliptico & propriamente elipti

Co.

3) Existem operadores propriamente ellipticos que nao sEofoE

temente elipticos. Exemplo: o operador de Schechter, acima.

4) 0 interesse nos operadores fortemente elipticos provem do
fato que foi para eles que primeiro se estabeleceu uma teo

. o
ria geral do problema de Diriechlet, a chamada teoria de Gar
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ding. Posteriormente, provou-se que o problema de Dirichlet
é bem posto na classe mais geral dos operadores propriamen
te elipticos. Essa classe ¢ tambem adequada para o tratamen

to de outros problemas de fronteira.

Condicoes de fronteira., Consideremos m operadores de fron -

teira
B.(x,D) = J b, (x)pP, j =1, ..., m
] |P|<m' 3P
-]
onde os coeficientes bj P € C2m#mj+a(§) e mj < 2m. Designa
»

mes por Bi(x,D) a parte principal de Bj. Esses operadores

satisfazem & condicao de Lopatinski-Shapira com relagao ao

operador propriamente eliptice L de ordem 2Zm se, para cada
x € T e cada vetor £ tangente a I em X s 08 polinomiocs em
t, Bg(xo,§+tv), sao linearmente independentes modulo o poli

nomiao

m
I (- 1, (8)

k=1

onde os T;(E), k=1, ..., m, sao as raizes de L'(xo,E+tV)
com parte imaginaria positiva. Aqui v designa a normal exte
rior a T no ponto x .

Observagzo. As condigoes de Pirichlet Bj_llavjnl, j=1,...,m
satisfazem a condigdo acima com relagao a qualquer operador

propriamente eliptico de ordem 2m.

Estimativas de Agmon-Douglis-Nirenberg. Suponha que fI seja
L+o

um dominio limitado de classe C , £ > 2m, L um operador

£—2m+a(§)’ Bj

operadores de fronteira de ordem mj < 2m com coeficientes

propriamente eliptico com coeficientes aP e C



b, e ¢F ™y
i.p

pira. Entao, existe uma constante c > 0, que depende de L,

+ - ot a -~ 3 »
& e satisfazendo a condigao de Lopatinski-Sha

Bj’ £ e 0 tal que

I P L

E+a(—

para todo u e C ). Caso, o problema

(2) Lu = f em 0, Bju =¢, enl, =1, ..., m

tenha solugao Unica, entdo a estimativa (1) & valida omitin
do-se o termo ”u”o' .
Observagﬁo. A estimativa acima foi demonstrada nos artigos
de Agmon, Douglis e Nirenberg em situacoes mais gerais. Por
exemplo, mj nao precisa ser < 2m, L pode ser um operador di

ferencial matricial e u um vetor.

£-2m+o E-mj+a(r)’

Problema de contorne. Dados £ ¢ ¢ () e @.EC
Leo ]

encontrar u £ C (2} que satisfaga (2), admitinde para R,

L e Bj as hipoteses enunciadas acima para a validade da es

timativa., O problema (2} & solivel se para todos f €

e C£—2m+a £+o

(&) e ¢j € Cz_mj+u(F) existir uma solugao ueC *

(&)

de (2). 0 problema tem unicidade se a Gnica solugzo em
ctte

(R) do problema homogeéneo associade a (2) (i.e., aquele
com £f = 0 e ¢j =0) & u = 0.

Os seguintes resultados estdao contidos no artigo de
Agmon-Douglis-Nirenberg. Para simplificar vamos considerar

0 caso ¢j =0, j=1, ..., m:

(3) Lu = £ em Q, Bj



(1) 0 problema homogeneo

Lu = 0 em £, B.,u =0 em T

]
tem no mAximo um nimero finito de solugdes linearmente inde

pendentes.

- £ .
(I1) Dadas solugees u € C *O () dos problemas
Lun = fn em Q, u, = 0 em f
. £e2mtt = ~
tais que fn + f na norma de C (R), entao (un) contem

- . 7=
uma subsucessao, digamos (un), que converge na norma C ()

para uma solugaoc u € C£+a de (3).

(III) Seja M um operador diferencial de ordem < 2m, tal que

L + M satisfaz as mesmas condigoes requeridas sobre L (regu

laridade dos coeficientes e as condigoes de Lopatinski~Sha

pira). Suponha que o problema {3) tem solucgao unica u £

£ C£+a(§), para cada f € C£_2m+a(ﬁ).

Entao, o problema

(4) (L + AM)u = £ em O, Bju =0 em T,

£—2m+a(§), e

para todos os A fora de um conjunto discreto o(L). Além dis

tem uma e somente uma solucao para todos f & C

so, se para algum A o problema (4) tem unicidade entao ele

& solivel para aquele X,

Os dois resultados seguintes se referem ao casc es
pecial do problema de Dirichlet
aju .
(5) Lu = £ em £, — =0, j§=0,1, ..., m=1.
av



(IV) Suponha que L seja propriamente eliptico e 2, e ¢ ().
2m+g,

Se o problema (5) tem unicidade em C (), ent3o ele & so

livel para todo £ & CH(Q).

Tendo em vista (III) e (IV) acima & importante sa
ber se para algum A se tem unicidade do problema de Dirich-
let para L + XA. Se o operador L for fortemente éliptico, en
tao decorre da desigualdade de Gérding que isso & verdade
para A suficientemente grande. No caso geral vale o seguin

te resultado.

(V) Suponha o operador L satisfaz & condigao

(6) (-1)™ Re L'(x,E) >0 ¥ E g R"
onde L' ¢ a parte principal de L. Suponha também gue aP
£ Lm(ﬂ), ¥ p, e ap e Co(ﬁ), para ]p[ = 2m. Entao, para A
suficientemente grande se tem

"ullzm,Lz < CZI(L * A)UHO;LZ

ara todo u H n H®

para todo € Fom m’
De {(ILII}, (IV) e (V) se segue:
{(VI) Suponha que L satisfaga 3 desigualdade (6) acima e

ap [ Ca(ﬁ). Entaog, para todo A fora de um conjunto digereto

o problema de Dirichlet tem solugao unica. Além disso, uni-

cidade implica existéncia.
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CAPITULO 2

EQUAGOES ELIPTICAS NAO LINEARES EM ESPACOS DE SCHAUDER

SUMARIO. Neste capitule aplicamos a teoria linear desenvol
vida no capitulo anterior para a resolugao de problemés de
Pirichlet para equagoes elipticas nZo lineares de 2a. ordem.
A técnica niao linear dominante no capitulo & o principio de
Leray-Schauder para operadores coﬁpactos. Apenas na secgao
2.3 damos um exemplo de um problema tratado por metodo con
trativo, de onde o leitor depreendera que o resultado obti-
do & pobre. Tambem na secgae 2.9 descrevemos um método bas
tante poderoso e de muita atualidade no tratamento de pro-
blemas de contorno para equagoes elipticas de 2a. ordem; tra
ta-se do metodo da iteragao monotdnica, -ja utilizado = mo
Courant-Hilbert |}l e em Krasnoselfskii [101, e recentemen-

te explorado por multos autores.

Estimativas a priori das solugoes desempenham um pa-
pel crucial ao longo do capitulo. Nesse sentido, & particu-
larmente imﬁortante o fato de estarmes tratando equagSes e-
lipticas de 2a. ordem, para as quais se tem Leoremas de mé

ximo bastante fortes, v.g. o teorema de Hopf-Giraud.

A teoria das equagoes quase-lineares & bastante ex-
tensa e dificil. Hoje se tem uma longa literatura sobre ela
e probleﬁas ligados ao assunto continuam a ser pesquisados.
0 autor nao pretendeu descrever os problemas de maior atua-
lidade, mas antes mostrar em exemplos mails simples a forga
dos métodos nio lineares; mesmo nesses exemplos mais sim-
ples ha um grau de dificuldade técnica que nao passara desa
percebido ao leitor! 0 livro de Ladyzenskaja e Ural'ceva,
ef, biblieografia do capffulo 1, ajudara o leitor a compreen

der a teoria como ela estava na decada de 60.
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2.1. ALGUNS METODOS DA ANALISE FUNCIONAL NAO LINEAR

0 gque se convenciona chamar AnAlise Funcional: Nao
Linear & um conjunto de métodos, alguns deles ja conmhecidos
dos matemiaticos do século passado e entao aplicados a pro-—
blemas especlficos. Com o surgimento dos conceitos de espa
¢os de fungoes e a formalizagao da Analise Funcional mneste
século, estes métodos foram postos em forma abstrata unifi
cada, mostrando claramente os pontos essencialis dos resulta
dos do passado e possibilitande o tratamento de novos pro -
blemas. Com o intuito de introduzir algu~s desses metodos,
vamos discutir a seguir um dos exemplos mais simples de a-
plicagao, o problema de Cauchy para equagoes diferenciais or

dinarias de la. ordem
(1) x = £{t,x), x(to) = x .

Apresentamos apenas demonstragﬁes sucintas, tendo em vista
que esses fates ja sao incorporados, hoje em dia, em varios

textos.

Sejam X um espago de Banach e f: I X U + X uma £fun
¢io continua, onde I & um intervalo aberto da reta, e U um
aberto de X. Dades t € I e x € U, se existir um intervalo

J contendeo t, e uma fungao ¢: J + U de classe C1 tal que

(2) $(r) = £(c,0()), ted, #(t) =x

0’

dizemos que o problema de Cauchy & localmente soliavel e que

$(t) & uma solugao. Como decorrencia do teorema fundamental
do cialculo, ve-se que o problema (1) & equivalente a seguin

te equagao integral
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t
(3) x(t) = X + J f(s,x(s))ds

t
o

que & uma eduagao integral n3o linear de Volterra. Equiva-
lente significa que se x(t} for solugaoc de (1) entao x(t)
e tambem solugao de (3); e reciprocamente, se x(t) for uma
fungao contfnua (note: apenas continua) que & sclugao de
(3), entao x(t) & necessariamente de classe C1 e & tambem

solugao do problema de Cauchy (1).

Resultados sobre a solubilidade de (1) ou (3) eram
conhecidos no se@culo passado, antes do surgimento das no-
goes de espagos de fungoes e dos teoremas de ponto fixo da
Andlise Funcional nao linear. Com a linguagenm posta por es
ses novos conceitos ‘e teorias & possivel escrever as demong
tragoes desses resultados de modo mais simples, mas essen-—
cialmente equivalente. Entretanto, a abstragao desses novos
conceitos permite tratar outros problemas mais complicados
de modo conciso e elegante, como veremos nas secgoes futu-

ras.

Um dos resultados mais antigos sobre a solubilidade
de (1) & o teorema de Picard, cuja demonstragido original u
sa o método das aproximagoes sucessivas, e que sera aqui de
monstrado usando o PrinciIpio da Contragao (cuja demonstra
gdo utiliza o método das aproximagoes sucessivas}). Suponha
mos que, para numeros reais ¢ > G e b > 0, tenha-se [to-c,
ttc] € I e Bx,b) = {x e X: |x - x°|| < b}« U; vamos de-
signar por R o "retangulo" [to—c,to+éJ x B(x_,b). & fungao
f satisfaz a uma condigao de Lipschitz no rgtangulo Rc’ com
relagao a variavel x, se existir uma constante K > 0 ral

que

(4) Hf(t,xl) - f(c,x2)|[ < Kllx, - =,
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para quaisquer (t,xl) e (t,xz) em R _. Dacorre da continuida
de de £ e de (4) que £ & limitada em R_: || £(t,x) <M<
Sejam a = min{a,b/M} e J = [to-a,to+a]. Tem-se © seguinte

resultado.

Proposicdao 2,1 (Picard). Suponha que £: I x U » X seja canw

tinua e que satisfaga a condigao de Lipsehitz (4) em R _. En

tac, existe uma, € Somente uma, funcao ¢: J + X que e solu-

¢cao da equagao integral (3).

Demonstragao. Seja c®(J;X) o espago de Banach das fungoes

continuas x: J + ¥, wmunido da morma da convergencia unifor

me ; A
fix} = max [xCe)l
i ced
e seja ' L
K = {x & c%(J;X): x(t ) = %, lix¢e) - ’Eo” < b, ¥teJ}.
E facil ver que (K, {|-]|) & um éspago metrico completo e
que
t
(Tx)(t) = X + I f(s,x(s))ds
. t
)

z uma aplicagao de K em K. Por um argumento conhecido, usan
do integrais iteradas, demonstra-se que existe n > 0 tal

que

7% - %0 < xlix - vl

onde 0 < k < 1. Assim podemos aplicar o teorema do ponto fi

xo de Banach-Cacciopoli (enunciado abaixo) e concluir que



- 57 -

-

a aplicdgao T tem um e somente um, ponto fixo, o que & equi
valente a dizer que a equagao integral (3) tem uma iUnica g0
lugaoc. Q.E.D.

Teorema do Ponto Fixo de Banach-Cacciopoli. Sejam (M,d) um

espaco métrico completo e T: ¥ + M uma aplicagao tal que, pa

ra n inteiro » 0 e 0 < k < 1, se tenha
d(T"x,T%) < kd(x,y), x, y & M,

Entao, T tem um {unico) ponto fixo X . Alem disso, X, e a-

1

. - — - ]—. @
trator, isto €, para qualquer x £ M, a sucessao (TJx)j=

converge para X .

A demohstragao do teorema de Banach-Cacciopoli pode
ser feita facilmente, utilizando o Principio da Contragdo ,

que e o caso do tecorema quande n = 1,

Talvez igualmente antigo seja o seguinté resultado
sobre a solubilidade de (1}, -conhecido por teorema de Cau-
chy e cuja demonstragao utiliza o método das sucessoes majo
rantes. Esse teorema foi extendido por Kowalevska para equa
goes diferenciais pareiais e & um resultado iwmportante na

teoria geral dessas equagoes.

Proposicao 2.2 (Cauchy). Seja E o corpo dos reais ou dos

complexos, e seja U uma vizinhanga aberta do ponto (to,xo)s

€ E x E, Suponha que £: U —+ E" seja analitica. Entdo, exis

te uma vizinhanga aberta de t, e uma {iinica) funcao analiti

ca ¢z V > £" tal que ¢(t°) =x eV x.¢(V) < U tal que

$'(e) = £(t,0(t)), t e V.
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A demonstragaoc pode ser vista no livro de H. Cartan
"Elementary Theory of Analytic Functions of one or Several

Complex Variables",

0 terceiro resultado sobre a solubilidade de (1) re
laxa a hipotese de f ser lipschitziana com relagaoc a x, mas
requer que o espago de Banach X seja de dimensao finita, is
to &, essencialmente R", A demonstragac classica do teorema
faz uso das poligonais de Euler e do teorema de ArzelE-Aség
li. A demonstragao abaixo utiliza o teorema do ponto fixo

de Schauder, mas nio prescinde de Arzela-Ascoli.

Proposicac 2.3 (Peano). Sejam X um espago de Banach de di-

mensdao finita e £: I X U » X uma fungao continua., Seja J co

mo na Prop. 2.1. Entao, existe uma funcao continua {nac ne

cessariamente anica) ¢: J + X que & solugdo da eguagao imte

gral (3).

Demonstragio. Sejam K ¢ T: K » K como na demonstragao da
proposiggo 2.1. Agora observe que K & um subconjunto conve
x0, fechado e limitado do espago de Banach C(J;X). Alem dis
so, do fato de f ser uniformemente continua em J X B(xo,b),
segue-se que T e continua. Para demoastrar a compacid;de de
T, usamos Arzela-Ascoli, como se segue. (E esse o ponto on

de & essencial o fato de dim X < ®»), Para qualquer x em K:

JTx(e) - Tx e €

t
J l£Ca,x(s))|ds| < M|e - £’
tl

o que mostra que o conjunto T(K) & equicontinuo e, portante
relativamente compacto em C{J;X). Portante, T: K + K € uma
aplicagao compacta em subconjunto K fechado, convexo e limi
tado de um espago de Bénach, e consequentemente o resultado
se segue pela aplicagao do teoremd do ponto fixo dé Schau-

der. Q.E.D.
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Observagao. Como acabamos de ver, a condigaoc de Lipschitz
nao & necessaria para a existéncia de solugio de (1). Ela
tambem nao & necessdria para unicidade; existem condigoes
mais fracas ligadas com os nomes de Osgood, Nagumo, Kamke,
Perron e outros; consulte, por exemplo, o livro de J. Hale,
"Ordinary Differential Equations". Quanto a existencia d&
solugao de (1) h3 muita coisa interessante a dizer. Em pri
meiro lugar, a mera continuidade de f & suficiente para a
existencia, caso o espago X tenha dimens3o finita, de acor
do com a proposigao 2.3. No caso de dimems3ao infinita, ha
exemplos de fungoes continuas f para as quais a equagao in
tegral (3) nao tem solugao; o primeiro exemplo foi dado por
Dieudonne, para o espago X = C e Posteriormente, Yorke deu
um exemplo em espac¢o de Hilbert e Cellina em espagos de Ba-
nach nao reflexivos. Recentemente, Godunov produziu exem—
plos em espagos de Bamach arbitririos, mostrando assim que
o problema de Cauchy & soluvel para toda f continua se e so

se X for de dimensae finita.

Em resumo, Vimos nas proposicoes acima o uso de tras tecni
cas ndo lineares diferentes. As técnicas contrativas e as
de analiticidade e suas variantes dominaram o panorama das
aplicagoes as equagoes diferenciais e integrais até o ini
cio.da década de 1930 quando Schauder isolou uma classe im
portante de operadores nao lineares, conhecidos come cpera
dores compactos {alguns autores usam a terminologia comple-
tamente continua) para os quals se tem teoremas de ponto £i
X0 e uma extensao da teoria do grau topoldgico de Brouwer,

A proxima secgao sera dedicada a esses operadores,
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2.2. OPERADORES COMPACTOS

Sejam X e Y espagos de Banach ¢ D< X. Um operador
(nic necessariamente linear) T: D = Y & compacto se for con
~tTnuo e se T{(B) for relativamente compacto para todo conjun.

to limitado B< D. Um operador T: D + ¥ é¢ completamente con

tinuo se, para toda sucessao X % g, tem-se Txn + Tx, {Heota
gao: -~ designa convergencia fraca e designa convergencia
na norma). Os dois conceitos nao sao equivalentes nem compa
riveis; & facil dar exemplos de operadores compactos que

nao saoc completamente continuos e vice versa.

Proposigao 2.4 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Sejam C

um subconjunto convexo, 1imitado, fechado de um espago de

Banach X e T: C C um operadeor compacto. Entao T tem um

ponto fixo em C.

Demonstragﬁo. Para cada € > 0 dado, pode-se determinar un

numero finito de bolas abertas B (x.) de raio e > 0 e cen-
| £ 1
de T(C), tais que

tradas em pontos X;, ..:> Ey
(1) T(C)Cu B, (x) .
i=1
Seja FN o subespago vetorial de X gerado poOT X;, ...y Xy e
seja $ps et ¢y uma partiggo continua da unidade associada

3 cobertura (1} de T(C): ¢j: X - [O,l], supp ¢jc: Be(xj)'
3 ¢j(x) =1 se x ¢ T(CY. A expressao

N
2 . = .
(2) T % jél ¢j(Tx)xJ

define uma fungao continua de C /N F nele proprio.Como CNEF

2 um subeconjunto .convexo, limitado e fechado de um espageo de
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dimensao finita, segue-se, pelo teorema do ponto fixo de
B 1 =

rouwer que existe *N £ C (‘\FN tal que TNxN Xy Agora, ob
temos a partir de (2):

ey = Tyl =UT &5 (e [Ty - 10 < e,

Fazendo € = 1/n, obtemos uma sucessio (xn) em C tal que

| -
T X, = x e |Tx - Tnxn" < 1/n. Indo para uma subsucessao,
podemes admitir que Txrl + y e dal coneluir que Iy = y. Q.E,

D.

Corolario 2.1 (Teorema de ponto fixe com a condigao de Le-

ray-Schauder). Sejam B uma bola fechada de raio r centra-

da na origem de um espago de Banach X, e T: B+ X um opera

dor compacto tal que

(3 Tx # Ax, ¥ |[x|])]=1r, ¥

A> 1,
Entao, T tem um ponto fixo.
Demonstragso. 0 operador
Tx , se Tx|| < ¢
Tx =
L > r

TT=] Tx, se ||Tx]|

€ compacto e T(B) ¢ B. Pelo teorema de Schauder existe x & B
tal que Tx = x. Afirmamos que Tx = x. De fato, se ”Tx” <

e claro, Se'“Tx" > r entao

T Tx = x—> Tx=Ax com A > 1 e %] = r,
]Tx”

o que contradiz (3). Q.E.D.
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Observagao. A condigao (3) do corolario 2.1 se verifica se

supusermos gque
(4) Tx]] < r paxa Hxﬂ =z
isto &, T(3B) < B.

Proposicaoc 2.5 {(Primcipio de Leray-Schauder). Seja X um es-

pago de Banach e T: X x [0,1] -+ X uma aplicagﬁo satisfazen

do as sepguintes condigoes:

(1) as aplicagoes

T+ X > X, %> Tt(x) = T(x,t)

s3o uniformemente contIinuas para t £ [0,1].

(ii) T leva conjuntos limitados de X X [0,1] em conjuntos

relativamente compactos.

(iii) existe R > O tal que T(x,t) # x para iz = R e tef0,1]
(iv) T{(x,0) = 0.

Ent3o, existe x & X, com ||xj < R tal que T(x,1) = x.

Demonstragao., Em primeireo lugar mostramos que existe d > O

tal que
(5) fT(x,t) - x|l > d, para |x]|=Re t € [0,1].

Suponha, por,contradiggo, que isso nao ocorra; logo existe

Hxnﬂ =Ret ¢ [0,1] tais que

(6) T(xn,tn) - ox 7 0 e tn > t,
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"Em vista da condicac (ii) podemos supor, passa;do para uma
subsucessao se necessario, que T(x ,tn) + y. Dai e de (6)
decorre que X, " ¥ e que ﬂy” = r, Usando (i) concluimos que
T(xn,tn) + T(y,t), o que mostra que y = T(y,t), contradizen
do (iii). Tome d < R. Agora definimes a aplicacao S:BR(O)+X

pelas expressoes

Rx (R - d)(R - ||xﬁ))

T =T =]

se R-d < f|x| < &,

7) Sx =
Rx ’
T(ﬁjjg, IS , se |[x]] < R - a,
" Se voceé quiser brincar um pPouco com geometria euclideana,

olhe a figura e deduza as expressoces em (7):

i
i
)
Re ///
~R R T
£ imediato que 5 e compacta, que S(BBR(O))c: B, (0), pois
85x = 0 para Hxﬂ = R. Logo pelo Corolario 2.1, S tem um pon

to fixo em BR(G). Finalmente, para provar que T, tem um pon
to fixe em BR(O) procedemos por contradigao: case isso mnao

ocorra, podemos admitir que d & tal que
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(9) ’ lree,1) - = > 4, Jxlf <&,

em virtude de (ii). E mostremes que (9) vai implicar que S

nao tenha ponto fixo, De fato, seja lx| > R - d e usemos
as notacgoes y = Rx/[lx|Je t = (R - &)(R - I=17affx]l. Eatac
lsx - xll 2 IT(y,e) = gyl =iy - x[l>d-a=0

0 que mostra que um tal x naoc & ponto fixo de S; observe

que “y” = R e portanto usamos (5). Por outro lado, seja
”xn £ R - de usemos a notagao z = Rx/(R - d), Entao
Isx - x| 2 J1(z,1) - 2] - {lz -~ x{>d-4d=0,

1

onde usamos (9). Q.E.D.

2.3. EXEMPLOS CLASSICOS DE PROBLEMAS SEMILINEARES

Nesta secgdo apresentamos aplicagoes classicas das
técnicas contrativas e de compacidade ao problema de Diri-

chlet semilinear

(1) Au = f(x,u) em @, u =0 enm .

. - - . . . 2+
Tegrema 2.1. Sejam § um dominio limitado de classe C s
f: T x R > R uma fungao de classe Cl. Suponha que exista

. > 0 tal que

) - 2(n - 2)
(2) max |—— F(x s)[ =2 q ¢ —"=
xl-:ﬁ 9s ’ d2
|s]z2s
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(3) max If(x,s)] < ——— s
xefl d
ls|<s_ -
~"o

onde d & o diametro de f. Entao, o problema (1) tem solucao
ue c®@MN .

Observagao. As condigoes (2) e (3) acima sic muito restriti
vas, ocorrendo, entretanto, para uma classe ampla de fun-
goes f, caso o diametro de seja pequenc, A hipotese de

[s4

2+ .
ser de classge C pode ser relaxada consideravelmente.

0 operador de Niemytskii. Associada a uma fungao continua

f: @ x R+ R, definimos o operador de Niemytskii:
(Fu) (x) = £(x,u(x)).

E facil de ver que:

(1) F: ¢ » (M.
(ii) F & continuo,

(iii) F & limitado: dado r > 0 existe M, tal que “Fu”o <M

se Jull, < .

0 operador de Niemytskii pode ser definido para fungoes nao
continuas, e isso & importante quando se lida com fungoes u
de LP. A4 classe mais adequada de fungoes £ & z das fungoes

que satisfazem as condicoes de Carath&odory. Uma fungao

f£: & x R +~ R satisfaz as condigoes de Carathéodory se (i)
x> f(x,s) € mensuravel para todo s € R, e (ii) sr» f(x,s)
e continua para quase todo x € R. Pode-se demonstrar (cf.
Krasnoselskii "Topological methods in the theory of nonli -
near integral equations", oun Vainberg "Variational methods

for the study of nomnlinear operators") que, para tais fun-

goes:
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(i) f(x,u{x)) & mensuravel em & se u(x) o for.

(ii) se o operador de Niemytskii F estiver bem definido co
mo um operador de P em 1%, p, ¢ > 1, entao ele &, mnecessa

+ - » +
riamente continuo e limitado.

Demonstracac do teorema 2.1. (i) 0 problema (1) 2 equivalen

te 4 equagao

(4) u = SFu en C°(W),
onde § & o operador definido em (12) da secgEo 1.5. De fa
to, (1) =—> (4) & obvio; agora seja u € c® (Q) solugao de

(4). Entao, pelo lema 1.2, SF{u) € C (Q)(\ C (Q) e u 0 em
I'. Assim u € C (f), o que implica Fu g C (Q) Como t ambem
Fue C (ﬂ), segue-se do lema 1.3 que u € C By e conse~

quentemente u & solugao de (1).

(ii) Usando o teorema do valor médio temos

Pu;, = Fu,ll, < alluy = uylh

para Hulﬂ, Huzﬂ < s, . Logo, em vista do lema 1.4, SF & uma

contragac na bola B (0) de raio s, ¢ centrada na origem de
— o

c’ (M.

(iii) Decorre de (3) acima que SF(Bs ') el Bs (0). Logo pe

lo prineipio da contragao, conclulmos ‘que (4) tem uma unica

solugao u, com “u“o < s . Q.E.D.

Teorema 2.2. Sejam £ um dominio limitado de classe CZ+a e

£: 1 x R > R uma fungao de classe Cl, a qual & uniformemen

te limitada, isto e, existe M > 0 tal que

(5) If(x,s)l <M, ¥x¢ T, ¥ s £ R.
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Ent3o o problema de Dirichlet (1) tem solugao u E
e c°(M N ™ %,

Demonstracao. (i) O problema (1) & equivalente i equagao
(4).

(ii) Agora seja K. = {u e ¢y "u“o < r, "Vu“o < r}, r>0,
Em virtude do teorema 1.1}, Kr e um subconjunto compacto de
Co(ﬁ); observe que Kr € convexo. Mostraremos, que para um
r convenientemente escolhido SF(Kr)c: Kr' Isso juntamente
com o fato que SF: () -+ ¢c®(T) & um operador continuo, pex
mite a aplicagzo do teorema do ponto fixo de Schauder, para

concluir gue (4) tem (pelo menos) uma solugao.

(iii) A relagao (5) acima implica

(6) [Full, =¥, ¥ uwec®®.
(iv) Dai, dado u € K., temos, em virtude dos lemas 1.4 e
1.5:

[sFufl, < ku

I]V(SFu)”o < cHFuHO < cM,

Logo, basta. tomar r = max{eM,kM). Q.E.D.

2+

Teorema 2.3, Sejam  um dominic limitado de classe cT T,
£¢ Q x R + R uma fungao de classe Ci tal que 3f,/3s >0 e
£,: @ x R > R uma fungzo de classe C~ uniformemente limita-
da: lfz(x,s)[ < M para todo (x,s) € @ X R. Entdo ¢ problema
de Diriechlet (1), com f = £, + f,, tem uma solugao u €

e co(M M cly.
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Demonstragao. (i) Em primeiro lugar, provemos uma desigual
dade a priori para a solugao. Se u for solugac de (1), a e-
quagao em (1) pode ser escrita usando o teorema do valor meé
dio comeo

af
(N . Au - Egl(x,ﬁ(x))u = £,(x,0) *+ £,(x,u)

onde u(x) & um ponto do intervalo de extremidades 0 e u(x).
Observe que o coeficiente de u em (7) € < 0 e & uma fungao
limitada de x; logo pelo lema 2.1 (cf. secgao 2.4), conclui

mos que
lull, € elf;(x,00 + £,0e,uG) N, < My

onde Ml depende apenas de 2, de M e de fl(x,O), mas indepen

de de u.

(ii) Agora defina a fungao
fl(x,s) = fl(x,¢(s))
onde Yy & uma fungao monotonica de classe C1 tal que Y(s)= s

se |s|< M, e lp(s)| ¢ 24, para todo s. Entao o problema de
Dirichlet

(8) T Au = El(x;u) + fz(x,u) em 8, u =0-emTT

tem solugzo u, em virtude do teorema 2.2, Para uma tal v, a

equagao (8) pode ser escrita como

oF,
Au - a_S-(x"ﬁ(x))u = El('x’o) + fz(x’u)

e dal usando os fatos que Bfllas > 0 e que fl(x,0)= £,(x,0)
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obtemos através do lema 2.1 que "u]k < M. Ldgo fl(x,u) =

= £(x,u) e u & também solugao de (1). Q.E.D.

Exemplos. O teorema 2.3 assegura a solubilidade dos proble
mas de Dirichlet

(9) Au = e" em Q, u =0 em I,

{10) Au = e% + senu em 2, u=0-emT.

Vamos, a seguir, discutir o problema de Dirichlet
(11 - Au = e em 2, u =0 em I.
Para esse problema nao & possivel obter estimativas a prio-
ri, em geral. E em verdade se tem o seguinte teorema de nao

existencia.

Teorema 2.4 (Fujita). O problema de Dirichlet (11) nae tem

- j .
solucao se o primeire auto-valor Al de -A for menor do que

e.

Demonstragao. Suponha que (11) tenha uma sdlugZo u E

e ¢ N Cz(ﬂ) e seja ¢ ¢ e N Cz(ﬂ) uma auto-fungao de
-A correspondente ao primeiro auto-valor 11:

(12) ~Ad = ll¢ e Q, ¢ = 0 em I',

Sabe-se que Al > 0 e que ¢ pode ser tomada tal que

(13) ¢(x) > 0 para x € Q e J ¢ = 1.
Q

Entie, de



‘I Au.¢ = [ et .9
Q -

obtem-se atryavés de integragao por partes
(14) Ay f up = Je“¢

Aplicando a desigualdade de Jensen em (14) temos

11 J up > eJr u¢'

(Observe que as solugaes de (11) sao fungSes superharmoni -
cas que se anulam em I', e, consequentemente sao positivas

em Q). A fungao AT - e’

€ >0 para r > 0 se A; > &. Con-
clui-se, pois, que no caso de Al < e, o problema (11) nao
tem solugao. Q.E.D.

Pergunta: Que se pode dizer sobre existénecia se A, > e?

Primeiro observe que o seguinte resultado vale

- . P +
Teorema 2.5. Sejam § um dominio limitado de classe C2 o e

£: @ x R » R uma fungao de classe Cl. Entao, se o diametro

d de & for suflclentemente pequeno, o problema de Dirichlet

(1) tem uma sSolugcao u g C S@ C Q).

A demonstragao se faz usande os lemas 1.4 e 1.5, Um
resultado mais geral vale: f pode depender tambem de Vu e,
nesse caso, necessitamos- de ‘uma versao mais precisa do lema

1.5 dando a variagao de ¢ como fungao de d.

Segundo, lembrando que 11 e uma fungao decrescente
do didmetro de d, podemos concluir que o problema (11) tem
solucao se d for suficientemente pequeno, ou seja Al sufici

entemente grande.
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Atencao! Observe nas demonstragoes dos teoremss acima; de

um mode ou outro, estimativas a priori para : solugao do
problema de Dirichlet desempehharam um papel crucial. Nes
se sentido os lemas 1.4 e 1.5 foram importantes. Visando
outras aplicacoes vamos apresentar algumas consequéncias

do principio do maximo de Hopf-Giraud.

2.4, ALGUMAS CONSEQUENCIAS Do PRINCIPIO DO MAXIMO

Tendo em vista aplica939s a problemas nao lineares
apresentamos algumas consequencias do teorema do maximo de
Hopf-Giraud, teorema 1,3. O objetivo aqui & obter estimati
vas para ”uﬂo e HVu“o, onde u & uma solugao de Lu = £ em
2, u=¢ em T em termos de Hfﬂo e H¢Ho. Observe que essas
estimativas nem sao consequéncias das estimativas de Schau

der e nem as implicam; sao estimativas de outra natureza.

Lema 2.1, Sejam @ um dominio limitado, L um operador elip-

tico de 2a, ordem com coeficientes reais a_ € Lm(ﬂ), para
[p| > 0, a 20, f¢€ c® (M et e ¢°(T). Suponha que exista
uma solugao u g CZ(Q)/\ c® (D de

(1) ' lu = f.em @, u=¢ em T,
Entao,

¢
(2) Folly < liolly p + * - DI,

onde d & o didmetro de 0 ea = (Zc)_1[M + (M2 + 4c)1/2] ,

-sendo ¢ g constante de elipticidade de L, ¢ M > 0 tal que
a5 ¥, para [p| > 0.
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Demonstracac., Sem perda de generalidade, pode-se supor que

@ esta compreendido entre os hiperplanos x, = 0 e x,= d. De

fina
g = (29 - Nl + Il

e como

Lg = “f|L{(—allaz - ala)eax1 + ac’(emd - e®FNy ) o+ ao"¢“o
segue—se
Lg £ ﬂf“m(-cu'2 + Ma) = —ﬂfﬂo
se —ca2 + Ma = ~-1. Agora, tome v = u - g, para a qual se
tem
Lv = Lu - Lg > £ + [[£], 2 0 em &
o

v(x) = $(x) - g(x) < ¢(x) - ||cg;|'|‘J < 0emT.

Logo, pelo principio do maximo se tem que v(x) < 0 em §, ou

seja u(x) < g(x). Como -u & solugdo de Lw = -f em & e w=-¢
- ad ox1 od

em ', obtemos també&m -u{x) < g{x). Como e - e < e -1,

a desigualdade de (2) se segue. Q.E.D.

Lema 2.2. Sejam & um dominio limitado de classe Cl, L um o-

perador eliptico de 2a. ordem com coeficientes reais a, £
e L7(Q), para el > 0, a < 0, f € c°§§). Suponha gque exis-
ta uma solugzo U E Cl(ﬁ)f\ CZ(Q) de

(3) Lu = fem R, u =0 em [.



Entao
(4) vull, p < xlell,

onde k & uma constante que depende apenas de {2, da constan-—

te de elipticidade ¢ e de M, sendo M tal que [ap{ < M, para
le| > o. |

A fungao barreira, Um dominio Q satisfaz a condicao da esfe

ra (ou condigao de Poincaré) se, para cada.y € I', existe u-
ma bola fechada B tal que BN § = {y}. Uma funcae Wy 2 +R

&€ uma barreira no ponto y £ I', se

(i) wy(y) =0 e wy(x) > 0 para x £ GN\yl}.
(1) w e i n cf.

(1ii) Lwy(x) < -1,‘x e Q.

Se um dominio § satisfizer a condicac da esfera num ponto
y € T, entio, existe uma barreira naquela ponto. De fato to

me
v, (x) = kK'(p % - ™Y,

onde k' & q sao constantes a determinar, onde p € o raio da

bola B da condigao da esfera, e onde se sup6s que a origem

@ o centro de B e |x| = r. Apbs alguns calculos simples ob-
temos
(55 Lv_(x) < k'qr-q_2{~(q + 2)e + ) (a.. + a;x.)}.

¥ - ii 171

Escolha q, suficientemente grande, tal que a expressao no
segundo membro da desigualdade (5) seja < 0, e a seguir éi
colha k' de modo que referida expressao seja < ~-1. Observe

que k' e q dependem de R, c e M.



- 74 -

Demonstracao do lema 2,2, Como u se anula em I', basta obterx

uma estimativa para & derivada normal exterior du/3v. Seja
y € I fixado e considere a fung¢ao barreira w_(x) de Q nesse
ponto; pela construgao acima, existe k tal que I (y)]<

onde k depende apenas de ¢ e M, Agora observe
L]ﬁy(x)“f“o + u(x)] < -“fHo t f(x) £ 0.

Pelo principio do maxime de Hopf-Giraud:

wy(x)“fﬂo t u(x) > 0, para x € &
e dai )
[u(x)| < wy(x)"fuo, para x € Q.-
Como u(y) = WY(Y) = 0, concluimos que

I < ]—-3’-(y) g, < klel,. Q.E.D.

Observagac. Para referéncias futuras, vale observar que, no
casd de ap = (0 para lp[ =1, k' e q dependem apemnas de Q@ e
de M/e. E isso implica que, messe caso, a constante k do le

ma 2.2 depende apenas de 9 e de M/e.

Lema 2.3. Sejam Q C:Rz um dominio limitado de classe 02+a,
s
(6) Lu = a.,(x)u +a (x)u + a,,{x)u
11 x1% .12 X Xy 22 Xy Xy
um operador uniformemente eliptico com coeficientes a

2+

.. £
1
e ¢*(Q). Suponha que u € C (§) seja uma solugdo de Lu=0
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en 2 e seja & ¢ CZ+a(ﬁ), tal que ¢ = u en ', (A fungao ? po

de ser escolhida como a solucao de AD = 0 em e ® =u em
). Entao

(N | ivall, < xiel,,

onde k & uma constante que depende apenas da constante  de
elipticidade ¢ e da cota M para os coeficientes: "aijno < M,

Demonstragao. la. Parte. Suponha, por enquanto (e isso ser:

provade na 2a. e 3a. partes abaixo) que

(8) ivally g = Vel o
: 2+0 =
Agora defina w = u - ¢ € C () para a qual se tem
Lv = -Ld em R, w =0 em T,

e observe que -L® € Ca(ﬁ) e

I-Lelj, < suflef,.
Logo, pode-se aplicar o lema 2,2 para concluir que
< 3knfo],,
onde k depende apenas de ¢ e M, e dai

"VUMO,F < 1+ 3kM)“¢”2

que juntamente com (8) conclui a prova de (7).

2a. Parte. Demonstremos (8) no caso de aij € Cl(ﬁ) e
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we 2@ N (@ . como a,,(x) # 0, em virtude da elipti~

cidade de L, podemos dividir Lu = 0 por a,, e a seguir deri

var com relagEu a x, e obtemos que u, =V satisfaz a equa-
gao 1
a a
(al‘1 Ve, T a12 v )x Y V%%, 0
22 "1 22 %2 %1 2%2

- X . . s o,
a qual e uniformemente eliptica, tem coeficientes em c ()
e portanto, pelo teorema 1.3, o maximo e o minimo de uXl o~

correm na fronteira. 0 mesmo para u_ .
2

3a. Parte. Agora se a;, e u satisfazem apenas as condigoes

do lema, aproximames, uniformemente em Q, a,. por fungoes

a, ™ ¢ 2@ e tais que Ha(n)u < comst ;Jn Logo, pelo
1j ij Mo £ - ¥ o0 ,

teorema 1.4 as solugoes de

RO IR CO RN

(n) (n)
u
11 xlxl

(n)
312 u

+
X%, 2%2

=y em [

- +0 = - . . . !
estao em C2 Ot(Q)r"\ 03(9). E além disso, pela estimativa de

Schauder

Hu(n)“2+a < conmst.,

(n)

. e pelo teorema 1.1, passande a uma subsucessao, temos u +v
2= 2 = - .
em C°(T), onde v € C7(R) e e tal gue

a,.v + 3.,V + a,.v = (0 em £ v = u em [.

11 "'%x.x »

3 1 1¥1 12 Xy%, 22 XyXy

Logo v = u. Como o maximo e o minimo de u(n) ocorrem em [,
o mesmo se conclui para u. Q.E.D.

Observagio. Na demonstragao do lema 1.3 utilizou-se forte-

mente a hipdtese de que m = 2 para concluir que, na 2a, par
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te, satisfaz a uma equagEo do mesmo tipo que Lu = 0. No

Uxy
caso de L = A, a2 estimativa (7) pode ser obtida para n > 2,
mediante a observaciao que se u for harmonica, entao

2 - ~ . . -
[grad uI e subharmonica, e para tais fungoes se tem um

.principio de miximo; cf. o livro de Protter e Weinberger ,

pag. 141,

2.5, CONSIDERAQﬁES SOBRE AS EQUACOES QUASE-LINEARES

As equagoes quase-lineares mais gerais sao da format

n
(1) . Z_ aij(x’u"vu)ux,x, + a(x,u,Vu) = 0.
i,j=1 i%j

Elas incluem as equagoes lineares e as equagoes do tipo di

vergéncia

n .

d

(2) 2 P ai(x,u,Vu) + a(x,u,Vu) = 0, -
i=1 i

que aparecem como equagoes de Euler em problemas variacio-
nais do tipe

(3) min J F(x,u,Vu)dx.
9

A proposito do calculo das variagoes, fazemos os se
guintes comentarios ligeiros. Seja @ um dominio limitado de
. - 1 —

R" e F(x,s,n) uma fungao real de classe C  para x £ §, seR,

n e R"®. Considere o funcional

I(u) = I F(x,u,Vu)dx.
11
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0 problema classico do calculo das variacces consiste em de

terminar uma fungao u_ ma classe A das fungoes admissiveis:
A=Tfuech(®Nc®@: u=29enTl}
onde ¢ & uma fungao dada em T, tal que

(4) I(uo) = min{I{u): u & A},

Dois exemplos bem conhecidos sao

(I) F(x,u,Vu) = |Vu]2, que corresponde ao caso famoso do
problema variacional associado azo problewa de Dirichlet

Au =0 em S e u = ¢ em I', tratado por Hilbert no fimal do
seculo XIX.

(11) F(x,u,Vu)‘= (1 + |Yu

-~ [ - -
ma das superflcles minlimas.

|2)1/2, que corresponde ao proble

N3o & nosso objetive tratar problemas variacionais,
mas apenas motivar ¢ aparecimento de equagoes elipticas em
seu estudo. Caso o problema variacional temha solugao u_,

o
entao a fungao real

o(t) = I{u +tn) = J F(x,u +tn,Vu +tVn)dx
[+} Q (o] ¢}

onde N € C2() (i.e.n e cl(@), supp n=R) & tal que 3'(0)

= 0, Calculando a derivada de ®(t), fazendo t = 0 e wusando

0 teorema do divergente temos:

n
' = : o d
' (0) = Jg [Fs(x,uo,Vuo) i§1 I, ng(x,uo,Vuo)]ndx

de onde se segue que a solugZo de (4) deve mnecessariamente
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satisfazer a equacao de Euler

ol

d .

(5) Log Py (V) - F_(x,u,V0) =0
i=1 i i

onde d/dxi designa a derivada total. Para que (5) faga sen

tido classicamente F deve ser de classe C2 e (3} pode ser

escrita como

n

n v}
(6) F u + ) F, u_+ J ¥ -F_ =0
i,5=1 Bify X%y qop &S oEp o g5y Eyxp s

onde os coeficientes F's dependem de x, u e Vu.

Exemplos de (5). No caso (I) acima a equagao de Euler & sim

pPlesmente Au = 0 e no caso (II) a equagao de Euler corres-
pondente & conhecida como a equagio das superficies minimas,

gque em dimensao n = 2, (x15%5) = (x,7), é

2 2 _
(7)y - (1 + uy)uxx 2uxuyuxy + (1 + ux)uyy =0,

A elipticidade das equacoes quase—lineares. A elipticidade

depende da fungao u; assim (1) & eliptica para a fungao u

s5e

2 n
(8) z aij(x,u(x),Vu(x))EiEj >elE]®, vEer, xe il
onde ¢ & uma constante que pode depender de u. Esse concei
to nao & muito {itil por depender de cada u individualmente.
Melhores conceitos sao aqueles que tem uma certa uniformida
de com u ou, pelc menos, uma independencia de u. Assim te-

mos, & condi¢ao geral de elipticidade:

(9) Z aij(x’s’n)gisj > 0; ¥ x € ﬁ: EeRr
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e para todos s € R e n € Rn, ou pelo menos, para [s| < s, @
In| < # para valores s, e M dados. Tem-se tambem a eliptici

dade uniforme

s s D™ 21gl? < 1 agGos,mggey < Ap(sD *

mo2ig)?

x (1 + {n{)
para um certo m > 1, ou no caso de aij naoc depender de s:

100 A (nDIE2 < T ag; GamegEy < Ay CnDigl®

onde Al e 12 sao fungoes positivas tais que Azlll < const .<

< oo,

Observagio. A equagdo das superficies minimas satisfaz (9,

mas nao (10).

2.6. UMA EQUACAO QUASE-LINEAR SIMPLES NO PLANO

Vamos agora mostrar como as estimativas da secgao
2.4 podem ser utilizadas para resolver o problema de Dirich
let para a seguinte equagao quase-linear:
2

(1) z ac.(x,u)u
i,j=1 *J

x.x. = 0em @, u==¢emTl
L]

mediante as seguintes hipoteses:

(i} Elipticidade uniforme: existem fungoes contIinuas

0 < ll(s) < Az(s), s real, tais que
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2
O i §=1 a; (95 < Ay el v x e T,

(ii) a., ¢ cH@ x [~s,s7) ¥ s > 0.
ij L858

(iii) & € c2*%(ry.

- - . - - + -
(iv) R & um dominie limitade de classe C2 a, satisfazendo

a condigao uniforme da esfera.

Decorre das hipoteses (i) e (ii) acima, em virtude
do principio do maximo que, para qualquer solugao -

ae (N CZ(Q) de (1) se tem a estimativa a priori

(2) lall, < o, ¢

Sejam agora ¢ e M tais que

(3) e LE 8, 2 clEl’, ¥xe @, ¥ s

14l ¢

1A

=2

s ¥ |s]

1A

(4) |aiJ(X,S)I S M: ¥ x ¢ |l¢”0,r

Teorema 2.6. Suponha as hipoteses (i)-{iv)} acima. Entdo, o

problema (1) tem uma solugdo u & 02+u(§).

Demonstragao. Para cada v ¢ Ca(ﬁ),segue—se'do teorema 1.4

que o problema linear

2
(5) ) Z aij(x,v(x))ux.x. =0 em i, u=¢en
i,j=1 11
: -~ e 2+0 = . fax
tem solugao unica u € C (Q). Tem-se, assim, definido um o

perador

T: c*@) » cz+°‘(§), Vvik>u = Tv,
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(6) fell, = lzvli, < Tl ¢

consequéncia do principio do maximo. Considerando apenas oS

v's, tais que, HVHO

H¢|l r obtemos do lema 2.3 ﬁue
Oy
Ivall, < xlel

onde k depende apenas de ¢ e M definidos em (3) e (4) acima

2+0

e nao de v; a fungao & € C (V) pode ser tomada como sendo

a solugdo de A9 = 0 em 2 e & = ¢ em T, Seja agora
S = tveco@: vl < ol o 199l < ol

que & um subconjunto convexo e compacto de ¢°(T); pelas ob-
servacoes preéedentes T(S)c S. A idéia agora & aplicar o
teorema de-Schauder para obter um ponto fixo de T, e, conse
quentemente, uma solugac u € C2+a(§) de (1). Resta, pois
provar que T & continuo na norma de Co(ﬁ); seja v, € S, com
v, v, uniformemente em %. Entao, de (6) obtemos, com w, =
Tvn, onde

x. = 0 em £, u, = ¢ em T,

(7 1 aij(x!vn(X))(“n)xl ;

que

laglly, < el r

e pela estimativa de Schauder

"un”2+u < C(“¢“2+u,r * flu ) ¢ comst.
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Logo, em vista do teorema 1.1, existe u ¢ Cz(ﬁ) e uma subsu
cessao de (u ), que sera designada também por (u ) tal que
u * uen c2(@. Portanto, passando zo limite em (7) obte-
mos que u & solugao de (5) e consequentemente u = Tv, o que

mostra a continuidade de T, Q.E.D.

2,7. UM COMENTARIO CRITICO

Poder-se-ia dizer que o problema tratado na secgao
2.6 & realmente simples. As estimativas a priori para o ma
ximo da solugao u e para o maximo de seu gradiente foram
consequéencias mais ou menos elementares do principio do ma-
Ximo. O problema complicar-se-ia caso aij dependesse tambem
de Vu. A complicagao aumentaria se, com o objetivo de obter
resultados para a equagao das superficies minimas, substi -
tuissemos a condigaoc de elipticidade uniforme pela condigao
geral de elipticidade. Este caso foi tratado por Bers e Ni-
renberg, quando n = 2, utilizando a teoria das fungdes pseu
do-analiticas por eles desenvolvida; e¢f. o livro de Bers -
John-Schechter. A dificuldade resulta no fato de se necessi
tar uma estimativa a priori para a constante de HBlder de
Vu; isso ficara melhor esclarecido na proxima secgao, onde
mostraremos o papel crucial dessa estimativa no matodo de
Leray-Schauder. A obtengEo dessa estimativa para a constan
te de HYlder de Vu € um problema extremamente difieil que
freiou o desenvolvimento da teoria das equagoes quase-linea
res, no caso geral de ﬁ > 2, por muito tempo. Somente com
os trabalhos de De Giorgi e de Nash na d&cada de 1950 & que
o problema foi resolvido adequadamente., A eles se seguiram

simplificagoes e tratamentos mais unificados devidos a Moser



- g4 -

e Ladyzenskaja e Ural'ceva. Dada a extensdo e dificuldades
tZcnicas dessas questoes, temos que omitI-las por completo,
referindo novamente o livro das duas autoras acima ou arti

gos dos autores mencionados.

2.8, EQUAGOES QUASE-LINEARES, n 32 2

Com o intuito de minimizar as tecnicalidades, vamos
considerar apenas um caso particular da equagao (1) da segc

gao 2.5:

n
(1) ) Z aij(Vu)ux.x- =0 em &

i,j=1 i7)
mediante as hipoteses de elipricidade geral ou de eliptici-
dade uniforme, cf. (9) e (10) da secgac 2.5, respectivamen-
te, & estudar para (1) o problema de Dirichlet, a condigao

de fronteira sendo
(23 " u=¢emT.

Assim o caso da equagao das superficies minimas pode ser

tratado, cf. Teorema 2,8 abaixo.

Condicoes sobre e ¢. Em toda a secgao, supomos que {2 seja

+ P
de classe c2*® o ¢ € C2+G(T). No caso d. equagac (1} satis

fazer apenas a condigao geral (mais fraca) de elipticidade,
cf. (10). da secgao 2.5, pede-se também que Q seja estrita-
mente convexa. Nessa eventualidade, decorre o fato importan
te que Q e ¢ satisfazem a chamada "condigao dos n + 1 pon=
tos" que diz o seguinte. Considere em R™*1! 4 variedade n-1

dimensional



S={(x,8): xeT es = ¢(x)};

entao existe R > 0 tal que, para qualquer ponto (xo,¢(xo))€'
€ S, a variedade esta inteiramente contida num diedro deter
minado por dois hiperplanos 1" e~ de inclinagao, com rela
¢ao ao hiperplamo s = 0, no minimo R, e tais que H+f\ &
uma variedade linear de dimensao n~1 tangente a S no ponto

- £
(xo,¢(xo)). As equagoes de I~ sao

IXI ‘ E 2 2
(3) s = ¢({x ) == c.(x, -~ x_.), e, > R,
o j=1 J ] 0,1l j=1 3
N - . . s 2+
Teorema 2.7. Sejam £ um dominio limitado de classe C e

¢ € cz*“(r). Suponha que a equacao (1) seja uniformemente e

liptica, isto &, existem funcoes reais positivas Aoe Ay,

tais que

(4) A nDlgl?

A

g 2
g aij(n)gigj < lz(lni)lﬁi
e Ay/Ay <y, onde y & uma constante < 4o, Suyponha também

que aij £ Cl+u(Rn). Entao, o problema de Dirichlet (1), (2)-

1,3=1

tem solugao unica u ¢ 02+a(§).

Teorema 2.8. Sejam Q um dominio limitade, convexo de clas-

2+u’ ¢ € CZ+G(F), e seja R a constante da condigzo dos

se c

n + 1 pontos. Suponha que (1) seja apenas eliptica

(5) . Z aiJ(n)EiEj > 0, lnl < R, O * t e Rn
1,1=

1

e que a,, € Cl+a([n[ < R). Entao, o problema de Dirichlet
i 2*e

{1)-(2) adwmite solucao fnica u £ C

Parte comum das demonstracoes dos teoremas 2.7 e 2.8, A i-

deia & usar o principio de Leray-Schauder, cf. proposigao
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2.5 da secgdo 2.2. Consideremos os problemas, dependendo de

um parametro t € [0,1]:

n
(6) _ { aij(tvu)vx_x 0 em R, v = t¢ em T.

i%]

1+ = r B
Para cada u € C (Q) e t € iﬁ,l], o problema (6) tem uma
solugao uUnica v € C2+u(§), em .vista da teoria linear desen-

volvida no capitulo 1. Assim, temos definida uma aplicagao
10 @ x [0,1] » 2@ < M@

e devemos, pois, verificar que as condigres da proposigao
2.5 estao satisfeitas. Vejamos inicialmente as condigoes

(i).e {ii). Se tomarmos "uﬂ1+a < const., entao os coeficien
tes de (6) tém norma 1 + o limitada independente de u; en-

t3o pela estimativa de Schauder

(1) Iolyay € letlyyg v
onde ¢ & uma constante independente de t e u, se nuu1+a <
< const, A estimativa (7) implica imediatamente as condi~

goes (i) e (ii) da proposig¢ao 2.5, Decorre do prineipie do
miximo de Hopf-Giraud que T(u,0) = 0, ou seja a condigao
(iv) est3 tamb@m satisfeita. Agora vamos a condigao (iii)
que € a mais dificil de ser verificada e que contenm toda a
real dificuldade do método. Queremos mostrar que existe r>0

tal que
8 T(a,) #u, para Jully,, = 5

Para isso basta mostrar que as eventuais solugoes de

eu.i_j(i:Vu)u:K‘x

=1 i%]

n
(9) z 0 em , u=t¢ em [
]

i,
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tém uma estimativa a prieri, iste &, existe uma constante
M > 0, independente de t, e gque depende apenas de ¢, S e ¥

{ne caso do teorema 2,7) tal que

(10) Nl < me

Supondo que (10) esta provada, teremos todas as condigoes
do principio de Leray-Schauder preenchidas e concluiremos
que existe u € C1+a(ﬁ) tal que u = T(u,l). Comc necessaria
mente u £ 02+a(§), entdae, u & solugao de (1)-(2). Para de-
menstrar a unicidade, observamos que w = u; " ouy, onde u, e
u, sao solugoes de (1)-(2), satisfaz a uma equagac do tipo

n n :
i,}:l bij(x)wxixj * izl bi(X)wxi =0em , w=0emT

de onde se segue que w = 0, como consequéencia do principio
do ma2ximo de Hopf~Giraud. Os teoremas 2,7 e 2.8 estao assim
demonstrados, pendente apenas a demonstragso de (190). Antes

porém, dois lemas,

Lema 2.4. Nas‘hipateses do teorema 2.7 segue-se que existe

uma constante M independente de t, ¢ que depende apenas

19
de ¢, @ e vy, para a qual se tem as .estimativas a priori

(11} "u”o < M]_' “vullo < Ml

para todas as eventuais solucoes de (9).

Demonstragao, A estimativa de ﬂu“o decorre imediatamente do
lema 2.1, Ml
ma 2.2, complementado pela oBservagEo apos sua prova, que

podendo ser tomado como max|¢|. Segue-se do le

(12) nax |Vu| < k
r
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onde k depende de ¢, 2 e Y. De fato, seja & € c2*%(m) uma

funcao tal que & = ¢ em T; entao w = u — @ satisfaz
Lw = -Ld em R, w =0emnT,
e pelo lema 2.2 obtemos
bl o< elnell,
de onde se ségue (12) imediatamente. Finalmente, para mos -

trar a segunda estimativa em {11), derivamos a equagao (9)

com relagao a s € cbtemos que v = u, satisfaz & equagao

do tipo k
n n
i,Jz‘l aij(Vu)vxixj + £21 bz(x)vxz = 0.
Logo pelo principio do maximo de Hopf-Giraud o- maximo e o

- . : - -
minimo de v, ocorrem na fronteira e dati:
k

max |Va] = max | Vul|
) T

que juntamente com (12) completa a demonstragao do lema 2.4.
G.E.D.

Lema 2,5. Nas hipoteses do teorema 2.8 segue-se qde existe

uma constante M1 dependendo apenas de ¢ e 2, tal que

(13) Codwll, s ¥y e Vel <y

para todas as eventuais solucoes de (9).

Demonstragao. Anadloga 2z do teorema anterior, em tudo exceto

na prova de (12). Aqui a ideia & wtilizar o fato que ¢ e &



- 89 -

satisfazem 4 condigao dos n + 1 pontos. Uma vez provada (e
isso faremos logo a seguir) que a hipersuperficie s = d{x),
x € 8 est3 contida num diedre formado por " ¢ I, segue-

se imediatamente gque ]au(xo)/avl < R. Suponha, por contradi
¢ao que iss0 nao acontega; entao existé x € { tal que o pon
to (x,u(X)) estd "acima" de H+. {(Caso exista um tal ponto
"abaixo" de " procederemos de modo anilogo). Isso guer di
zer, mais precisamente, que a funcao

v(x} = u{x) -

p Si0T Re,p) T oelxg)

Il e~

3
tem um maximo positivo numa regiao Q'¢C Q, em cuja frontei

ra v se anula, Geometricamente 2' & a projeggo da calota

+ . . -
cortada por Il na hipersuperficie s 9{x) . Agora a funcgao

v satisfaz a equagao

n

z a,.(Vu)v =0
. & ij X. X,
i,j=1 i
e pelo principio do maximo v nic pode ter maximo positivo
em Q'. Q.E.D.
Comentaric sobre a estimativa (10) . Uma vez que se tem as

estimativas (11), cencluimos que os coeficlientes de (9) sao
limitados. Observe a nuance: se tentdssemos aplicar as esti

mativas de Schauder para obter estimativas para ”u” ou

2+q
mesmo ”u”1+m, necessitariamos ter limitagoes sobre as cons-
‘tantes de HBlder dos coeficientes de (9), o que exigiriag u-
ma liuwitagao sobre a constante de Hélder do gradiente. Mas
isso & o que se quer estabelecer! Essa dificuldade foi con
tornada, no caso de dimeﬁsio n = 2, por viariegs autores; Le-
ray e Schauder, Nirenberg, ete, No caso n > 3, somente na
dScada de 1950 & que De Giorgi e Wash resolveram a questao

adequadamente. Optamos por omitir a longa & delicada demons
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tracao de (10), referindo o leitor interessado a bibliogra-

£ia j3 mencionada na secgao anterior,

Um comentario a mais sobre a estimativa de "Vu”o. Vimos na

demonstragao do lema 2.4 que a passagem da estimativa de
maxp [Pu| para maxq ]Vu| dependeu de mostrar que Bulaxj sa
tisfazia uma equagao linear a qual se aplica o principio do
maximo. Caso a;; dependesse de x e u nao terfamos esse fato
comodo e consequentemente a demonstragdo & bem mais  difi-
cil. Veja como foi possivel contornar essa dificuldade no
caso de aij depender apenas de x e u e de n = 2, cf. secgao
2.6.-

Uma palavra final. Nesta secgao 2.8 e na secgao 2.6 estuda

mos dois exemplos especiais de equagoes quase-lineares. Mes
mo para esses exemplos as estimativas a priori de "Vu”o e
”Vuna s30 altamente nac triviais. Casos mais gerais  podenm
ser tratados e ja o foram por varios autores. Recomendamos
o livrc de Ladyzenskaja e Ural'ceva, onde também ha uma eE-

tensa bibliografia.

2.9. EQUAGOES SEMILINEARES VIA ITERAGAO MONOTONICA

A demonstragao do teorema 2.2 da secgao 2.3 apresen
tada no Courant-Hilbert, diferente da néssa, utiliza um me.
todo que hoje & conhecido como iteragac monotOnica. A termi
nologia "monotdnica" usada nesse contexto nada tem a ver
com os operadores monotonicos do proximo capitulo; ela se
liga a ordem natural em um espago de fungoes reais: u<v

Ce=m> u(x) < v(x). A iteragao monotonica, explorads poste-
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riormente por H. Keiler, Cohen, Simpson, Laetsch, Sattinger,
Amann e outros, tem sido muito bem sucedida no tratamento
de problemas de contorno para equagaes elipticas de 2a. or
dem. O sucesso do método se prende ao fato de se ter bons
teoremas de maximo para operadores elipticos de 2a. ordem;
isso faz com que a estrutura de ordem no espago das solu-
goes seja uma nogido que da boas implicagdes. Assim a entra
da de metodos da teoria dos espagos de Banach ordenados foi
algo natural, e varios autores tem explorado essas idéias,
obtendo resultados de existencia de sclugdes, multiplicida
de, etc, para problemas de contorme (Dirichlet e outros) pa

ra equagoes semilineares de 2a. ordem.

Nesta secgao estudaremos alguns exemplos, visando
mals uma ilustragao do nmétodo. Antes, porem, apresentamos
um resultado de caridcter geral, nesta forma devido a Amann,

que contém a idéia central do método.

Sejam @ um dominio limitado de Rn, g: T+ R o dado
de fronteira e £f: # X R * R a nao linearidade. Em toda a
secgao suporemos que £ seja de classe'cz+a e g € C2+Q(F).

As hipoteses sobre f serao discutidas mais adiante. 0 pro-

blema a resolver é

(1) ~Lu = f£(x,u) em !, u =g em I

onde L & um operador eliptico com coeficientes reais a, €

e ¢

(2) L = a_(x)DP com a_tP > c[E[z, c > 0.
|p[<2 P p[=2 P

0 sinal - antes de L na equagao (1) & ali posto apenas para

termos as definigtes de subsolugao e supersolugao mais natu

rais.
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2+

Uma fungao ® € C (@) & uma supersolugao para a e-

quacac (1) se

-L® > f(x,0) em 2, ¢ > g em r,

e ¢ € C2+a(§) € uma subsolugao se

-L¢ < £(x,¢) em 2, ¢ £ gz en r.

Observagzo. Para o problema de Dirichlet -Au = 0} em QU e u=g
em I', uma subsolug3o seria uma fumgao subharmonica ¢ tal
que ¢ < g em T, e uma supersolugao seria uma fungao super -

harmonica ¢ tal que ¢ > g em T,

Teorema 2.9. Suponha que o problema (1) tenha uma supersolu

¢ao & e uma subsolugao ¢, tais que ¢ < &. Suponha tambam
que f e Cl(§ x [—N,N]) onde N = max(”¢”o,ﬂéuo). Entao,
problema (1) tem solugoes u, V € ¢2*%(T) tais que ¢ < U <.

|my <o

< ®. Além disso, gualquer solugao u de (1) com ¢ S u < &

tal que M < u £ v.

Demonstragao. Tome k > O suficientemente grande tal que

(3) la il <&k e -k g ﬂf(x s) para x € R e |s| < N.
ollop - = 387" -

Euntao, pela teoria de Schauder desenvolvida no Capitule 1,
240 = . - .
seyve—-se gue, para cada u € C Ot(Q), existe uma unica w E

nlta
b

c P(Q) tal que
(&) -Lw + kw = f(x,u}) + kuem R, w = gemTT,

Assim temos uma aplicagaoc T: CZ+G(§) -+ Cz+a(§). a qual & mo

wotonica no sentido que
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(5) uy € u, ==> Tu, < Tu,;

Para provar (5), escreve~se {4) para u, e u, e por subtra-

caoc obtem-se

(L + R)(w; - w,) = £(x,u;) = £(x,u,) +k(u;~ u,) em D
(6) '

W - W

1 = 0 em T,

2

Agora observe que o segundo membro de (6) & niao positivo,

pois usando o teorema do valor médio e {3) tem-se
f(x,u,) - £(x,u,) = az(x ulx)) + kfju.(x) - u,{x)| <0
1 *v2 9s 7 * 1 2 =
onde u, (x) < ulx) < u,(x). Segue-se do prinefpio do maximo

que w, ~ W, <0 em 2, e assim (5) esta provado. Agora vamos

as iteragoes:

(7) u = Tun—l’ u, = b3 v, =TV, 4, Vv, = 3,
para as quais afirmamos
(8) u g Su, e v vV .-

A demonstracao de {(8), por indugaoc, repousa em (5) e no fa

to que {8) vale para n = 1, pois

L+ k) (d - up)d (-L + k)9 - £(x,¢) - k¢ < 0 em
¢ - U, = $ ~g < 0enT

implicam que ¢ - u; < 0 en @; raciocinio analogo para v,-o.
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As relagoes (5), (8} e o fato que ¢ £ P implicam

= e ¢ < < = 0,
(93 ¢ u_ < v < u, < < vy, vy vy, ]
Segue-se entdac do teorema de Dini gque existen fungdes U ,
v e c°(M) tais que
— — o=
(10} u *uev, *V, em C(82) .

Logo as convergencias em (10) sio também na norma do LP(®),
para qualquer p > 1. Das desigualdades a priori em‘Wm’p, cf

Capitulo 3:

A

C{HF(un_l) - F(um_l)” + ﬁun - “m” }

“un - "m“WZ,p LP

LP
onde F(u) = £(x,u) + ku; dal e de analoga expressac para o0s

: . - - 2 - ~
v concluimos que u, v € W P e as convergencias em (10) sao
também na norma de W *P(Q). A seguir utilizamos o teorema

de imersao de Scholev: se p > n entao

o=

Wz’p(QJCI Cl+a(§),onde o =1~

. - - - = 1+ ,=

onde a imersao e continua; logo u, v € C a(Q) e as comnver
- . ~ - +0 = -

gencias em (10) sac tambem na norma de 01 “(n). Finalmente,
aplicando as estimativas de Schauder concluimos que u, V €

240 = -~ . ~ -
e C Ct(ﬁ) e as convergencias em (10) sao tambem na norma de
+a,= - = - ~ - -
C2 Ym. Logo, u e v sao solugoes de (1), A ultima assergac

do teorema se segue trivialmente de (5). Q.E.D.

Da aplicabilidade do teorema 2.9. Obviamente a grande difi

culdade na aplicagao do teorema 2.9 reside na descoberta de
uma subsolugao ¢ e de uma supersolugao & tais que ¢ < ®. Es

ta questao estd para a iteragao monotonica como as estimati
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vas a priori estao para ¢ método de Leray-Schauder. Vejamos
algumas aplicagoes do teorema 2,9, Aqui vai uma bem simples:

o teorema 2.2 com a hipotese adicional
(11) -3 5y <0< s, talis que f(x,sl) <0 < f(x,sz);

entao, nessas condigoes ¢ = s, e ? = s, seriam respectiva-
mente uma subsolugao e uma supersoclugao nas condigoes do

teorema 2.9.

Como demonstrar o teorema 2.2, sem a hipotese (11), wusando

o teorema 2,9? Muito simples! As subsolugao e supersolugao

necessarias seriam as solugoes dos problemas

n

-Ap = -N em 2, ¢ 0 em T,

~Ad = N em £, & 0 em .

Observagao. Se a fungao f satisfizer a condigao

£(x,0y > 0, x em§
obtemos imediatamente que ¢(x) = 0 & uma subsolugao. E por
tanto a determinagao de uma solugao nao negativa do probie
ma {1) com g = 0, nesse caso, reduzir-se-ia a determinagao

de uma supersolugao ¢ > 0O, Em varios casos discutidos na 1i

teratura tem-se verificada a condigao
f(x,s) < h(x), =x € %, s e R

onde h € Cu(ﬁ). Consequentemente, se ao(x) >0, entao uma

supersolugaoc & seria a solugao de
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-Ld = h em @, ® =0-cemT .

Concluimos a presente secgao COMm uma aplicacac de

teorema 2.9, discutida por Sattinger,

Teorema 2.10 (Um problema de bifurcacac). Seja ll >0 o pri

meiro auto valor de -4, isto &,

(12) *A¢1 = h1¢1 em f, ¢1 =0 em T

onde tomamos ¢1_> 0, Entao, o problema

(13) ~Au = pu - u” em 2, u=20em r

ndo tem solucdo n3o trivial (i.e. u # 0) se W < A, & tem pe

lo menos duas solugoes nao triviais se u > Al.

~ . o=
Demonstracao. la. Parte. Suponha U < Al, e seja u ¢ c? (D)

sma eventual solugao de (13). Entac, pela estimativa (14)

da secgao 3,2

(A -u)f o . I ot <0,
1 Y]
de onde se segue trivialmente que u = 0 em Q.
2a. Parte. Supondo Y > ll e visando aplicar o teocrema 2.9

vamos construir subsolugoes e supersolugoes. Inicialmente

tentamos expressoes da forma 0¢1 com 0 constante a determi-—

nar:
“4(a6,) - uosy + 0%03 = 0o [ - W + o 67].

Portanto se |o] for suficientemente pequeno a expressao en

.
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tre colchetes e < 0, Logo, existem I < 0 tal que 0°¢1 & u-

ma supersolugao e 0, > 0 tal que © & uma subsolugao. Pa

1 - 1¢1 -
ra obter uma supersolugao > 0 e uma subsolugao < 0, tenta -
mos expressaes da forma ”$1’ onde $1 e a autofunggo positi-

va correspondente ac 19 auto-valor vl de

-a$1 = v1$1 em ' e ¢1 = 0 em 30T

onde '> ®. Portanto v, < A

1 1° e ge ltem:

-A($) - und, + n3$i = n§ (v, -+ n2$§].

Como 51 > 0 em %, concluimos que para |n| suficientemente
grande, a expressEo entre colchetes & > 0. Logo, para tais
n > 0 obtemos supersolugses n$1 e para n < 0 subsolugaes
n$1. Claramente, podemos escolher no <0 e ny > 0 tais que
< <n,d,. i . -
no$1 o b, e Ul¢1 n1¢1 Aplicando o teorema 2.9 obtem—se

duas solugoes de (13) u, e u, tais que

1

Moy S vy S0,y e 0y0; < uy N34,

1 TaS

Da equagao (13) & claro que ~u; e -u, sao também solugoes;
infelizmente nao podemos decidir se uy # -u,, e portanto tu
do que podemos dizer & que, se U > ll, o problema (13} tem

pelo menos duas solugoes nao triviais u e -u. Q.E.D.
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carfTUuLo 3

EQUACOES ELTPTICAS LINEARES EM ESPAGOS DE SOBOLEV

A teoria das equagoes fortemente uniformemente, elip
ticas & bem conhecida e ha boms textos [2], [3], (4], [6] a

ela dedicados; dai nosso tratamento nmuito sucinte. Analoga

mente, espacos de Sobolev ja sao detalhadamente discutidos
em varias refer@ncias, [1], 2], [s1, [6]. 0 presente capi-
tulo & mais um sumirio de resultados necessarios para a teg

ria nao linear do capitulo 4.
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3.1. 08 ESPAGOS DE SOBOLEV

Nesta secgao apresentamos apenas as definigSes .dos
espacos de Sobolev WP e suas propriedades mais importan-
tes. As demonstragoes,todas omitidas, podem ser vistas no
livro de Adams, "Sobolev Spaces", ou nas notas ‘de Luiz Adau

to Medeiros e Pedro Rivera "Iniciacao aos espacos de Sobolev"

Seja @ um dominio limitado de R". Seja m um inteiro

>0 el < p <,
Definicao 1. W'’P(Q) & o espago das distribuigoes u tais

que D%u & LP(q), para |a| < m. Definimos nesse espago a nor

ma

(1) iuln,p = [IaLm Jsa 0%l Pax

com a qual ele se torna um espago de Banach., No caso de p=2

]lfp

Hd

0 espago Wm’z(ﬂ) € um espago de Hilbert.

Definicas 2. HP(R) & o completamento na norma (1) do éspa
go das fungoes u: § + C de classe C" tais que p%u ¢ LP () s
para |a] < m.

Teorema de Meyers-Serrin. W' *P = g™P

.

Definigﬁo 3. Um dominio Q satisfaz a propriedade do cone se

existe um cone limitado K tal que qualquer x € 2 & o vérti
ce de um cone K _ congruente (atraves de um movimento rigi-

do) 2 K e inteiramente contido em 0.

Teorema de Nirenberg-~Gagliardo. Suponha que um dominio & 5a

tisfaga a propriedade do cone. Entao, dados p > .1, 0<j <m,
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existem constantes € = EO(Q,p,j,m) e C = ¢c(Q,p,j,m) tals

que para todo 0 < € < £ se tem

i m,p
(2) < r—:|}uhm’P + C"ullo,p' ¥Fue W F(Q).

"ulj,p 2

Antes de enunciar os teoremas de imersaep, damos duas

definigcdes necessarias.

Definigzo 4. Um dominio § satisfaz a propriedade de Lips-—

chitz local se existe uma cobertura localmente finita T por
abertos U tais que T 4 U s3o graficos de fungoes uniforme-

"mente lipschitzianas.

. Definigao 5. Cg(ﬂ) & o espago das fungoes u € c™(Q) tais que
e

p%u, para |a| < m, limitada em §. Munide da norma

full =  max max |D%u(x)],
5 () 0<lajem xeQ

Cg(ﬂ) & um espaco de Banach. Esse espago & maior do que o
espago c™(@ .

Teorema da imersao de Sobolev. Sejam £ um dominio satisfa-

zendo a propriedade do come, m 2 0 e 1 < p < =, Entao, patra

qualquer j > 0, as imersoes abaixo sao continuas:

(I) f_g n < lpl_, w]‘l-mspc Wqu’ Oﬂae P S q f ;-I_E%P"
(1D sew =73, wl*™P ~ 309, onde p < q < w.

(111) se L < m, WP i)

(Iv) sem -1 < % <me f tem a propriedade de Lipschitz
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wJ+m’Pc: CJ+A(§), onde 0 < A < m - %

Teorema da imersao compacta (Rellich-Kondrachov). Sejam f

um dominio limitado satisfazendo a propriedade do cone, j>0,

m>1el<p<o. Entao, para.qualquer j > 0, as imersdes

abaixo sao compactas:

Y .

(1) se m < =, WP~ WJ’q, onde 1 < g < — BB
—_— P - = n - mp

(I1) se m = %, W3+m’pc: wj’q, onde 1 < q < -

(I11) se % < m, wTHP CR(R) e wlTEP — led Gnde

(IV) se % <me se  tem a propriedade de Lipschitz local:

W‘j+m’pc Cj ('ﬁ) .

(V) sem - 1< % < me se {} tem a propriedade de Lipschi-

tz local:

WwIT™P e cdFA Ty onde 0 < A < m - -E.

0 espago W?’P(ﬂ) & o completamento do espago C:(Q) das fun
¢oes infinitamente diferencidveis de suporte compacto em §,
na norma (1). Obviamente W?’p(ﬂ) C:Wm’P(Q), onde a inclusao

- - . ~ - n
e propria, em geral; uma excecao importante e quando £ =R,
m,p
o

de Dirichlet em vista dos lemas abaixo, enunciados apenas

O espaco W € de grande importincia no estudo do problema

no caso p = 2.

Lema A. Sejam § um dominio de classe C", m >1le
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e w‘;"z(mn ™ L(@). Entio ddu/av

m-1.

1,004,

—
L]
o

0, para j

e c®(R).
m, p
Wo ().

Lema B. Sejam  um dominio de classe c™, m >1le

=}

[y]

Se 3dusavd = o, para j = 0, 1, ..., m-1, entdo u

m,2

o (FORMA VARIACIONAL)

3.2. O PROBLEMA DE DIRICHLET EM W
&

Nesta secgdo vames estudar o problema de Dirichlet
(1) Lu = f em 2 e —3 =0em T, j =0, 1, ..., m-1

usando tecnicas de espacos de Hilbert. Essa & a chamada teg
ria de Garding. E conveniente trabalhar com operadores I na
forma de divergencia

(2) Lu = (-1)1Blnﬁ(aa8(x)n°‘u)

e ,EiSlsm

o qual se supoe fortemente uniformemente eliptico, isto e,

existe e, > 0 tal que

(3) (x)g-"‘gB > co]glzm, ¥xef, ¥E € R,

A

Tendo em vista futuros desenvolvimentos, vamos fazer
a seguinte hipotese nos coeficientes de L, os gquais s3o fun
¢oes complexas definidas em Q:

() a . e L), |al, 8] < m; aaB-uniformemente continua

af

para |a] = [B| = m.
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Associado a L tem—-se a forma de Dirichlet

(5) alu,v] = J

a B
o lal,%glsm aus(x)D u D°v dx,

. - . . * -
a qual, em vista de (4), e uma forma sesquilinear continua

em Wm’z(ﬂ): existe € > 0 tal que

(6) lalusvlt < clull, Hlvl, 55 ¥ u, ve w2 (q).

Dado f ¢ LZ(Q) o problema de Dirichlet @generalizado

consiste em achar u g WE’Z(Q) tal que

' : 2
(7) alu.¢] = (£,4), ¥ ¢ e W' (),
onde ( » ) designa o produto interno em Lz.

Que tem (7) a ver com o problema de Dirichlet (1)? = Muito,

pois preparamos (7) na medida. Observe inicialmente que, se

P e C:(Q), entao pele teorema do divergente:

(8) C(Leu) = a[6.v]

€ 0 que mostraremos a seguir & que se u for uma solugao °1;E
sica de (1) entao u & uma solugao de (7); e, reciprocamente,
se u for uma solugae de (7) para a qual se tem informacoes

sobre sua regularidade, entdo u & também golugﬁo de (1). Co

mo vamos falar em solugoes classicas, fazemos a hipotese que
2,8 Ezilsl(ﬂ) e Eue Q & de classe C". Uma fungao

ue ¢°™(@) A c™(Q) € uma solugdo classica de (1) se ela sa

tisfizer as relagoes em (1); entao, pelo lema B, uE:W:fz(Q)

para a qual vale a relagao (8), e portanto u & soluczo de

(7)., Reciprocamente, suponha que u € W:’z(ﬂ) & sclugao de
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(7) e que se tem a seguinte informagEO schre a regularidade
9 _ N . .

de ut uw e C m(ﬂ)(\ Cm(ﬂ), entao pelo lema A, BJu/avJ-= 0, pa

ra j=0,1, ..., mm1l, o gque mostra que u & uma solugao

classica de. (1).

Conclusaoc. Se quisermos achar uma salugao classica de (1)
poderemos nos propor o seguinte programa: (i) achar uma s9o
lugao do problema.derDirichlet (7); (ii) conseguir informa-
goes sobre a regularidade dessa solugEo generalizada. A par
te (i) pode ser resolvida elegantemente, sem maiores difi-
culdades, usando metodos de Analise Funcional Linear, e com
hipoteses muito fracas sobre {} e sobre os coeficientes de
L; isso se deve essencialmente a Garding. A parte (ii) co-
nhecida como a teoria da regularidade & bem mais dificil e

se deve a F. E. Browder e Nirenbérg.

Procedemos agora a parte (i} do programa acima.

Desigualdade de Garding. Seja £ um dominio limitado de RY e
suponha (3) e (4) acima. Entao, existem coanstantes ¢ > 0 e

ko tais gue

(8) Re afu,u] > efuf? , -k ful] ,. Vuce W)

A demonstragao de (8), mo caso geral m > 1, e feita
usando partigdes da unidade e transformada de Fourier. No
caso de m = 1 uma demonstragao mais direta e mais simples
pode ser feita utilizando (3) e a desigualdade de Nirenberg

-Gagliardo.

Lema de, Lax-Milgram. Sejam H um espago de Hilbert complexo

e B: Hx H+~ € uma forma sesquilinear, a qual & continua e

coerciva, isto &, existem constantes positivas K > 0 e c¢>0




- 107 -
tais que

[B[x,y]1| < klx[lyl, ¥ x, y e n

Re Blx,x] > cfx|?, ¥ x ¢ n.

Entaoc para cada funcional linear contfnuc £: H + ¢ existe

um unico yp € H tal que

B[x,yz] = (x,8), ¥ xe H

¢ para cada funcional anti-linear continuo h: H + C existe

um Unico y, € H tal que
B[yh,x] = (h,x}), ¥ x e H.

Existeéncia de solucdo para o problema de Dirichlet generali
2’2 e Blu,v] =
= a[u,v] + k{u,v), k > ko, onde ko € a constante na desigu-

zado (7). Use o lema de Lax-Milgram com H = W

aldade de Garding. Logo B & coerciva e sua continuidade se

2
segue de (4) ou (6). Agora dado f € L°, observe que
L W™ e, k() = (£,4)
€ um funcional anti-linear continuo, pois

lel < Lely el , < Lel, Lol ,-

Consequentemente, para cada f € Lz(ﬂ) e k > ko o problema

de Dirichlet
(9) (L+k)u = f em £, 3u/ovd =0, j =0, ..., m-1

tem uma unica solucao u € Wg’z(ﬂ).
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Pergunta. O que acabamos de afirmar nao diz nada sobre a so
lubilidade de (1) ou (7), pois entrou esse k na equagao. Que

se pode dizer sobre o problema original?

Para responder a essa pergunta, utilizamos um pouco
mais de Analise Funcional, o resultado basico a usar sendo
a Alternativa de Fredholm para operadores compactos em espa
¢cos de Hilbert, a qual diz o seguinte: "Seja T: H * H um o~
perador compacto em um e€5pago de Hilbert complexo, e seja
™: H > Ho operador adjunto, isto &, (T*x,y) = (x,Ty), pa
ra quaisquer x, y € H. Entao uma das duas possibilidades o~
corre: (i) I-T & um homeomorfismo de H sobre H, ou (ii)
0 < dim N(I-T) < ®. Neste ultimo caso, temos mais o seguin-
te: dim N(I—T*) = dim N{(I-T) e y € R(I-T) se e s0 se (y,x*)
= (0 para todo x* € N(I—T*)".

Vigando aplicar esse resultado observe que (9) defi
ne uma aplicacgio T:_Lz(ﬂ) - LZ(Q), com R{T)} < Wt’z(ﬂ): dado

f e Lz(ﬂ), entao Tf satisfaz a equagao
(10) a[T£,0] + K(TE,0) = (£,6), ¥ ¢ € €_(Q).

Para facilitar a notagao introduzimos a notagao:
¥

ak[u,v] = a[u,v] + k(u,v)
e assim (7) & equivalen;e a
a, [u,0] = (£+ku,¢)
e portanto, em vista de (10), u & solugao de (7) se e S0 sé

T(f + ku)

L]
o
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Resumindo, a sclubilidade de (7) se reduz aquela de

(11) ‘ u-Tous= E

onde 'I‘k = kT e f = Tf. Finalmente para traduzir as afirma-

goes da alternativa de Fredholm em termos do problema dife
. * . I

rencial, devemos saber quem & (Tk) +» Para isso definimos o

* -
adjunto formal L de L pela expressao
* o«
(Le,¥) = ($,L ¥), ¥ ¢, ¥ € ¢, &)
o que dara

¥y (—1)|“|D°‘(austxiusw).

BERI

+ -* -
Dal a forma de Dirichlet associada a L~ &

a*[u,VI = J ;_EDBU p%v dx
lal,TBlsm @
© que mostra que
. —
a [u,vl = a[v,u].

*
Obviamente, tudo que se fez para a[u,ﬁ] vale para a [u,v] e

dai concluimos a existéncia de um operador T : L » L tal

que, para cada g € L2:

Ao % * e
a [T g,0] + k(Tg,9) = (g,¢), ¥ ¢ e C_(Q).
Nao & dificil mostrar que

*
(r), = (Tk) .
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Juntando tudo isso podemos agora traduzir a alternativa de

Fredholm nos termos de nesso problema:

Alternativa de Fredholm para o problema de Dirichlet. Supo

nha que 2 & um dominio limitado e que as hipoteses (3) e (4)
estao satisfeitas. Ent3o, ou o problema (7) tem uma e s0 u-
ma solugido u € W?’Z(Q) para cada f € LZ(Q), ou © problema
homogéneo

alu,$] =0, ¥ ¢ ¢ Wz’z

tem um numere finito (digamos n) de solucoes linearmente in

dependentes. Neste ultime caso, o problema

aE¢}yj =0, ¥ ¢¢e Wg’z

~ . . m,2
tem n solugoes linearmente independentes Vis ceeo vnEWO’ ,
e tambem nesse caso, o problema (7) tem solugao para 9s £

tais que
(f,vj) =0, j =1, «¢vy n.

0 problema de auto-valor. X £ € & um auvto-valor para o Ppro

blema de Dirichlet (7) se existir 0 # u € w?’z tal que
(12) afu,9] = A{u,¢), ¥ ¢ ¢ wﬁ’z;

uma tal u & chamada uma A-auto-fungao. Escrevendo {12) para

4 = u e usando a desigualdade de Garding obtemos

2 2
(re Mllal? , =re alwul zelul? , -k Juld 5 2 Ccmxlulg 5

de onde se conclui que os auteo-valores estao no semi-planc
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Re A > e - ko. Para discutir o problema de auto-valores (12),
podemos admitir sem perda de generalidade que o ko na desi
gualdade de Gérding ¢ 0 e consequentemente os eventuais au-
to-valores de (12) sao > 03 para isso, consideramos a forma
a[u,v] + k(u,v), k > k_, ao inves de alu,v]. Isso implica

que o problema

alu,¢] = (£,9), ¥ ¢ e w‘:’z

22 para cada f € L2 dado, e assim

o operador solugao T: L2 > Lz, com R{T) W?’z

- - . m
tenha solugao unica u ¢ WO

satisfaz a

(13) alte,6] = (£,6), ¥ ¢ ¢ w7,

Seja agora A um auto-valor de (12) (necessariamente, em visg
ta do exposto acima, A > 0); logo u = ATu, © que mostra que
-1
A

l-l—auto-funQSes de T. Por outro lado, seja 0 # y um auto-~

€ um auto-valor de T, e as A-auto-fungoes de (12) sao

valor de T (observe que 0 nao & um auto-valor de T, pois se
fosse isso implicaria na existéncia de um 0 # £ ¢ L2 - tal
que (£,¢) =0, ¥ ¢ ¢ W?’z, em virtude de (13), e isso & im
possivel); loge Tf = Wf, para algum 0 # £ ¢ L2, o que impli
ca, via (13) que unl seja um auto-valor de (12), e que £
(que necessariamente pertence a Wz’z, pois R{(T) C W?’z) se
ja uma u_l—auto—fungao do problema (12). Loge os auto-valo
res de (12) sao os inversos dos auto-valores de T e as cor
respondentes auto-fungoes sao as mesmas. Portanto, conclui
mos que o problema (12) tem no maximo uma colegao enumera-
vel de auto-valores A_, com |An| + +o, ¢ que a dimensac de

cada auto-espago & finita.

Problema auto-adjunto, 0 problema (7) & auto—adjunto se
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alo,] = al,6], ¥ o, v e Wo i@,

- - , *
Isso impiica que o operador T acima & simetrico: T = T. Lo

go os auto-valores de T e consequentemente 0% de (12) sao
reais. Logo, me caso do problema auto-adjunto, os auto-valg
res formam uma Sucessao A < 12 < ... < An S L observe
que Al pode ser negativo. Agora, segue-se da teoria dos opg

radores compactos simétricos em espagos de Hilbert que
; 2
(14) ll(u,u) < a[u,é], ¥ uce WS’ .

De fato, sem perda de generalidade, pode~se supor como aci
ma que © k na desigualdade de Gard1ng seja 0, o que impli
ca que l > 0. Observe que R{T) = Wm 2, o que se segue de
(13) utlllzando o teorema de Riesz- Frechet Logo (l4) & e-
quivalente a

(15) A (TE,TE) < a[Te,T£], ¥ f ¢ L.

Para demonstrar (15) tomamos uma base orto-normal de R(T)
constituida por aute-fungoes de T, ¢1, ¢2, e, COM T¢n =
= un¢n’ onde esses 1 n3o sac necessariamente diferentes. Ob

serve porem que uzl = A,. Assim

TE = ] owu (£.000,

n=1
Temos que
(16) alo 0.1 = A (o500 = A8 .-
Logo
an a[Te,T£] = ¥ piln(f,¢n)2 ) un(f,¢n)2-
n=1 n=1
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Por outro lade

(T£,T£) =

He~18
I e~18

2 2
<
un(f,¢n) SRy

2
. . un(f,¢n) ,

n 1

de onde se segue a estimativa (14). Pedimos a indulgencia
do leitor pelo fato de usarmos An em (16) e (17) para  de-

signar os aute-valores com repeticdo.

Ainda no caso do problema auto-adjunto, temos o se-
guinte fato que seja de valia mais adiante. Suponha que 0O
nzo & um auto-valor de (7) e que os auto-valores mais praxi

mos sejam An <0 < kn+1’ entac o problema

- . 2
alu,6] = (£,0), e W)’
tendo solugao Unica para cada f € Lz, define um operador
< Tt L2 - L2 com R{T)}¢ W?’z. Pode-se ver facilmente que
1 1
(18) Tl = max{ ) }.
TX;T An+l

Regularidade da solugaoc do problema de Dirichlet (7). Vimos

que, mediante as hipoteses (3) e (4), para f ¢ L2, solugao
de (7) estd em Wg’p. Que se pode dizer caso f seja mais te
gular, bem como os coeficientes de L. Enunciamos separada -
mente os resultados de regularidade no interior e regulari-
dade ate a fronteira, desde que o primeire tipo de resulta
do nao faz nenhuma restrigdo na fronteira I de 2. As demons
tragoes desses resultados podem ser vistas no livro de Fried

man, "Partial Differential Equations™.

Regularidade no interior. Suponha (3) e (4), e que a

€
oB
e C|5i+k(§), onde k & um inteiro > 0. Suponha também que pa
k,2

ra um dado f € W » (7) tem solugdo u € W:’Z(Q). Entao,



- 114 -

u € W2m+k(9'), para qualquer subdominio Q' com QT @, & a-

lem disso:

fol S, 2 € clhely 5 * Boly )

onde a constante ¢ depende apenas de Cys k, , ' e das nor

mas Clsl+k dos coeficientes aaB'

Regularidade até a fronteira. Suponha (3), (4) e que R seja
de classe sz+k, para k inteiro > 0. Suponha também que
3,8 € CIBI+k(ﬁ). Seja u € WE’Z(Q) uma solugao de (7) para

um dado f € Wk’z Zm+k, 2

. Entao,u € W e,além disso:
“uH2m+k,2 < c("f”k’z + “uﬂo,z)

onde a constante c depende apenas do operador L e de £.

Observacio Final. Tratamos nesta secgao o problema de Diri-

chlet para operadores fortemente uniformemente elipticos.

Historicamente, isso fol o gque primeiro se fez; 08 traba-
lhos de Garding, Browder e Nirenberg contem essencialmente ©
exposto acima. Entretanto, pode~se tratar uma classe mais
geral de operadores elipticos, os operadores propriamente
elipticos, cf. secgao 1. . Isso & o que faremos na proxima

Seccaon.

3.3. ESTIMATIVAS A PRIORI EM LP E APLICAGOES

Sejam R um dominio limitado de classe c2m .
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o

(1) . L{x,D) = aa(x)D

Ia?52m

. - ..
ur operador propriamente eliptico com coeficientes comple-

xos a € co (M) se la] = 2m e a € Lm(Q) se |o| < 2m. Sejam
(2) B.(x,D) = b, (x)n®
J a%fm. 1.

m operadores de fronteira, com m. < 2m e bj o € sz-mj(F)
» ~
Suponha que L{x,D), Bj(x,D) satisfazem as condigoes de Sha-

pira-Lopatinski. Entao, pode-se provar

Desigualdade a priori. (Agmon-Douglis-tirenberg; Browder no

caso das condigoes de Dirichlet). ¥as hipoteses acima, com

1 < p < w, rem—se
3 u < c(jLu + flu
< Loy, < cllialy |+ fuf, )
G2m, P .
para toda u £ W Y tal que Bju =0, =1, ..,, m, onde ¢
€ uma constante independente de u. Aqui Bju = 0 deve ser en

tendide no sentido de tragos de fungoes de espagos de Sobo-
lev. N¥o casc das condigoes de Dirichlet podemos prescindir

dos tragos e temos a validade de (3) para todas uewim’p(ﬁ).

0 operador diferencial L em LY, Designando por sz(ﬁ;{Bj})

o subespaco de sz(ﬁ) das fungoes tais que Bju =0, vemos
que
(4) L ¢*N(@h - 0.

2m,p

Observe que ”Lu"o b < C““”Zm p’ para v £ W Designamos
L ]

por Wzm’p(ﬂ;{Bj}) a aderencia de sz(ﬁ;{B.}) em Wzm’P. Logo
o operador L pode ser extendido a wzm’P(Q;{Bj}), que sendo

um subespago de LP, permite-nos considerar L como um opera
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dor em LP com dominio

- 2m,p A,
D, =W (w,{Bj}).
Pode-se mostrar que

.

i
W2EeP o (2 )y = wE™ P uleP,
avd °

Proposigao 3.1. L: D, = L? & um operador fechado.

Demonstragao. Suponha gque uy >4 DL’ u, + u en P e Lun + v
em LP. Devemos provar que u € D e que v = Lu. Observe dque
a desigualdade (3) & valida para sz(ﬁ;{Bj}) e portanto tam

bém o & para a sua aderencia. Logo

< c("Lun - Lumu

“un “.umHZm,p 0,p * Hun - um"o,p)'

. . ~ 2
Dal concluimos que existe u em W P tal que

(5) u_ > §en wim P,
e portanto 2 = u, o que mostra que u E DL' (5) tambem fimpli
ca que Lu > Lu em 1P, e daf Lu = v. Q.E.D.

Proposigao 3.2. N(L) & de dimensao finita.

L

Demonstragio. Se u_ € D e sao tais que fu ]l , €1 e Lu =0,
n I : n LP - n -
segue-se de (3) que Lund2m,p < C, o que implica que (un) e

um conjunto relativamente compacto em L. g.E.D.

Proposicao 3.3. Se N(L) =0 entac, existe uma constante c>0

tal que
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(6) lull cluuf,

<
2m,p - P

para todo u E Wm’p(ﬂ;{ﬂj})-

Demonstragao. Por contradigiao, sejam u € Wm’p(ﬂ;{Bj}) tais

que

Ju_i

> u“Lun”

2m,p = ©,P

seja v, T un/”un”2m,p' Entao ﬁLvnﬂo’? < lln,:ﬂ v € wzm,D

tal que -v_ + v em LP, Por outroc lado usando (3) tem-se

“vn T vm”2m,p s c(“Lvn - Lvm”o,p * Ilvn - vm”o,p)

2m,p. Como Lv = 0 em Lp,

de onde se segue que v, + v em U
concluimos da Proposigao 3.1 que Lv = 0 e dai v = 0. Entre-

tanto, usando (3) novamente

1< euv ] vy, )

+
°,p 0,p

de onde se segue que ﬁv”o p > c_l > 0. Absurde. Q.E.D,
E

{Bj(x,D)} € um conjunto normal se m. # me e se

=g, 7

J

para x £ I', Essa ultima condig¢ao quer dizer que a fronteira

b, (x)v™ # 0,
afen, V3o |

' & nao ecaracteristica para todos os Bj.

Adjunto formal. 0 adjunto formal do operador L(x,D) em (1)

&, por definigao:

(7 L(x,0) = ] ieheaE oo,
laf<zm *
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0 problema

(3) . Lv = g em 9, ij =0 em [, j =1, +cc, m
2 o adjunto formal de
(9) Lu = £ em 9, Bju =0 enl, j =1, +c., @ .

se o seguinte ocorre: a relagao
{(L{x,D)u,v) = (u,L(x,D)v)

“ge verifica para todo u € sz’p(ﬂ;{Bj}) se e somente se
v g Hzm’q(g;{ﬁ.}). £ ficil ver que o adjunto formal de
L(x,p), {ad/avI} & L(x,0), {37707 1.

A determinagao do adjunto formal, caso exista, nao g um pro
blema algébrico trivial. Entretanto, mo caso p * 2, vale o
seguinte resultado, e de agora em diante nos restringimoes a

esse caso, passando a descrever © trabalho de i. Schechter.

Lema 3.1 (Aronszajn-Milgram). §S‘L(x,D)_s Bj(x,D) satisfize

rem as condigoes enunciadas no infcio desta secgao e se

{Bj(x,D)} for normal, entac L(x,D), {Bj(x,D}} tem um adjun-—

to formal L(x,D}, {Ej(x,D)}, onde Ej(x,D) & um conjunto nor

mal.

Lema 3.2 (Schechter). L(x,D}, {§j(x,D)} do lema anterior sa

tisfazem as condigoes de Lopatinski-Shapira.

Pode-se provar que o operador L: D(L) 14 > 19, as
gociado a L(x,D), {(B.(x,D)}, definido como L acima e tal
que L = L*, onde L: D(L)C:'Lp + LP & o operador associado a
L(x,D), {Bj(x,D)}.
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Desde que L & fechado e densamente definido, temos

por um teorema de Analise Funcional que
1 %
R(L) = N(L ).
Dai, e da proposigao 3.2 aplicada a L, {ﬁj} se segue que

Proposicao 3.4. R(L) tem codimensac finita,

Juntanda as proposigoes 3.2 e 3.4 concluimes que

L: D(L) P + P & un operador de Fredholm.
Dos argumentos que precederam a proposic¢do 3.4 pode

mos tambem concluir que

Pr0posig§o 3.5. 0 problema (9) tem solugao u € me,Z

(i) pa=
ra todo f € L2 se e s0 se o problema (8) tem solugEo unica
2m, 2

(), v=0.

em W
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CAPTTULD 4

EQUAGOES ELTPTICAS SEMILINEARES EM ESPACOS DE SOBOLEV

SUMARIO. Nas secgoes 4.1 e 4.2 descrevemos parte do traba-
lho do autor e de J. P. Gossez, [9], [10], [12] sobre a s0
‘lubilidade do problema de Dirichlet para equagoes semilineg
res, onde a parte linear & um cperador uniformemente forte-
mente eliptico de ordem 2m, e a solugao & buscada em

w:’z(ﬂ). Na secgao 4.1 estuda-se o caso em que a parte mnao
linear "permanece longe" dos auto-valores de L, num sentido
que sera definido precisamente; isto &, tem-se problemas
nao ressonantes. A reselugac utiliza a teoria de Géfding pa
ra o problema de Dirichlet em Wz’z e, como técnica nZo 1li-
near, o teorema de Lerdy-Schauder. Na secgao 4.2 tratamos
um exemplo de um problema ressonante, do tipo estudado peor
Landesman e Lazer; o fato interessante aqui & que trabalha
mos com a nao linearidade perto do primeiro auto-valor ape
nas e isso possibilita tratar nac linearidades de ‘crescimen

to rapido.

Nas secgdes 4.3 e seguintes desernvolvemos sucintamen
te a teoria dos operadores monotonicos, no sentido de Brow-
der-HMinty, a qual nao podia estar ausente em um trabalho co
mo este que visa introduzir t&cnicas naec lineares. Essa teo
ria, cuja origem data de 1962, com o trabalho inicial de
Minty [171, tornou-se uma ferramenta poderosa no tratamento
de equagoes diferencials parciais nzo lineares. O seu desen
voelvimento nestes Gltimos 15 ancs & algo impressionante.Nao
comentaremos o5 resultados nos problemas das equagSes de e-
volugao e correlata teoria dos semi-grupos nao lineares; 1i
mitar-nos-emos, no espirito do presente texto, a dar alguns

exemplos na teoria das equagoes elfipticas. As seegoes 4.3 a
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4.8 dao a teoria abstrata dos operadores monoetonicos e a
secgao 4.9 trata das aplicacoes. Omitimos algumas demonstra
.gSes, remetendo o leitor aos trabalhos de Brézis [ﬁ], [2],
{3]. A nossc ver os resultados de Brizis-Haraux [4] na sec-
gao 4.8 sao de grande interesse e de muitas implicagoes mno
tratamento de problemas de contorno para equagEes elipticas
nao lineares. Os exemplos da secgac 4.9 nao pretendem ser
as situagoes mais gerais de aplica¢ao. Em verdade, eles s20
dos mais simples e visam apenas ilustrar toda a técnica mo-
notonica. Resultados mais gerais teém aparecido recentemente.
Uma observagao final & que as tecnicas monotonicas, ao tra
balhar com operadores multivalentes, permite tratar proble
mas de contormo, cujas condigoes de fronteira sao dadas por

certas inequagoes.
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4,1. PROBLEMAS NAO RESSONANTES

Seja R um dominio limitado de classe sz e L um ope
rador fortemente uniformemente eliptico, cf. (3) da secgao
3.2, com coéficientes 343 £ C 8 (%), Supomos que L seja- au
te-adjunte com as condigoes de Dirichlet, isto &, (L¢§, ) =
= (¢,LV) para ¢, U € C:(Q), o que da no mesmo em dizer que
aE¢,w] = a[w,¢], ctf. secgao 3.2. Logo os auto-valores de L

sao reais e formam uma sequencia

Hosso proposito & estudar o problema de Dirichlet

(1) Lu = f(x,u) em Q
(2) ufov! =o0em P, j=0, 1, ..., m-1
onde £: & x R > R & uma fungao continua, que nio interage

com 05 auto~valores., Mais precisamente ha dois casos a con

siderar:

(I) nao linearidade entre dois auto-valores consecutivos

An< An+1:
. .f(x 5)
P | 3
(3) ln < nn = *1§¢iﬁp s. < nn+1 < An+l

(II) nao linearidade abaixo do primeiro auto-valsr: .

£(x,s)

(4) lim sup a

g+teo

< n1 < kl.

Observagao. £ possivel tratar casos de nao linearidade £
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dependendo das derivadas de u até ordem 2m - 1l; cf. o arti

go do autor [10].

Teorema &4.1. Nas hipoteses acima sobre L e 2, e supondo (3),

o problema de Dirichlet (1)—~(2) tem uma solucao

u £ W2Re2 w‘;’z, isto &,

(5) afu,d] = (£Gx,w),0), ¥ o€ Wil

o]

Demonstraggo. fm vista do teorema de regularidade basta mos
2

- m, - - +
trar que (5) tem uma solugac u € WO Seja A (An ln+l)/2.
0 problema (5) & equivalente a
1,2
(6) alu, 8] = AMu, 9 = (FGw=du, ), ¥ ¢ & U 7
Como 0 nao & um auto-valox de L - M, usamos o operador solu
gao T, cf. equacao (17) da secgao 3.2 e ohservagoes que a
precedem, para dizer gque (6) & equivalente a
. 2
(7) u=TNu, u &L
onde (Nu){x) = £(x,u(x)) - du(x). N & um operador {nao 1i-
near) limitado e continuo de L2 em L2, o que se segue da de
sigualdade (8) abaixo., T & um operador linear compacto em
2 ~ . s -
L. (Cf. observagoes feitas sobre o operador de Niemytskil
no capiltule 2). Logo, a existéncia de solugﬁo de (7) pode
ser obtida do teorema do ponto fixo de Schauder. Usando a

continuidade de f e a hipotese (3) podemos concluir que

(8) |£(x,s) - As] < ys + b(x)

onde b £ CO() e 0 <y < (ln+1 - ln)/2 (Nota: obviamente a

continuidade de f pode ser substituida pelas condigoes de
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Carathéodory, desde que se suponha que para qualquer r > 0,

if(x,s)} < ar(x) € L2 parajsff r). De (8) obtemos
Ivull < vbull 5 + ],
| 2 ILZ f ”Lz
Logo
lrwall o< vlell fuf 5 o+ [
| L2 = v L2 ’RLz

e da desigualdade (17) concluimos que YTl < 1. Logo, exis-

te uma bola BR tal que TN(BR)C: BR‘ Schauder termina. Q.E.D.

Ho caso da nuo linearidade abaixo do primeire auto-

valor, em que se assume (4), podemos concluir que

(93) f(x,s) < ns + B{x), ¥xef,s >0
e
(10) f(x,s) > ns - B(x), ¥xeQ, s<0

onde n, <n< Al e 0 < B(x) ¢ Lz. Observe que as desigualda
des (9) e (10) dao apenas um controle unilateral no cresci-
mento de f; assim, quando s + +», f£(x,s) poderia ir para -=
exponencialmente. Isso, por um lado, & excelente pois nos
possibilita tratar problemas nao lineares com descontinuida
des de crescimento rapido. Por outro lado, torna a resolu -
gao do problema bem mais diffcil do que no caso do teorema
4.1, pois agora o operador de Niemytskii nio & mais bem de
finido em todo o L°. Esse problema foi resolvido por J. P.
Gossez e o autor [12] e temos o seguinte resultado, que é

um caso especial daquele tratade por eles.

Teorema 4.2. Nas hipoteses sobre L e {t acima e supondo (4),
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o problema de Dirichlet tem solugdo u € wt’z tal que
f(x,u(x)) € LI(D.

Demonstracaoc. Cf. artigo de Gossez e do autor [12] ou Traba

lhos de Matematica n? 114 (Universidade de Brasilia, 1976).
A idéia basica consiste em aproximar o problema em "pauta

por problemas

Lun = fn(x,un) em 2
aJun
2 -0enl;, j=0, .., m~1
avd
onde
£(x,s) se |s| <n.
fn(x,s) = Jf(x,n) se s 21
f(x,-n) se 5 £ ~-n.

Observagzo. Esse teorema se aplica aos problemas

=Au +.eu = fem $, u=0eml

—Au + senu = f em 2, u=20enT

-Au + (senu)+eu =fem©, u=20enl
~hu + u3 = fem R, u=20enTl

4,2, UM PROBLEMA RESSONANTE

Nesta secgao apresentamos um exemplo simples. Casos
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mais gerais podem ser vistos nc mencionado artigo de Gossez
e do autor. Esses resultados sao conhecidos como do tipo de
Landesman-Lazer. Uma extensa bibliografia tem sido desenvol
vida recentemente por varios matematicos, entre eles, Ambro
setti, Berger, -Brezis, Cesari, Fulik, Hess, Gupta, Mancini,

Nirenberg e Prodi.

Sejam & um dominio limitade e L um operador fortemen

te uniformemente elipticoc com coeficientes aaB € Co(ﬁ) se
idl = ]Bf'= m e ::10LB £ Lw.par§ 08§ demais. Suponha que o pro
blema de dirichlet L, {BJ/BvJ} seja auto—-adjunto; e Al o
primeiro aute-valor. Propomo-nos a discutir o problema semi
linear

(1) Lu = f(x,u) em 8, aju/avj =0en I, j=10, 1., 2-1

onde £: © X R » R & uma fungao continua tal que

f(x,s)

(2} lim sup A

< 11 uniformemente em X.
|S[+m

Nessas condigoes pode~se provar o seguinte resultade

Teorema 4.3. As equacoes aproximadas .

1
Lun + o f(x,un)

1 : 1,
e f(x,un)un e L7. A

52

~ ~ n
ten solugao u £ W
n 0

lém disso, ou

com f(x,un) e L

(i) “un”m 2 & uniformemente limitado em n e entao o proble
b

ma (1) tem uma solucdao u & WZ’Z com f£(x,u) € L1 e

f(x,uw)u £ Ll, ou

(ii) existe uma subsucessao de.“un]]m’2 indo para +=; desig
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ne—a pox “un”m 2 também. Nesse caso, para uma subsuces
*

- m,2 -
= 3 -
sao, Vv un/"unu ;2 +> v oem Wo , onde v e uma Al auto

funcao de L, e vale a desigualdade

(3) Jnlf(x,un) - Alun|vn >0

para n suficientemente grande.

A demonstragao desse resultado & bastante técnica e
pode ser vista no artigo mencionado de Gossez e do autor.

Vamos aplicd-lo ac problema (1) com

(4) .f(x,u) = Alu - g(x)eu + a(x), g, h e 12

onde g(x) > 0 e g > 0 em um conjunte de medida positiva.

Teorema 4.4. O problema (1) com f dado em (4) tem solugao
m,2

u g W °
o

tal que g(x)eu € L1 se
(5) J hv < 0
Q

para todas as ll-auto—funQSes de L, tais que v £ 0 em Q.

-

Demonstraggo. Basta mostrar que a desigualdade (3) nac pode

ocorrer meste caso. Suponha por contradigae que ela ocorra:

u

{6) JQ h(x)vn > Jg gl{x)e nvn

Passando a subsucessao se necessario podemos admitir que
v + v a.e., em §1; tomando limites em (6) vemos que o primei
ro membro converge para fﬂ hv e a idéia € mostrar que °
lim inf do segundo membro & > 0, o que entao contradira (5).

Designe por Irl o referido segundo membro, Entao
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u
I > J g{x)e e J + J + J I: + I + I°.
n v_<0 B v_ <0 v <0 v <0 n n
n 23 n n
v>0 v<0 v=0

Seja Xn a fungzo caracteristica do conjunto va < 0. Logo

+
L,z j g(x)x v
n v>0 nn

e como X+ 0 a.e, em v > 0, obtemos aplicande o teorema da
convergéncia dominada de Lebesgue (generalizado) que

. + -
lim In > 0. Temos tambeém

u
I =J g(x)(e ™ - LIy v +j g(x)yx. v
n v<0 ln n v<0 nn

e aplicando o lema de Fatou na primeira integral, o teorema
da convergeéncia dominada na segunda, com a observagao que

X, > 1l a.e. em v < 0, obtemos lim inf I; > 0. Por ultimo,

[s]
In : Jv=0 g(X)Xnvn

e a integral converge a zero pois v, * 0 a.e. em v = 0, e

basta usar o teorema de Lebesgue. Q.E.D,

4.3, OPERADORES MONOTONICOS

Atée agora, no presente texto, resolvemos uma serie
de problemas ndao lineares usando essencialuente duas Eécni
cas, contratividade e compacidade, representadas, respecti- =«
vamente, pelo principio da contragzo de Banach e pelo teore

ma do ponto fixo de Schauder e suas variantes. Historicamen
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te, parece-nos que até a d5cada de 60 os problemas de equa
gées diferenciais n3o lineares eram atacados por esses mEto

dos ou modificagoes dos mesSmos.

Em 1962, G. Minty [}7] demonstrou um teorema de 507
brejetividade para operadores nac lineares de um tipo que Y

hoje conhecido como monotonico.

Teorema de Minty. Sejam Il um espago de Hilbert real e T:iH+H

um operador_(nao necessariamente linear) continuo e tal gue

existe uma constante o > 0 para a qual

(1) (Tx - Ty,x ~- y) * aNx - yiF, x, y € H.

Entao, T & um homeomorfismo.

f verdade que operadores com a propriedade (1) sao
bastante naturais, e ja haviam sido considerados antexior =
mente por Vainberg e Kadurovskii e por Zarantonelle. Lntre
tanto, esses autores faziam a hipotese adicional que T fos
se lipschitziana, o que possibilita demonstrar o resultado
usando o princfpio da contragzo. Portanto, nada de novo 1o
que diz respeito a novas tecnicas. 0 resultado de Zaranto~
nello & um pouco mais geral do que © enunciado abaixo, mas

nao muito.

Teorema de Zarantonello. Sejam H um espaco de Hilbert real

e T: H » H um operador lipschitziano, isto &,

(2) frx - tyll < ®llx = vy}, =, y ¢ ®

onde K » 0 & uma constante. Suponha também que T satisfaz

(1) . Entao T & um homeomorfismo,
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Demonstracao. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em
(1) obtem-se “Tx - Ty” > anx - yl]o que mostra que T & inje
tiva e T -1 & continua em R(T). Resta, pois, mostrar que T &
sobrejetiva, i.e., para cada y € H, a equagdo Tx = y tem s0

luggo X, ou equivalentemente, a equagﬁo
x = x — MTx - 3}
tem solugac, onde A # 0. A idéia agora € escolher A de modo

que o operador Sx = x - A(Tx =~ y) seja uma contragao, Veja

mos . Tem—-se

fo - szﬂz

1 “xl - X, - A(Txl - sz)ﬂ2

I”?

+ AZHTxl—TXZHZ - ZA(Txl—Tx b4

==, -x, 22%17%y)

e usando (1) e (2), com X > 0:

jlsxy - Sx2U? < (1 + k4% - 2a1)ﬂx1 - x2”2.

Logo, basta tomar 0 < A < ZQIKZ para que 5 seja uma contra

gao. 2.E.D.

Operadores satisfazendo a comdigao (1) saoc chamados
fortemente monotonicos. A demonstragao do teorema dada por
Hinty & bastante interessante e imaginativa, explorando pro
priedades geometricas dos espagos de Hilhert, como por exem

plo o lema de Kirsbraun.

Lema de Kirsbraun. Se B(x 2T ), i =1, ..., n, sao bolas

num espaco de Hilbert, tais que f\B(x 2 ) # 8, e se

B(yi,ri), i=.1, ..., n, sao outras bolas tais que Hy —y H_
uxi - xj”, para todo i, j, entao f\L(y ,rl) #F 0.

i
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Lsse resultado &, em geral, falso em espagos de Da-
nach. Assim a extensao do teorema de Minty para espagos de
Banach teve gue segulr outros caminhos. O teorema abaixo
foi demonstrado independentemente por F. E. Browder e ‘Min-

ty. Antes, porém, fixemos as nomenclaturas.

4 * *
Sejam X um espago de Banach real e X seu dual. Um
- . - * - .
operador (nao necessariamente iinear) T: X * X & monotoni-

co se
(Tx - Ty,x - y) >0, %,y & X,

onde usamos (x*,x)‘para designar a agae do funcionmal linear
continuo x* no elemento x £ X, Um operador T: X —+ X* & demi
continuo se ele for continuo da topologia forte de X (i. e.
a topologia da norma) na topologia fraca* de K*. Observe
que, no caso de X ser reflexive, essa topologia coincide
com a topologia fraca, e se T for continuo nas normas de X
e X*, ent3o T & demicontinuo. Um operador T: X =+ X" g coer-

civo se (Tx,x)/”x“ + +% quando ”x[]+ <,

Teorema de Browder-Minty (cf., por exemplo, [6]). Sejam X

, #
um espaco de Banach reflexivo e T: X + X um operador mono-

-~ . . R ~ ®
tonice, demicontinuo e coercivo. Entae, R(T) = X .

Demonstragao. Basta mostrar que 0 & R(T), pois se y # 0 o
operador T_ = T - y satisfaz todas as hipoteses do teorema
e 0 & R(Ty) <==> y € R(T). la. Parte: o teorema & valido pa
ra X de dimensao finita. Nesse caso, pode-se supor, sem per
da de generalidade, que X = X* = R". Tomemos r > 0 tal que
(Tx,x) > 0 para ﬂx” = r, e mostremos que o onerador id - T
tem um ponto fixe x, na bola B(0,r), o que implica que Tx0=0.
A ideia & utilizar o seguinte corolirio do teorema do ponto

fixo de Brouwer: "Uma aplicagao continua S8: B(O,r) ~+ R" tem



- 133 -

um ponto fixo se Sx # Ax, para todos ”x|f= re A > 1." (CE.
secgao 2 do capitulo 2), Suponha, por contradigac, gque esta
condigao nao esteja satisfeita: existe [[x[/=r e A > 1 tal

que Sx = Ax; entao
(x,%) < (Ax,x) =(Sx,x) = (x,x) - (Tx,x) < (x,x).
Absurdo!l

2a. Parte. Caso geral. Seja F a colegao de todos os subespa

gos F de dimensae finita de X, seja jF: F + X o operador de

® * *
+ F , seu adjunto. Defina TF = jF o T ojF:
F > F , Claramente TF satisfaz todas as hipoteses do teore

ma; logo pela la. parte, existe x

. - L *
inclusao e ipe X

y € F tal que TpXp = 0. Da

coercividade se segue que existe M > 0 tal que HXF”

A

M pa
ra todo F & F. Agora, para cada Fo e F defina vFo = fecho
fraco de L){xF, FD Fo}. Como cada um deles & compacto,poils
X & reflexivo, e como a colecgao {VF°1 F, € F} tem a proprie
dade da intersecgao finita, ve-se que existe X, € (\{VFO:
F € F}. A idéia agora & mostrar que Tx, = 0. Dado y € X ar
bitririo, tome F0 3 y;'entao, para F 2D Fo tem—-se

(Ty - Txe,y = %g) 20, e dai (Ty,y - xF) > 0. Logo

(Ty,y - xo) > 0 para todo y € X. Tomando, agora, y=x + tz,
com z € X arbitrario e t > 0, obtemos (T(xo + tz},z) > 0.
Fazendo t + 0, tem-se (Txo,z) > 0, de onde se segue Txo = 0,

Q.E.D.

0 teorema de Browder-Minty tem um sentido geométrico
simples ne casoc de X = R; ele simplesmente diz que se uma
fungao £f: R + R continua e mondtona crescente & tal que
f(x)} + *» de acordo com x + tw, entao f & sobrejetiva. Nes

te caso, isso decorre do teorema do valor intermedizario.
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As primeiras aplicagces de operadores monotonicos o-
correram na teoria das equagbes integrais nao limeares. Nes
se sentido destaca-se o trabalho de Dolph-Hinty. Note-se
também que os estudos anteriores de Vainberg-Kalurovskii e
Zarantonello também visavam as chamadas equagoes integrais

de Hammerstein

(M uf{x) + J k(x,y)E(y,uly))dy = vix),

onde ¢ & um dominio em R, k: 2 x @ > R & um nicleo que de

fine um operador linear
(Ru) (x) = J k(x,y)u(y)dy
Q .

e £f: 0 X R + R & uma fungao satisfazendo as condigoes de Ca

rathéodory, que define um operador de Niemytskii
(Fu)(x) = f(x,u(x)).

Com essas notagoes a equagao integral & equivalente a equa-—
¢ao funcional u + KFu = v. Hipdteses devem ser feitas sobre
K e f para que se possa ter os operadeores definidos entre
certos espagos e com boas propriédades que assegurem a solu
bilidade de (3). Vamoes dar uma ilustragao do uso dos opera
dores monotonicos para resolver um certe tipo de equagoes
de Hammerstein; uma referéncia contendo bastante informagao

sob o assunto & o artigo de F. E. Browder [7].

Apesar das muitas e interessantes aplicacoes da teo-
ria monotdnica #s equagoes integrais, a grande importancia
do teorema de Browder-Minty & suas aplicagoes diretamente
is equagoes diferenciais parciais nao lineares, as quais fo
ram imediatamente exploradas por Browder, Leray, Lions e ou

tros. Nos ultimos quinze anos a literatura sobre teecnicas
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- . - - - - . - »
monotonlcas aplicadas as equagoes diferencials tem crescido
consideravelmente, e nao temos a pretensao de descrever a-

qui esse desenvolvimento.

Visando as aplicagses nas proximas secgaes vames de
senvolver mais a teoria dos operadores monotonicos em espa
¢os de Hilbert., Ha uma excelente referéncia, onde o leitor
interessado poderz ver mais detalhes, H. Brazis [1], : [Zj,
[3]. Ficou claro desde o inicio da teoria monotonica que se
deveria considerar operadores multivalentes. A aplicagaoc de
dualidéde J: X X*, que a cada x € X associa x £ X* tal

v Kk * 2 - -~ e
gue hx ” = “x[,e (x ,x) = Hx” e uma aplicagaoc multivalente,
pois tal x*, que sempre existe como consequencia do teorema
de Hahn-Banach, nao & necessariamente unico; alias J s5 &
univalente se e s3 se X* for estritamente convexo. Por ou-
tro lade, os inversos de operadores monotonicos nao sao uni
valentes e nem definidos em todo o espago. Apesar disso es
ses inversos tem uma certa cavacteristica de monotonicidade;
para vocé se convencer disso, considere f: R + R monotonica
com discontinuidades e com trechos onde ela & constante. To
da essa argumentagaoc para justificar, de imediato, as defi
nigdes abaixo. Argumentos mais convincentes virao mas apli

cagoes futuras.

Definigoes. Seja H um espago de Hilbert. Um operador multi
valente T: H + H, nao necessariamente definido em todo H &
menotonico se seu grifico, que designamos também pela letra
T, i.e., T = {[x,u] € H x H: u € Tx} for monotonico, o que

quer dizer que

(ul T UgXy T xz) >0, I:x].’ul]’ [xzsuz:l e T.

0 conjunto D(T) = {x € H: Tx # #} & o dominic de T. Se o o=

perador monotonico T & tal que seu grafico nac & subconjun
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to proprio de nenhum outro grifico monotonico, entao T € ma

- -~ -
ximal monotonlico.

ProposicBo 4.1. Seja T: H > H um operador monotonico. Entao,

a aplicagao X + AT, paxa A > 0, & injetiva, i.e.
(I + AT)x N (I + AT)y = §, para x # y. E além disso (I+AT)

& uma aplicagao contrativa de R(I + AT) em H. (Estamos uti

1

lizando a terminologia contrativa para uma aplicacgio
S: Cec H * H tal que ﬁSx - Sy” < ”x - ylL a qual & tambem

conhecida como aplicagao nao expansiva).

Demonstragao. Para u € Tx e v € Ty tem-se, pela monotonici
dade de T:

(6) (x =y + Alu = % - ) 2 lIx - vl

de onde se segue que ﬂx - y“ < “x -y + A(u - v)”, o que im

plica as conclusces da proposigao. Q.E.D.

Teorema 4.5 (Minty). Seja T um operador monotonice em H. En

tao T & maximal monotonico se e so se R(I + AT) = H, para

todo A > 0.

-

Demonstragao. Suponha que R(I + T) = H, e provemos que T e
maximal monotonico. Seja [y,ﬁ] € H x H monotonicamente rela
cionado com T, i.e.,

(7 (v —u,y -x) >0, ¥ [x,@] e T

e provemos que [y,i] € T. Existe z & H tal que v+ty € z+ Tz.

Logo [z,v + y - %] £ T, e use-o em (7)

(V_(V+Y“Z).y—z)20==-—->y=z’
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e assim [&,VJ € T, Omitimos a demonstragao de que T maximal
monotonica implica R(L + AT) = H, a qual pode ser vista no

trabalho mencionado de Drézis.

Observaggo. Segue~se do teorema acima que se R(I + AT) = H
para algum A > 0, entao R(I + AT) = H para todo X\ > 0,

Sobre o dominio D(T) de um operador maximal monotomico T.

Nao & verdade que D(T) seja convexo. Por exemplo (Damlamian):

Em H = LZ(O,m) o operador Tu = -u", cujo dominie &
t 1 2 L} - 3
D(TY = {v € L7: u', u" £ L , ul(0) = u’(0)}.

Entretanto vale o seguinte resultado

Teorema 4.6, Para T maximal monotgnico, D(L) & convexo, e,

para todo x € H, tem-se

(8) lim Jyx = proj
A0+

1

onde J, = (L + AT) 7, A > 0, & denominado o resolvente de T.

Demanstraggo. 1) x & D(T) —=> JAx + x. De fato
Hoyx = xll = fla,x = 3,¢x + amx| < [A] Jrx] > o.

2) Se x § D(T), entao Jyx € limitado. De fato, pondo uA=Jlx

tem~se x € u, + }Tul ou seja [ul,(x - ul)k—lj g T. Logo
X - u
A

(u;‘ TO: —T_)

de onde se segue ﬂuxuz < c“uA” + ¢ => ﬂuA” < c. Tome, a se

uir uma subsucessao, J,x — 2z, onde z deve pertencer a
¥ A ]
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co D(T). Como
(9) (J,x = J x-)>[|Jx—J1[2
A A MR »
obtem—se
(10) (3, % < Gyx = J,y,% = ¥+ 203,%,3,7) - oy P
AT - A Al AT A | :
Agora tomando y € D(T) tem-se passando ao limite em (9
. 2
(z = y,x-y) 2 llz-ylf == (2 -y,2-x 20
para todo y £ D(T) e consequentemente para todo ¥y € co D(T).
Logo z = Proi.y pr) X. Por outro lado passando ac limite
em (10)
. ) H 2 C 2
lim sup ’]Jlxﬂ < (z =~ y,x - v) + 2(z,y) - ”yu
= (z,x) + (z - x,¥)
que & verdade para todo y € D{(T) e portanto para todo
¥y € co D(T). Tome, entao, y = z e obtenha lim sup HJ x” <
ﬂzﬂz, o que implica que Jyx > z. Finalmente, para qualquer
"x €& co D(T), tem-se pelo exposto, que JyX * X, e como J,xe

g D(T), cbtemos que x € D(T). Logo D(T) = co D(T), o© que

conclui a demonstragao. Q.E.D.
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4,4, RELACIONAMENTO ENTRE OPERADORES CONTRATIVOS E
MONQTONICOS. '

Um operader §: P + X, onde D & um subconjunto de um

espago de Banach X & contrativo se |[Sx - Sy]|| < Hg --ylls pa
ra todos x, y € D. Um maior interesse nesses operadores e

em teoremas de ponto fixo para eles surgiu quando se verifi
cou seu Intimo relacionamento com os operadores monotonicos.
Observe que se S: D =+ H & contrativo, entao I * S & monoto=-
nico. Em suas pesquisas sobre o problema de valer inicial

para o problema de Cauchy
x = flt,x), x(0) = X,

em espagos de Hilbert, Browder descobriu o seguinte resulta
do. 7

Teorema do ponte fixo de Browder. Seja S: Br > B, uma apli-

cagao contrativa da bola Br de raio r centrada na origem de

um espago de Hilbert nela propria. Entdo 5 tem um ponto fi

XO0.

Demonstraggo. Seja 0 < An 4+ 1. Pelo tecorema do ponto fixo

de Banach existe um unico x € B_ tal que x. = A _Sx_., Tem -
: n r n n" “n

se

1 - an” = Iln - Llfsx | £ (1 = A )r.

Loge, passando para uma subsucessao, podemos admitir que e-

xiste x ¢ 3 tal que

X =% e (I - S)xn - 0.
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A aplicagao S pode ser extendida para todo H, usando a retra

¢io radial

x , se |lxll <«
Rx =

exl |x], se |lx]l> ¢

tomarndo-se a extensao § como 5.0 R, £ claro que § 8 tambem
contrativa, e vamos wanter a notagao S para essa extensao,

ao inves de §. Come I - 8 ¢ menotonica, temos
((I - S)y - (; - S)xn,y - xn) >0, ¥ ye& H.
Passando ac limite
((L - §)y,y - x) >0, ¥ yeH
Tome y = x + tz, onde t > 0 e z € i & arbitrario. Logo,
(L - 8)¥(x + tz),z) >0

e passando ao limite quando t * 0, temos ((I - S)x,z} > 0
para todo z € H. Portanto (I - S)x = 0, ou seja, X € um pon
to fixo de 5. Q.E.D. :

Simultaneamente, mas em trabalhos independentes, o
teorema acima foi demonstrado por GBhde [13] no caso de es-
pagos de Banach uniformemente convexos, & por Kirk [}5] no
caso de espacos de Banach reflexivos satisfazendo uma pro
priedade geométrica, chamada estrutura normal, e que fora
introduzida, anos antes, por Brodskii e Milman no estudo de
{sometrias. O teorema de Kirk & o mais gexal. E facil dar e

xemplos de espagos de Banach nao reflexivos onde o teorema
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& falso, Entretanto, mo nosso entender, & um problema aber
to se o teorema & verdadeiro na classe de todos os espagos
reflexivos, Observe-se que o fato da aplicagdo estar defini
da em uma bola B nao & essencial; o teorema & valido se B

for substituida por um conjunto convexo fechado limitado.

Corolaric 4.1. Seja 8: Br + H uma aplicagdo contrativa defi

nida em uma bola Br de raio r centrada na origem de um espa

go de Hilbert. Suponha que

(1) Sx # Ax, ¥ A >1 e f|x||==x.

Entao S tem um ponto fixo.

Demonstragao. Pelo teorema anterior a aplicagdo R o § tem

um ponte fixo. Usando um argumento semelhante ae utilizado
na demonstracgzo do teorema do pontoe fixo de Leray-Schauder,

concluimos que § tem ponto fixe. Q.E.D,.

Vamos agora utilizar esse resultado para mestrar o

seguinte

Teorema 4.7. Seja T: H + H um operador maximal monotonico

(ndec necessariamente definido em todo H e redendo ser multi

valente). Suponha que T & coercivo, isto &,

(r;m) + +=, guando ||x|| + +o e u ¢ Tx.
Entao R(T) = H. .
Demonstragao. Basta mostrar que 0 & R(T), isto e, existe

x £ H tal que D € Tx., Isso & equivalente a mostrar que a a-

plicagao contrativa (I + T)—l: B + H tem um ponto fixo. A-

firmamos que existe uma bola B, na fronteira da qual
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(I + T)_1 satisfaz 5-condig§o (1) acima; isse feito a de-
momstragao estara concluida. Suponha, por contradicao, que

isso nao seja verdade: existe.ﬁxnn + < tal que (I¥T)—1 x_ =

n
= Anxn’ com ln > 1. Entao‘xn g (I + T)(ann), ou seja
(1 = 2 )x_ & T(A x_ ). Pela coercividade temos que
n’“n o' n
{((1 - ln)xn,l x )

N

Mas isso & impossivel porque essa expressao & igual a

(1 - A'n)llxnil < 0. Q.E.D.

> 4o,

Observagses:
1) Um resultade mais geral de sobrejetividade sera demons=

trado mais adiante.

2) Outra demonstragao do teorema de Browder-Minty mo  caso
de espacgos de Hilbert: mostre que todo operador monotonico
hemicontinuo T: H » H definido em todo H & maximal monotoni

co, e a seguir use o teorema 4.7.

4.5, ALGUNS EXEMPLOS DE OPERADORES MONQTONICOS

(1) Seja 'C um subconjunto convexo fechado de um espago
de Hilbert e defina a aplicagﬁo projc: H + C como sendo a-
quela que a cada ponto x £ i associa o ponto de C mais pro
ximo de x. E um fato conhecido da teoria dos espagos de Hil

bert que

(}) (x - projC x,u — projc x) <0, ¥ue C.
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Se y-for um outro ponto .de H tem-se
(2) (y - projC Vv - projC ¥y) £0, ¥ ve&cC.

Tomando u = projc y em (1) e v =VprojC x emn (2) e somando

ohtem-se apos alpuns cdlculos
. . . . 1|12
(3} (proj, vy - proj; x,y - x) 2 llproj, vy - proj, x|

¢ que mostra que projC € momotonica. Ohserve que (3) ctambéem

implica que proj, & contrativa.

(I1) Sejé p: H O+ (—M,+m] uma funcglo convexa, fracamente
semicontinua inferiormente (i.e. ;n —> x ==> $(x) <

lim inf ¢(x_ )) e prépria (i.e. ¢ # +o), Define~se o dominio
essencial de ¢, designado por D(d), como sendo D(¢) = {xeH:

$(x) < +m}. A sub-diferencial de ¢ & um operador multivalen

te en Y assim definido
(o) (x) = {u e #: ¢ly) > ¢(x) + (u,y = x), ¥ y ¢ H},
F claro que D(39)c¢= D(¢). Observe que se ¢: U - R & uma fun

40 convexa que & Gateaux diferenciivel, i.e. ara cada
G ’ s P

x € H existe u € I tal que

FRRICEIY - ox) _

t+0

(u,h), ¥ h e H,

onde u & a diferencial de GAteaux da ¢ no ponto x, designa
da por ¢'{(x), entdao, ' = D4. Portanto a subdiferencial e
uma generalizagao da nogao de gradiente de ¢. £ fAcil  ver

que 3 & monotonica.

(ITI) Seja C um conjunto convexo fechado em H, definimos a
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fungao indicadora de C por
0 se x € C
+o .se x ¢ C.
£ ficil ver que I, & convexa, fracamente semicontinua infe
riormente e propria, e que BIC & um operadorx monotonice cu

jo dominio estd contido em C, e, de fato, g C.

Proposigao 4.2. Proj, e 3¢ sao maximais monotonicos.

Demonstragac. Que projC & maximal monotonico decorre imedia

tamente do teorema de Minty, e do teorema 4,5, Para mostrar
que o¢ £ maximal monotdnico, devemos provar que u e x+09(x)
tem solugao x para cada u € H. Nao & difieil mostrar que

tal solucao x & o minimo do funcional Pix) = o(x) + %ﬂx-unz.

Proposigao 4.3. Seja B um grafico maximal monotonico em RXR.

Entao, existe uma fungao j: R + (—w,+¢j convexa, semiconti-

nua inferiormente e propria tal que 3j = B, ou seja, £ & ne

cessariamente uma subdiferemcial.

Exemplos:

R, s = 0 ve, 5 0
(1)  B(s) = $(s) =
p s #0 0, s =20
(_ODQOJ, s = -1 o, 1S| <1
(a1 e(s) = {° sl < i(s) =

[0,+*), s = 1
9 s] > 1
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¢
-1 sy 8 <0
(I11) g¢s) = {f1,17, s = 0 i(s) = |s]
+1 . 8 >0 )
(-=,0], s = 0 4w, 5 < 0
(Iv) B(s) = 4o , 8 >0 j(s) =
g » 8 <0 ' 0 ,s >0

Proposicao 4.4. Seja B um grafico maximal monotonice, entao

2
o_operador BL: L~ = L2 definido por

B = {[u,v]‘e L? % 12 v(x) e B(u(x)) a.e.}

& maximal monotonico. Além disse B & uma subdiferencial.

Demonstragao. Cf. prop. 2.16 de Brezis [2].

0 seguinte exemplo de operador maximal monotonico se
ra bastante utilizado nas aplicagoes, mais adiante.'Equncii

mo-le como um teorema, cuja demonstragiao & nao trivial.

Teorema 4.8 (Brézis). Seja & um grafico maximal monotonico

em R X R. Entac o operador =A em L2 com dominio D(-A) =

= {u e wm’z(ﬂ): -3u/f3v & B(u)} & maximal monotonico.

Observagiu. A condigzo de fronteira -3u/3v e B(u) inclui a
condigao de Dirichlet (8 do exemplo (I) acima) a condigao
de Feumann (8 = 0) e outras condigoes de fronteira envolven
do desigualdades. E esse @ um fato importante: -2 teoria mo-
notonica permite tratar problemas para equagoes elipticas,
onde a informagdo sobre a solugao na fronteira & dada por
um conjunto de desigualdades. Esse tipo de problema apare-

ce, por exemplo, em termologia, ¢ tem sido estudado por va
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rios autores notadamente Duvaut e Liens.

4.6. SOBREJETIVIDADE DOS OPERADORES MAXIMATIS MONOTONICOS

Um operador (multivalente) T: H * K 2 localmente li-

mitado se todeo x €& il tem uvma vizinhanga V tal que T(V) =

R Ty & limitado ou-vazio. Tem-se a seguinte caracteri

zagao de sobrejetividade,

Teorema &.9. Um operador maximal monotonico € sobrejetivo

- -1 .- .
se e s0 se T é localmente limitado.

Demonstragﬁo(xT_I localmente limitado =—> R{T) = I. Basta
mostrar gue R(T) & fechado e aberto simultaneamente, R(T) &
fechado. De fato, sejam u_ € R(T), u_ € Tx_, tais que u =u.
——+—:1— j+} n noo n

Como T & localmente limitado, segue-se ﬂxnﬂ limitado, [
passando a uma subsucessao X, —=x, Temos (v*un,y—xn) >0,
para todo [},VT € T. Passando ao limite: (v-u,y-x) > £, o

que mostra que [x,u] €T, i.e., u £ Tx. R(T) @ aberto. Seja

u, € R(T), u, € Txo, e seja B_ a bola de ralo N em tormno de

u, tal que T"I(Bn) & limitado. Tome “h“ < nf4d e LoSETEemos
que u + h € R(T). Seja x_ a solugao de
(1) u + h + £x € €x_ + Tx_.
[+ o £ £
Entao [x SU + h + Ex - ExE] e T. Loge, por monotonicidade
(u + h+ €x_— €x_ = u ,x. - x) >0
o o E o’’e Tol -

e dai E"xe - xOH < [In]l ou EHXE" <elx Il + [wll. Portanto, se
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€ > 0 for tal quezsﬂxaﬂ < njﬁgqﬁtemfse que u .+ h + Exo_—
- ex, S‘Bn o que ihplica-“XEUJLimLt&dOLiFQiSVTHI e localmen
te limitado, Indo para subsicessges, se necessario, X —x.

‘Como u_ + hiilsxo - Ex. * u_ + h obtem-se, de modo simples

via monbtdnfcidaﬂe maximal, que u + hoe Tx. R(T) = H =—===>

-1 : . .- : ~ .
T localmente limitado, PDe fato, T maximal monotonico im-

1

plica 'I‘—1 maximal monotdnico e como D(T ") = H, o resultado

se segue do teorema abaixo. #.E.D.

Teorema 4.10. Seja T: H - I! um operador maximal monotouica.

Entao T & localmente limitado em cada ponto x € int eo D(T)

A denmonstragao, ¢ue a seguir apresentamos, creio ser
a mais simples e & devida a Fitzpatrick, tiess e Kato. Ela

se baseia no seguinte lema.

Lema 4.1. Seja X 0 em I, ”unl + o e p >0, Entaoc, existe

4 —_

x e U, {x|} < p, tal gue

1}
|
8

lim inf (un,xn - X) .

Observagao. Se x =0, a existencia de um tal x seguir-se-
ia do principio da limitagaoc uniforme. De fato, se um tal x

nao existisse, entdo para cada x € H, com ih= |l < p, terfames
(u,,-%) 2 c., ¥n

onde e, € uma constante que. depende de x. Isso implica que

[(u =) | < M_, para todo n, com uma constante dependendo de

x. Portanto, o principio da limitac@o uniforme daria Hun” <

< M, o que & impossivel,

Demonstragaoc do lema 4.1. Seja
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= o a =1 + | .
Y un/ n’ n 1 '(un’xn)l

Entao

R T R N 1 + e
llvn” = CI 1 + “unﬂ"xn“ nunn-l + [lxnu .

Pelo principio da limitacao uniforme, cf. ohservagao acima,
existe ﬂxl]f p tal que (vn,-x)+ —~®_  para uma subsucessao

de (vn). Por outro lado,

R

X = -
| (v x| & <
n
Logo, para uma subsucessao (v_,x =~ x) + -%, o0 que implica
x_ - x) *+ ==, LE.D.
(u »x, ) Q

Demonstracao do teorema 4.10, Seja x €& int co D(T) e B(x,p)

e ¢o D(T). Suponha, por contradigdo, que existam x_€B(x,P),
X + %, tals que para u, £ Txn, ”un” + +o, Logo, pelo lema

acima, existe uzllf p tal que

lim inf (un,xn - x - z) = —-%,

n
i=1
A; 20 e ) A; = 1. Usando monotonicidade

Como x + 2z € co D(T), temos x + 2 =Z Aiyi’ com yiSD(T),

(unsxn - Yi) .>_ (Visxn - yi), Vi [ Tyi.
Multiplicando por Ai e somando obtem-se

n
(un,xn-x~z) > 121 Ai(vi,xn—yi).

Tomando limite



= 149 -

. n
lim inf (un,xn - x - z) 2 -Z li(vi,x - yi) >
i=1
contradigaol Q.E.D.
Casos especiais do teorema 4.9:
(D) D(T) limitado =—> T_1 limitado e portante localmente
linitado.
(II) T coercive, isto &,
(2) (u,x) + +oo HXH > w

x|l ’
onde u € Tx., Tem—-se que 'lT--1 & localmente limitado. De fato,
primeiro cobserve que (2) implica na existéncia de uma fun-

gao C{r), r > 0, tal que C(r) * += quando r * +~, a qual

permite escrever (2) na forma equivalente
(u,x) 2 cl=ihixl
e dai "u” > C(”x“). Portanto se u for limitadoe, x, tal que

u e Tx, também deve ser. O teorema 4.9 com a hipotese de

coercividade ja foi demonstrado antes, cf. teorema 4.7.

4.7. SOMA DE OPERADORES MAXIMAIS MONOTONICOS

Em muitas aplicagoes, as equagoes a serem resolvidas
sao da forma Tx + Sx 3 f. E sera importante, pois, visando
aplicar o teorema de sobrejetividade da secgdo anterior sa-
ber se T + § & maximal monotonico. Em geral, a soma de dois

operadores maximais monotonicos, T e S, nao necessita ser
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maximal monotonico; basta, por exemplo, que DETYIND(S) = P.

Com o objetivo de enunciar condigoes suficientes pa
ra que T + 5 seja maximal monotonico, quando T e § © sao,
vamos introduzir as aproximagoes de Yosida de um operador

maximal monotonico:

T, = T(I + ?\T)—]‘, A > 0.
E facil ver que
T, = i - a+an™H
o que mostra que T, Z monotonica e Lipschitziana definida

em todo H com constante 1/A.
Observagao. Se T for maximal monoténico, entao Tx & um con-

junto convexo e fechado, pois

Tx m {u: (u—uo,x-xo) > 0}.

) [x,su, €T

Definicdo. A secgao principal de um operador maximal monot§

nico & assim definide
.

o _ .
T % = projp, 0.

Outras propriedades das aproximacoes de Yosida:

(1) x & D(T) == T,x > 7%, quando A * 0 e nTAxn < ”Toxﬂ.
(2) = ¢ b(T) ==b”Tlx”+ +o, quande A + 0,

(3) Se T = 3¢, onde ¢ & uma fungao comnvexa semicontinua in

feriormente propria, entao Tl = 8¢A onde
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9,00 = min {zp iy - =x[* + ¢(n)}
yeli

e uma fuagao convexa, diferenciavel a Frechet e definida pa

ra todo x € H. (CE. proposigao 2.11 de Brezis [2]).

Lema 4.2. Sejam T e S operadores maximais monotonicos e su-—

ponha gque S & lipschitziano. lintao T + 8 & maximal monotoni

CO.

Demonstraggo. Sem perda de generalidade pode-se supor que
S seja uma contraggo de comnstante k < 1., Basta mostrar que
R(I + T + §) = H, ou seja, que a.equagao y € x + Tx + Sx
tem solug50 x € H. Essa equagZo & equivalente a y - 8x £ x+
+ Tx ou x = (I + T)_l(y - 8x). A aplicagao (I + T)—l(y - 5.)
& uma contragao de constante k e logo tem um ponto fixo,.
Q.E.D.

Teorema 4.11 (Brezis-Crandall-Pazy}. Sejam T e 5 operadores

maximais monotonicos. Entao, T + S5 & maximal monotonico se

e s se, para cada y, as solugoes %, da equagao y € X, *

+ Txl + Slxl sao tais que Slxl e limitado quando A > 0. Nes

te caso, x, > x onde x € a solugdao de y &€ x + Tx + Sx.

Demonstracao, Cf. Brezis [2].

Corolario 4.2 (Rockafellar). Sejam T e 5 maximais monotoni-
cos, e suponha que [int D(T)] M D(S) # P. Entio T + S & ma-

» N -~ -
¥ximal monotonico.

Demonstragﬁo (Brézis-Crandall-Pazy). Sem perda de generali-
dade, podemos supor que 0 E [int D(T)](\ D(S). Dado vy € H,
existe pelo lema 4.2 um unico Xy tal que ¥ € xl+Txl+Slxl .
Seja ¥y € 'l'xA tal que
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(1)- y = Xy ¥y + S)\XX'
pal, usando monotonicidade das aplicagoes T e 8y
2

(2) ”Y“ﬂxl” z (Y:xl) = HKAN * (yk’xl) + (Skxl’xk)a

2l |2+ (T0,x) + (530,30 2 Ilxy IP=eliny I

= A [\ ATTTA - A A
o que implica que ”XA“ seja limitada quando A+ 0. Usamos o
fato que 0 € D(8), o que implica que HSKDH - ﬂSDOH, guando
3 + 0. (2) tambem implica que (YA’XA) & limitada quande A*0.

Agora, seja € > 0 tal que a hola B(0,e) & levada por T em

um conjunto limitado; tal € existe em vista do teorema 4.9.

Seja w, = Eykjﬁyll' Entao 2z, € ka.e limitado, Por monotoni

cidade
(yy = 2%y ~ ¥y 20
e dal
(ykswl) < (yl’xl) - (ZA:XA) + (zl’wl)
ou seja
(3 . El[y)\lf < (yyxy) - (zl,x?\) + 2y, wy)-

Como cada um dos termos no segundo membro de (3) & limitado,
concluimes que ¥, ¢ limitado. Logo de (1) concluimos que
S4%y & também limitado. Use o teorema &4.11 para concluir.
Q.E.D.

Corolario 4.3. Sejam T e S operadores maximais monotonicos

tais que
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(4) (Tx,S,x) >0, ¥ x & D(T), ¥ X >0,

Entao T + 5 @ maximal monotonico.

Demonstracao. Em vista do teorema 4,11, basta mostrar que

as solugoes xy da equagao
(5) | Xy * TXA + Slxk 3 f

para um dado £ & H, sao tais que ”leku ¢ limitade, quando
A+ 0. De (5) usando (4) obtemos

; 2
(6) (xy,8,%,) + HSAxk” b ﬁfHHSAxA].
Agora para Yo € D(T) temos, por monotonicidade
(Txh - Tyo,xx -y )=>0
e dail usando (5)
(f - Xy - SAXA = Ty s%y ¥ ) >0
que implica
(1 Tl B e Sy, < e+ ey |+ ells,x, |
Al AR - A PEATA I
onde c¢ designa, eventualmente, diferentes constantes inde =

pendentes de A. Agora para ¥y € D(8), temos, por monatonicil
dade,

(Syxy = Sa¥pexy =¥y 20

que implica
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8) (53mpomy) 2 me = clmyll = cllsy=y |

onde utilizames o fato que ”Skylu < ﬂSDyl . Logo de (7) e

(8) obtemos

(9 PN

A

e+ Cuxx” + ”SAXA”'
De (6) e (8) obtemos

(10) N

1A

c * CHXAH + CHSAXA”'

Finzlmente de (%) e (10) concluimos que ﬂskxl“ ¢ limitado,
quando A > 0. ¢.E.D.

- - . . » -~
Corolario do corolario 4,3, Seja T maximal monotonlico e ¢

uma fungao convexa cemicontinua inferiormente e propria. Su

ponha que
(11} d{(1 + J\T)'lx) < p(x), ¥xel,¥ A > 0.

-~ . - a
Entao T + 8¢ & maximal monotonilca.

Demonstragao. Basta mostrar que (11) implica (4). Use a de

finigac de subdiferencial

(12) o((x + A T = 0(x) > (u,(x + AD T

x — X)
para @ualéuer u g 3${x). De (11) e (12) obtem—se

0 > (u,—ATAx)

o que formece (4).
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4.8. 08 RESULTADOS DE BREZIS-HARAUX

Na resolugao de equagoes Au + Bu 3 £ & . importante
ter uma idéia do que & R(A + B). Entretanto, o que & facil
de determinar & R(A) + R(B), o qual &, em geral, bem maior
que R(A + B). Que relagCes szo possiveis entre -esses dois
conjuntos? Brézis e Haraux [4] observaram que mediante hipd
teses simples sobre A e B, R{A) + R(B) e "quase igual" a

R(A + B); em simbolos
R{A + B) = R(A) + R(B)

que quer dizer

R(A + B) = R(A) + R(B) e int R(A + B) = int[R(A)+R(B)]

Propriedade (*). Um operadox monotdnico A em um espago de

Hilbert satisfaz a propriedade (*) se

(*) ¥ v e coR(A) e ¥y e co D(A) —> sup (u=-v,y-x)} < «
x,uJEA

Observagio. A satisfaz (%) <> A_l satisfaz (*).

Proposicao 4.4. (i) A coercivo ==> A satisfaz (*).
(ii) ‘A maximal monotonico —> JA e Al satisfazem (*).

(iii) D(A) ou R(A) limitade =—> A satisfaz (%).

(iv) A = 3¢ =—> A satisfaz (*),

Demonstragao. (i) Use coercividade: existe R > 0 tal que
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(U.,K - Y) 2 (V,X - Y): ¥ HX” > R.

Por outro lado, se ﬂx" R

A

(u = v,y — x) < (w - v,y - %) % (ﬂw“ + "v“)("y“ + R), onde

w £ Ay

-1 1

(ii) JA e coercivo => JA satisfaz .(%). AA = (A + ALY

e como A_l + AL & coercivo => AA satisfaz (*).

(iii) D(A) limitado =——> A coercivo —> A satisfaz (¥). R(A)

limitado —> Adl coercivo => Aﬂl

faz (*).

catisfaz (*) —> A satis

(iv) omitimos a demonstragao para evitar introduzir concel-

tos adicionmais, cf. Brézis-Haraux.

lLema 4.3, Sejam C um operador maximal monotdnicoe em H e FCh

verificando a propriedade:

(1 ¥ veF J aeB tal que sup (o - v,a - x) < =,
[x,ujec

Entao co F (C R(C)

|®

int (co F) C R{(C).

Demonstragao. 12} A hipotese (1) se verifica para todo v €

cS F. De fato, seja v = E livi, v, € F, z li =1, li > 0.
Entao,existen a, € Heec, e R,tais que

(v =~ v.,a; ~ ®) < ¢ ¥ [x,d] e C.

Entao

+ (vi,a-)

I
-
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e pondo a = z Aiai concluimos que (1) se verifica para um

tal v € co F. Logo basta mostrar que

F < R{(C) e int F ¢ R(C).
20) Assim, dado v € F, tome as solugoes X, de
(2) €x. + Cx_. 3 v,
Use (1) com x = X. e u =v - Ex:

v - €X_ - v,a - x <
( e . E) < const

que implica /E"xg" < const. Logo v € R(C), o que decorre de

(2).

39) Agora seja v € int F e B(v,r)¢ F. Entao, para |w|] <

existe a(w)eH e c{(w) € R tais que
(3) (u - v - w,a(w) - x) < cl{w), ¥ [x,i] £ C,
Use (3) para [xe,v - Exsl e C, obtido de (2):
(-Exg - w,a(w).- xE) < c{w)
que implica

(w:xs) f Cl(W) .

Logoe pelo prinecipio da limitacao uniforme r(w,xe)] <C, e
dai HxE" < C. Passando a uma subsucessdo temos X —_ X e
vV - EX, >V e como VvV - €x_ € C(xE), concluimos que v g Cx.

: s
Q.E.D. .

dey
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Teorema 4.12. Sejam A e B opevadores monotdnicos tais que

A + B & maximal monotOnico. Suponha que A e B satisfazem

(*), Entao
R{(A + B) = R(A) + R(B).

Demonstragao. £ claro que R(A + B) R(A) + ﬁ(B). Logo bas
ta mostrar que R{A} + R(B)C R(A + B) e int(R{A) + R(B)) <
R(A + B). Use entgo.o lema 4.3 com R(A) + R(B) = F e A+ B=C
Para tal verifiquemos a condigEo (1). Sejam v e R(A) + R(B)
(e logo v = v,y + V,y vy E R(A) e v, € R(B)) e a & D(A) D(B)
fixados. Entao como A e B satisfazem (*) tem-se

sup (u1 - Vysa - X) < = e sup (u2 - ¥,.,a = X) < o,

ERNE: [x,u,]cB 2

E dal se obtem

sup (u - v,a - x) € =
[x,u}sc
o que conclui a demonstragao do teorema. Q.E.D.

Corolario 4.4. Sejam ¢ e P fungoes cenvexas semicontinuas

inferiormente proprias em H. Suponha que 3¢ + 3P & maximal

monotonice. Entao
R(3¢ + dY) = R(34) + R(IY).

Um resultado andlogo ao teorema anterior e de grande

valia nas aplicagoes da proxima secgao & o seguinte

Teorema 4.13. Sejam A ¢ B operadores maximais monotonicos

tais que
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(4) (AX,BAX) >0, ¥ x¢e D(A).
Entao

R{(A + B) = R(A) + R{(B).
Demonstragao. O corolario 4.3 da secgio anterior nos diz que
A + B & maximal monotonice, Para v e He 0 < £ < 1 fixados,
as equagoes ‘

(5) v E EX, + Axl + Byxy

tém uma Onica solugao Xy, cf, lema 4.2. De (5}, obtemos u~-

sando (4)
2 2 2 2 2 N
(6) ﬂvn > E HKA“ + HAxl" + "lekn' + ZE(xA,AxA + lel)'

Para estimar a ultima expressao em (6) tome x_ € D(AYVD(B)

e use monotonicidade
(7) (AXA + lel - Axo - kao’xl - xo) > 0.
Assim de (6) e (7) obtemos
2 2 2 2 2
1ol % 2 e2my 2+ hany] 2+ 12,0 % - ce 1+ [x,0 + Naxy ] + 13y, D)
0 que mostra gue

2 2 2 2
ex, |7+ fax,}7 + §Byx, |7 < const

quando A + 0. Pelo teorema 4.11, para cada 0 < g < 1, Xy X

que & a solugao de



(8) - v g £x_ + Ax_ + Bx ou v = €x_ 4+ u_ + W
€ |4 €
e temos as estimativas
9 fol < e vl .ce
onde ¢ independe de €. Seja agora v £ R(A) + R(B) e mostre

mos que v € R(A + B). Tome x E D(A) e ¥y & D(B) tais que
v ¢ Ax + By. Logo

de onde se obtem, usando (8):

- - - - - >

( ExE,xg)r (AxE .Ax?x) (Bx€ By,y) > 0
o que implica e"xeuz < const, Usando esse fato em (8) obtem
se que v £ R(A + B). Beja agora v € int(R(A) + R(B)) e mos
tremos que v £ R(A + B). Seja B(v,r) < R(A) + R(B). Para
jnlj < r temos v + h ¢ Ax, + By, . Por monotonicidade,

- - > - -

(AxE Axh,x€ xh) >0 e (Bxe Byh,xE yh) >0
de onde se obtem usando (8) que
(v - €X. -V - h,xE) - (Ax€ - Axh,xh) - (Byh,xE - yh) >0

o que implica que !(h,xe)l < const(h}). Logo, pelo principioe
da limitagao uniforme ](h,xe)l < const para todo fnl] < z.

Dai “xE" Z iimitado e (8) implica que v & R(A + B). Q.E.D.

Corolarioc 4.5. Sejam A maximal monotonico e ¢ uma fungao con

vexa semicontinua inferiormente propria tais que
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(10) 6C(L + 2a) " 1x) < 9¢x), ¥xeH, ¥i>o0.
Entao
R(A + 2¢) = R(A) + R(3¢).

Demonstragao. Basta observar que {(10) implica (4).

4.9. APLICAGOES DA TEORTIA MONOTONICA A PROBLEMAS SEMILINEARES

.

(I) Um problema de Neumann nao linear. Seja £ um dominio

P o . s -
limitado de R, com fronteira regular I'. Seja B um grafico
maximal monotdnico em R X R. Considere o problema de dado

f e LZ(Q), encontrar u € W2’2(Q) tal que

(1) -Au + B(u) 3 £ em R
i du _
{2) v - 0 em F.
Condicao necessiria para a solubilidade de (1)-(2). Inte~-
grando

1

-1
(3) TﬁT !9 £ = TﬁT fQ B(u) € R(B)

onde |2] & a medida de Q.

Teorema 4.14. 0 problema (1)-(2) & solivel se

(4) - TS%T fﬂ £ e int R(B).
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Observagao. Infelizmente esse teorema nao contém o caso de
8 = 0, que & o problema de Neumana classico. E a razao dis
so & que a condigao suficiente 2 um pouco mais fraca do que

a condigao necessaria.

Demonstragiao. Seja H = LZ(R) e defina os dois operadores se

guintes

A= -A, D(A) {u ¢ wz’z(m: Bu/.B\J = 0}

Bu = {[u,vl e H x H: vix) ¢ B(u(x)) a.e.}

A proposigido 4.4 diz que B & maximal monotdnico. E facilver
que A = 3¢ omnde

plw) = 2 Ivaf?,, Dpee) = Wi,
L

2’
e portanto A & maximal monotonico. Isso, também, & um easo
especial do teorema 4.8. A ideia é aplicar o teorema 4.13 ;

T

para isso, observe

]

(Au,Blu) = —[

3u 2
fu B, (u) = f Yy (5 BI(uw) 2 0.
lg A Q LES A

Logo R(A + B) = R(A) + R(B). Agora afirmamos que
3 f £ int{(R(A) + R(B))

e, isso feito, temos que f g int{R(A + B)) e portanto a S©

lubilidade de (1)Y-(2). Para provar {(5) tome g € H e escreva

e N S IR ATt E

Como g, € R{(A) e, se tomarmos |g - fHLz pequens, obtemos, w
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sando (4) que g, € R(B). Logo, se "g - f”L2 for pequeno
g € R{(AY + R(B) o que mostra (5). Q.E.D.

(I1) Um problema de contorne nae linear (Schatzman [18],

Hess [14]). Seja @ um dominiec limitado em R" com fronteira
I' regular. Seja B um grafico maximal monotdnico em R x R.

Considere o problema de dado £ & LZ(F), encontrar u tal que

(6) Au = 0 em D
(7) _du + f & B(u) em T
oV )
Condigaoc necessaria pafa a solubilidade de (6)-(7). Inte-
grando

1

1
T fr R L'S“” ® R(8)

onde || @ a medida de T.

Teorema 4,15, S

(8) T%T L £ & int R(B)

entac o problema (6)-(7) tem uma solugao u € W3/2’2

().

Demonstracao. (Brézis-Haraux). H = Lz(F). Defina os opera-

dores
B = {|g,h] € H x H: h(x) & B(g(x)) a.e. T},

e A da seguinte maneira: D(A) = wl’z(r) e para u € Wl’Z(P),

3/2,2

seja U £ W (2)Y a solugao de
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Al =0 enm @, U=muemnlD,
e entio defina Au = 3u/3v. Agora
“‘“’%““L 3 g @ = —JQ EENGR [ ) ( 0 Zgr, (@)20.

Logo o teorema 4.13 g aplicivel. E o resto do argumento pro

cede como no caso (I).

(II1) Problema de Dirichlet semilinear em ressonancia. Seja

Q um dominioc limitado de R™ com fronteira T regular. Seja
Al o primeiro auto-valor de —-A, e tome ¢ uma A -auto-fungao
com ¢ > 0 em §. Seja B um graflco maximal monotonlco em RXR,
com 0 & D(B). Considere o problema de dado f el (Q) encon-

trar u € WZ’ () tal que
{9) -hu - Alu + B(u) 3 £ em
(10) u=20enmT .

Condicao necessaria para a solubilidade de (9)-(10). Multi-

plicando (9) por ¢ e integrando, ocbtemos:

iy (Jn fﬁ/Yg ¢] e R(B).

Teorema 4.16. 8Se

(12) (f f?/[ ¢] g int R{B)
Q Q

entao, o problema (9)-(10) tem uma solugao u eli (Q)
(Q).

Demonstragao. Seja H = Lz(R) e defina os operadores
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A= 2=, b = wiliyn IR

e B como no problema (I). A & maximal monetdnico, pois
R(A + (Al + 1)I) = H; de fato, isso simplesmente quer dizer

que o problema de Dirichlet
~hu + u = f em e u=0-em T

& sempre solivel, qualquer que seja f ¢ Lz(ﬂ). Pode-se mes

mo ver que A = 9¢ onde

¢ (u) % fﬂ {|vu|? - lluz}, D(¢) = w 2.

A+ B & maximal monotonico, pois R(A + B + (1 + X )I) = H ;
de fato isso decorre de que A + B + l I & maximal monotonl—

co:
((a + kI)u,BAu) = -I Au Bl(u) = f ) ( ) B'( )

onde se utilizou o fato que 0 = BA(O) Podemos entao apli-
car o corolarioe 4.4, Seja f ¢ L () uma fungao satisfazendo
(12) e provemos que f £ int(R(A) + R(B)); isso feito o coro
lario 4.4 entra em cena e comclui a demonstragdo. Dada g €

€ Lz(ﬂ) escreva

g = (g - k) + k onde k = IQ gcp/fn ¢.
Pela teoria linear, tem-se que g - k € R(A). Por outro lado
se |g - f”Lz for pequeno k € R(B), e al se utiliza a hipdte

se {12). Q.E.D.

(IV) Este 1ltimo exemplo utiliza apenas os resultados ate

a secgdo 4.7.
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Teorema 4.17. Seja & um dominio limitado com fronteira I re

gular, e seJa B um grafico maximal monotonlco. Entgo para

cada £ € L (ﬂ) existe um unice u € W (Q) 0 W (Q) tal que

~Au + B(u) 3 £ em f.

DemonstragZo. Seja H = LZ(Q) e defina os operado}es

2 1,2
A= -h, D(a) = (@) N WTTE@
e B como no exemplo (I). & = 3¢ onde
1 2
5 I |Vu\,usw 2(2)
$(u) =
+ , u € LZ\W (9)
Logo A & maximal monotsnico. A proposigao 4.4 diz que B z

maximal monotonico. Como
(Au,Bku) = —f Au BK(U) = [ ) ( ) 3 (u) 2 0
Q

concluimos em vista do corolarioc 4.3 que A + B 2 maximal mo

notonico. Agora observe que A + B & coercivo pois
2 2
(-bu + 8w > [ (val? ze | lul
Q 2 Q

pela desigualdade de Poincaré. Logo o teorema 4.9 {ou 4.7)

nes diz que R(A + B) = H. Q.E.D.
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