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PREFACIO

Um dos obJetlvos deste llvro & apresentar alguns

teoremas que representam pecas fundamentais no desenvolvi-
mento da teoria das folheagdes.

Estes teoremas foram escolhidos nao somente por sua rele-
vancia e profundidade mas também pela sua simplicidade teg
nica com o intuito de dar ao texto um cardter introdutdrio.

Motivados pelo teorema de Frobenius, apresenta¥
mos no Cap{tulo I um pegueno curso sobre campos de vetores
e formas diferenciais.

0 estudo das folheagoes do ponto de vista global
domega com o cap{tulo 1T onde apresentamos varios exemplos.

| No Capftulo III & introduzida a nogdo de holono-

mia e sSo demonstrados os teoremas de estabilidade de G.
Reeb, um dos quais caracteriza uma folheacao globalmente
toda Qez que a topﬁlogia de uma folha seja suficientemente
simples.

0 Capftulo IV & dedicado ao estudo das folhea-.
cOes transversails as fibras de um fibrado. Mostra-se al
o teorema de C. Ehresmann que caracteriza as_subvarieda-
des compactas que podem ser folhas de uma folheag¢ao local.

No Capitulo V fazemos uma exposigBo sobre os mé

todos de A. Halfliger que o levaram a demonstrar que nao
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existem folheagOes analiticas de codimensao um em varieda-
des compactas simplesmente-obnexas.

Estes metodos formam parte também da demonstragao do teore
ma de S F. Nov1kov 0 qual afirma que em variedades compac-
tas, 31mp1esmente conexas, de dimensigo trés qualguer folhe
acao de classe 02 e codimensao um possui uma folha
compacta. O teorema de Novikov é exposto no Cap{tulo vi.
) | N& Capifulo VII se estudam folheacgles geradas
por agoes (localmente livres) de IR2. Mostramos ai o teo-
rema QE 'E, Lima: NHo existem agdes localmente llvres de

2 em 83.

R
0 estudo das propriedades assintdticas das fo-
lhas de uma folheacao teve um dos seus pontos culmlnantes
nos‘teoremas de Sacksteder. No Capltulo VIII trataremos
deste assunto,incluindo também num apéndice uma exposicao
do exemplo classico de Denjoy de um fluxo.em T2 com con-
Juntos minimais excepcioﬁais. ‘ |
Finalmente, o Capitulo IX trata dos teoremas de
Reeb sobre a estrutura topoldgica das folhas de uma forma
diferencial integrével na vizinhanga de uma singularidade.
Para a leitura deste texto é necessario um conhe
Qimento elementar da teoria de variedades diferencidveis e

£, . . =
- dos teoremas basicos da teoria de grupos fundamentais e eg

pacos de recobrimento, Como referéncias recomendamos [14]
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para variedades e [6] (capftulo I) e [18] para a teoria
de espagos de recobrimento.

Este livro fol baseado em notas de aula de cur-
sos lecionados pelos autores no Instituto de Matematica
Pura e Aplicada. |

Expressamos aqui o nosso agradecimento a Maria
José Pacifico que leu a versao preliminar, apresentando wva

liosas sugestdes.

César Camacho e
Alcides Lins Neto

Rio de Janeiro, maio de 1977.
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carfTuro 1

TEOREMA DE FROBENIUS

Uma folheagao de dimensﬁo q de uma variedade
diferenciével M é, a gro;so modo, uma decqmpos;gao . de
M numa uniao disjunta de subvariédades conexas de dimen-
sao q chamadaé folhas. Os planos tangentes as folhas de
finem um campo de:q—planés, o qual é dito completamente
integrével. |

O teorema de Frobenius determina condigdes ne
cessarias e suficientes para gque um campo dé q~-planos em
M seja completamente integravel.

Os campos de q-planos podem ser definidos localmente por
q campos de vetores linearmente independentes ou dualmeg-
te por n-q, n = dim M, 1-formas linearmente independen-
tes. Com o pretexto de demonstrar o teorema de Frobenius
faremos neste cap{tulo um curtd curso sobre campos de ve-
tofes e formas diferenciais. Esclarecemos ao leitor gue
para uma boa compreensao dos capitulos subsequentes o uni
‘o resultado indispensavel do Capitulo I é o teorema!de

Frobenius (2.2).



81. Campos de Vetores e Derivadas de Lie.

Seja M < Rk uma variedade diferenciavel de

classe Cm e dimensao n, Em cada p € M consideremos o
subespago TpM < mk de todos os vetores tangentes a M
em Pp.

Definimos o espago fibrado tangente de M como o conjun-
to T = {(p,v) € M><Bk |pe M, vE TpM}, dotado da proje
gao ‘TM: TM -+ M, n(p,v) = p.

Para cada carta local de M, x: U = Rn, U< M, definimos
uma carta de TM, x: 7 1(v) » uxRr® por %(p,v) =

= (x(p) , dx(p).v). Como as mudangas de coordenadas
§O§f1(x(p),w) = (y(p) ,d(yox_l)(x(p)).w) sao de classe

C , TM possui uma estrutura de variedade c.

Ir I . ~
Um campe de vetores de c¢lasse C em M e uma aplicagao

T

¢ Xx: M- TM tal que ©_X: MM & a identidade. Dada

uma . carta local x: U -~ R" de M e a base canodnica
{el s eus ,en], denotamos por 3%— o ecampo de vetores em
i .
.. O __1 .
U definido por z_— = x*(ei) =x (x(p),e;). E claro
i
b p
que para todo p € U {z=(p), ... ,*E—(p)} e uma base
bxl bxj
de T M. Logo se X é um campo de vetores em M teremos
n
a sua expressao local X(p) = I Xi(p) bi
i=1 i

(p) nos pon-

T

tos PEU e X & €' se e s6 se todas as Xy sao de

classe C'. No que segue denotaremos por (M) o conjun
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to de campos de vetores de classe ¢t em M.

DEFINICAO 1 ~ Seja X € i%(M), Uma curva Cl,yz (a,b) * M

e dita curva integral de X se y'(t) =

= X(y(t)) para todo t € (a,b).

. - - - a 3
0 resultado a seguir e corolario imediato do teg
.S . . . L ~r
rema da existencia e unicidade das solugoes de equagoes

-
.. . . n
diferenciais ordinarias em R,

1.1 - TEOREMA (Existéncia e unicidade) - Seja X um cam-

. po de vetores de classe Cr, rzl1,
em M, Dados D, €M e to € R existem ¢ > 0 e uma vi
ziﬁhanga Upo de pO' em M tais gue para todo p € U
existe uma curva integrél vy de X definida em

Po

(to—e ,to+e) com Y(to) = p. Se y;: I; 2 M e
YZ: I2 + M sao duas curvas integrais de X tais que

t, € I,NI, ‘e v1(t5) = vo(t,), entao Y] = Y, em

Il N 12.

Do teorema acima podemos concluir que para cada pEM exis
te a<0<b e uma cufva integral de X, ¥: (a,b) M com
y(0) =p, tal que se ¥: Il—#M ¢ outra curva integral de

X com 0€ I, e v;(0) =p, entao I, < (a,b). O interva
lo (a,b) é denominado intervalo maximal de definigao da
solugao que passa por p e vamos denota~lo por Ip.
Seja Vv = [(t,p) € RxXM|t € Ip}._A aplicagac ®: V * M
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tal que t -+ m(t,p)l ¢ a curva integral de X com

$(b,p) = p é denominada§f1uxo de X. Do Téorema 1.1 se-
gue-se que V é aberto em RXM e que ¢ possui a se-
guinte propriedade: ®(s+t , p) = ®(s ,®(t,p)) =

= @(s,e(t,p)) = ot ,w(s,p)),{sempre'que as expressoes fa
gam sentido, isto e, sejam compat{veis com o dominio V.
Além disso, do teorema da dependencia diferenciavel das
solugSes de uma equaggo diferencial com respeito as condi
¢oes iniciais (veja [22]), podemos deduzir que % é da
mesma classe de diferénciabilidade'de X.

Seja Xt(p) = ¢(t,p) e para t € R fixo, suponhamos que
a aplicagao X, : M =+ M esta definida para todo p E M.
Neste caso, temgs qué X ¢! M-+ M esta definida e além
disso que Xto(x_to(p)) =X(jt0(xto(p» =p para todo p € M.
Isto implica que Xt : M+ M & um difeomorfismo Cr, cu

o

a I3 -

ja inversa e X_, .
o

1.2 - Mudanga de variavel.

Sejam M e N duas variedades e f: M * N um
difeomorfismo CT (r 2 1), Se X é um campo de vetores
“de classe c® em N, podemos definir um campo de veto-
res f£*(X) em M pela férmula f£*(X)(p) = df-l(f(p)) o
o(X(£(p))) = (az(p)) " T(X(£(p})). O campo £*(X) §& de
classe CL, onde ¢ = min(s, r-1). Analogamente se Y é
s

um campo de vetores C em M podemos definir um campo



_5_

de vetores f£x(Y) = az(£™1(p)o(Y(£71(p))), o qual & de
£ ’ -~
classe C . O seguinte resultado e conseqliencia imediata

das definigoes:

1.2.1 - PROPOSICAO - Sejam X um campo de vetores em M,

g: N?P ¢ £: P+ M difeomorfismos
o’ (r = 1) e %: V+ M o fluxo de X. Valem as seguintes
propriedades:

a) (fog)* = g*¥of* e (fogly = fr0gy .

b) Seja Y: W+ M o fluxo de f£*(X), onde W é o domi~
nio maximal de Y. Entdo W={(t,p)€ RxM|
(t,f(p)) € vV} e Y¥(t,f(p)) = £(v(t,p)) para todo
(t,p) € V,

A propriedade b) acima nos diz que se conhecer-
mos as curvas integrais de f*(X) e o difeomorfismo f,
Lagl ] a »
entao conhecemos as curvas integrais de X e reciproca-

mente.

1.3 - Derivada de Lie.

Sejam X e Y dois campos de vetores de clas-

r
se C

em M, Para simplificar suponhamos gue o fluxo de
X estd definido em R X M. A derivada de Lie de Y na
direggo de X ¢é o campo de vetores LyY em M definido
por

LY(D) =&xEO Gy
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Para cada t € R, X%(Y)(p) e um vetor em TpM,
logo é%(x%(Y)(p))t=0 e um vetor de TpM. Dbservemos que
t - X%(Y)(p) = DX_t(Xt(p))-Y(Xt(p)) ¢ diferenciavel mesmo
que X seja de classe Cl. Além disso devido ao carater
llocal da definigso, a hipétese do fluxo de X estar defl
nido em R X M é desnecesséria. Basta considerarmos uma
vizinhanga U de p e € = 0 tal que o fluxo de X es

t3 definido em (-€,e) X U,

1.3.1 - PROPOSICKO - Valem as seguintes propriedades

a) L & anti-simétrico, isto &, LXY = ~LyX.
b) L é bilinear.
c) Se f: N - M & um difeomorfismo ¢t (rz 2) e X,

Y sho campos C° (s = 1) em M, entao
® = * B
£ (LXY) Lf*(x)(f (Y)»

d) Se f,g: M * R sao fungoes cf e X,Y s20 campos

T

¢ em M (r = 1) entao L(fx)(gY) = f.gLg¥ +

+ f-dg(X)nY - godf(Y)-X

e) (ExpressEO local da derivada de Lie). Sejam X e ¥
campos ¢ (r21) em M e x: US M + R" uma
carta 1oca1f Suponhamos que as expressSGS de X e
Y na carta (x,U) sejam respectivamente

n n
X = 'E &y O/Oxi e Y = .E

8. d/8x.. Entao
i=1 J J J

1
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'n n 0B, bo.
L (YY) = % (Z (Qe TJ- - ))°/bx
X j=1 i=1 Xy ! oxy
f) Sejam X e Y campos C' (r= 1) em M e X
Yt os fluxos de X e Y respectivamente. Entao os
fluxos de X e Y comutam (isto &, XtoYS =

=Y, °X s,t € R) se e somente se L.Y = O,

t ! X

Observagio: Denotaremos Ly Y também por [X,Y] que e a
notagao mais usual. Esta notagio & conhecida
por "colchete de Lie de X e Y" e & motivada pelo fato

de L ser bilinear.

Demonstragao: a) Suponhamos inicialmente gue X e Y sao

de . classe 02 e gue 03 fluxos de X e
Y estao definidos em R X M., Consideremos a aplicacio

®: RXRXM * M definida por @(s,t,p) = Y_ OX_, 0V o0

o Xt(p). E claro que ® & c2, Temos g—cg 0('I:,p) =
8= .
- .4 0X o = _ o :
ds(Y—s -t YSOXt(p))S=0 Y(Y-sox—t YsOxt(p))s=0+

+ DY_S(X_t oy o X (p)) o nx_,‘:(*zfS o Xt(p)) OY(YS o Xt(p)) o =
d

o]
= ~Y(p) + X?t"(Y) (p). Logo H(O_CE ~=O)t=0 = Ly¥. Por outro la
op . = - o
do bt|t=0(b,p) DY_S(X_tOYSOXt(p)) ol X(X_tOYS X (p)) +

+ DX_, (Y 0 X, (p)) 0 DY (X, (p)) 0 X(X (p))

= — = Y% s
¥_ (Y () .[-X(Y (p)) + DY (D) .X(P)] = -Y*(X) + X, ja

que X =Y = identidade de M. Temos entao que

b 0 ’ 2

b_s(b_c%|t=0)s=0 = ~LyX. Como ¢ e C%, pelo teorema de
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Schwarz Segue-se que LXY = —LYX. Se X e Y sao de clas

se Cli consideremos duas seqﬁéncias Xn ,Yn de campos de
classe C2, tais que Xn + X e Yn + Y na topologia uni
forme CL. B facil verificar que Ly ¥, = L,Y e
n B X
. s O = -
LYan - LYX na topologia uniforme Cc9, logo LXY LYX.
A extensao do resultado & Sbvia no caso em que 05 fluxos

de X e Y ndo estdo definidos em RXM.
b) £ imediato da definiciao que se a,b € R, entao
Lx(aYli-sz) = gLXYl + bLyY¥,, Como L e anti-simetri
ca, segue-se que L e linear\;ambém em X.
¢) Pela Proposigdo 1.2.1 o fluxo de f*fx)

(t,p) » £7L0x, 0f(p), logo: (Lpw(x)f™ ) -
= Srce™ OXtof)*.f*(Y))(p)]t=0 - L1 o D*IN(PT o

- Arp(et ox_ ) (K, 0 2(0)) YK 02PN g 7
= -‘l-tnf'l(x_t 0 X, © 2(p)).DX_ (X, © £(0)).Y(Xy 0 £ (NI gog =
_ oL (e(p)) . CEIRED (£ ) = DET (). (L) (£(P)) -

= f*(LXY)(p).

i

d) Suponhamos inicialmente f = 1. Temos que! LX(gY)

- S xE(eY)) g = AP (Xy)« (8 (X)X Dyg =

d _d d
E;(g(xt).xg(Y))t=o = Ef(g(xt))t=o Y +.g E¥(Xt(Y))t=0
= Dg(X)Y + gLg¥.

Caso £ ¥ 1, temos: L, (g¥) = Qg(fx)Ya-gLfX(Y)_=
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f.dg(X).Y - g.L (£X) = £.dg(X).Y - g.df(Y).X+ f.gL,¥.

X

- n -, LA
e} Se X e Y sao campos constantes em R , e facil

X

ver que L,Y = 0. Temos entao que [b/bxi , b/bxj] =

* = =
n
; b s
= I . d/dx%. = la, =— . =] =
Y B ﬁJ / x5 , vem que [X,Y] i?j N 5x; BJ bxj:j
= (D /0%, ). D ox, — . (D /0x ) 0 /0%,
(‘1 dBJ( / xl)_ / X4 BJ dal( / xJ) / Xy +
i,] OB to]e
= —d opox, -8, st d/0x, =
+oplojoxg ,00xy]) = % (o g2 3%y - By g 2/0xy
2B . oa 1,3 1 J
=3 -
j(zi (g'l Oxi 1 bx %) b/bx ’
f) Suponhamos Xy OYS =Yg Oi‘{t para t,s € R e que

X e YE€ C2, Como ja vim

5 -

— o o = Y%
S(X_t Y_ 00X, YS)S=0 X¥(Y)

o XtOYs independe de s, temo

t € R, Daf vem que [X,Y] = 0.

Suponhamos agora que [X,Y] =0

s Ry -4
que Fe(XE(Y)) = F5XE, (YD) o

=[x, X_”E(Y)]. Por outro lado O

[X,X%(Y)], logo -agE(X%‘(Y)) =

os

5

hi

anteriormente

Y e como XtOY .9
- -5

X%‘(Y) = Y, para todo

-(%(X%‘Y))t:(). Temos entao
d _
Eg(xg(xg(Y)))S=o
x#([x,71) = LxF(X),xF(N)]

e portanto X%(Y) =X§(Y)

= ¥, para todo t € R. Como o fluxo de X,’E(Y) (para t

fixo) & (s,p) ™ X_ Y, X (p),

como gqueriamos demonstrar.

vem que X_tOYSOXt =Y ,

B



-10-

1.4 - Agoes do grupo Bk.'

Sejam G um grupo de Lie e 1 € G o elemento
unitdrio. Dizemos que ! GXM » M ¢ uma agao ¢t (rz 0),
se ¥ ¢ de classe ¢’ e satisfaz as seguintes proprieda
des: -
a) Para todo p € M, »(1,p) = p.

b) Se g,,8, € G, entdo w(gy.g,,P) = (g ,P(gy,P)).

Segue~se imediatamente da definigao que se colgo

camos wg(x) =p(g,x), entao para todo g€ G Yy é um homeo

morfismo de M, cujo inverso é @ _;. Se ® for ol

" L g
as aplicagoes mg: M-+ M sao difeomorfismos ¢ de M.

(rz1),

EXEMPLO 1 - Um difeomorfismo f: M + M gera uma agao

w: ZXM + M, colocando-se ®{(o,p)} = p e para
n>o0, o(n,p) = £8(p) = £0...0£(p) (n-vezes) e
we-n,p) = (£ (D).

EXEMPLO 2 - Seja X um‘campo de vetores em M, cujo flu-
X0 % esta definido em RX M. Entao @ é uma

agao do grupo aditivo R em M.

EXEMPLO 3 - (a¢Oes do ®*) Suponha que xt y aee s x5 sdo

campos de vetores tais que os colchetes
(x!,x31 -0, 15 i,j =k |

Sejam Xi ,..._,Xz os fluxos de Xl,,... ,Xk
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respectivamente e suponha que estes fluxos estao definidos

em RXM.
Defina : REXM » M por w(tl yoeee s Ty , D) =
= Xi <>...<>X§ (p). Pela Proposigao 1.3.1, todos os fluxos
1 k

acima comutam, logo ® define uma agao de B* em M.

Reciprocamente, suponha gque @: Bk><M + M & uma acao ct
(r 2 2) do grupo aditivo 8% em M. Fixemos uma base
{el s vee ,ek] de R® e definamos @i(t,p) = Cp(tei , P

E claro que para todo i =1, ...,k, ®,: RXM N & uma

agao de R em M, Estas induzem campos Xt

xM(p) = é% wi(t,p) , de classe ct~1, por outro lado
t=0
X{ ey k, comutam dois a dois e portanto [X',xJ] = o0,

1% i,j < k. Os campos Xl',... ,Xk, sao chamados gerado-

res da agao @.

§2. O Teorema_de Frobenius.

Seja M uma variedade de dimensao n. Uma dis-
tribui¢io ou campo de k-planos em M €& uma aplicagao T
que associa a cada x € M um subespago Ty de dimensao
"k de T M. Uma subvariedade imersa F S M & dita subva-
riedade integral de T se para todo x € F, T .¥ & 7_.
quando por cada ponto de M passa uma Unica subvariedade
integral de‘dimensﬁo k, dizemos que 7 & completamente

integrével oy que 1 define uma folheagao de dimensao k
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de M. Neste caso as subvariedades integrais conhexas e ma

ximais pela ordem de inclusao sao chamadas folhas.

EXEMPLO 4 - Seja X um campo de classe c¥ (r=1) sem
singularidades definido numa variedade. Entao
X define uma distribuicao de l-planoscompletamente inte-
grével em M. As folhas neste caso sao as curvas integrais
de X. | 7
Todo campo de k-planos T pode ser definido lo
calmente por k campos de vetores linearmente independen
tes X' ) e ,Xk, tais que {Xl(x) ;v ,Xk(x)} & uma ba
se de T(x). A distribuigao m ¢ dita de classe ot
(r 2 0) quando para todo 3 € M, existem uma vizinhangé-
U de X, ém M e campos Xl',... ,Xk de classe ct

definidos em U, tais que para todo x¢€ U, {Xl(x),...,Xk(x)}

»
e uma base de ﬁx.

Observagao: Seja e o espa§o de planos de dimensao

k tangentes a M, Qk(M) = {(x,@) le & um su
bespago de dimensao k de TXM}. Em Qk(M) pode ser de=-
finida uma estrutura de espaco fibrado sobre M, cuja fi—l
bra em X € M é a variedade de Grassmann de subespagos de

dimensao k de T,M (veja [14)). Um campo de k-planos

pode ser pensado como sendo uma secao T: M 2 Qk(M).

Pode ser provado facilmente que T ¢ de classe
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¢’ no sentido acima definido se e somente se T: Mf*Qk(M)
e ¢,
2.1 - PROPOSICAOC - Sejam X e Y dois campos de classe

c¢¥ (rz 1) em M.

Supdnhamos.que f: N» M ¢ uma subvariedade
imersa em M tal que para todo x € N, X(f(x)) e
Y(£(x)) € DE(T N). Entdo [X,¥1(£(x)) € Df(T_N) para to-

do x € N,

Demonstyacao: Dado X, € N, seja VS N uma vizinhanca

de x, em N tal que £/V: V + M é um mer

gulho. Sejam € > 0 e U V vigzinhanca de Xy tais
que para todo |t| s e e x € U, Xt(f(x)) esta definido.
Como X & tangente a N, podemos supor também que
Xt(f(x)) € f£(V), diminuindo U se necessario. Temos en-
tao que Xt/f(U): f(U) =+ £(V) e um difeomorfismo local.
Como Y ¢ tangente a N (logo a #£(V)) para todo

q € £(U0), XF(¥)(q) € Tq(f(U)) e portanto

FEXED @)y € T (£(1), como queriamos.

COROLARIO ~ Seja T uma distribuigao de k-planos defini-

da em U< M por k _campos de vetores cr
(r 2 1) 1linearmente indepeﬁdentes, Xl, e, X, se ™
for completamente integrével entao para todo x € U

[xt, x91(x) € m(x), 1< i,j< k.
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Demonstracao: Para todo x € M Dpassa uma subvariedade in

tegral F de dimensao k. Pela proposigao

anterior [X*,X%]1(x) € T F = m(x).

DEFINICXO 2 - Um sistema formado por k campos de veto-

res ¢ (r= 1) em U, Xl ,...-,Xk é di-
to involutivo se para todo x € U, [x*, x9](x) é combina

¢ao linear de x(x) ) s ,Xk(x).

O corolario acima nos diz que uma c0ndi§50 neces
» a2 . .
saria para que ©s campos linearmente independentes
1 k . . P
Xy eer , X definam uma distribuigao de k-planos comple-—
k

. ’ . 1 ' . s
tamente 1ntegréve1 é que o sistema X , +.., X seja in-

volutivo.

EXEMPLO 5 - Sejam X e Y os campos em BS definidos
por X(x1 ) Xg ,x3) = (1,0,0) e Y(xl,xz,xs) =

= (0, axy + bx, ,le-fﬁxz); onde af - ba # 0. Afirmamos

que o campo de 2-planos T, gerado por X e Y enm BB—{xl

x1=x2ﬂ0}, nao possui superf{cies integrais de dimensao 2.

by

De fato [X,Y]l = Sxo (0,a,5) e se T admitisse alguma

. 1 _

superficie integral terfamos (0,a,z) = mX + nY, onde m

e n sao fungoes. Mas_a.identidade acima implica gue

m =0, a = nlax; +bx,) e & = n(exy +Bx,), logo

a o]

ax, + bx, = ox; * Fx, ou seja (aP -ba)x, = 0 , logo a

superficie integral, se existisse, teria que estar conti-
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da no plano {x2 = 0}. E facil verificar qﬁe © plano

x5 = 0 nao é superficie integral de 1.

2.2 ~ TEOREMA (Frobenius) - Seja T um campo de k-planos
de classe C° (r = 1) em M. As seguintes
afirmagges sa0 equivalentes:
a) T & completamente integravel.
b) Dados dois campos Cr, X e Y, definidos num aberto
U&= M tais que para todo x € U, X(x), Y(x)¢€ w(x),

entaoc [X,YJ(x) € m(x). Para abreviar diremos que X e

Y sao tangentes a T,

c) Para cada X, € M existem uma vizinhanca. U de X,

e um difeomorfismo C° f: U - (-1,1)",
f = (fl ,....,fn), tal que os subconjuntos de U defini-
dos por F_ = {q €U |fj(q) = fj(x), j=k+¥1, ..., n} sao

subvariedades integrais de .

Demonstragao: a) = b).X corolario da Proposicao 2.1.

e¢) = a). B imediato. Observe que c) implica que as su-

f . . . ~r
vperficies integrais sao unicas.

b) = e¢). Vamos mostrar por indugao em k, dimensao de T.
Para k =1 +temos .0 seguinte:

LEMA - Seja X um campo de classe C° definido no aber-

to U< M, tal que X(x,) # 0, x, € U. Entao exis-
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tem uma vizinhanca v de p enm M e um difeomorfismo
cr, £: Vv (-e,e)an'lc R" tal que £,(X) =(1,0,...,0).
‘Em particular as curvas integrais de X em V sao defini
das pelas equagoes fz(q) = Cop vre ,fn(q) = C, s onde

Co g 0ee3C sao constantes.
2 n

4
Este lema e usualmente conhecido como teorema

do fluxo tubular curto.

Demonstragao: Como X(xo) # 0, existe um mergulho

Dn'1 + M, onde Dn—l==[x5TBn—1 \“X“ < 1},
_ n-1 _ _
tal que w(0) = x, ¢© Dm(xo). R ) BJX(xo) TXOM, on

de BJX(xO) & o subespago de dimensao um de T M gera-
o
do por X(xo). Podemos supor sem perda de generalidade que

n-l)

o fluxo de X, Xi » esta definido em (~6,8) xp(D , on

de & >0 & suficientemente pequeno. Definamos
¥ (—0,5)><Dnd1 + M por Y(t,x) = Xt(w(x)). Temos

09(0,0).(1,0) = (% (#(00)) o = X(x) e (D¥(0,0)) .10} X

% R*1 = Dp(0). g™ 1. Temos entao que D¥(0,0). Fp==Tx M,
o

jogo pelo teorema da funcao inversa existem 6z ¢e>0 e
n-1 ‘
um diseo D contendo a origem tais que
ﬁn—l Nn-l .,
Y. (-€,6)} XD s ¥((-e,e)xD )=V eun difeomorfismo
n-1
cF. seja f£: V™ (-¢,e)xD s inversa de Y. E imedia-

to que T4 (X) = (L,0, +00 , 0). Isto mostra © Lema 1.

Suponhamos que b) < ¢) para distribuigoes de
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dimensao 4, © =1, ... ,k-1, Seja T uma distribuigao

r . ~ - .
de dimensao k em M. Como o problema e essencialmen

C
te local podemos supor gue 1T e uma distribuigao ct de

finida num aberto W do R" e que X, = 0 € W. Sejam

r . . . .
definidos numa vizi-

Xl, oo ,Xk campos de vetores C
nhanga V< W de 0, tais que para todo x é v,

{Xl(x) ) v ,Xk(x)} é uma base de. T(x). Como tho) # 0,
o0 subespago E, ortogonal a Xk(o), tem dimensac n-1. Di

. , '
minuindo V se necessario, podemos supor gue para todo

Consideremos a distribuicao de planos ff defi~
nida em ENV por fi(x) = 7(x)NE. E claro que

dim(T(x)) = k-1 para x € ENV.

orbita de X

ENV

Fig. 1

Afirmamos que 1 6 de classe C° e satisfaz
b). Com efeito, suponhamos que E = {(x;,...,x,) |xn==0},

(0,...,0,1) e X =(7,...,02) com
g1

x%(0)

aﬁ(x) > 0, x € V. Entao os campos vt s e em V,

dados por YJ = xJ - a‘jXk , aJ ag/aﬁ , define fi. Logo

L3
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Ir

é Y. Mostremos agora que T satisfaz b).

Sejam X e Y dois campos de vetores em ENV,

k-1 .
tangentes a 1. Podemos escrever X = j§1 ain e
k-1 . e .
Y= = b, ¥ edaf [x,Y]= £ a,ply'v/]+
i = J . s 1] ‘
j=1 1,1]

+ T (a, dab. (YY) - b, da_ (¥Y'))vJ.
P § J 1 J
1,3
Para mostrarmos que [X,Y! ¢ tangente a i bas
provarmos que para tode 1% i,j = k-1, Ty, vJ] & tangen
te a ., Como T satisfaz a propriedade b) basta provarmos
que [Yi,Yj] é tangente a 7. Por outro lado, para x€ ENV,

Yi(x), vI(x) € E, portanto [v1,v'](x)€E e daf vem que

[v',v)] & tangente a 7. Isto mostra a afirmagao.

Pela hipotese de indugao T satisfaz c), logo

existem viginhangas V; de 0 em E, U; de 0 em r"!
. N r -

e um difeomorfismo C° g: V; * Uy , g = (gl ) see ’gn—l)’

tal que os subconjuntoes de V1 definidos pelas equagOes

sao as subvariedades in-

tegfais de T em Vl. Sejam @ = g_l: U1 -+ Vl e 8 >0

gk(x) = Cp s ene ,gn_l(x) =C,h1
tal que o fluxo de Xk, Xt esta definido em (—5,5)><Y1.
Definamos Y: (—5,5)><U1 +R" por ¥(t,x) = Xi(m(x))- Co
mo %%(0,0) = Xk(O) e %;(0,0) = Dp(0), existem € > 0,
uma vizinhanga U< U; de 0 em r! e W de 0 em
R" tais que Y¥: (-€,e)%XU * ¥ .é um difeomorfismo c¥.

Denotemos os pontos (-£,e)xU por (t,x), t€ (-e,e) e
L ]
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Xx € U. Seja f: W= (-t,£)XU o difeomorfismo inverso de

¥ e escrevamos f =(a,b), onde G&: W = (-e,e) e

B = (Bl s e ,Bn_l): W ~ U. Vamos provar que as superficies
definidas pelas equagCes py(x) =¢C, , k=4i=n-1, 520
superficies integrais de T em W. Basta provarmos que pa.-
ra todo x € W, m(x) = {v € R" DB, (x).v=0, kSisn-1} =
='(Df(x))_1(F), onde F = {(t,u) € RxgREE luk=...=un_1 =

= 0}. Como (Df(x))ul(F) tem dimensaoc Kk, basta provarmos
que (Df(x))ul(F) c m{x), Seja w = (A,v,0)€F, onde

AER e v = (v1 ) e ,Vk_l) e coloquemos f(x) = (t,y).
Temos (D£(x))™'(w) = D¥(t,§).(4,v,0) = D(Xg0®) y -
C0Lv,0) = A FEREOR) oy DEL@ () 0 De(y) . (v,0) =
A% + DXE@(3)) 0 Da(y)) . (v,0). Como AxK(x) € m(x),

basta provarmos gque sz(m(y))o Dp(y). (v,0) € m(x), Obser

[

vemos que Dp(y). (v,0) € T(p(y)), logo Iw(y). (v,0)
k-1 '
= Z

i

y,¥'(®(y)) e portanto DXE(®(y))o Dv(y) o (v,0)

o
=

= 5 Y5 DXE(@(Y))O v (p(y)). Basta entio mostrarmos que
i=1
k-1 .
DX¥(¢(Y))0 xp(y) . (v,0) = & ylig(w(y))o Y*(p(y)). Bas-
i=1

ta ent&o mostrarmos que DXﬁ(z).Yi(z) € ﬂ(X%(z)) para to
fo z € ENW e 1% 1% k-1, ouseja ((X*(y1))(x) €

€ m(x) para todo x € W e 1S i< k-1, Como Y =x'-
alx¥, temos (XH*(rh) = ()xxh) - (2 0 xD) . (XD *(x)=

(xﬁ)*(xi) - (aitixi).xk . £ suficiente mostrarmos que
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(Xi)*(Xi)(x) ¢ m(x) para todo x € W e 1= i% k-1.

Consideremos as curvas em ‘TXM, zi(t)=
= ((Xi)*(xi))(x), 1< i< k-1. & faecil ver que para todo
i =1, ...,k1, zi(t) ¢ de classe C1 e que zi(t) =
- Lty o = EHAEX (). Como o sistema

x! ) e ,Xk & involutivo podemOb ebcrever [Xk X1 (x) =

k . .
= I vi(0) x'(x), logo 2j(t)= Z yJxE(x)) ez (6) +

k-1 .
+ y?(xﬁ(x)).xk(x) = I gg(t)zj(t) + pi(t)Xk(x)(*). Temos
i1

entao que z,(t), ... , 2y _1(t) satisfazem o sistema (%)
com as condicoOes iniciais zi(O) = x'(x) € m{x). Temos que
provar que zi(t) € m(x) para e<t<e e 1=1....,k-1.

-

0O sistema (*) pode ser escrito como

v o= ' k-1
z' = A(t)Z + u{t)(**), onde Z = (z1 s oo ,zk_l)é (TkM) ,
W) = g CEIREGO 5 e s by (OXEGO) € ()™,
Y(0) = (X*(x) , +n- ,Xk_l(x)) e mxNHFT e
Ay (1Rt » (rgnkl & detinida por
k-1
ACEI(Zy s eee s 2y _g) = ‘T T P A O LR

j=1 j=1

Como ¢ sabido da teoria de equagBes diferenciais a solu-
¢ao de (*%) pode ser obtida como limite da seqliéncia de
k-l} definida indutivamen-

(t) =

curvas {Zn: (-¢,c) - (TxM)

te por Zo(t) = (Xl(x) yiees ,anl(x)) =Z, e
ot k-1
+.f0 [A(T)Zn(T)-Fu(T)JdT. Como Z € m(x))" " e

L) € GF Y o aM@ENE e (mx))* ! para todo
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T, & facil ver que para todo n 2 0, z,(-¢,e) < (ﬁ(x))kul,
logo a solugao de (**) esta contida em (W(x))k—l, como

T
queriamos demonstrar.

O teorema de Frobenius motiva o conceito de fo-

lheacao.

DEFINICAO 3 - Uma folheacao & de classe C° e dimensfo

k de uma variedade M de dimensd3o n, &
uma decomposigao de M em subvariedades conexas imersas
de dimenszo k com as seguintes propriedades:

i) Dado x € M existe uma Unica subvariedade da decom
posicao acima que passa por x. Esta subvariedade e
chamada de folha de ¥ por x e sera denotada por
Fx'

ii) Dado X € M existem uma viziﬁhanga U de X, em
M e um difeomorfismo C¥, @: U *ZRn_l,
o = (al s vae ,an), tal que para toda folha FY s

FyrﬁU esta contido nos subconjuntos “k+1(x) =

= ck%l s ore ,an(x) = c-

~ F N
No proximo capitulo esta definigao sera analisa

da com mais detalhes e serao dados alguns exemplos.

§3. Foramas Diferenciais.

As formas diferenciais sao os "duais" dos cam-
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pos de vetores. Mais especificamente, seja ™ o fibrado
~tangente de M. Uma l-forma de classe ¢’ em M- é uma
aplicagao CY, w: TM » R tal que para todo p € M a apli

cacao W_: TpM + R, definida por wp(v) =w(p,v), & linear.

P
Para cada p € M, W, e um elemento de (TpM)*, dual de
T M. Seja f: M~ R uma aplicagao ¢¥ (r = 1).A deriva-

da de f, df: TM * R define uma l-forma de classe Cr“l

em M. Se x: U=M +R", x = (x1 ) vee ,xn) & uma carta
local e {3%—(9) ) e ,S%P(p)} é a base de TPM associa
1 n i
da a carta (x,U), podemos definir l-formas ¢
o] . .
dxy , ».. , dx, Dpor dxi(p)(ggg(p)) = 5ij(==0 se 17 J
e 1 se i=3). E claroc que {dxl(p) y een ,dxn(p)} for

ma uma base de TpM*.

Dada uma l-forma w em V, temos que

n
w = iiiwidxi ,onde ®y, ..., W 830 fungoes de U em R
. a .,

da mesma classe que . B fiacil ver gue wi(p) =wp(3§—(P))-

' i .
Por exemplo se f: U R é de classe ¢t (r = 1), entao

a nar

df = L df(b/bxi)dxi = I —dx..

i=1 i=1 %% %
EXEMPLO 6 ~ Uma distribuigao de k-planos 7, de classe

r

c’, pode ser definida localmente em termos de

n-k 1-formas diferenciais de classe Cr. De fato, sejé

po € M e consideremos uma vizinhanga U de p onde es

o

tao definidos k-campos linearmente independentes
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Xl, e g Xk de classe C' e tangentes a T. Como

fo/ox (o) 5 vus , 0/0x (p )} é uma base de T, M, e facil

f]
ver que existem i,,... yip € {1,...,n} tais que
i k
£XT(p,) 5 vve s XT(DG) , 0/0%, (D)) 4 wu , 3/0%, (p )]
1 n-k
também & uma base de Tp M. Reordenando a base canonica

. 0
n : - 5 =
do R, podemos supor i, = k+l, ... 1 1p-x) = M- Por con

tinuidade, existe uma vizinhanga V < U de b, tal que
para todo p € V, {Xl(p) ; e ,Xk(p) ,b/bxk+1(p), cen
b/bxn(p)} ¢ uma.base de TpM. Se jam wl s san ,wn as n

1-formas definidas em V tais que wl(xJ) = 6ij , onde

xJ = b/ﬁxj se J 2z k+1.

E facil ver que Wy e ,®®  s3o 1-formas de
classe C' e que {w; ; e ,wB} & uma b&se de (TPM)*
para todo p € V.

£ claro da construgdo que para todo p € V,

m(p) = ive T M ok (v) = .. - wB(v) - 0). A aistribui-
¢ao T & entdo a interse¢ho dos ndcleos de wS'l y eee

Mais adiante veremos como se formula o teorema de Frobe-

nius em termos de formas diferenciais.

3.1 - k-formas, produtos exterior e interior.

Seja (TM)k={(p,V1,--.,Vk)lpE M,
Vyseee, v € TpM}. Em - (TM)® pode ser definids uma estry

] el 3 -+ @ ) » I}
tura de variedades diferenciavel C da seguinte maneira:
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Seja P (TM)k » M a proje¢ao P(p, vy, ... y Vi) = P D2
da uma carta local x: UcEM - R?, seja V = P l(u). Defi-
nimos uma carta (Tx)k: v + R x ( Rn)k por

(Tx)k(p PV e ’Vk) = (x(p) , Dxp.v1 {... ,Dxp.vk). E fa
cil ver que a colegao de todas as cartas ((Tx)k,P'l(U)),
onde (x,U) & uma carta em M, define um atlas em (TM)k.
Uma k-forma difefencial n de classe ¢’ em M 6 sim-
plesmente uma aplicagao de classe ct, n: (¥ » B, tal
que para todo p &€ M a aplicaggo’ np: (TpM)k + R defini
da por np(vl s ees ,vk) = (P, Vg g oees ,vk) e k-multili-
near alternada, isto é, n & linear em cada coordenada

b

e g, (v1 soesi Vi s Vigg s vee ,vk) = -'r]p(v1 yoeen s Vigg o
Vg oees ,vk). Vamos denotar o conjunto das k-formas dife-

renciais de classe C' em M por Ak’r(M), ou simples-—

mente Ak’r quando nao houver confusao.
- . k,r L,r
DEFINIGCAC 4 - Sejam @ € A e B €A . O produto ex-
terior de o ©por B e a (kiit)-forma em M
definida por: ®

aAB(p A SREEE ’vk+L) = c,p/\Bp(v1 y ses ’vk+L) =

=7 =

T ses [ (U)Qp(vc(l) TR ’Vc(k)‘)sp(vc(k-!-l.) 3 ivg(k_..&))

k+4
onde Sy .. é o conjunto de permutagoes do conjunto

{(1,...,k} e e(g) & o sinal da permutagdo O.
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A partir da definigao, as seguinte propriedades

podem ser verificadas:

3.1.1 PROPOSIGRO - Sejam o € 2%/F | ¢ A

a) o AB € A

Lyr e yeAD

Entao:
k+£,r

b) Se 4+ =m entao o A (f8 +y) = f(aAB)Y+aA Yy e

T
.

(# +y)Aa = f(BAa) + yAa, onde f: M+ R ¢ uma

fungao CT.

c)-(@AB)Ay =aA(BAy)

dy o A B a‘(-1),k'g’ B Ao,

Para a demonstragao, veja [30].

Vejamos agora como uma k~forma pode ser escri

numa carta local. Seja x: UM - R" uma carta local.

ra cada p € U, o conjunto {Q/bxl(p) y v ,b/cxn(p)}

ta
Pa

-,
e

uma base de TPM e {dxl(p) yoeee s dx_(p)} é & sua base

dual. Consideremos o conjunto de k-formas

" N _ n , f-
{dxi A e Adxg |1 = i < e < s n} = B,. Como e fa

1 k
cil ver Bﬁ contem (E) elementos e se 1= j;<...<
< j. s n entho dAx,A...Adx, (O/BX. , .e.,0/0x, ) =8,
k i, iy Jq ? Jy IJ
Onde I=(i1,--o,ik),J=(j1,1cu,j{’) [ 6IJ=0
se I #J e b = 1, Por outro lado se @ & uma k-forma

I1

em U, p€ U e vl,...,vké TpM, onde

V.

1

([ e B=

vi b/bxj(p), 1= 4i=k, temos wp(vl s sae Vk)

j=1



—96-

i ix
=T v, vee v w (D/0x, (P), «.. ,0/0%, (p)), onde
1 k P i i
I 1 k
I = (:'L1 s e ,ik) percorre todas as seqliencias em

{1,... , nl. Como W S alternada vem gue (vl,...,v )=

B A SO L L p(O/3; (B),eee,0/0% (9))

J cesk

onde J percorre todas as beqﬁenclab crescentes com k
elementos.em {1, ...,n}. Ora, como

o
dx; Ao Adx, (vy, 00,7 )= E e(c)v 0(1),.._,ch(k)’

J J
1 k GESk
temos finalmente gue
w =Z w{d/ox, ees s 0/0x. Jdx. AL N dx,
J i’ S Ik

rd ~
que é a expressao de ® na carta (x,U).

DEFINICKO 5 - Sejam w € Ak’r e X€ 2Y(M), k2 1, O pro
duto interior de X por w & a (k-l)-forma
iX(w) definida por (ix(w))p(v1 ) e ’Vk-l) =

= wp(X(p) sV s een ’Vk-l)'
A seguinte proposicho & imediata da definigao:

3.1.2 - PROPOSICAO - Sejam X,Y € ET(M), o € AK/T
B e AT o f: MR de classe CF.
Entao valem as seguintes propriedades:

a) i(fX_I_Y)(a) = fix(a) + iY(a)

b) iX(fa+B) wfix(a) + iX(B) se k =4
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0) ig(anp) = ig(e)Ab + (=D a A 1,(6)

d) iX(iY(G)) = -iY(iX(a)) se k=2 2,

EXEMPLO 7 - Uma distribuiggo de k—plaﬁos T de classe

Cr, pode ser definida localmenie em termos de

uma (n-k)-forma de classe C'. De fato, dado P, € M, con

sideremos uma vizinhanca U de p onde estao definidos

k campos de vetores linearmente indebendentes Xl,...,Xk

o}

de classe Cr, tangentes a T, Podemos supor que U’ & o
dominio de uma carta local x: U -» R, Seja Q==dx1A Y
A ax, . E claro que O & c”.

Seja m a (n-k)-forma de classe ¢¥ definida
por 1 = i-k(“' ixl(ﬁ)...). Para cada p € M considere-
mos o subegpago fi(p) de TpM definido por
fifp) = {v € TpM |iv(np) = 0}. Afirmamos que T{(p) =1(p).
De fato, de d) da Proposigao 3.1.2, segue-se que
t ;M =0, 1=1is5 Kk, logo T(p) © fi(p). Por outro lado
sz v Qhﬂ(p), o conjunto {Xl(p) y oue ,Xk(p) , v} é linear
mente independente e isto implica que iv(ﬂp) # 0, logo
v ¢ fi(p).

Suponhamos agora que 1 ¢é uma outra (n-k)-for-
ma C° em U, tal que T(p) < {v € TpM liv(ﬁp) = 0}. Afir
mamos que 7 = fn onde f: U R é CY. De fato, dado

p€ U, sejam A o espago vetorial de aplicag5es {(n-k)-

lineares em TPM e N=1{oe€a |iV & =0 para veETn(p)}.
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Se {vl ) v ,vn} é uma base de T M +tal que {vl,...,vk}

P
¢ uma base de Tm(p), temos que a(vi yoeee s V5 ) #0
1 (n-k)
para i1 < ... < i(n—k) se e somente se 1j = k+3,

1< j=< n-k, logo N & um subespago de A de dimensao

um e portanto ﬁp = f(p)np. Como 7 # 0 em U, temos que
f ¢ de classe e’
Sejam agora wk+; s e e ,wn como no Exemplo 1.

Como m(p) = {v € TM | iv(wri)) =0, kt1 = i < n} & facil
ver que T(p) = {v € TpM !iv(wk+1A ... Aw™) = 0}. Conclui
mos dai que wk+1A vo AT = £, Este argumento mostra em
particular que se 7 ¢ uma (n-k)-forma tal que

fi(p) = {v |iv(ﬁp) = 0} e de dimensao k para todo PpEM,
entdo 7N & localmente decomponivel, isto ¢, dado p € M

. . +
existe uma vizinhangca U de P e n-k 1l-formas ak 1, cew g

n 2 Bl

o tais que N ce. e, Além disso

fila) = tv € T M i (a*) =0, k+1 = i < n].
Em certos casos um campo de k-planos T pode
ser representado globalmente por uma (n-k)-forma como aci

ma (veja Exercicio 11).

3.2 - Mudanca de variavel e formas co-induzidas.

Uma k-forma diferencial pode ser escrita num

aberto U, onde esta definida uma carta local x: U -+ "
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como w =F W/, , .0, ,0/0%x. )dx. A ... Adx. =
J 31 S | Ik

§ w 5 dleA cea dxjk,.onde J = (j1 s eae ,jk) percorre
todas as segqllencias crescentes de k-elementos em
{1,...,n}. No somatdrio wy;: U-R é uma funcao CF,
para todo J. Podemos pemsar que {dx1 y sas ,dxn} & a ba
se dual da base canonica do R" e sendo assim podemos re

presentar w em x(U) € R" como ¥ chax_l dx. A .,. A

J
J 1
A dxj expressao que denotamos por x,{(w). Evidentemente
Kk .
o,k
se (v1 s eus ,vk) € (R temos (x*(w))q(vl, e, Vk)=
= w oy (dx_l(q).ir1 y eua ,dxnl(q).vk). Mais geralmente

x (q) ; _ s K
se f: M'» N e um difeomorfismo ¢ e wE A

*T(M) po-
demos definir uma k-forma = f,{(w) € Ak’L(N), L =min(r , 3-1),

por (£4(0)) vy, een,vd =w 1 (@ @y, .,

dfhl(q).vk). Analogamente se w € Ak’r(N) podemos definir
uma k-forma f*(w) € Ak’L(M)V por (f*(w))p(nl,...,nk) =

= wf(p)(df(p).n1 ) e ,df(p).nk). A forma f£*(w) & chama
da de forma co-induzida por f e w. Observe ﬁue O opera-
dor f*: Ak'r(N) - Ak’L(M) pode ser definidoc para

f: M » N qualquer de classe C° (s 2 1), mesmo que M

e N tenham dimensOes distintas. Como no caso de campos
de vetores, f.: A%oTny o+ A% (N)  s6 fica definida se f
for um difeomorfismo., Vejamos algumas propriedades do ope

rador f%*,
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3.2,1 - PROPOSICAO - Valem as seguintes propriedades:
a) Se f: M2+ N & ¢® e 4 =min (r,s-1) entao

£%: Ak’r(N) - Ak’L(M) é linear.

b) Se o € Ak’r(M), B € adrT(in) e f o como em a),

entao f£¥(aAB) = £*(a) A £*(8),
c) Se f: M+ N e g: N= P, entao ({go £)* = f¥o g¥*,

d) Se T & um difeomorfismo entao f*(ix(@)) =

= 1f*(X)(f*(C“))-

No caso em‘Que f ¢ um difeomorfismo as proprig
dades b e dn nos dizem gque os produtos exterior e inte
rior sao "naturais" com respeito a mudanga de variaveis.
Deixamos a demonstragac a cargo do leitor (veja Exercicio
1).

Observagao: Uma definigao equivalente de f¥ 6 a seguin-
te: Seja Ao’r(N) o conjunto de fungdes reais
de classe €Y definidas em N. Colocando Ar(N)==A0’r(N)@
© ...92""5(N) e analogamente AT(M) entdo £* & o uni
co operador linear de AT(N) em A&(M) que satisfaz
a) f*(g) = gof se g€&€ A% T (W)
b) £*(aAB) = £*¥(a) A £*%(B) se a,8 € AT(N).

3.3 - Derivada exterior.

Vamos agora definir um "operador de derivagao



-

r-1

em AT(M), d: AT(M) + ATTT(M), tal que para todo k = O,

AT ) e ATl ssk0 6, se o€ AFIT(M)  entdo

+ — ”, rd
ktl,r 1(M). O operador d sera definido atravesm

dx € A
de cartas locais em M, mas veremos que ele esta definido

intrinsecamente.

Consideremos o R" com as coordenadas canonicas
(x1 s e ,xn) e seja {dxl s e ,dxn} a base dual da ba
se canonica {b/Oxl ) ae ,b/bxn}. Como ja vimos, se m o
uma k-forma em R, existem (E) fungSes‘ Ny

J = (j1<...'<jk)c{1 y »es , 0}, tais que

I

n Z Ny dxj Al A dx‘:i » Como queremos que d seja 1li-
J 1 k

near, basta definirmos d em formas do tipo

hdxj Avuidh dxj s 0= k=n, Se a ¢ Ao’r(iﬂn) definimosg
1 k

n
dc = & o dx.. Se & =h dx. A ...A dxj ;» colocamos

i=1 ox; i Iy "
de = dh A dxj AL.. A dxj . Observemos que é natural co-
1 . “k
locar-se d(dx. A...Adx, ) =0, ja que dx, A..,.Adx,
I Ik J1 Jx

¢ uma k-forma que nao depende do ponto. ¥ claro que d
esta bem definida Pelas duas propriedades acima. Seja ago

ra f: U=V um difeomorfismo ¢ entre abertos do RY:

Afirmacao: Se w ¢ uma k-forma em VvV, entao f*{(dw) =
= d(f*w). De fato, se k = 0, temos d(f*mn) =
= dlw _f) = do(f).df = f*(dw). Se w=h dx. A...Adx. , te
o 3 i =

mos f*(w) = h f d':fle .../\dfjk, onde f£=(f;,...,% ),
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logo d{f*w) = d(h f)Aadf, A...AdE, = f*(dh) A
° J Ik

A EF(dx. A...Ndxy ) = f¥(@dh Adx, A...Adx. )} = f*(au).
51 e I Jx
0 caso geral segue-se da linearidade de d.

Seja ® € Ak’r(M).‘Definimos de como sendo a
dnica (k+l)-forma em M de classe ¢ 1 tal que para

toda carta local x: Uc M + R® temos x.(dw) =d(x;n).

Se x: U-R%Y y: V-+R" sio cartas locais com

UNV#A¢. Em UNV temos x*(d(xg®))) =

= yry,x*(d(xge(w))) y*(x 0y 1)*(d(xx(w))). Pela afirma-
cho anterior, temos x*(a(x,(w))) = y*d((X‘Dy_l)*(x_l)*(w»

= y*d(y,(w)), o que mostra que d esta bem definida.

3.3.1 — PROPOSICKO - Valem as seguinte propriedades:
a) Se o € Ak’r(M), rz 2, entgo d2(@)==d(d(a)) = 0.
b) Se a £ 2B N) e £: M+ N é de classe ¢t (rz21)
- entao f£*(dw) = d(f*(a)).
¢) SBe a€ ANTOD e 8 €AY TG, r= 1, entdo

d(oAB) = dxAp +(-DkaA@.

Deixamos a verificacao para o leitor (veja Exercicio 2).

3,4 - Derivada de Lie.

Como no caso de campos, a derivada de Lie para

formas mede a "variagao infinitesimal" da forma na dire-
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gac de um fluxo.

DEFINICAO 4 - Sejam X € ¥°(M) e we€ A'T(M), r=1. 4
derivada de Lie de ® na direcao de X e

a k-forma de classe Crm1 em M, LXw, definida por:

= Drxx

(LXm)p(v1 yoees s V) dt((xt(w))p(vl yoeee s V) ioge
A férmula acima é inteiramente anéloga a deri-
vada de Lie para campos de vetores. Por exemplo se f e
_ s S « R - 4 -

uma O-forma, temos Lx(f) dt(Xt(f))t=0 dt(foxt)t=0

= df(X). Neste caso também se usa a notacgao Le(£) = X(£).

3.4.1 - PROPOSICAO - Valem as seguintes propriedades:

a) Se f: M-+ N ¢é um difeomorfismo entao f*(L.w) =
= Lpyu(X)E*(w).

b)LﬂaAB)=LXm)A81-aALﬁBL

c) Ly(w) = igldw) + d(ig(w))

d) L & bilinear.

e) Se f: M+ R ¢ cr

antao fo(w) = fLX(w) +
+ df A ix(w)
£) Lx(dw) = d(LXw)

@) ipy gy (@) = Lyglig(@)) ~ 1g(Ly())

h) () = 1,d0iy ) - 1yaliyg@)) +d(i (1)) +

irx,v]

ix(iY(dw)).
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Demonstracao:

- 4 -
a) (Lps(g)(EX¥@))) = Gg((E*¥R) E* (@) 4o =

1

= g ex o )RR W, 4 g

= L(xy 0 W) o = FElEHEE@IN, pg =

L

. d . .k k
& a;(f;(xg(w))p)t=0 , ogde £§. A (Tf(p)N) =+ A (TPM) e

definida vor f;(a)(vl y ves ’Vk? = af(p)(dfp.vl, che

2 14 5 = * ' =
dfp.vk) e linear. Temos entao que (Lf*(x)f (w))p

d =
£ (S WD) ) o) = (2 (Lygl@))) .

B) Ly(ans) = S(xk@AB)) g = apXF@ AXFE) (o =

= L xp@N oA B oA FHXEE), o =

I

Lxm)Aﬂ-+aALXm).

c) A demonstraggo & feita em trés passos:’
1) A formula & verdadeira para 0 e l-formas
(iyf = 0 se f é uma funcao).
2) Se a formula for verdadeira para as formas
Qg s wee O entao ela ¢ verdadeira para
oy +'... +ta,

3) Se a férmula for verdadeira para a € Ak’r e

B € AL’r entao ela ¢ verdadeira para @ A B.
Provaremos apenas 1 e 3, jé que 2 é imediato.

1) Para O-formas & imediato das definigdes. Seja

a1 ’ .
w € AT (M). Se (x,U) & uma carta local, podemos es-
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crever W = % Wy dx

4 » logo LX(w) = ? Lo(w, dx;) =

= % (Lx(wi) ;xi-kwi Lx(dxi))' Colocando-se X=?§ X, 8/vx; ,
temos  d(i,(dx;)) = dX; = d(Z(x; (X dyep) =

= é%(d(xi(>xt))t=0 = é%(x%(dxi))t=o = Ly(dx;), logo

Lo(w) = % (ig(aw,ddx, + w,
iglaw) + d(ig(w)) = iX(}i: dwi/\dxi)+d(2i w; X,) =

}i: (1X(dwi)dxi - X,dw, + X;dw, + widXi) =

d(ix(dxi))). Por outro lado

i

% (iX(dwi)dxi +owy d(ix(dxi))) = Lx(w), como queriamos.

3) Temos: LX(aAB) = LX(O.)_/\B + oA LX(B) = (ix(do.)+
+ d(ixa))/\s + aA(iX(dB) + d(iXB)) = (ix(da)/\s +

k+1

+ (-1) do A iXB) + ((-l)kdo./\ixﬁ + aAd(iXB)) +

+

(atiga)npg + (D1 i ap) + (-D¥ianas +

A igds) = i (daAB) + a((-1)¥ o A i) + d(ianB) +

+

(—1)k iX(qus) =’ix(da A B + (—1)ka/\ dg) -+ d(ixo./\B +

+

+

(~1)ka/\ixﬁ) = ix(d(&/\ﬁ))-*d(ix(a/\ﬁ)), como queriamos,

Para concluir a demonstragao basta observar que
localmente qualaquer k-forma w se escreve como

£ w,dx. A...Adx, , usar 1, 2 e 3 e fazer indugao no
g 9 N g

grau.
As propriedades d), e) e f) sao imediatas a par

tir de ¢).
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g) e h). Primeiramente nds temos: L x(3 (W))"iY(LX(w)) =
d . —
= SxElig)) g - 1y(GE(X) goo)
= EIxE(i ) - ich;;(w))Jt:O = Sxiig(w) - int(Y)(w)]t.Fo

d o
E%Xicl(Y-x* ())#)¢=o = dt X))y *
+ X* (dt(l(Y X* (Y))(w))t 0 = d—t(l(Y"'Xft(Y))(w))t=0' Ora,

(w) =

d .. L .

(i (w)) =i i (w)

at - (y-x*, (¥Y)) t=0 d [X,Y] ’
_t E'E(Y —Xft(Y))t=0

logo LX(iY(w)) - iY(LX(w)) = i[X v Por outro lado
LX(iY(w)) -iY(LX(w)) = iXd(iY(w)) + d(iX(iY(w))) =

- iy d(iX(w)) - i (iX dw), por c), como quer famos.

Y

Observagﬁo: A parte a) da proposigio expressa o fato da
derivada de Lie ser intrinseca. A parte b)
mostra que a derivada de Lie satisfaz a regra de Leibnitz.
A férmula c¢) é Util em computagOes que envolvem a deriva-
da de Lie. Ohserve que ela pode éer tomada como definigao
de L.. As f£érmulas h) e g) serdo utilizadas no proximo pa

X
ragrafo.

§4. Teorema de Frobeniug para formas.

Seja T uma distribuigao de (n-k)-planos de
classe Cf (r= 1) em M. Como ja vimos T pode ser es-

crita localmente em termos de uma k-forma ou de k l-for-
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‘ 3 . s
mas de classe C'. Gostarfamos de expressar a integrabili
dade de T em termos destas formas. Um campo de (n-k)-

planos sera chamado de distribuigao de codimensao k.

4.1 - Teorema de Frobenius para formas.- Seja T uma dis

tribuigao de planos de codi-

mensao k e classe ¥ (r =2 1), definida em M, varie-
~dade de dimensac n. Seja U um aberto de M onde n
esta definida por uma k-forma n ou por k l-formas
Wy » +»s 9 Wy . As seguintes afirmagSes sao equivalentes:

a) m é completamente integravel em U. _

b) Para todo i =1,...,k, dvy Awy A .. Aw = 0.

¢) Se X € Y (U) & um campo tangente a 1, entao

LX(n) = fn  para alguma fungao f: U = R,
d) Se X,Y € ¥°(U) sao dois campos tangentes a ™ en-

tao [X,Y] € tangente a .

Demonstracao: Precisamos de um lema:

LEMA - Seja & uma 2-forma. Entao o A Wy A eee Ay =0

se e somente se (localmente) existem l-formas
k i
Mys eoe s My tais que a = by w,Any.
: : i=1

Demonstragao: Suponhamos primeiramente que GAWL A LA

A Wy = 0. Dado p € U, existe um aberto

p € VEU onde estao definidas 1-formas CEEERT N
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tais que para todo q € V, {wl(Q) y v ,wn(q)} é uma ba-

se de (T M)*, Podemos entio escrever & = £ oL, A
q 1<i<jgn 9 7
A = =
A wj em V. Como aA(ul ...A(uk 0, vem que aij 0
se k< i< j, loge o = T g, W, Aw, = z w, A
1=isk *J * J o 1<isk 7
i<ji
AE O, w, = bY w, A mg. A reciproca é obvia.

i<j Y J 1misk
a) ®* b) - Dado p € U, seja V vizinhangca de p onde es
Wypqg 7 oo ’wn , tais que

para todo q € V, {wl(q) ) aee ,wn(q)] 6 uma base de

tao definidas l-formas

(TqM)*. Seja {Xl s wes ,Xn} a base dual de {wl,...,wn}.
Como & facil ver Tm(q) é o subespago de TqM gerado por

+
{Xk 1(q) ; ees , X™(e)}, q € V. Podemos escrever

_ 2 Lo . s .
aw, iEj agy ¥y nug, onde a g 1Xj(1Xi(de)). Basta
provarmos gue at. =0 se k< i< j. Por h) da Proposi

ij
¢ao 3.4.1, temos que

i J.(i i(de))==iXid(in(mL)) -i

% < jd(i i(wt))'+i

« [XJ,Xi](mL)

X

(aqui i j(i i{w)) =0, ja que w, é uma 1-forma). Se

X X
Lt k<i< j, temos i ,(w,) =1 (w,)=i , . ( ) =0
em V, logo i (i .(w,)) = a¥. = 0. Resulta que
XJ x1 4 ij
k i
dw, = '21 wi/\ni ,+=1,...,k, como queriamos.
12
k L ‘
b) = ¢) - Suponhamos que dw, = I w;Any em V, 1s 4= Kk.
i=1

Seja X € £T(U) . um campo de vetores tangentes
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a T, Por ¢} da Proposicao 3.4.1, Lx(n) = iX(dn)+'d(iX(n))

= iX(dn), ja que ign = 0. Como .ja vimos no Exemplo 7

do §3; n =h w, A .,, A W, , onde h: U-R ¢é uma funcao

1
. k
c¢’. Temos entdo dn = % dh A n+h I (-1)L dw, AWy A ... A
£=1
A @L/\...f\wk , onde o simbolo ﬁ& indica a omissao de
w, no produto. Temos entao ig(an) = g%égln +
k
N " _ dh(X)
+h£§1( 1) ;X(dm%)/\wl/\.,.f\w&/\...Awk i n +
K . k . L
+ h % (_1) lx(_§ wiAni)AwlA.'.Aw'{aA..'Awk=fn,
4=1 i=1 Kk
onde f = Q%§§l - = n%(X). Portanto L,n = fn, como
i,4=1 * X
querfamos.

c¢) » d) -~ Sejam X e Y dois campos tangentes a m. DPe-

la relagao g) da Proposicao 3.4.1 temos
i[X,Y](n) = Le(ig(n)) —iY(LX(n))==LX(iY(n)) = fig(n).
Como  iy(n) = iy(n) = 0, vem que i[X,Y}(n) = 0, logo
[X,Y] ¢ tangente a ™, como queriamos.

d) ® a) - Decorre do Teorema 2.2.

EXERcicCIOS.

1. Sejam f: M » N uma aplicaggo diferenciavel e
£+ Ak(N) - Ak(M) a aplicagiao co-induzida. Mostre que:
a) £* & linear. .

b) se a € A¥M) e g€ aAJ(M) entdo f*(a A p) -
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= f*(a) A £*(B).

¢) Se f: M3 N e g: NP, entdo (gof)* = f*¥og*.

d) Se f é um difeomorfismo entao f*(ix(a)) =

= lf*(x)(f*(a))-

Demonstre as seguintes propriedades:

a) Se o € Ak’r(M), r z 2, entao dz(q) = 0.
b) Se o€ AFMTOD e f:rMaN & CT
%(da) = d(£*(a)).

c) se o€ AFTan e p e ad¥), r= 1, entao

{(r 2 1), entao

d(eAB) = daAB +(4UkaAdB.

Seja X um campo de classe C1 definido na variedade
M, compacta sem bordo. Mostre que o fluxo de X esta

definido em R X M,

Sejam £: M + M um difeomorfismo C1 e XE€ il(M).
Mostre que £ comuta com O fiuxo de X se e somente

se £¥(X) = X.

Sejam X,Y € £T(M) (r2 1) e X, ,Y, os fluxos de

‘% e Y. Suposha que [X,Y] = f£.Y, onde f: M- R P4

¢t 1,

t
f(XT(P))dT

o

a) Para todo t € R, {xjg(Y))p = e ¥{p),

p & M.
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. 3 a o o =
b) Se s,t € R, entao X_,°Y_ ©0X, (p) Yy(s,t,p)(p)’

onde ¥y satisfaz a equagao %ﬁ(s,t,p) =

= g(t,Y (p)) com condigao inicial ¥{(0,t,p) =
)

t

y(s,t,p

£(X, (x))dr
O

0, sendo g(t,x) = e

c) Mostre que para todo t ¢ R, X4 leva orbitas de Y
sobre Orbitas de Y. Em particular se Y(p) = 0 pa
ra algum p € M, entao Y(Xt(p)) = 0 para todo
t ¢ R,

Sejam X,Y ¢ Il( Y e DX,DY suas derivadas no sen-

tido usual. Mostre que [X,Y] = DY(X) - DX(Y).
Sejam X ,Y, % € IZ(M). Mostre gue:
(x,[v,z)] + [Ly,[z,x]1] + [2,[X,Y]] = 0.

Sejam X,Y € %°( R™), r= 1, tais que [X,Y] = 0. Supo

It ’ .
e un 1s0moxr-

nha que X(O) =0 e que DX(0): R" » R
fismo.
a) Mostre que Y(0) = 0.
b) Seja X, © fluxo de X. Se W%(0) = {p € B" |
lim Xt(p) = 0}, mostre que W°(0) ¢ invariante pe

t b
lo fluxo de Y.

T

Sejam Xl ) he e ,Xk campos C em mP, nz k21 e

r > 1., Suponha que [X',XJ] = 0 para todo i,j e que
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XI(O) s aee ,Xk(O) sao linearmente independentes. Mos-
tre que existem vizinhangas U e V de 0 e um difeo
morfismo CT, f£: U + V, tais que f£*(X1) = 8/0x; =

=(0,-oo,1,'--o,0).

Sejam X e Y campos de vetores de classe Cr em

R", n= 2 e r = 2. Suponha que X(0) # 0 e

¥(0) = 0. Mostre aque existem vizinhangas U e V de

0 e um difeomorfismo Cr, f: U+ V, tais que

n
£%(X) = o/0x; e £*(Y) = _E Yi(x2 y ewe ,xn)b/bxi.

i=1
n .
Mostre que o campo Z = T Y.(x,, ... ,x )0/3x;, , sa-
j=g 1 2 n i
tisfaz [f*(X),%] =0 e o par X, f,(Z) gera uma

acao de B2 em V, cujas Srbitas coincidem com as or
bitas da acao gerada por X e Y, numa vizinhanga de

Ol
Campos de planeos orientaveis.

Dado um espago vetorial E de dimensao n 2 1, dize-

mos que as duas bases ordenadas de E,

B ={u;,...,u ) e BT = {vi,+..,v,} definem a

mesma orientagao em E, se a matriz de mudanga de ba-
)

tem determinante positivo.

n
se A = ( definida por v. = & a.. u.

8i3/1<i, jsn ’ j

Seja B o conjunto de bases de E. EBm B a re

lagho B ~ 8' quando B e B' definem a mesma orien

~ - + - : s
tagao em E, é uma relacgao de equivalencia. O quocien
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te B/~ possui duas classes de equivaléncia.

Seja T um campo de k~plénos continuo em M,
Consideremos uma cobertura de M por abertos
(Ui)iEI , tal gque para cada i€ I, T'r/Ui & definido
por k campos de vetores continuos Xi s oo ,X?. Pa-
ra cada x € U; , as bases Bi(x)=={X1(x),...,XE(x)}

e Bi(x) = {-X](x), X2(x) , ..., X5(x)] definem as

duas orientacgoes de m{x) ,@;(x) e @;(x), digamos.

Dizemos que T ¢ orientavel se para todo x& M
6 possivel definir uma orientagao 6(x) em m(x) de
tal forma que para todo i€ I, @/Ui = @; ou @;. Se
k = dim (M) e Tm(x) = T.M, dizemos que M é orientg
vel.

Dizemos que T ¢ transversalmente orientavel se
existe uma métrica riemanniana em M tal que a distri
buicao de (n-k)-planos T, ortogonal a T, é orienta
vel.

a) Mostre que o fato de T ser transversalmente orien
tavel indepeﬁde da métrica riemanniana.

b) Seja m uma (n-k)-forma definida num aberto UGMN,
tal que m(x) = {v € T .M|in =0}, x € U, Mostre
gue o conjunto 6 (x) = (B = {vl s eoe ,Vn_k} |8 &
base de T (x) e Me{Vy s ese s Vo4 ) > 0} define
uma das orientagoes de 1(x).

c) Mostre que existe 1n € Anqk(M) tal que
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d)

e)

£)

g)

~d4-

m{x) = {v € TXM |ivn = 0] se e somente se T &
transversalmente orientavel.

Mostre que M" & orientavel se e somente se exis-
te uma n-forma Cm em M que nac se anula em ne-—
nhum ponto de M.

Suponha que existe um campo de k-planos T em M
que & orientivel e transversalmente orientdvel. Mos
tre que M & orientavel.

Suponha que M e 0 sao transversalmente orienta
velis. Mostre que ™ é transversalmente orientavel.
Seja T um campo de (n-l)-planos. Entao T é
transversalmente orientavel se e somente se existe

um campo de vetores em M transversal a T.

Recobrimento duplo orientavel. Seja T um campo de

b)

. - . rd
k-planos nac orientavel em M. .

a)

Mostre que existe um recobrimento p: M + M com
duas folhas tal que o campo de k-planos fi =p*(m)

em M, definido por f(x) = (Dp(x)) F(n(p(x))), é

. . r
orientavel. Mostre que M ¢& conexa.

Se M & simplesmente conexa entao todo campo de
k-planos em M e orientavel. Em particular M e

orientavel.

Sugestao: a) Cologue M= {(x,6(x))|x€M e 6(x)

& uma das orientagoes de T(x)}. Defina



13.

14.

—45-

uma estrutura de variedade diferenciavel em M tal
que p: M + M definida por p(x,6(x)) = x define

um recobrimento duplo.

o : ~ . *,
De -exemplo de um campo de l-planos nao orientavel em

T2. Determine o seu recobrimento duplo.,

Seja n uma {(n-k)-forma de classe CCD em MT, tal
que para todo g € M, n(q) = {v € TqM Iiv(nq) = 0}
tem dimensao k. Mostrée que T ¢é completamente inte-
grével se e somente se para todo q, € M existe uma
vizinhanga U de aq, e f: U+ R que nac se anula
tal que n = fa, onde do & 0,
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capfTUuLO 1I

FOLHEACOES

Seja M uma variedade diferenciavel de dimen-

~ (+=]
sao m- e classe C .

DEFINICEO 1 - Uma folheagao & de codimensaoc p e clas-
se C' esta definida por uma colegao de

cartas locais

Mo Uy 3 gM ie1

da variedade tais que:
(1) U U, =M.
icl
(2) Se U, N Uj # ¢ as mudangas de coordenadas
- -1, '
hji = mj<)@i : wi(Uifin) - wj(UirﬁUj) tem a forma
B (o) = (TGy) L R2(r)) () € RTTUxRY.

o~ ) T
e sao de classe C .
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(v

Fig. 1

As componentes conexas de w;l(x,yo) v, = cons

o
tante,sao denominadas placas de U;. Elas sao subvarieda-
des mergulhadas de U; de codimensdo p. A condigio (2)

expressa que se a; € U, , Bj ¢ U, sao placas entao ou

1 J
o, n Bj = ¢ ou oy n pj e abgrto em 0, e Bj'
Se myt RPxRP 4 RP & a projecdo M, (x,¥) =¥,
definimos fi: U_i -+ Rp por fi = nztami. As placas de

U, s20 entao as componentes conexas de fgl(yo), v, € rP.

No caso em que r =2 1 podemos tomar a seguinte definicao

equivalente:

DEFINICAO 2 -~ Uma folheagdo & de codimensic p e clas—
se Cr esta definida por uma colegEO de

submersoes, .

tais que
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(1) Para todo i € I, U, & abertoem M e U U, =M.
i€l
(2) se Ui N Uj # ¢ existem homeomorfismos de classe

T

C g. r? +RP tais que f., = g,;0f, nos pon

ij J ji~ i

tos de U, NU..
1 J

. -~ L . . Lo
As aplicacgoes fi sao denominadas aplicacgoes

distinguidas da folheagao e as sub-variedades f_l(x),_

x € RP, placas de U,.

Case r = 1, os planos tangentes as placas definem um cam
po de planos de dimensao p' e classe ct 1, como foi vig
to no Cap{tulo 1 este cémpo de planos é completameﬂte in-
tegrével. Reciprocamente temos pelo teorema de Frobenius
que um campo de planos completamente integrével de codi-
mensao p e classe cf define uma folheaggo de classe

r . ~
C e codimensao Pp.

Uma folha de & e um subconjunto conexo gque é
unifaoc maximal de placas de . Isto é, se F e uma folha

e 6 & uma placa com & N F # ¢ entgo o < F.

De definigao segue-se que téda folha e uma sub-
variedade imersa de codimensao p e que M é a uniao dis
junta das folhas de &,

As folhas poden nao ser subvariedades mergulhadas, de fa-
to veremos que é poss{vel que todas as folhas sejam den-—

sas em M.
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No que segue estudaremos diversos exemplos de fo

' 1hea95es.

EXEMPLO 1 ~ Submersoes. Sejém M e N variedades diferen
ciaveis de dimensao m e n respectivamente

e f: M~ N uma submersaoc, isto &, uma aplicagao CT,

r = 1, cuja derivada Df(q) tem posto miximo igual a n

em todos os pontos q € M,

Pelo teorema da forma local das submersoes ([15]) as com

ponentes conexas das subvariedades ful(y) definem uma fo

~ . -~ r
lheacao de codimensao n e classe C . Neste caso todas

as folhas de & sao mergulhadas.

Um exemplo espec{fico disto e dado por M = R3,

X
3 + R, f(xl,xz,xs) = a(rde 3, r==Mx§ + xg

N=R e f! R
onde & & uma funcho C~  igual a 1 numa vizinhanga de
zero e a(l) =0, a'(1) # O,

Todas as folhas sao0 invariaﬁtes por translagoes ao longo

do eixo x3.
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Qutro exemplo de folheagio gerada por submersoes
é o definido pelas fibras de um espago fibrado.

Em particular temos a vizinhanca tubular de uma subvarie-

dade na forma do seguinte

Teorema da Vizinhanca Tubular (veja [14]) - Seja N < M

uma vizinhanga T(N) > N e
uma submersao T: T(N)'ﬂ N de classe _Cr tal que

m(g) =q para g € N.

EXEMPLO 2 - Aplicacdes transversais a uma folheagao. Gene

ralizando o exemplo anterior, seja & uma fo
lheacao C' de codimensdo p de uma variedade N e
f: M + N uma aplicacio de classe C° , 1< sS r, trans-

versal a &, isto &, para cada x € M, f(x) =y,
Df . (TM + T & =TN
(x).( x) . v

onde TyE & o spbespago‘de TyN tangente a folha de &
em y.

Pelo .teorema de transversalidade [16] se F & uma folha
de ¥ entiao £ Y(F) & uma subvariedade imersa em M de
codimensao p. As componentes conexas de f_l(F) onde F
é uma folha arbitraria de & definem as folhas de uma fo
lheacao de M. Esta folheagao sera denotada £*¥, Ela & de
classe C° e codimensio p.

”» ~ »
Quando f e uma submersac ela e transversal a qualquer

&
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folheagao de, N e assim f£*3F esta definida. Em particu-
lar se ¥ ¢& a folheagado por pontos de N, f*& & a folhea

ggo do Exemplo 1.

EXEMPLO 3 - Campos de vetores. As curvas integrais de um

campo de vetores aparecem como solugOes de um
- - 3 a . » ” 3
sistema de equacoes diferenciais ordinarias.
Se 0 campo nao possui singularidades as curvas integrais

definem uma folheagao de dimensio um .

Um exemplo especifico ¢ a suspensio de um difeo
morfismo f: N + N, definido como segue: |
No produto .N>:[0,1] 3> (x,t) consideremos a relagho de
equivalencia que identifica os pontos (x,0) e (f£(x),1)
e M a variedade obtida como o quociente de Nx[0,1]
por esta identificacao.
Entao o campo ®/dt em Nx[0,1] induz um campo sem sin
gularidades x em M. Por exemplo se N =R e f: R - R,

f(x) = -x, obtemos que M é a faixa de Moebius.

Fig. 3
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Esta maneira de obter folheagoes sera generalizada no Ca-

p{tulo v & suspensgo de grupos de difeomorfismos.

EXEMPLO 4 - Campos_de vetores holomorfos. Analogamente ao

caso.anterior, as equag¢Oes diferenciais ordiné
rias no dominio complexo definem campos de vetores holo-
morfos que possuem curvas integrais complexas.
Fora dos zeros do campo, as curvas integrais tem dimensao

real dois. Por exemplo a equagao linear

d
d—§.=A.z , A€ Gi(n,t)Y , TEC

Lol ™~
tem por solugoes as curvas a parametro complexo,

z = z(T) = exp(T.A)z0 , z(0) = =z.

EXEMPLO 5 - AcSes de grupos de Lie. Uma agao de um grupo

de Lie G numa variedade M é uma aplicaggo
w: GXM -+ M

tal que ®(e,x) = x e ¢(g1.g2 »x) = olgy ,w(gz,x)). on-
de e € G & a identidade de G e 8,8, € G, x € M 830
arbitrarios. '

A Orbita de x € M, @x = {p(g,x) | g € G} e parametrizada
por G e sua dimensao pode ser qualquer nimero de zero a

dim G.

A agao © e dita localmente livre se dim @x = dim G pa
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ra todo x € M.
As agoes de G =R sao também chamadas fluxos e induzem
campos

- B
X(x) = 5 o(t,x) .
Bt '
t=0

Reciprocamente, todo campo de vetores numa variedade com-
pacta induz um fluxo. Assim ¢ é localmente livre se e

80 se X nao se anula em nenhum ponto.

Sejam M,N variedades diferenciaveis compactas
e X,Y campos de vetores sem singularidades em M e N
respectivamente. Se w: BXM~+ M e Y: RXN -2 N sao os

fluxos induzidos por ¥ e Y entao
5: REX (MXN) » MXN

definida por &(s,t,x,y) = (p(s,x), ¥(t,y)) ¢ uma agao

localmente livre de Rz.

Como as Orbitas de ® e ¥ sdo imersdes injetivas de R
1 . L -~ P s s
ou S teremos que as orbitas de ¢ sao imersoes injeti

vas de Rz, l’{XS1 ou slxsl.

3

EXEMPLO 6 - Folheacao de Reeb de S°. ([24]) - O seguinte

exemplo desempenhou um papel importante no de
senvolvimento da teoria das folheagOes.
Consideremos a folheagao de classe ¢® do plano (x,y)

dada pelas retas x = a, |a|l] =2 1, e pelo grafico das fun-
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coes y = —exp(—E 5)+b, b € R para x| < 1.
1-x
4.0
4,a

‘Fig. 4

Girando a faixa |x| = 1 em volta do eixo y obtemos uma
folheagho & de um cilindro sélido C invariante por
translagoes ao longo do eixo.

R _ 3 2 2
Seja C, = {(xy,%5,¥) € R |x1+x2 £1,0sy=<1} a

parte de C entre as coordenadas Yy = 0, vy =1, Em C

o
introduzimos a seguinte relagao de equivaléncia

(xl,xz,O) ~ (xl,xz,l),

A variedade CO/” é difeomorfa a D2 x S1 e & induz uma
folheagao R de D ><Sl, chamada folheagao de Reeb de

2
sz Sl. Na figura 4.b ilustramos esta folheagao.
2 2 2 1}

< 3 _ 4 .2 =
A esfera S {(xl,xz,xa,x4) ER [x1-+x2-kx3-+x4

v -" » e »
pode ser considerada como a uniao dos dois toros solidos

Ti = D2><Sl, i = 1,2, unidos ao longo do bordo por um

difeomorfismo gque leva meridianos de le em paralelos

de bT, e vice-versa. O toro sélido T; pode ser defini

2



4
do pelas equagles 3 x% =1 e xf + x5 <1/2 e o toro
. i=1 4
s01ido Tz pelas equacoes Iy x] = 1 e x%i-xgé 1/2.

Considerando-se em T1 e em T2 folheacOes R R

1 & g
anélogas a anterior, onde le = sz é uma folha de Rl
e R, , obtemos uma folheagdo de codimensao um de SS. Es

ta folheagdo & a chamada folheacao de Reeb de s3,

EXEMPLO 7 ~ Turbilhionizagao de uma folheaczo. Seja &

uma folheagao de codimensio um de uma varieda’
de M de dimensao tres. Suponhamos gue existe um mergu-~
1ho

w: stxp? 4 u

tal que (i) o] Sl><{x} é transversal a 3 para todo

x € D2 e (ii) ¢(6><D2) estd contido numa folha para to-

do 8 € st.

Podemos entao modificar 3 no toro sdlido w(s!xD®) sem

mudar a folheagao no exterior, como segue:

No cilindro sdlido RXD2 consideremos a folheagao C

definida pelo cilidro x5 + x2 = 1/2 mais os graficos das
- o, ‘

fungoes Xq = a(x% + x2) +.b, b € R, nos pontos (xl,xz)

2 2
com xy + X, # 1/2,
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5.b
Fig. 5

: n
Aqui @{r) = 0 numa vizinhanga de r =1 e g—%(r) + @
dr
quando r =+ 1/2, para todo n z 0.
Como esta folheagao e invariante por translagSes ao longo

Xq ela define uma folheaggo de SIXD2 que por

do eixo
sua vez induz via @ - uma folheacao %' de M com mais
uma folha compacta.

Digzemos que &' & obtida de & por turbilhonizagao,

EXEMPLO 8 - FolheagOes em variedades de dimensdo tres. Es

bogaremos aqui uma demonstragﬁo do teorema de
Lickanish [13], Novikov-Zeishang [20]: "Toda variedade com
pacta, orientavel de dimensao tres admite uma folheagao
de codimensao um.
A demonstragao de [20] & baseada no seguinte resultado so

» Iy - ~ i
bre a topologia das variedades de dimensao tres.
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TEOREMA (H, Wallace, [36]) -~ Seja M uma variedade orien

rd . i~ "~ N
tavel, compacta, de dimensao tres. Existem toros

s6lidos mergulhados, disjuntos T, em M e T! em g3

i
n
T. e S3- U T!

i=1,...,1n tais que M - H
1 1 i=1 *t

i

R

difeomorfas.

Mostra-se entao que os toros Ti podem ser toma
dos transversais a folheagoes de Reeb de s3. Usando o pro
cesso de turbilhonizacio obtemos uma folheagdo C  de
83‘-‘61 Ti onde cada componente @Ti do bordo & uma fo-~
lha ;;mpacta.

Pelo Teorema de Wallace isto induz uma folheagio de
M - 'SlTi onde os bordos T, sao folhas.
i=

Esta folheacao é completada a uma folheacao de M, definin

do uma folheacao de Réeb em cada toro sélido T, .

Observaggo: Usando decomposicoes de Alexander, B. Lawson

([12]) mostrou em 1970 a existéncia de folhea

k
~ ~ + “
coes de codimensao um nas esferas 82 3 k=1,2,3.

Este resultado foi generalizado para gualquer esfera de

dimensao impar por Durfee [4] e Tamura [32].

Posteriormente, & com métodos diferentes
W. Thurston ([33], [34]) mostrou que gualquer campo de
planos de codimensaoc um numa variedade compacta orientavel

~ rJ ’ . : )
de dimensao n, ¢ homotopico a um campo de planos comple-
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tamente integrével.

No caso n = 3 este resultado ja era conhecido ([37]).
Em particular tem-se que qualquer variedade compacta de
caracteristica de Euler zero admite uma folheagio de codi

mensaoc um.
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caPfTULO 111

HOLONOMIA & OS TEOREMAS DE ESTABILIDADE

Neste capitulo 3F denota uma folheagdo de codi

mensao p e classe Cr, r2 0, de uma variedade M. O
nosso objetivo é estudar o comportamento das folhas vizi-
nhas de uma folha F fixada a priori. Mostraremos que es
te problema & equivalente ao estudo das 6rbitas de uma re
presentacao de nl(F) no grupo de germes de difeomorfismo
de RP mantendo 0 € RP fixo. Esta representagao, chama
da holonomia de F associa a céda classe [ao] € m, (F)

um germe de difeomorfismo de uma segao transversal

el
L a F. A orbita {fﬁgj(x) € L ;.n€ Z} ,sconsiste dos re
tornos sucessivos "sobre 6" da folha Fx'

Da{ segue-se que gquanto menor e ni(F) menor sera a recor

rencia das folhas vizinhas. O Teorema de Estabilidade Lo-

cal expressa isto da maneira seguinte: Se F ¢ uma folha
compacta de ¥ com grupo fundamental finito, entao existe
uma vizinhanca V de F saturada pelas folhas de & tal
que toda folha em V & compacta com grupo fundamental fi

‘nito.
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O Teorema de Estabilidade Completa oferece a seguinte ver

sao global:
Se cod & =1 e M é compacta, conexa, e existe uma fo-
1ha compacta com grupo fundamental finito entao todas as

folhas sao compactas e tem grupo fundamental finito.

1, Holonomia de uma folha.

-

Um disco coordenado de uma folheagdo & ¢ um
aberto U< M homeomorfo a p™ P x Dp, tal que a restrigao
3/U & equivalente & folheagdo trivial D" Px{x} de
" PxpP | onde pJ  denota um disco de dimensdo j. Uma

placa de ¥ em U ¢é uma folha de &/U.

DEFINICAO 1 - Sejam F uma folha de & e ¥: [o,1] » F

. [4 N N
um caminho continuo. Uma cadeia subordinada

a_ vy, € uma colecio de discos coordenados de &, (Ui)li(=0 s
tal que: a) Existe uma parti¢io de I =[0,1], 0=t <t, <

< ... <t =1 tal que y(lt, ,t, 1)U, , 0sis k.

i+l
b) Se U, NU; #9 entdo Uy U U, esta contido em um dis

co coordenado Vij'

Observagﬁo 1: Dada uma curva ¥: I - F como acima, sempre
existe uma cadeia subordinada a Y. De fato,
tomemos inicialmente uma cobertura (Vi)§=0 de y(I) por

discos coordenados tal que Jd Vi ¢ compacto. Seja & o
i



-61-

numero de Lebesgue da cobertura (Vi)§=0' Para cada
x € y(I) existe um disco coordenado U_ contendo x e

com diametro menor que 6/2. Basta considerar agora uma co

bertura de ¥(I) por discos (U, =T )$~o .
1 xi 1=

Se U; NU;#¢,o0 didmetro de U, U U, é menor que 9,

logo Uy N Uj © V, para algum n € {0,...,%}.

Vamos agora definir a holonomia de um caminho.

Consideremos dois discos de dimensao b, D0 e

51 » centrados em y_ = vy(0) e ¥y = v(1) respectivamen
te, topologicamente transversais as folhas de & (isto ¢,
se U ¢ um disco coordenado que contém Yo 1 entao ﬁo

intersepta cada placa de U em no maximo um ponto).
Do

\\ U

Ko

\

Fig. 1

Fixemos agora uma cadeia subordinada a Y,

k , _
(U;)j_g » e uma partigao 0 = t <t;<...<t, ., =1 sa-
tisfazendo a condigdao a) da Definigao 1. Pada cada
i€ {1, ...,k} fixemos um disco mergulhado DiC:Ui_IIWUi,
de dimensao p, centrado em x; = v(ty), transversal as

placas de U,. Tomemos D <D NU e Dk+1C:51 n u.
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Para cada x € Dy suficientemente préximo de X; s @ pla

ca de U; que passa por X intercepta D,,, num Unico
ponto fi(x).
0 dominio da aplicagao fi é um disco Di < Di e

. . r P . ' . -
f,: Df * Dyj,q € um homeomorfismo sobre fi(Di)‘ Seja D

1 o}

[ S . o = fe) O . A
o dominio da aplicacgaco fY fk fk—l O ... fo. Do-ka+1t:

c 51. A aplicacgao f,° ﬁo » B, 6 um homeomorfismo sobre
fY(ﬁo). Chamaremos f, de aplicagho de holonomia associa

da a ¥y e .
Afirmagio - A aplicagao £, independe dos discos (Di)§=1’
da partigao (0=to< TS e Sty < 1) e da

. : k
cadeia subordinada (U,); g4 -

Demonstragao: Fixemos primeiramente a cadeia subordinada

(Ui)lic=0 e a partigzo. Suponhamos que
k k ~ -~ . .
(D)= © (B,)]_; s80 duas coleg¢Oes de discos como acl
ma. Estamos supondo evidentemente que Do = Bo s Dk+1 =
=Bk+1 e xiEDiﬂBi,1=1,...,k. Para cada xEDi,
proximo de x, ‘podemos definir #,(x) € By , interceptan

do a placa de U; que passa por x com B,. Temos entao defini

do um homeomorfismo + D, - B, H. <
fis Bl D1 B1 , onde Xy € Di Di e

] C 3 . .
X5 € Bi Bi‘ Sejanm fi. Di -+ Di+1 e g5° B{ -+ Bi+l co-
mo anteriormente. Ora, Ui U Ui+1 < v, disco'coordenado,
A i
1ogo 0 s in i r : D, ! D, .-
g seguinte diagrama comuta DIFWDi-—3 Di+1
Fil 1(5 itl
.84 .
B. nBy 4.8
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0 diagrama comuta porque uma placa de V inter
cepta cada disco transversal em no maximo um ponto. Res-

tringindo as aplicacoes fi 1By e Bi » 02 i £k a do-

minios convenientes, temos que fy = fk()fk-l O...0f =

=gl -1 o o] -1 =
Prer OB OFr 0Py 08y OFy g 0 ... OBy 0BT  0g 08 =g,
jé que evidentemente BO e Bk+1 sa0 aplicagoes identi-

dades. Com argumento anélogo mostra-se que fY independe

da particao (0 = to <ty < .St = 1),
k k! .
Tomemos agora (U,);_4 e (Uf)j—_g duas cadeias

subordinadas a Y. se Para todo i€ {0, ...,k'}, u; € Uj

para algum j, é imediato que fY e f; coincidem na in
tersecao de seus dominios. O argumento & andlogo ao ante-
rior. Caso isto nao ocorra, pela Observagﬁo 1, podemos
construir uma cadeia subordinada a v, {Ug}?lo tal que
para todo i€ {0, ..., k"], Uy < U‘j N U! para algum
jef{o,...,kx} e n€ {0,...,k"}. Isto implica que

£, = f; e fy =) nas interse¢Oes de seus dominios, 1o

go fY = f;. Isto prova a afirmacao.

Observacao 2: Segue da definicio de fY os seguintes fa-
tos:
a) fy(xo) T Xl
b) Se yTI(t) = y(1-t), entdo £, = (£,)7".
c) Se ¥ e de classe C° (r 2= 1), as aplicagbes inter

mediarias £f; (05 15 k), sao C¥, logo £, e ct,
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rl

Como f, possui uma inversa f _; tambem C°, £, ¢ um
difeomorfismo C’. Y
d) Se § & obtida de Y por uma pequena deformagac na
folha, com extremidades fixas, entao £ = fY , numa
vizinhanga Dg c Dé de x,. Prova-se isto observando-se

que para ¥ proxima de Y, existe uma cadeia (Ui)]';=0 s

subordinada a Y e Y simultaneamente.

c sa : discos 5

e) Se B, < U, e By © U, sao outros discos transver
sais a ¥, centrados em X, € Xp,p , 85 projegoes

ao longo das placas de Uo e Uk+1- definem homeomorfis-~

. r . . 3=

mos C, @O. B0 i Do € Pp.q’ Bk+1 - Dk+1' A nova trans

formagao de holonomia, B, = Bj By, By, satisfaz

-1
gy(x) = Wiy ofY omo(x) , x € Bl .

Em particular, se Y *é um caminho fechado, Dy .4 = D, e

B, .1 = By s entao g, © fY sao conjugados, isto é ,
-1

g, =% ©of 09, onde @ TP, = Pr1e

DEFINICAO 2 - Sejém E,F espagos topolégicos e x € E.
No conjunto de aplicagdes E2V 27 onde
Vv & uma vizinhanga de x, introduzimos a relagao de equi
valencia R:
fRg se existe uma vizinhanga w2 x tal que
£lW = g|W.

A classe de equivaléncia de f ¢é denominada germe de f



—85-

em X.
Quando E = F o conjuntoe G(x,E) de germes de
homeomorfismos locais aue deixam fixo x & um grupo com

a multiplicagao germe (£f). germe (g) = germe (fog).

1.1 - PROPOSIGAO - Sejam y;0 I, i=0,1 caminhos
continuos contidos numa folha F de

‘¥ tais que y.{0) =y , vy.(1) =y, i=0,1, Sejam E_,
i s} Yl 1 o}

Y. segoes transversais a F em y_ , ¥, ;
1 t o 1
ZO = Vi 1, El aplicagoes de holonomia associadas a Yi
e § o germe de f en .
Yl e Yl YO
(1) Se Yo ™ Yy rel (0,1) entao @Yo = @Yl.
(2) se y, =y, e I, =1ZI, , entao a transformagao
v - @Y induz um homomorfismo
¢: m (F,y,) » Gy . L) 3(Lyl) = Q,Y

do grupo fundamental de F em y, no grupo de germes de

. r .
homeomorfismos C de Zo mantendo Yo fixo.

Demonstragao: Seja H: IXI + F a homotopia entre Y, e

Y, » i.e. H(t,0) =y _(t), H(t,1) = y,(¢t)

e H(O0,s) = Vo ¢ H{l,s) = vy Ppara tode s,t € I.
Para cada caminho Y : I *+ T, ys(t) = H(t,s), existe uma
cadeia subordinada a Yor Por continuidade, esta cadeia é

4 s
tambéem subordinada a qualquer Ys' com s proximo de
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s, Consequentemente podemos encontrar uma coleggo de ca-
n -~
1 o = + = < = <
deias (Ci)i=1 e uma particao de I: O S, 81

< ...<s_ =1 tais que para gualquer i =1,...,n Cy

4 . N .
¢ subordinada a todos os caminhos Y, , Sj_4 £ 5% 5., Is

to implica por d da Observagao 2 que germe(f

= germe(fY ) para todo i =1, ...,n. Loego ¢ =%,
S, o
1

Por este motivo, quando y_ =y, 2 aplicagao &: [v] *@Y
esta bem definida. Finalmente, se ¢, , CLL sao cadeias

subordinadas a * e W entao C, UC e uma cadeia

I

stubordinada a A ojd. Isto guer dizer que éh dp =
= @A o@u e assim & & um homomorfisme entre os grupos
ﬁl(F,YO) e G(YO ’Eo)'

DEFINICAO 3 - O subgrupo Hol(F,y ) = &(m (F,y )) é chama

do grupo de holonomia de F em Vy..

bados ¥, ¥y € F, gualquer caminho a: I = F
com a(0) = Y, e a(l) = y,  induz um isomorfismo
aw: Hol(F,yo) -+ Hol(F,yl)
ondo w*(d ) =% 0% ot .
P " a %% -1

Desta maneira podemos falar do grupo de holonomia de F

como sendo qualquer grupo isomorfo a Hol(F,yo).
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'EXEMPLO 1 - Na folheagdo de Reeb de S° o grupo fundamen

tal. da folha compacta & isomorfo a ZOZ .
0 seu grupc de holonomia pode ser representado por dois di
feomorfismos C. f,g: R » R, f(d) = g(0) = 0 tais que
f(x) = x para x2 0 e f(x) < x se ‘x < 0; g(x) = x

se x= 0 e g(x)<x para x> 0 (veja a figura abai-

f

Fig, 2

A holonomia de F induz uma agao local de
ﬂl(F) em I definida asgim: Para cada {y] Eﬂl(F,xo)

- 4 3 0]
e X € Eo , suficientemente proximo de x associamos o

I} b
ponto fy(x) € Eo. Quando F & compacta, esta acao carac
teriza a folheagao numa vizinhanca de F.

Mais precisamente, sejam (M,¥), (M',¥') folheagOes de

codimensdao p e classe C, r 2 , Fc M, F* © M' fo-
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lhas compactas. Dizemos que as holonomias de F e F' sao

conjugadas quando existem segoes transversais a ¥ e ¥F',

I, s I s EgNF =x, , BLNF' = x

o e um homeomorfismo

1}
o
» 1 ML I > = t
h: FLJEO +F LJEO tais que h(xo) x, e para cada

[y] € ﬂl(F,xo) tem-se

-1 t = 1
ho fyoh (x*) Ty (x*)
para x' € Eé suficientemente préximo de xé.

1.2 — TEOREMA - Sejam F e F' folhas compactas de &
e J' respectivamente. As holonomias de
F e F' wsao conjugadas se e somente se existem vizinhan

gas V2O F, V' 2 F' e um homeomorfismo Cr, H: V =+ V',

H(F) = F', enviando folhas de &|V em folhas de Fr|ve,

Demonstracao: Suponhamos primeiro que exista a equivalen-

cia local H. Fixado x € F sejam

%, 5] = H(E)) se¢Oes transversais passando por x_ e

r o=
X4 H(xo).

seja [v] € T (F,x,) e €= (Ui)?

j=0 uma cadeia
subordinada a Y. Os abertos Ui = H(Ui) definem uma ca-

deia ct = (U?)9=0 subordinada a Hoy. Segue
1 o

dai que as transformagoes de holonomia Eo:)wo -3 EO ’

f .
Wo 2 X5 & E45 2 Wy 2oy £L 0, W 9 x} , satisfazem

-.1 _ R
HofyoH (x')h—fHOY(x) x'EZc" perto de xé.
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Logo as holonomias de F e F' sao conjugadas.
Suponhamos agora que as holonomias de F e F' sao con-—
jugadas.

Precisamos do seguinte resultado:

1.3 -~ LEMA - Sejam A folha de & e K S A um compacto,
- Existem uma vizinhangé U de K em M e

uma retragao m: U+ V, onde VS A ¢ uma unido de placas
contidas em A, tal gque para todo x € V, nhl(x)
é um diéco de dimensao p tqpologicamente transversal a
F.

Admitamos por enqﬁanto que o lema esta demonstra
do. Como F e F' sao compactas existem vizinhangas V
de F, ¥' de F' e retragSes m: V*F e mw': V' 2+ TF',
Seja h: FLJZO -+ F'lJ26 um honaomorfismo que conjuga as
holonomias de F e F'., Podemos supor sem perda de gehe-—
ralidade due I = W_l(xo) e &) = (W')-l(h(xo)). Dado

x € F, x # Xy s seja ¥: I » F uma curva ligando x, a

. . -1 -1 .
x. Sejam fY. D = (xo) -1 "(x) e fﬁ(y)' Dp(xy

- (ﬂ')-l(h(x)) as transformagOes de holonomia de y e
hoy. Para vy € fy(Dx) definimos H{y) = fh(y)(h(fy—l(y)»

{veja a figura abaixo)

[w‘)h.'(l.(:d) iy ' (a6

T

< (L)
S
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Esta definigao independe do caminho vy escolhi
do. Com efeito, se u: I » F & outro caminho com p(0)=x_
e k(1) = x, temos por hipotese hof -1 = f -1 oh,

koY hi(p ~ o)
consequentemente fh(p) ohof _, = fh(Y) ohof _; = H.
K A

Vejamos agoera © dominimo de H.

Dado x € F seja Ux um disco coordenado de & tal que

para todo & € U NF, ﬂwl(y) intercepta todas as placas

L4 -
de Ux e Ux N F contém apenas uma placa. Fixada uma cur

va ¥ aque liga X, a X, podemos supor que para todo

z € Ux , a placa de Ux por =z corta ﬁ_ltx) num ponto

f_ K] 1 3 = -
Zy » MO dominio de fy_l. Seja Uh(x) um disco coordena
do de &' +tal que toda placa de Uﬂ(x) corta

(1Y 1(h(x)) num ponto do dominio de f£' _y . Diminuin-
h(y ) )
do eventualmente Ux e Uﬁ(x) , podemos supor tambem gue

-1 = 13 t -1 t
h(fy_l(” (x)NU_)) - fh(Y_l)((ﬂ ) (h(x))ﬂUh(x)) e

h(UxtﬁF) = Uﬁ(x)FWF'. Com estés propriedades H esta de-
P - ] 4
finida em U_ e h(UX) Up(x)* Como F e compacta pode

mos obter uma vizinhanga de F, U=U_ U.,.UU_ , onde
1 Xk
H esta definida.
Da construcgao ¢ imediato que H: U =+ H(U)=U'
e um homeomorfismo e que H leva folhas de &/U em fo-

lhas de X'/U'. Com isto terminamos a demonstragao do Teo

rema 1.2.
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Demonstragao do Lema 1.3 : Caso ¥ seja de classe ct,

rz 1, o lema ¢ imediato. De
fato, como K < A P compacto, K © W, onde W é uma

superficie mergulhada, unido de placas de %. Seja

r

T VW uma vizinhanga tubular de classe C de W.

Como as fibras qu(x), X € W, interceptam W transversal
¢

Id

x) esta sufi

, . -
mente apenas em x, e claro que se y € n

cientemente préximo de x entdo T Y(x) intercepta a fo

lha de & por vy, transversalmehte em y. Podemos entao
diminuir V, obtendo uma vizinhanga U C V, tal que para

-1

todo x € UNA, m " (x) intercepta &/U " transversalmente.

- o
No caso em que ¥ e de classe C°, a demonstra

L rd . - - .
¢ao0 e bem mais tecnica.

Consideramos primeiramente uma cobertura
k . e
(U;Y;_g de K por discos coordenados. Diminuindo, se ne

L . Ld
cessario, cada Ui » bodemos supor que K N Ui esta con-

tido em apenas uma placa de Ui , digamos Pi' Para cada

1 € {0,...,k} existe um homeomorfismo h,: Ui-iDn_p x
x DP < R", tal que hi(Pi) = Dn-p)<{0} e se P & uma
placa d&a U, hi(P) = Dn_p><{y}, onde y € DP. se

Py D" P x pP 4 D" Px{0} & a primeira projeg¢ao, podemos

definir uma retracao m,oe hgltnplc)hi. E claro que cada

fibra nzl(x), x € P, , intercepta uma placa de U; em

exatamente um ponto. A dificuldade € que se U, N Uj £¢,
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u ndo coincide com T; em Uy N Uy Podemos entretanto
definir uma retragao T, com as propriedades desejadas, ti
rando uma "média" das_ LU da seguinte maneira: Seja
(Ui)§=0 uma outra cobertura de K por disco coordenados
g < i & k. Cologuemes Pi:=Pi n Ui ,
WL=U Ui’VL=U p!

13
i=0 i=0 ' X
uma seqliencia de retragoes (pi)i=0 » Pyt oWy Voo satis

tais que ﬁI < U
£

. Vamos definir indutivamente

fazendo as propriedades desejadas. Em Wo colocamos
Py =Ty ° Suponhamos qpe Pyt Wy -+ VL esta definida, onde

=VU

0 4 < k. Definimos 1

Pre1t Worr ~ W YU 2 Ve

U P£+1' através da interseggo de suas fibras com as placas
de UL+1 , como se segue. Podemos supor que UL+1==Dn_px

'p ] i
x D, as folhas de 3/U{’+1

fibras de T, ; 820 0S discos {x}><Dp..Nestas coordena-—

das U&+1l1WL e um aberto de p?"Px pP e as fibras de

sao os discos D Px{yl e as

179 sho discos continuos de dimensao p que interceptam
as placas Dn—p><{y} em exatamente um ponto. Sejam
a,B: Uy, R fungbes € tais que 0,8 = O,

. L |
a/(U, 7 Uivy) = 0,'B/(iLi0 Us-W,) =0 e (+B)/¥W 4 =1
Dados x € WL+1IWUL+1 e P placa de UL+1 proxima de
11(x) com
P como sendo o pontoe z = a(x).(PfWﬂZil(x))+5(x).(Pn

Pov1 = D" Px {0}, definimos a intersegao de pz

n p;l(x)). como olx) + B(x) =1 e P & convexo, é claro

que =z € P. Na figura abaixo ilustramos a idéia:
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Fig. 4

Verifica-se facilmente que Ppi1 satisfaz as
propriedades requeridas. Observe que o dominio de Det1
nao é exatamente WL+1 . Mas sim uma vizinhanca aberta de

V£+1 , a qual estamos denotando também por W para sim

£+1
plificar a notag¢do. Com isto concluimos a demonstragaoc do
Lema 1.3,

Observagao 3: Usando o Lema 1.3 podemos definir a holono-

mia de uma folha F de & da seguinte for

r f
ma: Se ¥: I > F e uma curva continua com Y(0) = x, e

y(1) = Xy , sejam U vizinhanga de y(I) em M, V vigi
nhanga de v{(I) em F e mW: U+ V como em 1,3, Dado

-1 .. . - ;
Yo Em (xo), suficientemente pr6x1mo de x existe um

0 H
unico caminho ¥: I =+ M, contido na folha Fo, de 3

o
por y_ , e tal que Y(0) =y e ¥(t)¢ ﬂ—l(y(t)) para

o)
todo t € I, O caminho ? é uma espécie de levantamento
de ¥ a folha FY a0 longo das fibras de ©. A aplica-

0 i ,
cao fy(yo) = ¥(1) esta bem definida para ¥, Pproximo
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de x_, e coincide com a aplicagao de holonomia associada

a Y.

Observacao 4: Do Lema 1.3 podemos concluir o seguinte:

Seja K © F, um compacto. Entao existe uma cober
tura (Ui)li<=1 de X por discos coordenados tais que se

U, NUy # o entao UirlUj é um disco coordenado. Isto im

plica em particular gue se P< U, e Q€ Uj sa0 placas

entao PNQ=9¢ ou PNQ ¢ homeomorfo a um disco.

Provemos o fato acima. Seja (Vi)§=1 uma cober
_tura de K em F por discos de dimensao n-p tais que

se Viflvj # ¢ entao VifWVj ¢ homeomorfo a um disco.

. - Il £ e . ~ 0
Deixamos para o leitor a verificagao da existencia de uma

. . 3 ] 4 »
tal cobertura. Diminuind0o se necessario 058 Vi.5 podemos

supor gue para todo i, vi esta. contido num disco coorde

nado Wi U de %. Se P & uma placa de Wi préxima de
Wirﬁvi , para todo x € Vi , 7 1(x) corta P em exata-
mente um ponto. Por este motivo existe um disco coordena-

do U, < n_l(vi) tal que para toda placa P de U, ,

m: P - Vi & um homeomorfismo. ¥ facil ver que se UiIWUj #
#¢ e P & placa de U, e Q placa de Uy , onde
PNQFdy entao T: PNQ - Vif1Vj 6 um homeomorfismo.

A cobertura (Ui)§=1 satisfaz as propriedades desejadas.
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§2. Lema de Trivializacao Global.

Denotemos por & uma folheagao de classe Cr,

r 2 0, e codimensao p de uma variedade M.

2,1 - LEMA - Seja ¥: I =+ M um caminho cont{nuo, simples
(isto €, injetivo) cuja imagem esta contida
numa folha F de &. Existe uma vizinhancga W2 y(I) e

um homeomorfismo de classe CT
h: D" PxpP a4y

tal que h*F é a folheagao cujas folhas sao as superff—
cies p_l(y) onde p: D" PxDP » pP & a projecao

p(x,y) = y.

Demonstracao: Seja (Ui)§=0 uma cobertura de y{(I) por

discos coordenados tais gque se UirﬁUj @
entao X Ui N Uj & um disco coordenado
de ¥F,-8eja T: U = '90 ﬁi + WS F uma retragao como no
lema 1.3. Como ¥ nég tem auto-interse¢oes, podemos supor

gue para cada i, Ui intercepta no maximo Ui—l e U,

i+1
. ' -1
e UOIWUk = ¢. Sejam x = v(0), Xy = ¥(1) e D =1 (xo),
D, = n_l(xl). E claro que cada folha de 3F/U corta D,

no maximo uma vez. A aplicagao de holonomia
£ .
D D' — D esta bem definida num disco D! 3 x . Seja
o o S § k o o
V o saturado de D} pelas folhas de | U

U, e
i=0 1
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f: VD) a aplicacao que a cada x € V associa a inter

se¢ao da folha F|V passando por x com D!. Como & é
Cr, £ também 6 de classe C',

Seja A S F a folha de &/V contendo Y. E cla

. . L
ro que reduzindo A se hecessarlo podemos supor que A

. n- )
¢ homeomorfo ao diseco D" P por um homeomorfismo

K D" P 4 A. Seja L P -+ D um homeomorfismo tal que

k2(0) = X Se ¥ ¢é de classe c® podemos tomar kl e

k, difeomorfismos ¢¥, Definimos h: D" PxDP » v pondo.
hix,y) = W"l(kl(x))rﬁf-l(kz(y)). Desta forma h € um ho-
meomorfismo que envia a sﬁperf{cie p_l(y) = Dn“p><{y},

y € DP, na folha f'l(kz(y)) de 3/V. Se & ¢ de classe

T

L4 4 . - . . r
¢t, r=2 1, e facil ver que h e um difeomorfismo C".

Quando cod(F) = 1, este resultado pode ser me-
lhorado como mostra o seguinte lema que sera de utilidade

em capitulos subsequentes.

2.2 - LEMA - Sejam F uma folha de uma folheagao em M

de codimensao um, transversalmente orientavel
e £, K- F uma aplicagao continua homotdpica a uma cong
tante, K compacto e conexo por caminhos. Existe uma fami

lia continua de aplicagdes f,: K- M, t€ I =10,1], tal

£
que ft(K) ésta contido numa folha Ft‘ Para x € K fi-

X0, a‘curva t - ft(x) é normal a @&.
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Demonstracao: Seja N um campo normal a F e denotemos

por ht(X) a trajetdoria parametrizada de x.

Suponhamos que £ ¢-homotdpica a aplicagao constante

C: K+ F, C(x) = Yo € seja x_ € K tal que fo(xo) = Y-

Dado um caminho y: I 2 K, y(0) = x_, y(1) = x, o caminho

0 -
Y: 1~ F, ¥ = f oy induz uma aplicag¢ao de holonomia
J 2V — J R V3y

o ? y = fO(X)’

onde Jy denota um segmento integral de h. Para t = 0
suficientemente pequeno definimos ft(x) = gg(ht(yo)).
Esta definigao independe de Y. Com efeito, seja u: I~K

outro caminho, u(0) = x_ , u(l) =x e H: KXI -+ F a ho

o]

motopia entre f_ e C, isto e, H(x,0) = fo(x), H(x,1) =

para todo x € K. Entao a aplicagao fi: IXI ~+ F,
¢

=y,

fi€s,u) = H(yuu ~(s),u) € uma homotopia entre o caminho
;gz-l(s) e o caminho constante C(s) = ¥+ Logo Y= u

e 0s germes de gv e gﬁ em y. coincidem.

Pela compacidade de K, existe um intervalo [0,e] tal que
f,(x), t € [0,e] esta bem definida para todo x € K, Bag
ta entao reparamétrizar a curva integral Jy para obter

_ o
o mesmo para todo t € [0,1].

§3, Teorema de Estabilidade local (Reeb [23] e [24])

3.1 - TEOREMA - Seja & uma folheagao de classe c® e
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codimensao p de uma variedade M. Seja T uma folha com
pacta com grupo de holonomia finito. Existe uma vizinhan-~
ca U de F, saturada por & na qual todas as folhas sao

compactas com grupo de holonomia finito.

Além disso podemos definir uma retragao
U + F tal que para toda folha F' < U, n/Ft: F' =+ F

i . r ] ]
e um recobrimento com um numero finito de folhas.

A vizinhancga U pode ser tomada arbitrariamente

pequena.

Demonstracgac: Como F .é compacta, pela Observagao 4 do

§1 existe uma cobertura (Ui)li{=0 de F por
discos coordenados, onde ﬁi ¢ compacto e U; N Uj é um
disco coordenado se U; 0 Uy # ¢. Podemos definir também

. k
uma retracao w: U U, » F com as propriedades do Lema

[ -]
s

U..
i=0 *

Em cada Uy distinguimos um disco D, = ﬁ_l(xi),

i=
1.3. Cologuemos V

de dimensac p, centrado em - 9 € UifﬁF e topologicamente
transversal a &. Por hipotese existem caminhos fechados
.+ I » F (0) = v.(1) =
Yy ;Y500 = v () = x
dentes aplicacgOes de holonomia fj:'ﬁjCZDo + D, , tais

o * i=1,...,m e correspon

gue Hol(F,xo) = {fo==1 . SR ,fm}. Consequentemente,
m
se W= W., odominio de todas as aplicagoes de holg

j=1 Y
nomia contem W.
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Mostremos agora gue existe Wo € W, vizinhanga

de X, s tal que se . y € Wo , entaoc a folha Fy da restri

cao F/V que bassa por y, nao corta o bordo de V. Isto
implica em particular que se Fy & a folha de & por vy,
entao F, = Fy. Além disso se s(W_) & o saturado de W,

por &, entao S(Wo) c V.

Observemos primeiramente que se y € W entao

Fy N D, < {fj(y) |3 =0,...,m}. Com efeito, se existisse

z € Fy N D, tal que =z # fj(y), g=0,...,m, existiria

uma curva y: I - Fy tal que ¥(0) =y, Y(1) ==z e

Y(I) & V. Como Tm(y) = m(z) = x, » a curva Yy = To¥y in-

duz um elemento f[YJ € Hol(F,xo) tal que f[Y] # fj s

j=0,...,m, absurdo.

O mesmo tipo de argumento mostra que para todo

i=0,...,k existe uma vizinhanga Wi de X, em Do ’
tal que para todo ¥y € Wi ’ Fy n Di contém no miximo m+l
pontos. Coleoguemos Wé =W N Wl_ﬂ see N Wk. e para y € Wé
FyriDi = {q(i,d,y) |15 j S'Li}, onde £, % m+l, Seja

P(i,},y) a placa de U; por q(i,j,y).

Seja d uma distancia em M. Temos d(dV,F) =

=6 > 0. Cologquemos ©.(y) = max d(x_,P(i,j,y)), para
i o 0
LSJSLi
yeEwW, e 15 is k.
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Para i =0 temos 1lim  max d(xo ,q(0,3,y)) =
yox, 1S3Eh

£ 1im max d(x, , £.(y)) = 0, logo lim 6o(y) = 0., Ana-~
y*x  05ism J yox
) _ o
logamente 1lim 6,{y) = 0 para 1= i = k. Concluimos dai
yix
que existe umaovizinhanga WO < Wé de Xy tal que para
todo y € W, e 1= 0, .00, k, ﬁi(y) £ 6/2. Temos entao

gue para todo ¥y € WO e 1=0,...,k as placas de

ﬁy nu, estao longe de oV, logo ﬁy c V.

O argumento acima tambem mostra que para todo
y € W, a folha F. = ﬁy é compacta. De fato, para todo
vy € Wo ,Fy é coberta por um nﬁmero finito de placas

P(i,j,y), 0s isk, 12 j< ¢, €£ml, logo Fy é compac

ta. Em particular U S(Wo) 6 uma vizinhanca de ¥ tal
que T =1/U: U~ F & uma retragao tal que T/F': F'*TF
& uma aplicagao de recobrimento com um ntmero finito de

folhas, para toda folha TF' < U.

Falta mostrarmos gue o grupo de holonomia das
folhas F' = U & finito. Basta observarmos que para todo
Jg=0, 00 ,m fiz Wo -+ Wo esta definida e portanto
Hol(F') C-{fo s eea ,fm}.

§4. Teorema de Estabilidade Completa. (Reeb {23] e [24])

TEOREMA - Seja & uma folheagio de codimensao um e clas-

o

se C de uma variedade compacta e conexa M.
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Se uma folha de & é compacta e tem grupo fundamental fi
nito, entao todas as folhas de & sao compactas e tem gru

po fundamental finito.

Demonstracao: Pela conexidade de M basta provar que o

conjunto U, uniao das folhas compactas com
grupo. fundamental finito, & aberto, fechado e nao vazio.
Pér hipétesé U # %. Mostremos que U e aberto. Seja F
uma folha em U, Como nl(F) ¢ finito, a holonomia de F
é finita. Pelo teorema de estabilidade local existe uma vi
zinhangca V 2 F saturada por &. Qualquer folha F' em
v & um recobrimenfo finito de ¥, portanto F' ¢ compac
ta e WI(F') é isomorfo a um subgrupo de ﬂl(F), logo &
finito. Assim VCc U e U e aberto.
Provaremos agora que 0 U =T - U & uma uniao de folhas
compactas com grupeo fundamental finito.
DPado x € dU a folha que passa por X esta contida em
pU. Com efeito, sejg Lx um segmento transversal a &
passande por -x e xh €A£XI1U tal que. iig X, = X Para
qualguer vy € Fx seja &y um segmento transversgl e
ga: I +F, a(0) = x, u(f) = v, |
Pelo lema de trivializagao global, existe uma vizinhanga
W2 a(I) tal que a folha de &/W que passa por X, in-

tercepta 4y num Unico ponto v, € Lyr1U. Consequentemen

te y = lim y € oU.

n-e
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Seja (Vi)2=1 uma cobertura de U por discos
coordenados. Para cada F < U, F N Vi é consfituido de um
nimero finito de placas k. (F). Seja ff uma componente
coﬁexa de U. Vamos mostrar que existe um inteiro positivo
Ni(ﬁ) tal que para toda folha F c @, k,(F) = Ni(ﬁ). Fi-
xemos um segmento aberto 4 < Vi que corta cada placa de
vy exatamente uma vez. Seja F_ & fi wuma folha tal que
F,Ni # ¢. Veremos que para toda folha F c T, ki(F) =
= 2k, (F ) + 2.

Consideremos uma vizinhanga W< 0 de F_ , sa

o]

turada por &, onde esta definida uma retraggo mT: W - Fo,
tal que para toda folha F c w, n/F: F - F, ¢ uma aplica
¢ho de recobrimento com um numero finito de folhas. Afir-

mamos que ki(f) g ok, (F_ )+2, para toda folha Fcw.

Basta provarmos que para todo X, € F0 ,
ﬂ“l(xo) n ¥ contém no maximo dois pontos. Com efeito, is
to implica que F corta cada componente de 4 NW no ma—
ximo em dois pontos. Como Fé ‘poderia passar pelas extre

midades de 4, temos ki(F) = 2ki(F0)4-2.

Verifiquemos que #(ﬂ_l(xo)f1f) = 2, Observemos
primeiramente que se y: I - F0 & uma curva continua com
v(0) .= ¥(1) = x entdo pode ser definida uma aplicagao de

. Y -1
holonomia f[ j T (xo) + (xo)’
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De fato, se vy € W_l(xo), como ﬂ/Fy: Fy +F &
uﬁ recobrimento, pelo teorema de levantamente de caminhos
([6]), existe uma dnica curva Yy:'I %Ff tal que Yy(O) =
=y e T oyy = ¥. ¥ evidente que Yy(l) = f[y](y) defi-
ne a ap}icaggo de holonomia de [y]. Basta provarmos ago-~
ra que o grupo de ﬁolonomia de F_ , Hol(Fo), possui no

ke . - '
maximoe dois elementos.

Seja f € Hol(Fo). Afirmamos que 2 = 1, iden-

tidade de 1 Y(

xo).
Seja = uma ordem natural em ﬂ_l(xo) e sejam 1' e
4"  as componentes conexas de ﬂ'l(xo)-{xo}. Evidentemen

te fz(%') © L', Be existisse y € £' +tal que x, <

< fz(y) < y, digamos, teriamos (f (y) < (£ (y) <...
< fz(y) < y, logo a segliencia {fzk(y)i|k € N} possuiria
uma infinidade de pontos distintos, o que contraria o fa-
to de Hol(F,) ser finito. Concluimos dai que todo elemen
éo de Hol(F) tem ordem <€ 2. Em particular ‘Hol(Fo) é
abeliano. Além disso se g € Hol(Fo) e tal que g(A')<4r
entao g = 1,

Suponhamos que existam f,g € Hol(Fo) tais que
f,g # 1. Dado y € L', temos £(y),g(y) € 4" e £(y)=g(y),
digamos. Aplicando £ a desigualdade acima obtemos
y = f2(y) > fg(y). Aplicando g obtemos gf(y) = y. Co-

mo fg = gf, vem que fg(y) = gf(y) =y, logo f = g-1==g
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e portanto #Hol(Fo) = 2,

2

Suponhamos agora que F é uma folha contida em
oW N U. Pelo argumento anterior, a folha ¥ & recoberta
pelas folhas vizinhas Fy C W, para as gquais ki(F } £

. y

= 2ki(F04-2. Por outro lado, para cada ponto x € FN<,

existe pelo menos um ponto x' € F_ N4,
se Fy esté guficientemente préxima‘de F, logo
k.(F )= k.(F) e portanto k.(F) = 2k.(F_)+2. Caso as
i v 1 1 1 o -
folhas vizinhas de F recubram F duas vezes temos
. . =

Zki(F) = ki(Fy) = Zki(F0)+-2, logo ki(F) < ki(F0)+-1. Em
gualquer caso, se Fy & uma folha viginha de F, temos
ki(Fy) < Zki(Fo)-+2 {podemos supor aqui aue F nao pas-

sa pelas extremidades de ).

0 argumento acima mostra que © conjunto
{(ye @ lki(Fy) Y 2ki(F0)-+2} ¢ aberto e fechado em .
Como ﬁ & conexo temos que ki(F) = Zki(F0)4~2 = Ni , ba
ra toda folha ¥ < G.

Suponhamos agora que exista F < 23U nao compac
ta. Como .lei > pU, existe i€ {1, ... , n} tal due
FNV, donigm uma infinidade de placas. Podemos supor que’
F < o, Sejam x_, --0 s Xy € {NF, onde m> N, e
y: I » F uma curvé simples que passa por X, yoeew 3 X
Pelo lema de trivializagao global, as folhas Fy cf ﬁré

. ”
ximas de F cortam Vi pelo menos m vezes, O que e um
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absurdo. Temos entao que F & compacta.

Falta mostrarmos que F & dU tem grupo fundamen
tal finito.: Isto decorre do fato de F ser recoberta pe-

las folhas vizinhas contidas em U,

De fato, se W ¢ uma viginhanga de F onde es
ta definida uma'retraggo m: W+ F como no Lema 1.3 ¢
FcUAW, temos que n/F: F » F & um recobrimento com um
nimero finito k de folhas. Como w,(F) e finito temos
gue #nl(F) =k .#ﬂl(f). Com isto terminamos a demonstragao
do teorema.

o rd .
Uma conseqliencia interessante e a seguinte:

COROLARIO ~ Seja % uma aplicacao ¢! de uma variedade

. . k
M® compacta conexa, com bordo aM= U Fi ,
i=1 )
onde k=1, F, > s ¢ para todo i =1,...,k F; §

uma folha de &. Suponhamos gque & admite um campo trans
versal nao nulo. Entao k = 2 e existe um difeomorfismo
h: M *'Sn_1><{0,1] que leva folhas de & nas subvarie-

dades S™1x{t}, te [0,1].

Demonstracao: Pelo teorema da estabilidade completa, todas

as folhas de & sao compactas e tem grupo

n-l}

fundamental finito. Seja fi ={yemMm LFy =8 . Mostrare

mos que M & aberto e fechado em M.



-85~

Qualquer folha F c H 6 simplesmente conexa. Co
mo as folhas vizinhas a F recobrem F, existe uma vizi-
nhanca W de F tal que toda folha f <« w ¢ homeomorfa

a s™1, 1ogo f & aberto.

Suponhamos que existe F < M-f. Neste easo
Hol(F) contém dois elementos. Além disso existe uma vi-
zinhanga W de F, saturada por &, cujo bordo W é
constituido de folhas de & que recobrem I. Como ~ Hol(F)
contém dois elementos oW é constituido de uma unica fo-
lha de &%, logo bW & conexo. Consequentemente podemcs
supor que X aponta para o interior da regiao W. Se
¢t €W & um segmento de Orbita de X que corta oW em
dois pontos p; e P, = Xt(pl)’ t > 0, temos que X(p2)

aponta para fora de W, absurdo. Temos entao que =M.

Seja M/F o espago de folhas de' 3. M/3 € o
quociente de M pela relagao de equivalencia que identi-
fica dois pontos se eles estao na mesma folha de &.

Dada uma folha F # F, o 1% i=s k, existe uma vizinhanga
W de F, saturada por &, tal que F/W é equivalente a

n_lx{t} de Sn_lx(a,b), onde <{a,b)

folheagao produte S
é um segmento transversal a F. Por este motivo em M/&
pode-se introduzir uma estrutura de variedade de dimensao
umycompaéta, conexa e com bordo, onde b(M/3)==_§ EFi]’
sendo [Fi] a classe de equivaléncia de Fi' O;;T toda
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. . . ~ rd
variedade de dimensac um, oompacta, conexa e com bordo e
difeomorfa ao intervalo fechado [0,1]. Temos entio gque

k=2 e M ¢é difecomorfa a Sn_l><[0,1}.

- . . ’ . . r
Alem disso existe um difeomorfisme ¢,

h: 8" 1x[0,1] » M tal que h*(F) & a folheacio trivial

Sn—1><£t} de Sn_1><[0,1]. Este difeomorfismo pode ser
construido usando as trajetdorias do campo transversal X.

Deixamos os detalhes para o leitor.

EXEMPLO 2 - Vamos construir aqui uma folheagao & em uma
variedade de dimensao 3 que possui duas folhas
F1 e F2 difeomorfas ao plano projetivo. As outras folhas
de F sAo difeomorfas a S2.
Consideremos inicialmente fi = S?><[1,2], folhea

da trivialmente por 52><{t}, te[1,2].

.

Fig. 5

8x[1,2]

(CRD]

L ~ .
Em M consideremos a relagao de equivalencia

~ tal que (x,t) ~ (x*',t') se e somente se x = x',
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t = t' ou x = -x' guando t = t' =1
ou quando t = t' = 2. Tomando-se M =M/,
temos que 52 x {1} e g2x {2} sdo transformadas em dois

planos projetivos F1 e F_:-As outras folhas 82><{t}

0%
~ L
sao transformadas em esferas. Com isto temos uma folheagao

¥ em M com as propriedades desejadas.

_Observagﬁo: 0 teorema de estabilidade de Reeb foi genera-
lizado por W. Thurston [35] da maneira seguin

te: Se F é uma folha compacta de uma folheagao & trang

versalmente orientavel, de codimensao um e classe ¢l e

se a holonomia de & nio & trivial, entao al(F, R) # O.

EXERCicIOS.

1. Descreva a holonomia das folhas da folheagao de Reeb.

2, Seja & uma folheagao de codimensao um em M, defini-
da por uma l-forma fechada ® (dv = 0) que nao se anula
Mostre que a holonomia de gualquer folha de 3 & tri-
vial.

Sugestao: Use o terema de Stokes ([30]).

3. Sejam f: M -+ N uma submersao C¥ (rz 1) e & a
folheagao de M cujas folhas sA0 as componentes cone-
<as de £ l(p), p € N. Seja F uma folha de Z.

a) Mostre que a holonomia de F é trival.
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b} Suponha que todas as folhas de ¥ sao compactas.
Mostre qué qualquer folha de & ¢ difeomorfa a F
(M conexa).

¢) Suponha que todas as folhas de JF sio cémpaétas e
que N = R. Mostre gque M ¢ difeomorfa a FXR e

3 & equivalente a folheagao F x {t}, t € R,

4. Seja & uma folheagao de codimensao um, transversal-
mente orientavel e de classe C' (r = 1), definida em

uma variedade compacta e conexa. Suponha que & possui

uma folha compacta F que tem grupo fundamental finito.

a) Mostre que todas as folhas de ¥ sao difeomorfas a
F.

b) Mostre que existe uma submersao f: M -+ S1 tal que
as folhas de ¥ sdo as superficies de nivel
f_l(p); p e st.

5. Seja & como no Exercicio 4), exceto que & nac pos-
sui folha compacta com grupo fundamental finito. Supo-
nha gque todas as folhas de & 880 compactas. Mostre

que JF satisfaz a) e b) do Exercicio 4).

6. Dé um exemplo mostrando que o teorema de estabilidade

~ » . . ~
completa nao e verdadeiro em variedades nao compactas.

~ . ~ - . ~
7. Mostre gque nao existe folheagao de codimensao um em

3

R com todas as folhas compactas.
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8, Seja & uma folheagao de codimensao um e classe Cr,
r=1, em M3. Suponha que & possui uma folha F di
feomorfa a T2. Sejam [e] e [B] geradores de
m(F) e 1ol f[BJ os respectlyos germes de holong
mia. Se IEQ](x) = Ax, onde 0 < A # 1, mostre que

f[B] & 1ineaf. Descreva as folhas de J/V, onde V ¢

uma vizinhanga tubular de F, suficientemente peguena.
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caprfruLo 1v

ESPACOS FIBRADOS E FOLHEACOES

Neste cap{tulo estudaremos folheagaes transver-
sais as fibras de um espago fibrado E. Uma condigao neces
saria e suficiente para a existencia de uma tal folheaggo
é que E tenha grupo estrutural discreto. Como aplicagéo
deste fato obtém-se o seguinte resultado (L[5]): Seja
V € M uma subvariedade compacta de classe C2 de M. Unma
condiggo necessérig e suficiente para gue toda vizinhanga
de V contenha uma vizinhancga satura@a por uma folheacgao
de dimensao igual a dim V € que o espago fibrado normal

a V tenha grupe estrutural discreto.

§1. Espacos Fibrados.

Um espago fibrado E (= (E, 7 ,B, F)) consiste
de variedades diferenciaveis E ,B,F e de uma aplicacao
diferenciavel m: E - B. Além disso existe uma cobertura
(Ui)iEJ‘ de B e para cada i€ J difeomorfismos o,

qbie fazem o seguinte diagrama comutar:

N
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P

) —
R\u r//ﬁ

U,

1

YU U, XF

T

ke N - . ~
isto e, T = p<3mi , onde P e a primeira projegao. Em par
P ~ - . §
ticular T €& uma submersac ¢ E e localmente difeomorfo

ao produto de um aberto em B por F.

O espago B é chamado espago total, B a base

e F a fibra do fibrado, A aplicaggo 1 & chamada proje-

ggo. Se x € B, a subvariedade Fx = ﬂ_l(x) =~ F ¢& chama-

da de fibra de E sobre Xx.

Dados 1,3 € J tais que U,N Uy #¢ podemos de

finir g UiIWUj -+ Dif(F) tal que a aplicagao ?%.. que

ij’ ij

faz o diagrama abaixo comutar
-1
b (UirﬂUj)

wi/ i N\

U.NU.xF —=s U, NU_,xF
i J i ]

se escreve Qij(x,y) = (x ,gij(x,y)). Para cada. x € UiﬂUj,
s el x . - P X —

a aplicagao g5 F F definida por gij(Y) gij(x,y)

‘6 um difeomorfismo.

Quando F & um espago vetorial e todos os g..(x) sao

ij
automorfismos lineares de F, dizemos que E & um espaco

fibrado vetorial.

Dizemos que ¢ espacgo fibrado E tem grupo estrutural dis-

x 4

creto se para quaisquer i e J, a aplicagao x = gij
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localmente constante. Quando E +tem grupo estrutural dis

creto as folheagoes de ﬁ_l(Ui) dadas pelas submersoes
- w, q
T () — U;XF 3 F qi{x,y) = vy,

N » .- b
definem as cartas locais de uma folheacao transversal as

fibras de E (veja Exercicio 1).

Um exemplo de espago fibrado é a viginhanga tu-
bular de raio ¢ de uma subvariedade N©  R™ (ve ja
[14]). No caso a fibra é a bola de raio ¢ de R™ D, Ou-

tros exemplos sao os seguintes:

EXEMPLO 1 -~ O Espaco Fibrado Tangente. Seja M uma varie

I ] > . ~
dade diferenciavel de dimensao m e classe

r

C* . Para cada p € M seja TpM o espa¢o de vetores tan-

gentes a M em p, e
™ = D,V M v T M}.
: t(p, P) |p € S ef P J

Se m: TM * M & n(p,vp) = p entaec (TM,n,M,R™ & um

espago fibrade vetorial de classe Cr_l. Com efeito, dada

n . .
uma carta local x: U -+ R de M, introduzimos uma earta

local (*) x: ﬂ-l(U) -+ x(U) xR® para TM da maneira se-

guinte:
n
= o]
x(p,X(p) = iJ:“lai bxi) = (x(p),ey,..00a ) = (x(p),Dx(p).X(p))
n
Quando x: U —'Rn, y: V —b]Rn, UNV#e e X(p)= £ oy -—b—i=
i=1 dx
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n b

= L P, -3 temos que

j=1 J oy ,

-1
yOXx (xl(p),...,xn(p),ul,...,an)=(f1(p),...,yn(p),ﬁl,...,
B™)  com
’ n ?\-j

(#%) B, = ¢ H_a .
J k=1 ka k

Isto nos permite definir ao mesmo tempo uma estrutura de
. - . . r-1
variedade diferenciavel de classe C por (**) e uma

estrutura de espaco fibrado vetorial por (*) e (¥¥),

Uma se¢ao de um espago fibrado 6 uma aplicacgao
g: B+ E tal que mToo = identidade. Consideraremos ape-
nas segoes diferenciaveis. .
Uma secao do'éspagc fibrado tangente é chamada campo de

. r
vetores em M. Assim, um campo de vetores X sera, para

todos os efeitos uma aplicacao que a cada p € M associa

um vetor X(p) € TpM.

EXEMPLO 2 - Espégo Fibrado Normal. Sejam ¢ , ) uma mé-

trica riemaniana em Mm e N <« M™ uma sub-
variedade de M. Dado p € M, seja TpNl c TpM o subespa
¢o de vetores normais a TpN e defina V(N)} = {(p,vp)|
€ N, € T_N'
p p p }. e

m: V(N) * N , ‘ﬁ(p,vp) = p.

m-n )

Entao (v(N),n,N, R é& um espago fibrado vetorial.

Com efeito, como N e uma subvariedade, para cada P € N
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existe uma carta local x: U - B™ em M, U 3 p, tal que

a € UNN se e somente se x{0) tem as m-n Ultimas coor

o~ n+
denadas nulas. Estas fun¢oes coordenadas x 1,...,xm

n+1

definem campos de vetores X =grad x ,...,Xh==grad xm

nt+l
0s quais formam uma base de TqN*.

Assim definimos cartas locais = ﬂ—l(UfﬁN)-*
+ x(UNN) xg™ "
m
x{(q , X{q) = T 2.X.) = (x(q) , &

« )
i=per 17

n+1,--o, m

»

cujas mudangas de cocrdenadas sdo: (%) Se y: ff » R™ &

- ~ - ==1
como acima e UNU # ¢, entao yox (x(q),a

el r e ,am) =
= {y(qg) v By s e ,Em) para q € U n U, onde
m .
@) = ¥ ax, = & .Y, Y. =gradyd, ne1= jsom,
i=n+l j=n+1 J J J -
m
. d
B, = 0 (X,,—> o,
o gens1 1O¥; A

. . . . r-1
I'ica assim determinada uma estrutura de variedade C

em v(N) e por (¥) uma estrutura de fibrado vetorial.

EXEMPLO 3 - O Espaco Fibrado dos Vetores Unitdrios Tangen—

s + - 0] . i
tes., Sejam {( , ) uma metrica riemaniana em

1
MR € TM = {(p ,vp) | p € M, vp € TN val =1}.
Indiguemos por T: T1M * M a aplicacao W(p,vp) = p. En~

tao (T'M ym,m, 8% & um espacgo fibrado cuja fibra é a
n-1

esfera unitaria S < R® ~ TpM.
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Com efeito, seja x: U - R uma carta local de

_ . X _ o) o}
M, onde x = (x5, .- , x,)» Cologuemos g <5§; ,3;;).
. - (X T T ' it -
A matriz G (gij-lsi,jﬁn e simétrica e positiva defini
. .o . _ X
da, logo possul uma unica raiz quadrada Ax = (aij 1=i,3j<n’
- gimetrica e positiva definida. Definamos cartas lecais ba

ra TlM, colocando

(*) x: n-lwy -+ x(v) x st

x(p,v) = (x(p) ,Ax(Dx(p)-v))-

n
S8e v = ¥ v, b/bxi , temos AX(Dx(p).v) = E a . V. e; =

T i g 13

o ~ n
L a; e; , onde {el y e ,en] & a base canonica do R,

i

logo a norma de Ax(Dx(p).v) no produto interno usual é

2 X X X !
L ad = T v, ar,a> v, = L v, g; v, =1, comoqueria
. . s i “i k 'k . i ®ik & ’ ; -
i 7 1,4k J i,k

mos.

Se y: U »R® & outra carta local em M, com

- -1
yox (x(p),al,... ,Qn)=(Y(p),51,--- 15[1)!
2 -y 2 - y V5 .kt
onde E af = % By = 1 e By = % (j?k 234 5%, a )a& )
sendo (a9%) = aA"l, como B = (b,,) onde
x “I%j,k=n x ° it’1€i,4<n ’
v %Y Kkt .
bi& = I a:. a , transforma vetores unitarios em
. 1j ox X
i,k k
vetores unitarios, B é ortogonal (isto & Bl - 8%, Di-

zemos entao que ™M & um espago fibrado com grupo estru

tural O0(n), grupo das matrizes ortogonais nXn.
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. §82. Folheagses Transversais és Fibras de um Espaco Fibradq.

DEFINICAO 1 - Seja E um espago fibrado com base B e
fibra F. Dizemos que uma folheagao & de
E & transversal as fibras, quando & satisfaz as seguin
tes propriedades:
a) Para todo x ¢ E a folha L de ¥ que passa por
X é_transversal a fibra Fn(x)' Além disso

dim (Lx) + dim (F) = dim (E).

b) Para toda folha L de 3, w/L: L + B & uma aplica-
¢ao de recobrimento, onde T: E =+ B é a proje¢ao do

fibrado.

No caso em gque a fibra P compacta, a condiggo a) implica a
éondiggo b) (veja Exercicio 2).

No Capitulo II ja vimos um exemplo de folheagao deste ti-
po. Trata-se da suspensgo de um difeomorfisme f: F =+ F

a uma folheagao de dimensfo um do espago E = [0,1] xF/~
onde ~ & a relacdo de equivalencia que identifica (O,y)
ecom (1, £f(y)). E ¢ fibrado sobre st com grupo estrutu-
ral discreto. Com efeito podemos tomar como cartas locais
de E os quocientes U,¥ de U = (¢ ,1l-€)XF,

v = [0,2¢) U (1-2¢,1) xF, Entao U n ¥ tem duas componen
: Wo, = Dif(F)

tes conexas le . W e

21 €19° Y12

€o1° Yoy Dif(F) estao dadas por glz(x) = jidentidade



—98-~

e (x) = £f.

€o1

Este processo de suspensao pode -ser generalizado
da maneira seguinte., Sejam dadas variedades conexas B,F

e uma representagao (i.e. homomorfismo de grupo) !
P nl(B) + DifT (F)

de ﬂl(B). no grupo de difeomorfismo de classe ¢t dge F.

a~

Se p: B+ B & o recobrimento universal de B entao o

-~

induz uma agao @ de T1,(B) em BxF:
6:ﬂi®)X§XF—*§xF

dada por: (g, (%,y)) = (g.%,%(g).y) onde g.Xx denota

a imagem de X pela transformagao de recobrimento associa
da a2 g. Recordemos.que uma transformaggo de recobrimento
& um difeomorfismo h: 8 - B tal que .poh = p.

Além disso o conjunto de transformacoes de recobrimento e

um grupo naturalmente isomorfo a nl(B), isto porque B

é o recobrimento universal de B (veja [6]). Estamos con

fundindo a curva g com a trénsformagao associada a ela

por este isomorfismo.

A acao ¢, definida acima, satisfaz a seguinte
propriedade:
Para todo %X € B existe uma vizinhanga V de x em B

tal que se g € Ul(B) e g # 1 entao $(g , VXF) N (VXF} =
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= ¢. Com efeito, seja V uma viginhanga de X tal que

pr V.o p(V) & um difedmorfismo. Para todo g € nl(B),

g.V NV =9, pois se existisse y € g(V) NV, teriamos que
y = g(x) com x¢€ V, logo p(x) = p(y) e p nao seria
biunivoeca em V. Temos entao que H(g,VXF) = (g.Vvxop{g).F}n
N (VXF) = p.

Introduzimos em B x. F g relagao de equivaléncia que
identifica dois pontos guando eles estao na mesma trajeté
ria de &, isto &, (i;y) ~ (x',7') se existe g€m (B)
tal que &(g, (X,y)) = (X',y'). Pela propriedade acima men
cionada, o espag¢o quociente de B X F por esta relacaoc de
equivalencia € uma variedade diferenciavel. Denotaremos es
ta variedade por E(gp),. |

Da;expressgo de 5 segue que ¢la preserva as Tibras de
BxF El B, pl(ﬁ,y) = X. Podemos entao definir uma apli

cagao Moy E(p) » B que faz o sepuinte diagrama comutar:

Bxr

- L,

T B
ki B “/1;/

&

E{w)

No diagrama acima 7™ e a projegao da relagao de

equivalencia e P, a primeira projegao.

As cartas locais em E(9) sao tomadas de tal for

ma que se V< B & um aberto tal que g.VNV =¢ para
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g # 1, entao m: VXF » M(VXTF) = nggl(p(V)) é um difeomor

v

’ . . r . . .
e um difeomorfismo C . Estes difeomorfismos induzem e

fismo. Decorre dai que Y, = (W/V><F)_1= nél(P(V))'*V><F

E(s) uma estrutura de fibrados com base B, fibra F e
ojegao T .
projega ©
De fato, se U,vc B sao dois abertos como aci

ma e plU)Np(V) # ¢, temos que

\on\f;l: (=L (p(U)) NVIXF » (UNp T (p(V))) XF

e ¥UC>Y;1(x,y) = 5(g ,%X,y) para algum g € Wl(B). Uma
curva fechada gque representa g pode ser obtida da seguin
te forma:

Consideremos X, € p{(U) N p(v). Como p/U: U + p(Uu) e

p/V: V & p(V) sdo difeomorfismos, existem x5 € p_l(p(U)) n

NV e x,€ UMD Np(v)) dnicos, tais que plxy) =plxy) =

2
= x,- Seja ¥: 1 » 8 uma curva tal que Y(0) = x; e

y(1) = Xo. Se g e a classe de poy em ﬂl(B), temos
que g.Xy T Xy © g.(pul(p(U)) nv)s= Uprwl(p(V)), logo
para todo (x,y) € (pﬂl(p(U))IWV)><F, (g.x ,w(g).y) €

€ (Uprﬂl(p(V)))XiF e (x,y)~ {g-x,v(g).y). Isto mostra
que TvzaYal(x,y) - »{g,x,y). Em particular

(E(wp) ,ﬂCP , B, F) tem grupo estrutural discreto.

A folheagao trivial ExT _Eg F, pz(i,y) = y, também &
preservada pela agao & . Consequentemente ela induz uma

folheagao J(p) de E(p) transversal as fibras
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(-l ()]} Esta folheagao é por definigao a suspensao
@ suspensao

bsB’
da agao ®: ﬂl(B) -+ DifT(F).

Se B x {f}] & uma folha da folheagao produto
entio m(Ex{f£}) & uma folha de &(p). Reciprocamente, se
L & uma folha de 3(p), entio existe £ € F, nao necessa
riamente unico, tal que L = m(Bx{f}), Além disso
n/Bx (£} :+ Bx{£} » L & um recobrimento e
(ch/L) o(n/Bx{f}) = p 0 (pl/ﬁx {£}). Decorre dai que
Ty/L: L+ B & um recobrimento, logo 3(yw) é uma folhea-
A0 transversal as fibras de E.

Reciprocamente temos o seguinte

2.1 - TEOREMA - Seja & uma folheacao de classe Cr, rz1,
transversal as fibras de um fibrado

(E,ﬂ,B,Fi. Existe uma representagao ®: ﬂl(B)-*Dif(F)

tal que a suspensdo de ¢ ao fibrado (E(p) ,B,F) e

diferenciavelmente equivalente a F. Em particulér E tem

grupo estrutural discreto se e 50 se existe uma folheacgao

I .
transversal as fibras.

Demonstraqgo: Fixemos X, € B e identifiguemos F com a

fibra n'l(xo).

Para cada caminho fechado &: I = B, a{(0) =

a(l) = Xg o definimos uma aplicagao de holonomia global
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ma: F-ﬁ F da maneira seguinte:

Dade y £ F, seja Ly a folha de & por y.
Como W/Ly: Ly + B ¢ uma aplicagao de recobrimento, exis
te um unico caminhq §y: 1 - Ly tal que Ey(o) =y e
n'oé'y = @. Definimos @, (y) = ﬁy(l). E claro que v, (y)
s6 depende da classe de homotopia de . Podemos entao es

— ! - - . — (n -1
crever ®, = ®r y. Alem dlbbo'temOb que m[g -1 (p[a])
3 m @ = Pr, 1 0% . Verifica-se facil
e se [B] € m(B), r 45] = ¥r,]0¥[p;- Verifica-se facil
. mente gue man é dée classe c¢¥. como w[a] possui uma

- »

. - T
inversa © _1 fue e tambem de classe C, Prg) € um

(o]
o e . X .
difeomorfismo C°, Assim

P omy(B,x) 2 Pif (F) , w(lal) = m[&J

L4
e um homomorfismo de grupo.

Seja &(p) a suspensao de %. A seguir mostra-

remos como se constroi um difeomorfismo g: E » E(p) de

classe €' gue leva fibras de E -em fibras de E(p) e

folhas de 3§ em folhas de &(p).

. : . . r
Fixemos X, E B e um difeomorfisme C,

- -1
h: m 1(xo) - Wm‘(xo). Dado y € E sejam x = n(y) e

o: I » B uma curva continua tal que @(0)=x e u(1)==x0.

r N N ' L
Como H/Ly: Ly + B e um recobrimento, existe uma unica

curva G: I =+ L_ tal que G(0) =y e mof = a. Esta cur

y
va define um ponto £ (y) = a(1) € ﬁ-l(xo). 0 ponto f (y)
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43}

se aplica num ponto g =-h(fx(y)) I"1(x ). Sejam A, a

-
© o
folha de F(¥) por =z e aul(t) = a{l-t). Como

» ] . L4 -
ﬂw/AZ: AZ * B e um recobrimento, existe uma unica curva

-1 1 -

_ 1
@ : I-+A que levanta 4 e & (0) = z, Definimos en

-1
P

tao gly) = 5_1(1) € m "(x). A comnstrugao é anidloga a do
teorema 1.2 do Capitulo III, Verifica-se como 1la que g
¢ um homeomorfismo e que 1eva.fibras de E em fibras de
E(¥) e folhas de F em folhas de J(p). No caso que es=-
tamos estudando o homeomorfismo qQue conjuga as holonomias
(globais) de & e &(®) € a identidade e portanto g o

. P r . . ~
um difeomorfismo C°, Com isto terminamos a demonstracao

do teorema.

EXEMPLO 4 - Como exemplo espec{fico de suspensao temos o
seguinte:

a2 _ ol 2y _ : . . 1
B—T,F—S,Wl(T)—ZGBZZ e ®:ZOZ -+ Dif(s5") de-
finida por dois difeomorfismos comutativos de
st - {(xl,xz) € R? |x§-+x§ =1}: £ = (1,0) é a aplicagao
ant{poda f(xl,xz) = (—xl ,—x2) e g =(0,1) ¢ g=X
onde X, & o fluxo do campo de vetores X(xy,x,) =

= xlxz(t;uc2 , -axl). Como dfoX = Xof temos que fog =

gof, Os grificos de f e g sa0 os seguintes:
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w

Fig. 1

2 e a fibra é Sl.

Neste caso E(®) = T2 x g1, a base 6 T
Ha duas folhas homeomorfas a TZ. As demais 550 homeomor-

fas a cilindros se acumulando nos toros.

Um outro exemplo devido a gacksteder mostra a
existencia de conjuntos minimais excepcionais em, folhea-
~ @ 1 . 1
goes C de V2><S transversal as fibras [x}Xx8",

X € V2 ’ onde Vz e a superf{cie compacta orientavel

de género dois. Estudaremos este exemplo no Cap{tulo VITI.

§3. Existencia de germes de folheagoes.

3,1 - TEOREMA ~ Seja V& M uma subvariedade compacta de
classe C2 de M. Existe uma vizinhanga
¥ >V e uma folheagdo ¥ de V¥ da qual V é uma das f¢

lhas se ¢ somente se O espago fibrado normal de V em al
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guma metrica riemaniana tem grupo estrutural discreto.

Demonstragﬁo: Suponhamos que existam U e &. Sejam

. cartas locais de &, U= ) U, ,‘
i€l i€1

£f.: U, - rP submersoces com mudancas de coordenadas

(U;,£4)

:Ek(x) = hkio(fi(x)) , X € U;NTUL.

Uy

| \\\\\“‘“-—f R,z J

- —

Fig., 2

Seja Tm: v{V) » V o fibrado normal de V com fibra rP.
. P = 1. . L

Para cada f,: U; R, x € V, Ly(x) = af (x) lTvx. TV,

+ RP & um isomorfismo. Se (ey , ... ,ep) ¢ uma base de

RP entaoc os vetores Xg(x) = (Li(x))"l.e. i=1l,...,D

J
formam uma base de Tv;.

As cartas locais 'de Vv{(V) podem ser definidas agora como

-, -1 p
X i (VﬂUi) - VﬂUix]R

. p
1C;Lj X‘:.L}(x)) =(x, Li(x)X(x)) =(x, jE &, e.).

[

§i(x,X(x) =
3
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Se U. N U, # ¢ as mudangas de coordenadas serao

-1 .
oii (x ,Li(x)X(x)) = (x ,Lk(x)X(x)?.

XK

-1 .
Logo se Ek‘)ii (x,v) = (x ,gki(x).v) tem-se gki(X) =

= Lk(x)Lzl(x) = Dhy ., e assim v(V) tem grupo estrutural
discreto.

Récipr0camente, suponhamos que V{(V) tem grupo
‘estrutural discreto. Pelo teorema anterior existe uma fo-
lheagao & transversél as fibras de Vv da qual a segao
nula & uma folha. Pelo teorema da vizinhanga tubular,
existe uma vizinhanca se¢ao-nula difeomorfa a uma vizinhan
¢a tubular de V. Logo exiéte uma folheagao de uma vizi-

nhanga de V,

§4. Exemplo de Hector. ([8])

Neste parégrafo veremos um exemplo de folheagao

3 2

de codimensao um em R = R“X R, cujas folhas sao densas

e transversais as fibras {x}X R, x € RZ. Esta folheagao
‘satisfaz a condigao a) da Definicao 1, mas nao a condigao

2

b), isto &, wW/L: L + R® nao ¢ um recobrimento, onde L

” + a . gl
e uma folha e T a primeira projecac.

Consideremos o cilindro sélido D2X R C B3, on
de p2 = {(xl,xz) € B> | xf-kxg < 1} e seja Sl><R =

= 5(D° XR). Dado um difeomorfismo f: R » R tal que
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f(x) = x para todo x € (a,b), vamos definir uma. folhea-
gao F(f) em D? xR - ({0} x (m=,2] U {0} x[b,=)), como se
segue:

Consideremos em S]5><]R uma folheagao G(f),
suspensao de f, tal que para todo z € (a,b) o efrculo

Slx{z] ¢ uma folha de G(f) e as folhas de G(f) sao

transversais as retas {q} XR, q € Sl. ‘

g(,ﬁt).
%
b |
=% -~ -« 3
O - - — — '--_-.__-—_""\
m -
Fig. 3

Definimos agora as folhas de &(f), saturando as

folhas de G(f) pelo fluxo do campo radial X(x,y,z) =

= {-x,-y,0), para dentro de szsl, como na figura abaixo.

sEf- - -

T-——

b4---~

OETY S
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Assim, se t -+ (cos t, sen t, z(t)) = y(%t) 6 a
parametrizag&o de uma folha de G(f) que passa por um pon
£o (x,¥,z) € Sl><D2, tal que z>b ou =z < a, entao
y(r,t) = (r cos t,r sen t,z(t)), t€R, 0<r<l1, & pa
rametrizac¢ao de uma folha de 3(f). As folhas de 3(f) na

regiao D2><(a,b) sao og discos D2><{z}, z € (a,b).

Consideremos agora um difeomorfismo Cw,
h: D2XR -+ D% xR - ({0} x (==,a] U {0} x[b,»)) que satis-
faz as seguintes propriedades:
a) h({0} x (a,b)) = {0} XR
b) Para todo x € D°-{0}, h({x} XxR) = {x]} XR,

e¢) h & a identidade numa vizinhanga produto de st x®.

Podemos definir um difeomorfismo h como acima
tomande por exemplo h = g-l, sendo g & o difeomorfismo
g(xy %y 2) = (x),%,0(x DB (2)+(1-6(x?))z) onde r?=-xTrx)
e 03 gréficos de & e F sao como nas figuras abaixo:

A=
:

-+

Fig. 5

E claro que na construgﬁo acima podemos ter
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a =-= ou b= +=,

Cologuemos J*(£) = h*(F(£f)). E elaro que F*(f)

rd ~ 2 - g :
e uma folheagao em D”XR, cujas folhas sao transversais

as fibras {x} xR, x € p2. A1dm disso J*(f) coincide

com &(f) uma vizinhanga de Slx R.

Bt~ - —

pt—— —

Fig. 6

. " L4 L4 . L
A ideia agora e colar varias folheagoes destas,
] = I} - o ) + ’ 0] . r
definidas inicialmente em cilindros solidos disjuntos, gru

dando os bordos destes cilindreos.de maneira seguinte.

Suponhamos entaoc que f;: R*R e f,:R-E

m

s80 difeomorfismos com fi(x) = x se X (ai’bi)’ i=1,2.
Podemos supor que as folhas de G(f;), i = 1,2, sao hori-
zontais na regiao vV, de s xR definida por

v, = {(1,8,z) € SlxI{I ei—n/z <8 < Bi+ﬁ/2}, onde estamos

escrevendo o ponto (xl,xz) € s em coordenadas polares
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e 0, € 8 €& fixo, como na figura abaixo.

Fig. 7

Com esta restrigio as folhas de S(fi) sao ho-

2

rizontais na regiao Vi = {(r,8,2) € D°XR |0 < r <1,

ei-n/z < 8 <_ei+n/2}.

Como &*(£,) coincide com J(f,) numa vizinhan
ga A xR de S'XR, onde Ay = {(r,8) |l-e < r< 1], te
mos que as folhas de 3*(fi)/((Aif7Vi)XIU, sao horizon-
tais.

Colamos'agora os dois cilindros por um difeomor
fismo g: (Alﬂvl)X]R -+ (Aznvg)xm da forma g(x,z) =
= (a(x),z) onde ©: Aj NV, A, NV, ¢ um difeomorfismo.
Obtemos assim uma folheacgao 3(f1,f2), como na figura abai

X0.
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-
-

Fig, 8

A regiao onde esta definida 3(f1,f2) € um pro

duto da forma UXR, onde U & difeomorfa ao disco unité

rio D®. Sendo assim podemos considerar 3(fy,%,) como

sendo uma folheagio de D2XR, transversal as fibras

{x] xR, x € D2,

Fig. 9
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Ve jamos agora como uma folha F de S(fl,fz)
intercepta uma fibra {xo}><m1 %, € p2. Observemos inicial
mente que em todas as etapas do processo de construggo, fi
bras verticais féram transformadas em fibras verticais. Se
Ll e &2 sao os eixos dos cilindros iniciais, existem
a#bé€ D% tais que %1 & transformado em f{alX R e
&2 em {Db} XR, no final do processo. Se considerarmos
3(f1,f2) restrita a (Dz—{a,b})>CB & facil ver que para
toda folha F desta nova folheagao T/F: F 2 D2—{a,b} 6
um recobrimento, onde T é a projegao T(x,z) = x, x€ Dz,

- € R. Temos entao que a nova folheagho satisfaz as hipo=-

teses a) e b) da Definigao 1.

Dado X, € p2-{a,b}, se y: I~ D2—{a,b} é uma
curva contfnua tal que Y¥{(0) = v(1) = x_, , podemos obter
uma transformagao dé holonomia gr.y° {x } x® - {%x,} xR
como no Teorema 2.1 deste capitulo. Ora, o grupo fundamen
tal de D2—{a,b} é o grupo livre com dois geradores, O

e B, 0os quais podem ser tomados como na figura abaixo:

Fig. 10
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E facil ver que as transformagoes de holonomia
g (ou g 1) e g (ou g _,) sao conjugadas
a fl e f2 respectivamente, por intermedic de um mesmo
difeomorfisme. Temos entao gue as intersenges da folha F

de 3(f,,f_.) que passa por {x_,z), podem ser rebresenta
1’72 k. © Kk =
das pelo conjunto 6(z) = {flloleoflzofzzo ces O

k. 4.
fl‘]ofz‘](z) [ SR R,y e ,LJ.E?Z}.

Consideremos agora difeomorfismos fl . :t'k: R~

+ R como anteriormente. Usando © mesmo processo anterior,

podemos definir indutivamente uma folheagao &(f£;;...,f})

2 2

em D“XR, transversal as fibras {x}XR, x € D“. Como an

teriormente a intersecao da folha de 3(f1 s vee s fk) que

passa por {(x_, z) pode ser representada pelo conjunto

n ¢,
6(z) ={TT fJ

b eee s dp € {1, 0u KD,
i=1

i

n {'i 1 '{‘n
L €Z e n€ N}, onde [[f, (z)=1. o...ofj (=

Lo, aen
1’ n i J1 n

Observemos finalmente gque como D2 & difeomorfo

a ]Rz, podemos considerar &(f

RE
folheagao em RS = R2 xR, transversal as fibras [x} XR,

2

fk) como sendo uma

x € R
Veremos agora que existem difeomorfismos

(£,)5.; , tais que todas as folhas de 3(f
3

1,...,f) sao

densas em R
=]

C

Primeiramente fixemos ®: R — R tal que
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P(x) =0 se x50, p(x)=1 se x=1 e B'(x)=20
para todo x € R. Definamos fl(x) = x+op(x), onde a=>0
é irracional. E claro que £y ¢ um difeomorfismo C e
que fi(x) =x se x50 e £,(x) = x+u se x= 1. Co
loguemos fz(x) = f;l(x+a). Temos que f, ¢ um difeomor
fismo c® e _1‘2(x) =x se x 2 1. Analogamente definamos
f3(x)' = x+op{x) e f4(x) = fgl(x+1). Afirmamos que se

£,)

o« ¢ irracional, entao todas as folhas de JF(f;, ..., T,

s&o densas em R°.

De fato, sejam gl(x) = fIOfQ(X) = :ic+<:x, e
gz(x) = f30f4(x) = x + 1. Basta provarmos que para todo
z € R, o conjunto B = {glil gg(z) ! m,n € Z} e denso em
R. Ora, gT gg(z) = z+ma+n e como & e irracional o
conjunto {m&+n |m,n € Z} ¢é denso em R, logo B ¢& den

so em R,

EXERcfCI0S.
1. Seja (E,7,B,F) um fibrado com grupo estrutural discre
to. Mostre gue existe uma folheacao transversal as fi-

bras de E.

2. Seja (E,7,B,F) um espago fibrado, onde F ¢& compacto.
Seja & uma folheagao de E tal que para todo x € E,
se L & folha de 3 por x, entao dim (Lx)+dim(F) =

= dim (E) e Lx e transversal a fibra Fn(x)' Mostre



-115-

que ©w/L: L + B & um recobriménto, se L ¢ uma folha

de &.

Sugestgo: Mostre que para todo b € B existem uma vi-
zinhanga U de b em B e um difeomorfis-

mo @: n"l(U) + UXF +tal que para todo y € F,

m_l(U¢<{y}) ¢ uma placa de &.

Considere o fibrado ( ma,ﬂ,mz,n), onde T: RS- R2x R -~

2

+ R ¢ a primeira projegdo. Seja & uma folheagao de
B3 transversal as fibras {x}] xR, x € Bz, tal que

m/L: L +» R2 & um recobrimento, para toda folha L de
&. Mostre que existe um difeomorfismo h: B3 - BB tal

que h*(3} € a folheagao trivial Bz><{z} em RS. Ge
neralize este resultado para um fibrado qualquer tal
que a base e simplesmente conexa e a fibra tem dimensao
1. No caso em gue a fibra tem dimensao > 1 e a base e
simplesmente conexa, mostre que todas as folhas de &
sao difeomorfas. Compare este exercicio com o exemplo

de Hector (§4).

Seja f: M™ + N' uma submersio c¥ ‘(r = 1) e supo-
nha que todas as subvariedades f_l(x), x € N sao com
pactas e conexas. Suponha tambenm que M ¢ conexa. Pe-
lo Exercicio 3 do Capitulo III todas as subvariedades
_1(

£ *(x), x € N, sao difeomorfas. Diremos que £ 1(x)

é a fibra de f em x.
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Seja F uma folheagdo de dimensaoc n_em M
cujas folhas sao transversais as fibras de f.
a) Mostre que para toda folha L de &, f/L: L 3N e
um recobrimente. Em particular se N P simplesmente
conexa, entao todas as folhas de & s3o difeomorfas

a N.

1

b) Seja F =1 (x.), X, € N. Defina uma representac¢ao

Q
gt ﬂl(N) -+ Difl(F) tal que para toda folha L de

¥, LNF = {p(g).x | g € m (M)}, onde x € LNF & fi

xado.
. 1 ~ :
c) Seja f: M+ S uma submersao como acima. Mostre
. que existe uma folhea§§o transversal as fibras de f.

2

Suponha que £ l(x) = 8 para algum x € sl. Mostre

que qualquer folheagao transversal as fibras de f

possui uma folha difeomorfa a Sl.
Sugestgo: Em ¢) use que todo difeomorfismo
g 82 - 82 possui um ponto fixo ou um peon

to pericddico de per{odo dois.

12

Fibragio de Hopf. Seja S° = {(zy,25) € ¢? | 12,

+ |22I2 = 1}. Dado m € #Z-{0} considere a agao

. ol 3 3 s i@
@7 8" x8° » 57 definida por wm(e y 2y ,zz) =
= if im® )

e Zl ] e Z2 .

a) Mostre que todas as oOrbitas de ® sao difeomorfas

a Sl.
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b) Seja SS/:pm 0 espago guociente de 83 pela relacao
" de equivaléncia gque identifica pontos da mesma 6rbi
ta de ¥, Mostre que é possivel colocar em Ss/tpm

: 0] L) Iy - -
. uma estrutura de variedade diferenciavel de dimen-

2

sao dois tal que sS/mm =S e a projecao da rela-

~ R ~ 3 3 , -
¢cao de equivalencia mT: 8% =+ 8 ﬁ?m e uma submersao.

c¢) Mostre que nao existe folheaggo de codimensao um em

SS, transversal as Orbitas de @
Observagao: Para m = 1 a aplicagao f: 83 » 52 defi
2, 2 2 2

nida por f(xl,xz,XS,x4) = (x1+x2-x3—x4,
2(x2x3-x1x4) ,2(x1x3-+x2x4)) e uma submersao cujas

fibras sao as Orbitas de ¥y -

Considere F = Sl, B ='K2 garrafa de Klein., A garrafa

de Klein pode ser pensada como sendo o quadrado [—-1,1]2
com as arestas identificadas como mostra a figura abai

XO:

P

o
.

¢

Fig. 11

Na figura acima o ponto (-1,y) ¢ identificado

com (1,y}) e o ponto (x,-1) com (-x,1), a(t)=1(1,t)
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e B(t) = (t,-1), t€ [-1,1].

O grupo fundamental de K2

e o grupo livre gera
do pelas classes das curvas & e B com a relagEo.
wpolg =1 (veja [181).

a) Mostre que w: nl(Kz) -+ Dif(Sl), w(a)(eie) = efie e
w(8)(e*®) =_ei(e+9°), define uma representagao.

b) Seja - F(p) a suspensao de % a E(®). Mostre que
F(p) nao é orientavel nem transversalmente orienté
vel, mas E(p) & orientavel.

¢) Suponha que eo/zn ¢ irracional. Mosire que todas
as folhas de 3F(g) sao densas. Mostre que duas fo-

lhas de F(p) sao difeomorfas a faixa de Mo8bius

infinita e as demais ao cilindro Sl><RJ
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capiTULO V

FOLHEACOES ANALITICAS DE CODIMENSAO 1

O objetivo desta capitulo é mostrar uma obstru-
¢80 a existéncia de folheagdes analfticas de codimensdo 1.
0 metodo que vamos expor € devido a Haefliger [7]. Este
metodo tem implicagSes em outras partes da teoria das fo-
lheagOes, como por exemplo no teorema de Novikov (Cap{tu—
lo VI) e na teoria de agoes do grupo B2l (Capitulo VII).

. s . N e
Enunciamos abaixo o principal resultado deste capitulo.

TEOREMA ([7]) - Seja M uma variedade analitica real na
qual esta definida uma folheacio analiti-
ca de codimensao 1, Toda curva fechada transversal a &

representa um elemento de ordem infinita de ﬂl(M).

COROLARIO - Seja M uma variedade analitica compacta com
grupe fundamental finito. Entao nao existe fo

lheagao analitica de codimensio 1 em M.

Em particular ndo existem folheag¢des analiticas

em S,
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§1. A construcao de Haefliger.

A ideia para demonstrar o teorema acima pode ser
resumida do seguinte modo. Seja ¥: S1 + M wuma curva trang
versal a folheagao &, de codimensao 1. Suponhamos que Y
& homotbpica a constante em M. Entio vy se estende a uma
aplicagEo diferenciavel g D2 » M, a qual pode ser tomada
transversal &s folhas de &, exceto num numerc finito de
pontos {pl y eas ,pL}, onde a tangencia de g com as fo-
lhas de ¥ ¢ nao degenerada.

Obtemos assim uma folheacao F* = g*(3) do disco p2 com
singularidades {Pj, +-- , ]+ Esta folheacho & definida
pelas Orbitas de um campo de vetores Y ém Dz, transver

sal ao borde e cujas singularidades sao centros ou selas:

Fig. 1

. - - - - 3
O teorema de Poincare-Bendixsan sera aplicado a Y para
mostrar a existencia de uma curva fechada invariante por

Y Y:-S1 + D2 tal que a curva Y = EOY: sl + M possui
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uma holonocmia f$: R R, fq(O) ='O, a qual para pontos
x € R proximos de 0 € R satisfaz f(x) = x se x < 0
e f(x) # x para x > 0. Consequentemente F nao pode
ser analitica.

No seguinte lema % & uma folheagao de codimen
. sa0 1 e classe Cr, (r =2 2) definida em uma variedade M

com dim (M) =z 3.

2

1.1 - LEMA - Seja g: D* » M continua e tal que a restri

¢ao E/DDZ é transversal a . Para todo
€ > 0 existe g D2 + M de classe Cm, satisfazendo as

seguintes propriedades:

a) do(g,é) < ¢, onde do(g,é) = sup d(g(x), g(x)), sen

2
.Y XED -
do d uma distancia em M induzida por uma metrica

riemaniana fixa.
b) g/sz é transversal a &,

¢) O conjunto T = {p¢€ D2| g nao intercepta ¥ trans-
versalmente em p} & finito. Coloquemos
T = {py, «en T
d) Para todo it =1, ...,%, consideremos uma vizinhan-
ga trivializadora U, de g(pi) e um segmento 6i
transversgl a &, contido em U,. Sejam m,: Ui - éi a
projegao ao longo das placas de F em Ui e Vi vizi-

nhanga de p; em D% tal que g(Vi) S Uy Entao Py e
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uma singularidade nao degenerada de T ,og: V, = 8, , is-
to 6, a derivada segunda dz(ﬂityg)(pi) _é nao degenerada.

e) se i # 3, glpy) e g(pj) estao em folhas distintas
de &.

Demonstracao: Pelo teorema de Stone-Weierstrass, podemos
’ ~ ’ L .
supor que g o de classe C (veja [11]).
Sejam U1 ,ﬁ.' 'Uk vizinhancas trivializadoras de &
tais que U U, - §(D2). Para 1 £ i s k consideremos

i=1 ¢ _m
uma garta loecal CFE Ui -+ R (m

I

dim (M)) tal que
m . -1 ’
= (- = X T = %
ai(Ui) (-1,1) IX.,.XI=Q e (o, ) (E/Ui) e a fo
lheagao trivial em Q cujas folhas sao da forma
™ x ™, ™€ 1.

_ ~1 2
Cologuemos V, = g (Ui) <D e

~ --_1 "‘m
»+ Q. Temos g, = (gi y v ’gi) e

gy ey, 0(8/VE Yy
portanto & intercepta & transversalmente em . p €V,

W
se e somente se Dgi(p) # 0, Como D2

e compacto existem

coberturas de p2 por abertos (W )k e (Z )k oﬁ—
i‘i=1 i‘i=1*?

de Ei S Wi < V,. Seja & = min inf{d(g(x),y) |

_ : 1sisk

x € W, , y € 0U;}. Para toda £: D2 + M tal que

d,(£,8) < &, temos £(W,) © U; e portanto esta definida

a;o0f: Wi +®®, i=1,...,k. A demonstragao de que exis

te g satisfazendo a), ¢) e d) do lema se reduz ao seguin

te lema auxiliar:
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LEMA - Sejam Z,W,V abertos do BL, onde ZCWEWEYV
e V é compacto. Seja h: V -+ R de classe Cr
(r 2 2), Para todo € > 0 existe f£: V¥ +R de classe CT

tal que d (f,h) < ¢, £/(V-W) = h/(V-W) e £/%Z & de Morse

~ 4 . .
Uma funcao e dita de Morse se todas as suas sip
. - L ry 3
gularidades sao nao degeneradas. No enunciado acima

d,(£,h) = max sup {EDjf(x)-ng(x)H}.
O=si=r x€V

Mostraremos primeiro o Lema 1.1 e em seguida o
Lema auxiliar.
Consideremos inicialmente 2Z = Zl , W = Wl '

. "_m
v=y e h=2g;. Pelo lema auxiliar existe f,: V, 7 R

1 1
I — .

tal qu fl/(vl_wl) = gl/(Vl-Wl), fl/le e ;e Morse e ie

- . ~ ~ ~n=- s
gyt Vl + M e definida por 0,08, = (gl s B 7 one 2 By ,fl.
entio a_(g, , &/Vy) < min(e/k, ). Pela condigao

d, (g, , 8,/Vy) < & temos que g, (W) € Uy e como

gl/(Vl-wl) = é/(Vl-Wl), podemos estender g, a D2, colo
cando gl/(DZ—wl) = E/(Dz—wl). Temos que dr(gl,E) < ¢/k

e gl/ﬁl satisfaz c¢) e d) do Lema 1.1.

Suponhamos por indugao construida uma aplicagao

~ J
g5° DZ + M tal que dr(g,gj) < je/k, gj/(Dz- U Wi) =
. . i=l
J J .
B E/(Dz- U Wi) e gj/( U Zi) satisfaz c¢) e d) do Lema
i=1 i=1. ‘
_ i M .
1.1. Cologuemos ait)(gj/vi) = (gj,i s e ’gj,i)' Pela hi

pétese de indugao g? i/zi & de Morse para 1=1,...,3.
?
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Ora, o conjunto das funcgoes de Morse é aberto na topologia

I . . P N .
C uniforme, r 2 2, pois a condigao de uma singularidade

. ~ L4 .
q ser nao degenerada e expressa pelo fato da matriz Hes-

4 2n(q) . - ,
siana (Dx bx )1<i,j52 ser nao singular, o que e uma con

dicao aberta. Portanto existe w > 0 tal gue se h: D2'+M

1

satisfaz dr(h,gj) <M e @oh = (hi g ees ,h?), entao

n?/Z, & de Morse para i =1, ...,J. Pelo lema auxiliar

existe fj+1: Vj+1 + ] tal que fj+1/(vj+1'_wj+1) =
= J’J+1/(V 1-—Wj+1), fj+1/zj+1 e de Morse e se
o , . _ 1
841! Vj+1 + M e definida por 8441 0840 (gj,j+1""’

m-1 )

g5 341 ’fj+1 entao a.(g gj/Vj+1) < min(e/k,8,u).

J+1

Da construgio segue que Ej41  S© estende a uma

aplicacao ¢’ em D2, colocando-se gj+1/(D2-—w.)‘E

it

gj/(Dg-wj). £ claro gue d{(g 41 , B) < (j+1)e/k,

e /2t vy = g/02- U, D e /{ijl Z,) satis
J+1 ;ﬁl i E i=1 J+l -

faz ¢) e d) do Lema 1,1.

Decorre do argumento'acima qﬁe existe
g = gt D2 5 M satisfazendo a), ¢) e d) do Lema 1.1. Se
tomarmos € suficientemente pequeno g também satisfaz
b), uma vez que g satisfaz. Deixamos para o leitor a ve

rificaggo de que podemos obter g satisfazendo e) do Le-

ma l.1.

Demonstracao do lema auxildar: Sejam h: V » R como no
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enunciado ¢ € > 0, Pelo teorema da densidade das fungdes
de Morse (veja [19) 86.), dado & > 0 existe £, V -+ R
de Morse tal que dr(h,fo) < 8. Seja u: BL + R de clas-

se C  tal que ©/Z 8 1, w/l( BL—W) 20 e o= 0, Cologque

mos f = @f_ +(1-p)h. Temos que £/7Z = £, , £/{(V-W) & h

e f-h = w(fo—h) = ¢.¢. Diferenciando .o k-vezes obte-
k

mos Dk(w.a) z C DJ(m) Dk 3(@) onde C? & uma cons
j=0

tante, k=0, ..., r. Temos entao,

. k
k— . .
[, = 1 cs Indell, I ol <6 = cinde], = u.s,
J—O k J”*O
onde L = max { I k HDJwF . Logo se 6§ for suficien-
O<k=r
temente pequenc ﬂf h” < €, como querlamob. Com isto con

eluimos a demonstracgao do Lema 1.1.

Consideremos agora g: D2 + M como no Lema 1.1

e {p1 s e ,p&} o conjunto dos pontos de D2, onde g

2

nao intercepta F transversalmente. Em D —{pl s eaa 'DL}

consideremos a folheagdo &% = g*(F), definida pelo campo
de linhas m(q) = (Dg(q))"l(Tg(q) Fg(q)), onde Fg(q) e

a folha de F que passa por glq). B facil ver que se <&
é uma linha integral de W, entio g(4) C F, onde F &
uma folha de &. Além disso g_l(A) 6 uma uniao de linhas
integrais de 1, podendo também conter no maximo um ponto

do conjunto {pl s e ,p&}.

1,2 -~ LEMA ~ Existe um campo de vetores Y em D2 de
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Classe ¢ 1 tal que as curvas integrais de Y em D2~

-{py ;e ,pé} sao curvas integrais de ¥* e as singula

ridades de Y sao Py sov s Py

Demonstracaoc: Sejam Uysoees , U vizinhangas trivializa-
: Tk A
doras de ¥ com U U, > g(Dz) e para
i=1
m

1= isk,o;: Uy » I um difeomorfismo ¢’ tal que
(a;l)*(g/Ui) & a folheagho trivial cujas folhas sao da
forma Im_1><{xm}, x" € I, Para cada i =1, ..., colo-
quemos, como no Lema 1.1, \ i g_l(Ui) e g ~%j08 T

= (gi.,... ,g?), Em V, , as curvas integrais de &% es—

t3o contidas nos conjuntos (g?)_l(t), t € R, logo &%

, o1 s}
é tangente ao campo de vetores Y, = (3T~ ,-qﬁ;), onde

escrevemos z = (u,v) € D2. Se \A n Vj # ¢ nao podemos
.esperar que Yi = Yj em Vi n Vj. No entanto se

a € ViEWVj e Yi(q) # 0, entao Yj(q) #F0 e Yi(q),
Yj(q) tem a mesma diregao mas sentido eventualmente opos

to.

Mostremos que para todo i =1, ... , ¥ podemos escolher

m
. vgy  og) og; v
Yi = {—(?ﬁr ,'"7;;) ou = (- v ! ?ﬁr)} de tal forma-
que se V; N Vj # ¢. e q € VifWVj-—{pl ) v ,pL} entao
Y,(a) e Yj(q) tém a mesma diregao e sentido.
2

" Com efeito, em cada x € D podemos tomar duas orientagoes
de &*: aquela de Y, oua de —Yi- guando x € V-

Para determinar uma orientagao global de J* , fixamos
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q, € D% & uma orientagao local ®(qo). Se a € 02 seja
v: [0,1] » D2 uma curva cont{nua simples tal que

¥(0) = q, e v(1) = q. Sejam Q, € Wy, Wy oon , W vizi

nhancas onde estao definidas orientagles locais e tais que
n
Uw; 2 v({o,1]1) e Wy N LF # ¢ somente se j = i-1 ou
i=1

itl.

Definamos agora uma orientagao Gi em cada Wi de tal
forma que se x € W;_; NW, entao &, ;(x) =06.(x) e
6(q,) =6 _(q,). Desta forma podemos definir 6(q) =6 _(a).
Devemos provar que 6(q) esta bem definida. Isto decorre

2

I . . "
do fato que D e simplesmente conexo, ja gue se

¥: [0,1] ~» D2 ¢ outro caminho continuo ligando a, a g
entdo Yy e homotdpico a ¥ em D?. Deixamos para o lei-

tor a verificacao dos detalhes.

Seja f@i}?=1 uma particao da unidade subordi-

k
nada a cobertura {Vi}gml de D2. Temos aue o, =1,
i=1
09,51 e sup(m.) © V, para tode i=1,...,k. De-
k
finamos Y = Ellel

Verifiguemos agera Y satisfaz as condigoes desejadas.
Se q € D%~{py, ..., D}, existe 1.5 i <k tal que
(Q) #0 e mi (@} # 0. Se J # i é tal que

(q)Y (q) # 0, tem0b que @, (q)Yi (q) tem a mesma dire
1o 0
‘gao e sentido que mj(q)Yj(q), logo E @, (q)Y (q) # O.
i=1
Concluimos dai gue o conjunto de singularidades de Y 6
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{py roere , b ). Desta observacio e da construgao segue-se
4 0 gl s ] s
que as orbitas nao singulares de Y coincidem com as cur

vas integrais de &%,

1.3 - Algumas propriedades do campo Y.

Seja p € Vi uma singularidade de Y. Como sa-

bemos a aplicaggo g?: Vi 2+ ® & uma integral primeira de

Y em V, e P & uma singularidade nao degenerada de

g?. Da teoria de funcoes de Morse (veja [19] §2) é sabido
que existe um difeomorfismo &: U = W, onde U é uma vi-
zinhanga de 0 em Bz e W é uma vizinhanca de p, tal

que g?‘>g(x;y) = g?(p)'+q(x,y), onde q(x,y) = %2 +y2,

2 2 2 . . . -

—x2 -y ou x°-y“. Nos dois primeiros casos p e um cen
N ”’ ’ . -~ .

tro de Y, isto e, as orbitas nao singulares de Y em W

~ LN ”

sao todas fechadas. No ultimo caso p- e uma sela de Y,

. > . - - [ =
isto e, existem duas curvas diferenciavels 51 e 52 que

se cortam transversalmente em p, tais que 51-fp} &

constituida de duas trajetérias regulares ai e u? de

s Ll - » » ” - 0]
Y (1=1, 2) e estas sao as unicas trajetorias da restri-

¢ao Y/W que se acumula em D.
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e~

Fig. 2

] [l . } ~ s
. As trajetorias ag sao chamadas de separatri-

zes de Y. Duas delas, ai e &% digamos, sao caracteri -

zadas pela propriedade lim oj(t) =p (j=1,2) e as
: £t

outras duas pela propriedade 1lim a%(t) = p. As trajeté-
b )
rias de primeiro tipo sao chamadas de separatrizes esta-

u rY s Iy * ]
vels e as do segundo tipo de separatrizes instavetis.

O fato de g/sz ser transversal a & implica
que Y & transversal a sz = 81. Podemos supor que Y
aponta para dentro de p? ao longo de S1 (tomande -Y

Lo
em lugar de Y, se necessario).
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Dada uma trajetéria y de Y definimos o con-

junto w-limite (résp. G-limite) de ¥y por w(y) =

={x ¢ DZ‘Ix = 1lim Y(tn), onde lim t = o} {(resp.
n-ko . n—to
a(y) = {x|x = lim Y(tn), onde 1lim t = ~=}), Vejamos co

e n+e
me podem ser o0s conjuntos w(y) e &(y). Pelo teorema de

Poincaré-Bendixson W(y) é uma singularidade, uma Orbita
fechada ou um gréfico de Y. Um gréfico é um conjunto co-
nexo formado de selas e separatrizes de selas. Analogamen
te 6(y) s pode ser uma singularidade, uma orbita fecha
da, um grafico de Y ou aly) = ¢, caso vy séja uma tra

jetéria de Y proveniente de Sl.

Sejam p e g selasde Y e Y uma separa-
triz tal que a(y) = p e Ww(y) = q. Dizemos gue ¥ &
uma ligacgao de selas. Como g{(p), g(y) e glq) estao con
tidas numa mesma folha de &, concluimos da c0ndigEo e)
do Lema 1.1 gue p = q. Podemos dizer entdo que' Y nao
possui ligagoes de selas distintas e isto implica que os
gréficoa de Y sao constituidos de uma sela e de no ﬁéxi
mo duas separatrizes de Y,_como numa das figuras abaixo.A

‘“"?-'/( | T~
y C

Y,
TN

Fig. 3
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§2. Demonstracao dos resultados.

2.1 - Demonstraggo do teorema. Seja ¥: S1 - M uma curva

fechada transversal a folhea~-
¢ao &, analitica de codimensdo um. Seja [y¥] a classe
de homotopia de Y e suponhamos que [y] tem ordem fini
ta, (y]® =1, Seja 6: sl 4+ M dada ﬁor 6(eie)°=v(eine).
Enfgo (61 = (y]® =1, logo 6 & transversal a ¥ e se
estende a uma aplicagﬁor E: D2 -+ M, a qual podemos supor
diferenciavel. Sejam g: D2 -+ M ¢como no Lema 1,1 e Y

campo de vetores em D2 como no Lema 1,2,

A demonstragao do teorema consiste em encontrar
uma curva fechada T © Dz, constituida de Orbitas de Y
e tal que a holonomia de g(I') € A (folha de &) nao po
de ser analitica. Mais espécificamente}lf' sera uma Orbi-
ta fechada ou gréfico de f tal que séf*ﬁ < a, sao segmen
tos analiticos transversais a F, com nﬁlﬁg(r) = {po},
5-—{p0} =a,Ua, , & e G, segmentos conexos,
e h: & * ¢ e a transformagao de holonomia relativa ao
caminho g(I'), entao h/ul ¢ a identidade mas. h/g2 #
# identidade. Isto & impossivel, visto qﬁé h deve ser uﬁ
difeomorfismo analitico e sendo assim, se h/6aq & a iden

tidade, deveriamos ter h/& = identidade, contradigao.

2

Digzemos que um subconjunto [' S D é um ciclo
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limite de Y se I nao se reduz a uma singularidade e
existe uma Srbita y de Y tal que w(y) > T ou &(y)?
5T e yANTI' =g, Pelo teorema de Poincaré-Bendixson, se
T & um ciclo limite de Y, entio I & uma orbita fecha-
da ou um grafico. Dizemos gue uma regiao S C p? & satu-

rada por Y, se para todo x € 8 a drbita de Y por x,

6(x), esta definida para todo t € R e &(x) c 8.

Diremos que uma regido R D? tem holonomia
nula se R for saturada por Y, R nao contém ciclos 1li-
mites e para todo x € R, 6(x) ¢ uma singularidade, uma
6rbita fechada ou @(x) © T, onde T é um grafico de Y.
Na figura abaixo ilustramos alguns exemplos de regioes com

holonomia nula:

Fig. 4

Consideremos o conjunto R = {rRC D2| R & cone
x0 e tem holonomia nula}, com a relagﬁo de ordem parcial
da inclusdo, isto é, R' € R se e somente se R' < R.

Afirmamos que existe R/ € B tal que o bordo 2R, < p?
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contém uma curva fechada I com a propriedade dese jada,
isto &, g(I') é um caminho numa folha A de &, cuja holo

nomia é a identidade apenas de um lado.

A demonstragao sera feita em cinco passagens:
i) Existe R € R difeomorfo a um disco. De fato, pelo
teorema do Iindice de Poincare (veja [16] pgl44), co
mo Y & transversal a OD2, #(centros de Y) -#(selas Y) =
=1, logo Y possui pelo menos um centro, por exemplo Py -
Como p1 é um centro de Y, existe uma vizinhanca V de
Py s difeomorfa a um disco, onde todas.as Orbitas de ¥
sao fechadas.
- ii) Se R € R, entao R ﬂ_sz = ¢. Decorre imediatamente

do fato de Y ser transversal a sz.

iii)} R possui pelo menos um elemento maximal., Seja
R1 c R2 S ... uma :eqﬁéncia crescente de elementos
em R, E fdcil ver que _!1 R, =R é uma cota superior
de todo Ry , 1S i<e ‘e que RE R. Pelo lema de Zorn,

8 possui pelo menos um elemento maximal.

iv) Se R, ¢ um elemento maximal de R, entdo dR, €
constituido de érbitas fechadas e gréficos de Y.

De fato, sejam q € dR, e 6(q) a orbita de gq. Como R,

M

saturado por Y, 6(q) < ¥R . Suponhamos que 6(q) ndo

My

fechada. Neste caso w(6(g)) tem que se reduzir a um
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ponto singular.

Com efeito, suponhamos por absurdo que w(6(q))
contenha um ponto x tal que Y(x) # 0. Seja 4 um peque
no segmento transversal a Y com X € £ e sejam
x; # xo € £ N6(q) dois pontos sucessivos de intersecao.
Seja M a curva simples fechada formada pela unifo dos
segmentos limitados por x; e xé em 6(gq) e 4 (veja
Figura 5)., Seja 8§ C'D2 a regigo limitada por:  n. Como é
facil de ver as Orbitas vizinhas de’ 6(q) penetram em S

através de 1 e nao saem mais, logo nao podem ser fecha-

das, absurdo.

Fig. 5

Analogémente 6(®(g)) & tambem uma singularida
de. Ora, w(6(q)) e a(6(a)) necessariamente sao selas,
pois os centros estao contidos no interior de R  , logo
w(t(q)) = a(6(q)) = p, pois Y nao possui ligagao entre
selas distintas. Seja T a componente conexa de ORO que

contém ﬁ. E facil ver que 6(g)U{p}<cT e também que T
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4 ” . - .
contem pelo menos uma orbita nao singular, logo I' & um

grafico de Y.

v) Existe um elemento maximal R, de R, tal que bRo
contém uma curva fechada T com as propriedades de
éejadas. Seja R1 um elemento maximal de R. Suponhamos
inicialmente que le contém uma Srbita fechéda ¥. Sejam
' © & segmentos transversais a Y com: 6° nyY={p} é
tais que esteja definida uma transformagao de Poincare
h: 8' » 5. £ claro que h/5" NR, . é a identidade. Por ou-
tro lado se h/6'n (D~ R,) fosse a identidade existiria
uma vizinhanga U de ¥ constituida de Sérbitas fechadas
e Ry nao seria maximal. Logo g(y) €& uma curva fechgda

contida numa folha F de & e que possui holonomia nao

£, .
analitica.

Resta-nos analisar o caso em que para todo ele-
mento maximal R € R, 3R contém apenas gréficos. Observe
mos qfie neste caso o numero de maximais distintos em R
é finito, pois para todo maximal R € R, 8R contém pelo

L r - .
menos uma sela e o numero de selas e finito.

Sejam R um elemento maximal de ® , I' uma com
ponente conexa de R e s a sela de Y contida em T.
’ o . ”,
Consideremos primeiramente o caso em que T contém apenas

uma separatriz vy, como na figura abaixo:
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Fig., 6

Sejam Yy, € Y, as outras separatrizes (locais)
de s, onde wly;) = G(Y2) - s. Diremos que R € do tipo
I se Vg # Yo o isto e, Q(Yl) e w(Yz) # s, Afirmamos que

existe pelo menos um maximal R, aque nao e do tipo T.

De fato, se a & o numero de centros e b ©
nﬁméro de selas contidos no disco fechado limitado por
I' = yU{s}. Pelo teorema do {ndice de Poincaré a = b. Se
todos os maximais fossem do tipo I, teriamos
#(centros de Y) - #(selas de Y) = 0, ja que todo centro
de Y esta contido num maximal. Mas como ja vimos a dife

s - .
renga acima e igual a um.

Seja R, um maximal que nso 6 do tipo I. E cla
ro que le possui uma componente conexa ' a gual con-
’, ~
tém uma sela s tal que todas as suas separatrizes estao

ligadas, como numa das figuras abaixo:



-137-

Fig. 7

Sejam A ,B,C as componentes conexas de DZ—F,
onde bA - I'. Sejam Y] & Yo as separatrizes de s. Con
sideremos 51 e 52 duas transversais a Y, tais gue
8,Ny; 79 e S,Vy, # 0. £ ficil ver que toda Orbita de
Y passando por um ponto de 61 suficientemente proximo
de ¥y volta a tocar 61 em tempos positivos. Podemos
entado definir transformagoes de_Poincaré, h;: 51 nNa-8, NA

e h 51113 » 6, NB, onde 51C351 , Elflyl # ¢ e estamos

1}

supondo que 61 nNc¢ = ¢. Analogamente podemos definir trans
by - . ’ +, -

formagBes de Poincare hy: 52r1A +8,NA e hyt Fzﬂc -

~+ 62IWC, onde estamos supondo 62I1B =@.

Como s € le , para algum i =1, 2, h: ou
h. nao é a identidade numa vizinh;nga de &,Nv; , ja que
R1 & maximal. Por outro lado, h; & a identidade numa
vizinhanga de &, Ny, se e somente se h; é a identida-

de numa vizinhanga de 62IWA (veja a figura abaixo).
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Fig. 8

Temos dois casos a considerar:

1) Dois dos homeomorfismos h{ ,hI ou- h_, g&ao a iden-

2
. » . . 6
tidade numa vizinhanga de 61 ﬂyl ou 2F1Y2.

2) Apenas um entre os homeomorfismos h; , hI ou hé

¢ a identidade.

Caso 1! Suponhamos por exemplo gue hI e hI s80 a iden

tidade. Afirmamos que neste caso a curvd fechada

mo={s}U Yo satisfaz a propriedade desejada.

ﬁl S,

Fig. 9

Sejam fl e f2 0s germes de holonomia relati
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vos a gy, Y{s}) e ‘g(YZLJ{s}) respectivamente, onde

f g(gl) -+ g(515 e f,: g(52) - g(ﬁz). Coloquemos

1!

+ ] = - T o= o=

My — (4 NA), 4 =1,2, u; =el6;NB), u, = g(é,ncC),
+ + - - . ~ -
fi =_fi/'.ui e fi = fi/ui , i =1,2, Por construcao hi
é conjugado f; ,i=1,2 e h; a f:o(‘fb_lofgolv),

-+ -’
o €
mento de g(I'}) contido entre 51 ﬂyl e 52I1y2. Temos en

onde +4: g{ -+ 0 germe de holonomia relativo ao seg-

tao que f'l- =id _ e f'; o (4™ to f;o'{') =-id , . Como £,
H]_‘ ] My
¢ analitico f{ = id , , logo f; = id , e portanto
1 Ho
f; = id _ , contra a hipotese de h; # id. O argumento
Mo

~ L4 . N » - ~
nos outros casos e analogo e deixamos a verificagao para

0o leitor.

Caso 2: Neste caso mostraremos aue nc interior de algum
. . N ) . N .
dos discos limitados por I' existe um grafico F

como no caso 1.

Suponhamos por absurdo que nao existe maximal
como no case l. Sejam Rl s mae ’RL € R o0s maximais que
nao sao do tipo I. Para cada i =1, ... ,k; sejam
Pi s son ,Pii as componentes conexas de oRi. Para cada
j, 12 j= ki s O gréfico Pg contém duas separatrizes
distintas e uma sela, logo D2-rg possui trés componen-
tes conexas, sendeo que duas delas nao contem 0D2. Intro-

duzimos em {Ry, ...,R;} a relagac de ordem R, < Ry
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se para algum Jj € {1, ... ,ki}, Ry esta contido em uma
das duas componentes conexas de D2-Pg que nao cdntém
8D, Seja R; um elemento minimal de {Ry; , +.. ,Rk] e
se ja Tg uma componente conexa de 3dR; que satisfaz 2),
Cﬁloquemos DZ-Pg = aUBUC, onde por exemplo szC:A. Te
mos entao Fg = {s}LJylLJyz , onde Y, e Y, sa0 as se-
paratrizes de s. Como Tg satisfaz 2), temos BNR, = ¢
ou CfﬁRi = ¢, pois se B N Ri ¢ e CN Ri # ¢ as or-
bitas em B U C vizinhas de Pg seriam fechadas, contra

a hipotese.

Fig. 10

Suponhamos que C N R; = ¢. Pelo teorema do in-
dice de Poincaré existe pelo menos um centro contido no in
terior de C. Este centro esta contido em algum maximal
R de R, onde R 7 R,. Portanto o conjunto S ={RER |
R & maximal de R e R C C} e nao vazio. Por outro la-
do se R€ S & do tipo I, #(centros de R) -#(selas de R) =

=0 e como #(centros de C) - #(selas de C) = 1, exis-
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te pelo menos um elemento R € 8 que nao é do tipo I. Mas

por definigao R < R; , logo Ry nao .é minimal, absurdo.

2,2 - Demonstracao do Corolario: Seja M uma variedade

analitica compacta com grupo
fundamental finito. Basta provarmos que toda folheagao F
de codimensao um em M possui uma'transversal fechada, ©

i . .
gue sera feito no lema abaixo.

2.2.1 - LEMA - Seja & uma folheagao de codimensao um de
uma variedade compacta M". Entio existe

uma curva fechada Y: st - M, transversal a &,

~ 0 hd ] v -
Demonstracao: Consideremos uma metrica riemaniana em M

e o campo de linhas ™, normal a &. Seja
£: R+ M uma linha integral. Como M & compacta o conjun

to w(€) = N E(n,=) € ndo vazio. Seja P, € w(€) e con
nE N
sideremos a: U - I™ uma carta trivializadora de &,

m=ly {4},

tal que (a_l)*(g/U) & a folheagao trivial I
t € I. Como p, € w(E), se a curva £ nao é fechada, ela

corta U numa infinidade de segmentos (§i):=1 ’

£, (si,ti) S U, s, <ty < Si41 112 s, = =, Coloquemos
% = - (s m 5 % o (g1 m
E¥ q.ogi. (bi,ti) + [, Podemos escrever ¥ (§i,...,§i)

i
e como £ é transversal a &, temos v # 0. Podemos su

por sem perda de_generalidade gque todos os segmentos §i

cortam a placa de U que contem p, € que a(p0)==0€ )
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m m
d@i ds
Por outro lado existem 1i,j € N tais que aF °© Tﬂg
tem o mesmo o mesmo sinal. Suponhamos por exemplo que
agl  ag?
i<3j e 43¢ Tﬁg < 0. Como £, e §j cortam a placa

de U que contém Py existem Ai € (si,ti) e li €

5.yt is Mx,) < eM(x L),
€ (bJ,tJ) tais que §1( 1) 0 < §J( J)

%‘g (%)

hY
%,
‘) g‘-. ()‘ﬂ

Fig, 11

Seja u: [0,1] = Q uma curva diferenciavel tal
que p(0) =§’5’(Aj),u(1) R ALTRE p'(0) = (£¥)(0), (1) =
= (E)'() e (ML) <0, onde u = W, ..., ™. De-
finamos vy: [0,2] - M por y(it) = a'l(u(t)) para
t € [0,1] e y(£)=8CG A0t + 2A; -1 y) para tel1,2].
Verifica-se facilmente que v ¢ uma curva fechada trans-
versal a 3. Com isto provamos o lema e consequentemente

+ »
o corolario.

EXErRcfci1os.

1. Mostre que nao existem folheagOes de s? por planos.
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Seja & wuma folheagao anal{tica de codimensdo um em M.
Seja F uma folha de &. Suponha que ¥ € uma curva
fechada em F, homotdpica a uma constante em M. Mostre

que a holonomia de 'y tem ordem finita.

. ~ £, . - . -~
Seja & uma folheagao analitica de codimensio um de
uma variedade simplesmente conexa. Mostre que & nEo

possui folha compacta.

Seja ¥ uma folheagao analitica de codimensao um em

33. Mostre que as folhas de i sao fechadas {como

subconjunto de 33). Em particular uma folheagao anali

- tica de R? nao possui folha densa. Compare este resul

tado com o exemplo de Hector (Capitulo IV, §4.).
Sugestao: Caso exista uma folha nio fechada, mostre que -

F admite uma transversal fechada.

Seja F wuma folheagao analitica de codimensio um em
uma variedade simplesmente conexa M. Suponha que exis
te uma -curva v: R <+ M que corta todas as folhas de

¥, Mostre que para toda folha F de F, F N y( R) con
tém apenas um ponto. Conclua que JF possui uma intq—
gral primeira analitica, isto &, existe-uma submersao
anﬁlitica' f: M R tal que as folhas de JF sa0 as
superf{cies de nivel de f. Mostre que M= F X R, on-

..1(

de F = f “(x) para algum x € R,
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caPfTULO VI

TEOREMA DE NOVIKOV

Neste capitulo vamos demonstrar o teorema de
Novikov (veja [201). Este teorema & um dos mais profundos
da teoria de folheagdes e tem algumas implicagdes interes-
santes no contexto da topologia diferencial, como por exemlt
plo no cdlculo do posto de uma variedade (veja o Capitu-
lo VII).

Antes de enunciar o teorema veJjamos o que Vel a
ser uma componente de Reeb de uma folheagdo & numa varig

dade de dimensao 3.

Seja ¥ a folheag@o de Reeb usual em p2xs’
(veja Capftulo II). Dizemos que R <N & uma componente

Reeb de ¥ se R & difeomorfa a I2xST e existe um ho—

meomorfismo ht D2x31

em D2x81 sobre folhas de ¥ em R. Em particular ©?R

4R tal que h leva folhas de ¥

S uma folha de ¥ difeomorfa ao toro T,

TEOREMA 1 (Novikov) - Seja M wuma variedade compacta,

. » . ~
orientavel, sem bordo, de dimensao 3
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e com grupo fundamental finito. Toda folheagao de codimen

s80 1 em M possui uma componente de Reeb.

COROLARIO 1 - Seja M & uma variedade de dimensZo 3, com
pacta, sem bordo e simplesmente conexa

(S3 por exemplo). Toda folheacdo de codimensdo 1 em M

possul uma componente de Reeb e em particular uma folha d4i

feomorfa a T2.

COROLARIO 2 - Toda folheagBo de uma variedade de dimensdo
3, compacta, sem bordo, com grupo fundamen-

tal finito, possui uma folha compacta, difeomorfa a umn to-

ro ou a uma garrafa de Klein.

COROLARIO 3 — Seja M uma variedade compacta, de dimensdo

3%, sem bordo, com grupco fundamental finito.

Se X é um campo de vetores sem singularidades em M,
transversal a ume folheagdo, entdo X possul drbitas nao
periddicas (um conjunto aberto) e pelo menos uma Srbita pe
riddica. I

Assim por exemplo nso existe folheacBo transver-
sal a fibracgac de Hopf em 82 (veja exercicio 5, Cap. IV).
O mesmo vale para um campo de vetores em 83 gque nao pos-
sui orbitas fechadas. Para a existéncia de um tal campo

de vetores veJja [29] .
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Na demonstracao do Teorema 1 usaremos o concei-

to de ciclo evanescente.

DEFINICA0 1 - Seja A, uma folha de F. Dizemos que a
curva fechada fo: S1 - Ao é um ciclo eva-

nescente se fo se estende a uma aplicacao diferenciavel
F: Eo,ajxsl + M satisfazendo as seguintes propriedades:

a) Para todo t € [o,el, a curva f,: S* » M, defini

da por ft(x) = F(t,x) estd contida numa folha Ay

de .

b) Para todo x € s & curva t - F(t,x) & transver-
i

sal a ¥,

c) Para + > 0, a curva f, ¢é homotdpica a constante
na folha At e fo nio é homotdpica a constante
em AO.

Vamos chamar uma aplicagaoc F como acima de ex-

tensao coerente do ciclo evanescente fo.

EXEMPLO 1 -~ Seja ¥ a folheagao de Reeb no toro sélido
D2xsl. Qualquer meridiano de toro do bordoe

4 .
S7x57, e um ciclo evanescente.
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Fig, 1
Lembremos que uma folheacdo de codimensdo 1 em
M & dita transvergalmente orientével, g€ existe um campo
de vetores em M transversal a %. O Teorema 1 & conse-

qliencia do seguinte:

TEOREMA 2 (Novikov) - Seja M uma variedade de dimens3o 3,
compacta, sem bordo e orientdvel.

Seja F uma folheac@o transversalmente orientavel em M.

Se A & uma folha de ¥ contendo um ciclo evanescente,

entio A, & o bordo de wna componente de Reeb de J.

§1 - Demonstracfo do Teorema 2.

0 seguinte Lema foi demonstrado no Capitulo III.
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1.1 LEMA (Lema de holonomia) - Seja ¥ uma folheagao de
codimensdo 1 dé uma varie-

dade M de dimensdo m. Sejam A uma folha de 3,

¥ uma variedade compacta conexa (com ou sem bordo) e

F,t K = A, uma aplicacao de classe ¢¥(r = 0). Suponha

que F, & homotdpica a uma constante (a imagem da homoto-

pia sempre em AO). Entdo F, se estende a uma aplicagio

G: (-e,e)xk » M, satisfazendo 3¢ seguintes propriedades:

i) Para todo t € (-e,e) a aplicagdo Fy: X » N de-
finida por F.(x) = o{t,x), x € K, & tal que
Ft(K) < Ay, folha de 3.

ii) Para todo x € K, a curva t - G(t,x) € normal a
3 (estamos fixando aqui uma métrica riemaniana

em M).

Observe que se Fj & uma imersdo, entdo G é

- Loed ~
uma imersio {por construgao).

_‘Suponhamos & transversalmente orientdvel e fi-
Xemos X;lgm campo normal a ¥ com relagao a uma métrica
riemaniana: ( , > em M (também fixada). Dizemos que a
curva trangversala JF, y: L M & positiva (resp. nega-
tiva), se para todo t € I, (v (), X(x(£)))> >0

1

(resp. < 0). Sejam £ : 5 - A, um ciclo evanescente e

F: [O,e]xsl + M ume extensio coerente de f_ . Dizemos
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que fo é um ciclo evanescente positivo (resp. negativa),
se as curvas t +— F(t,x) sdo transversais positivas
(resp. negativas). Se além disso as curvas t = F(%,x)
sSo ortogonais as folhas de ¥, diremos que F ¢é uma ex-

tensio normal de fy-

1,2 - LEMA - Sejja £: st » A, um ciclo evanescente posi-

tivo.

i) Seja F: [0,81xsT + M diferencidvel, tal que
F(o,x) = fo(x) e as curvas t v+ F(t,x) sfo trans-
versais positivas. Entf2o existe um aberto U de

(0, 81xs contendo 0xSY, ¢ > 0 e um difeomorfismo

n: [0,e¢1xST — U tal que Foh & uma extensdo coerente

positiva de f_ e n{0,x) = £ (x) se x ¢ s'. Em parti-

~ rJ
cular podemos sempre supor gue a extensao coerente e nor-
mal.

= 1

ii) se E oz 8T 4 A, & homotdpica a f_  em A entfo

o o?

?0 & um ciclo evanescente positivo.

1

Demonstragdo: i) Fixemos X, € 8 e consideremos uma ex-

tensfo coerente positiva de f

F: [O,e]xsl + M. Sejam x, € sl ¢ ¢ uma transversal a

0’

¥ por F(O,xo) = fo(xo), contendo a curva +t +— F(t,xo).

Consideremos o difeomorfismo de holonomia g: 4’ — & re-
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lativo a f_, onde 2 €&, £ claro que g ¢ a identida
de nos pontos positivos de 4. Consideremos agora F co-
mo em i) e seja F*(S) a folheagao induzida por & em
[O,&]xsl. Como as curvas t+— F(t,x) s30 transversais a
3, & claro que P (¥) & uma folheaglo regular de [0,6]xsl
e como a aplicagdo de holonomia de fo‘ no segmento
.ti“’ﬁ(t,xo) é a identidade, segue-se que as folhas de
F*(3) sgo circulos, numa vizinhanga de OxSl. Designemos
o cfreulo integral de ¥ (¥) passando por (tyx, ) € [0,6]xsl,
por St(xo é fixo). Da construcio segue-se Que a curva
t (t,x) intersepta o circulo S, ©m apenas um ponto
(t(o,%),x) = hle,x). Além disso h(0,x) =x e h & um

difeomorfismo de uma vizinhanca [0,%1xST de o0xs' sobre

uma vizinhanca de oxst (veja a figura abaixo).

{ o, )

(t L 0, %)

(o4, %X e}
[CE

Fig., 2
Pela construgdo G = foh, satisfaz &s condigles

a) e b) da defini¢ao de extensgo coerente. Designemos
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por Et a folha de % que contém a curva gt(x)=G(t,x).

Sejam U uma vizinhanca de fo(xo) que trivializa ¥.,

U, Kt a placa de U que contém gi(x,) e U_ a placa

t
de U que contém ft(xo). Reparametrizando o intervalo
[o,%], podemos supor que U, = ﬁt e portanto Kt = A..
Com esta reparametrizagio obtemos uma aplicagao

F: [O,E]xsl * M satisfazendo a) e b) da définigﬁo de ex
tensdo coerente. Seja ?t definida por ?t(x) = F(t,x).
Pela construgdo de T, € claro que para pequenc as
curvas f£ e £, estlo préximas na métrica intrinseca de

Ay e portanto sdo homotdpicas (veja [161). Portanto, res

tringindo-se F a um domfnio da forma [O,EJXSI, e =g,

temos que F & uma extensSo coerente positiva de fo.

Seja agora X um campo normal a & e designemos
por X, o seu fluxo. Defina F(t,x) = X (£, (x)), t=0,
Pele argumento anterior bodemos reparametrizar as curvas
t = F(t,x) por a = E(t(a,x),x) de tal forma que '.
Fla,x) = ﬁ(t(m,x),x) é uma extensdo coerente normal posi-—
tiva de fo‘

ii) Observermos inicialmente que existe ¢ > 0 +tal que

— 1 — ~ — *”
. <

se T : 5 +4, e do(fo,fo) €, entdo F ¢ um

ciclo evanescente, onde d, € a distancia intrf{nseca de

Ao' A demonstracao deste fato bode ser feita consideran—
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do-se extensOes normais positivas F:‘[O,alxsl + M e

F: [o,f]xsl M de £, e fo respectivamente, onde F
& coerente. A prova de que a restrigao de F a um inter-
valo da forma [0,€1xsl(0 < e =TB) & coerente, reduz-se
como em i) a provar que as curvas f, e i estio ﬁréxi—

- . . f
mag para t ©Ppequeno, na métrica intrinseca de At e por-

tanto sio homotdpicas. ‘

Suponhamos agora que £, e T, séo homotdpicas

em A e que £ & um ciclo evanescente. Seja

H iO,l]xSl-* A, uma homotopia ligando £, € To. Pela

observagao anterior e por compacidade do intervalo [0,11],

existe mn . inteiro positivo tal que se w(ﬁi,x) wk(x)

o
& um ciclo evanescente positivo, entdo wk+l(x) & um ci-
clo evanescente positivo. Por transitividade concluimos
que wn_(x) = To(x) Z um ciclo evanescente positivo. Isto

Q
conclui a demonstragao do lema.

~

Dada uma folha A de & designamos por A o
seu recobrimento universal e por T,: A + A a projecgao do
“recobrimento.

Sejam fo: Sl—ﬂ AO um ciclo evanescente positi-

vo e F: [O,e]xsl + M uma extensio coerente positiva de

£,. Consideremos as ourvas £.(x) = F(t,x). Como I, é



PR IR

-153-

homotdpica a constante em Ay, podemos levantar £, a
uma curva ft: ST 2 At tal que nAtoft = f_t para_ t>0.
Diremos que F ¢ uma extensao simples de fo se as cur-

vas %t s30 curvas simples em ﬁt para t > O (isto é

LY

£y & um mergulho para * > 0). No nosso caso para toda

~

folha A de %, A & difeomorfa a RZ, 33 que as tnicas

variedades simplesmente conexas de dimensdo 2 s&o R? e

2

S e A n3o pode ser - 82, pelo teorema de estabilidade

completa de Reeb.

Supomos abaixo que M & orientdvel e ¥ £

transversalmente orientavel..

1.3 — PROPOSIGAO - Suponha que Ao contém um ciclo evanes
cente fo o qual possul uma extensao
coerente, positiva, normal e simples. Entao A, é o bor=-

do de uma componente de Reeh de @&,

Demongtracgo: Seja f, um ciclo evanescente em A, que
poséui uma exfensﬁo coerente, positiva, nor-

mal e simples F: [O,e]xsl 4 M, Pela teoria de transver-

salidade e pelo lema 1.2, podemos aproximar\ £, vor um ci

clo evanescente 8ot S1

+ 4, tal que: i) g, & uma
imersao. ii) Os pontos de auto—interseggo de 8o S20 du

plos e transversais, isto &, os conjuntos da forma ggl(p)
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contém no maximo dois pontos e se D = go(xl) = go(xz)
1 .
com x, # %, em S, entdo 0s vetores g;(xl) e g;(xz)

geram o espago tangente a A, em p.-

Com esta consideracao, é claro que o conjunto
Bo.: p € go(sl)iggl(p) contém dois elementos} ‘& finito.
Coloquemos n, = t B,. Seja G uma extensio coerente, pe
sitiva e normal de 8o Podemos supor come ne Lemé 1.2

gue para'tpequenogt(s;) esta contida na mesma folha que
1y '

£.(8 e g, e f estdo prdéximas na métrica-intr{nseca
de At' Decorre daf gue para Tt pequeno ét: S} -+ At‘ é
uma curva simples. Além disso bs pontos de aﬁto—iﬁtersen
¢ao de gy em Ay s8o duplos e transversais. Sejam

B, = Ip € gt(Sl)]ggl(p) contém dois elemenf&é} e 1 =

= # B,. Como gO(Sl) & compacta e as curvas.,f'*G(t,x)
sao reparametri;agSes de trajétérias‘do campo normal, é;ig

te o >0 tal que, ou as curvas g, = G([O,a],xl) e
1

gxz = G({O,a],xz) nao se interseptam, ou uma estad contida

‘pa outra, Decorre daf que n, €<n, para 0=t s a.

Pelo argumento anterior podemos supor entdo que
para todo t € [0,¢l, ft satisfaz as seguintes proprieda

des:

s b4 . . .
i) fy e uma curva imersa cujos pontos de auto-interse

g8o sdo duplos e transversais em A..
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-Necessitamos agora de alguns lemas.

1.4 - LEMA - Seja D® ©R®

0 disco fechado de raio 1.
Existe uma imersfo diferencidvel
H: (O,e]xD2 + M, satisfazendo as seguintes propriedades:

a) As curvas t =~ H(t,x) sdo normais positivas.
b) Para todo t € (0,e], H(txD?) < A..
¢) A restrigao de H a (O,e]xS1 coincide com F.

Demonstracao: A curva %e & simples e fechada em ﬁ€=ZR2.

Logo pelo teorema de Jordan %G(Sl) é bordo

de um disco em ﬁe, o qual podemos supor que & o disco p?

de raio 1. Portanto f_: gt - A, se estende a uma imer-
2, A, onde h  ¢é a restrigao de m, a D2,
: ¢

sa0 hg: D

Pelo lema de holonomia he sé estende a uma
imersdo fi: (e',e1xD% + M, O < ¢'< ¢, satisfazendo a pro
priedade a) e também H(txD") < X, folha de 3. Seja

¥ a restricdo de H a.(e',e]xsl. Como F(e,x) = he(x) =

f.(x) = F(e,x) e as curvas t—F(t,x), t=-F(t,x)

sSo reparametrizacles de trajetdrias do campo normal., fa-
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zendo uma reparametrizagao do intervalo (e',el, podemos su-
por que F(t,x) = F(t,x), o que corresponde a tomar Kt =

= A, . Portanto podemos definir H: (e’,e]xD2 + M satis-

fazendo a), b) e ¢).

Supondo que €' > O. Vamos provar que para todo

x € D2, existe limH(t,x) = H(e' ,x). Com efeito, a cur-
t-e
> e

~ - B . FS
va simples fe: e bordo de um disco em Ae' e portanto,
usando o mesmo argumento‘ anterior, existem & > 0 e uma

extensao H: (e'—é,e'+6)xD2 + M satisfazendo a), b) e g)
- = 2

Se e'<t < e'+b, a restricdo h de H a t_xD° &
o to . o
homotdpica a constante em At e portanto Et se levan-
. 0 . o}
ta a Et : D7 9 At . Por construcao’ D(Et (Da))=t>(hJC (D2D,
o . o o - o,
. = _ _ 1 - w2 ~ -

pois H=H=F em 1t x5, Como Ato R, e hto, h,to

sio mergulhos segue-se da propriedade anterior que

ﬁt (D2) = Et (D2). Isto implica que para todo x-€ D2,
)

o}

existe y € D2, tal que ﬂt (%) = Et (y). Logo H(t,x) =
o

o
= H(t,y) para todo t € (e¢',e'+8) e portanto existe
1in{Ct,x) = H(e',y). Este argumento mostra que podemos

toe
t>e’

estender H a (e'—b,e]xDz, desde que £ seja homoto—-

pica a constante em Ae' e fe' seja uma curva simples em

ﬁet. Por conexidade podemos estender H a (O,e]xDz.
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Como a construgio de H foi feita usando Srbitas do campo
normal, claramente H & uma imers@o., Isto demonstra o Le

ma l.4.,
Uma passagem importante é a seguinte:

1.5 - LEMA - Sejam H: (O,c]xD2 4 M como no Lema 1.4, hy

a restricao de H a £xD° e D, = ht(DZ).

Existe uma seqliéncia decrescente 17 -0, T, > 0, tal que:

a) A, = A, =A para n = 1.

n n+l
b) D 2D ‘ .

Tn+1 Tn para n = 1,
¢) Para todo n = 1, existe uma transformagao

g: D° + 0%, tal que g :0° » g, (D°) & um difeo-
morfismo e h, = h, ofg . ‘
Tn Tn+l n

Demonstracao: Seja U = {x € Dzl existe 1lim H{t,x)}.
t-0

£>0
EntSo U & um aberto em D%, contendo gt
e U# D2. Com efeito, que U ¢& aberto decorre do fato
das curvas t+*H(t,x) serem reparametrizacdes de drbitas
do campo normal e do teorema do fluxo tubular para campos
de vetores. U D ST porque a restricao de H a (O,e:hcs;L
coincide com F. Finalmente se U = DZ, H se estenderia
continuamente a 0xD? o que acarretaria que £ seria ho

motépica a constante em A , contradicgao.
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Consideremos x, € p°-U. Como M -é compacta
existe uma seqtiéncia decrescente s -+ 0, s,” 0, talique
b, = H(sn,xo) e P, 4Apo € A, folha de ¥, Seja V uma
vizinhanga trivializadora de ©P,. Podemos supor gue

'pn'E V ‘para todo n.

Fig. 3

Como a curva Y(t) = H(%,x,) & normal a %, pa

3 - Yf
ra todo n 2 1 existe t, >0 tal que gq, = H(t ,x,) €A

e o segmento de Yy entre s e t, estd contido em V (ve

ja a figura 3). Claramente a seqliéncia <t & decrescen-

te; t, *0 e A, = A para todo n. Isto prova a).
n

E claro que para n suficientemente grande,

. ~ -1, . s
P, G.Dt . Fixemos P, € m, (po) e v1z}nhangas W de P,
em A e W de 50 em A tais que T,:
feomorfismo. Consideremos uma seqliéncia an €W, an -+ ﬁo

com “A(an) =q, = htn(xo). Seja h, 3 D + A o tnico

WoW & um di-

. ~ . n ~
levantamento de htn tal que htn(xo) = qn(n 2 1) e co-
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loquemos ﬁﬁ‘= ﬁt (D2). Se myn €N, as curvas hy (Sl)=
n : m

= £, (s1)

e h (Sl) = £, (Sl) -s8o disjuntas em A e os
ii} n ’ ' )

s
circulos ﬁt (shy e ﬂt (s) s3o simples e disjuntos em
- m n

~ ~

A e portanto D, =D ou ﬁm S D, , Jaque

-~
estes discos possuem um ponto comum Py Dai concluimos

que D 2D cu D, 2D
tm tn tn tm

Seja lim(a) = A-A, aderéncia de A. Seja d,
a distancia intrinseca de - A. Como a seqliéncia de curvas

htA(Sl) converge a fo(Sl), segue-se que fo(Sl)Clim(A),
n

logo lim d,(p,h, (S')) = =. Podemos entfio escolher uma
- noe © n

subseqliéncia decrescente T =t de - t

n, n? - tal que

dA(po’ h, (Sl)) & crescente e tende a infinito. A seqlién
" 3

cia .fn satisfaz a) e b) do lema.

Observe agora que para todo n € NN, hT :D2 -+ ﬁn

- : n :
e um difecmorfismo e que Dn = Dn+1' Defina 8yt D2 D2

por g = (h )y Lo n 0 difeomorfismo g _ evidentemen
n Tnel "n* I -

te satisfaz c¢). Com isto terminamos a demonstragio do le

ma.
Observagdo. O fato de d,(p,, by (s1) - », implica gue
. T (

U'ﬁn = A. Decorre dal que U D, = A. Usaremos esta
- n&l nzl n
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observacao mais adiante.

Consideremos agora a variedade com bordo e esqui

[Tn+1,TnJXD2, identificando-se cada
2

ponto da forma (Tn,x) € 1 xD

na Kn’ obtida de

- 2
com (T, .4, g, (x))ET, 4%D

(veja a figura &4). Seja w,* L

2 .
0 Tn+l,fn]xD - Kn a proje-

cdo da relagdoc de equivaléncia.

F.(D%)
o —( G

T __////////“/7// )

Observe gque para todo x € D2, H(Tn+1,gn(x)) =
=h

e (g (x)) = he (x) = H(T,,x). Portanto existe uma
n+l n
aplicagio H : X M tal que H, = Hom . Como H e m,

sdo imersdes, M| & uma imersdo. Nesta construgao estd
contida a principal iddia da demonstragao do teorema de

Novikov.

1.6 - LEMA - Valem as seguintes propriedades:

a) A, é folha compacta.
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b} Ao é o bordo de uma sub-variedade com bordo V < M,

tal que V = U Ag.
t€[0, €]
¢) Para todo t € (0,c¢€l, Kt - AL = lim(At) = A,

d) Para todo t € (0,el, Ay é difeomorfa a R>.
Na demonstracao de a) usamos o seguinte:

Lema auxiliar - Se A é uma folha nio compact a de uma fa

lheac8o ¥ de codimensao um de uma varie-—
dade compacta, entdo para todo p € A existe uma curva fg

chada Yy, transversal a &, passando por p.

1

Demonstracio do lems auxiliar: Como M & compacta e A

nao & compacta, 1lim A =
= E-A # ¢. Consideremos um ponto x € lim A e seja U
uma viéinhanga trivializadora de &, +tal que X, € U. Se
ja £ < U um segmento normal a & tal que X, € 4. Como
x, € lim A, existe uma seqliéncia de pontos distintos
{xn}nEiW" tal que para todo n-EIN, X, E‘LflA, Conside

remos o segmento - L com uma orientagao, como na figura

abaixo.
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Fig. 5

Seja a&: [0,1]1 » A uma curva diferenciavel sem
auto-intersecdes, tal gque a(0) = X, ;é a{l) = X1+ Felo
lema de trivializagfo global (Capitulo III), existe uma vi
zinhanga V de a{[0,1]) +tal que &/V ¢ equivalente a
folheaglo produto’ D™ *x{t} em D™ *x(-p,g). Suponhamos
primeiramente que F & transversalmente orientavel., Nes-
‘te caso podemos supor que a orientacgao de L é compat{vel
com a orientagdo positiva de &/V, logo ¢ corta V co-

mo na figura abaixo:
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—_ = -

Fig. 6

Sejam 6n e °n+l as componentes conexas de
8 NV que contem X, € X9 respectivamente e Y o0 seg-

mento de & gque comega em x

n © termina em x ... E cla

ro que VN & contém dois pontos, q e q' digamos, onde
podemos supor que q > q' em &(a orientag@o de ‘5 induz
uma ordem natural), Como X4l esta "abaixo" de q (ve
ja a figura 6) e 3/V & a folheagso horizontal em V,
existe uma curva -Y: (0,11 » V, +transversal a .3/V, com-
pativel com a orier‘;t'ag;c; positiva de %/V e tal que

Y(0) = X1 © ;(1) = Q. Podemﬁs‘supor,também que 65 ve-
tores tangentes de ¥ e ; eﬁ kn;l"e  q coincidem. Sen*
do assim a curva y: [0,1] » M definida por y(t) = y(2t)
se t€[0,1/2] e Y(t)=7(2$3i);se tEEi/Z,l] é uma curva fe-

chada de classe C;, transversél a:3 e que corta A em X 4.

LA
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Dado ¥, um ponto arbitrdrio de 4, seja
B [O,i] + A uma surva diferencidvel sem auto-intersegdes
e tal que 8(0) =x,,; e B(1) =x. Seja W uma vizi-
nhanca de 8([0,11) tal que 3/W é equivalente a uma fo-

lheacio horizomtal D™ Tx{t} em ot

%(-¢,e). E claro
que YNW contém dois pontos q e qg' com g >g', diga-
mos. Podemos entSio definir uma curva u: L[o,1] + W, trans

versal a ¥ e tal que p(0) =q', w(l) =g e a(1/2)=x,

supondo sem perda de generalidade que os vetores tangentes -

~ e

de Y e p em g e q coincidem. Unindo-se a curva W
com o segmento de Y contido no exterior de ‘W, obtemos
uma curva fechada u, transversal a § e que corta A

em x (veja a figura abaixo).

— _.o—*"‘-——'_

Fig. 7

Suponhamos agora que & nao seja transversalmen

-
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te orientdvel. Neste caso o argumento é o mesmo do caso
anterior, exceto gque devemos considerar uma vizinhanga tri
vializadara V que contenham pelc menos trés pontos da se-

gléncia {x )} ¢y como numa das figuras abaixo.

o, ~ Xty vy

e m—m oam

Fig. 7.a

Fig. 7.b
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Demonstracao do Lema 1.6: Suponhamos por absurdo que A

o -
nio & compacta. Fixemos

X € Sl ‘e seja qé = fo(xo). Pelo lema auxiliar existe
uma curva fechada Yy, transversal a ¥ passando por %o
Modificando a curva Y um pouco, podemos obter uma curva
fechada positiva '§, satisfazendo s seguintes proprieda—
des:

i) ¥ intersepta F([O,ejxsl)- a0 longo do segmento

normal {ft(xd)]t € [0,al}, onde 0 < g = e,

ii) ¥ nfo intersepta o segmento normal

{ft(x)|t € [0,al} s? X # Xge

Reparametrizando § podemos supor sem perda de
generalidade que ¥(t) ='.:E‘_t(::‘:'o) para t € [0,al., Sejam

0 < Th+1 < Tn <a como no lema 1{5 e Hn; Kn_ﬁ-M como
2

na construgao anterior ao lema 1.6, Para cada x € D

consideremos a curva Bx(t) = ﬂh(t,x). Por construgao
ﬁn(Bx(t)) = H(t,x) e portanto a curva Bx(t) se .aplica
por ﬁn nuna trajetoria do campo normal. Em particular

v(t) = Hn(on(t)- para t € {7 .,7 1.

Vamos agora levantar ? a umg curva ¥ em K
tal que ﬁno? =Y, Definimos 7F(t)=8 se
X0

t € [ T,1. Como & (t) estd no interior de K
o

n+l? n
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@

para T <t < T, * ¥, Dpodemos levantar Y no intervalo

Ry

SURTL AT > O_-(veja figura 8).

3 =“u( T-.Hw{x Dl} -
'T"fa (Tu.\"\‘bz)

~—T ([T, TIxEY)

Fig. 8

Ora, coma ﬁn € um difeomorfismo local, podemos continuar
a levantar ¥ enguanto ¥ estiver no interior de K.

S8 seremos obrigados a parar de levantar ? quando ¥ “to
car novamente bKn. Por outro ladc Y tem gque voltar a

cortar oK pois ¥ & uma curva fechada. Ora, s§ exis-

n’
tem duas possibilidades para ¥ interseptar %K,: 12) Em

: 1 , o, ¢ . Pe
ﬂn([Tn+l,Tn]xS ). Bsta & imposssivel, ja que y s6 cor

ta H([Tn+1,7n]xsl) ao longo do segmento *t -+ ft(xo) =

= ¥(t), telr ) Tl

2)

n+l

22) Em B = nn(T D°) ~ nﬁ(TnxDz). Esta também nio &

n+1x
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possivel. De fato, como ﬁn(B) C A=A, se Yy salsse
n

de Kn num ponto z € B, o seu vetor tangente neste pon-

to estaria apontando para fora de Kn’ logo o vetor tangen

te a Yy 1o ponto ﬁn(z) estaria apontando no sentido ne-

gativo de ¥, absurdo. Isto demonstra a).

Consideremos agofa as regides conexas e compac-
= = * c: 2
tas V, Hn(Kn) H([Tn+1,fn)]xp )y ©M, n=1. Observe
no argumento acima que a curva Bx(t) penetra no interior
de K e nio sai mais, para todo x € D°. Isto correspon
de ao fato de gue as curvas integrais positivas-do campo

normal =0 penetrarem el Vn’ nao saem mais. Em particular

c = S
V,_q ¢ V,. Cologuemos v n:avn. £ claro que V & cone

xo, compacto e sua fronteira OV 2 Ao. Mostraremos a se-

guir que ?dV = Ao'

Observemos inicialmente que Y D, =
te[Tn+1,el
= s = !
Vn ‘tEE'BJ, e]At’ logo nL,-;Jl el Tnljl’ e]Dt = anjlvn c
< U A . Como U b, = U 'At (veja observa-
t€l0, el - -telo, el t€[0, €] :
gao no fim do Lema 1.5), segue—-se gque V = O A, e

£€fo, el ¢
portanto V & saturado por ¥.  Isto implica que oV &

saturado por ¥.

Suponhamos que A & uma outra folha de 3 em
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V. Seja 8 uma pequena transversal por um ponto de

A . Da construcdo de V segue-se que 1lim(A = As )= A .

()
n
Como A& = U D, e Dy 2 D; (n 2 1), existe uma se-
nzl 'n n+l n
- qliencia m » . tal que & N (D - D, } # ¢. Co-
n
, A k-1
mo A ¢ conexa, existe uma curva continua B8:[1,=) -+ A
tal que B(k) = Py € 6 ﬂ(D¢ - Dy ). Por outro lado
x Be-1
para todo k = 1, Blk,k+1] N oD, - # ¢, logo se k=1
n A
k
existe s, € [k,k+1]1 +tal que B(sk) = th (xk) com
k
com x, € ST, Seja w(B) = N 8ln,=). Do argumento acima
k n=l

temos que w(B) N A 20 e w(B)n Ko # ¢. Por outro

lado como M & compacta, w(8) é conexo, logo Ao = Eo'

. Isto prova b). c) decorre imediatamente de b) e de que

oV 2 lim(At) ® A, para todo t.

Para provar d)} - vamos usar o seguinte fato:

"Seja N uma variedade sem bordo de dimensao 2,

cujo recobrimento universal é RZ. . Entdo existe-ima trans

2 2

formagio de recobrimento f: R> +R> que tem brdem infita

(isto &, ¥ # identidade se k # 0)", Deixamos a. demons-—
tracdo como exercicio para o leitor (veja exercicio 1).
- N

Lembremos que uma transformagdo de recobrimento é um difeo

2 2 4y

morfismo f: R° ~R° tal que TMf =7, onde m:R

Cr
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& a projecio do recobrimento. Um fato que sera usado abai
xo é o seguinte: Se f € uma transformacio de recobrimen
to e f(x) = x para algum. X EIRZ, entdo f = identida-

de. O seguinte coroldrio serd usado na demonstragdo de d):
Lema - Seja R° = U ﬁn’ onde para todo n, D ¢é um dis

. n=l n >
co, D <D

n n+1 * N

e bﬁn n bDn+1 = ¢, Seja MR
um recobrimento e suponha que para todo n, ﬁ(bﬁn) é
una curva fechada em N cujas auto-intersegdes sfo duplas
e transversais. Seja my = nimero de auto-intersegdes de

2

ﬂ(bﬁk). Se a seqliéncia m ¢ limitada, entdo m: R® » N

é um difeomorfismo.

Demonstracio — Suponha que T nfo é um difeomorfismo.

Neste caso existe uma transformagao de re--

2

cobrimento f: R —»F? de ordem infinita. SeJja z_ € ﬁl

o
e co;oquemos z) = fk(zo), Caso z =z, com k # 1,
terfamos 5% = identidade, contra a hipdtese. Logo 2 sg

qliéncia [ZiJk € 2z} é constitufda de pontos distintos.

-]

Por outro lado para todo k # O, fk(ﬁn) contém
pontos fora de ﬁn' pols caso contrario pelo teorema do
ponto fixo de Brower fk teria um ponto fixo em ﬁn logo

seria a identidade.

Para n fixo, seja kn tal que
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~ - - A J' ~
Zo""’zkn €D, e ;kn+1 ¢ D,. Ora, ab Nnf (bDn) con

tém pelo menos dois pontos, 1 = j = k, pois

S J.A A 2—3'4. .
z3 € D nf (Dn) e D N R f (Dn)) # ¢. Sejam

r
Pj;Pj

n(pj) e n(pa) correspondem a pontos de auto-interseg¢io de

€ bﬁn nd(eb), 15 3<sk. Como mf)=nm,

n(bﬁn) e como estes pontos sdo todos duplos, para 1sisk
e i#j temos p; # Py pa, logo o nimero de auto-interse

cdo de w(dD ), m_ = k.. Como U D =ZR?, segue-se que
n n n i~

lim k = = e portanto m nso é limitada contra a hipd-

-+ 4"
tese.
Fig. 9.
Vejamos agora como se prova d). Provaremos gque
A, = A ~R2, A demonstracio de que Ay ”‘RZ, t # L é
n

analoga.
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Pela observacgaoc iii) anterior ao Lema 1.4, se

ng é o nlmero de auto-intersegdes da curva ft(Sl) C Ay

entao n, = n,e. Ora n, & o.nlimero de auto-intersecles

.t
k
de ﬁA(ka)_= fw (Sl). Segue-se do Lema anterior que
k

2 ~

A=TR e Tyt A+ A & um difeomorfismo. Em particular
n, =0 para todo k. Isto prova o Lema 1.6.

K
1.7 - LEMA — V & difeomorfa a D°xS' e &/V & equivalen
te a folheagao dg Reeb em D2xSt.

Demonstracio: Vamos usar aqui que M é orientavel., Sejam

_ 2 .
K, = ﬂn([Tn+l,Tn]gD e H:K =M. Podemos

n+1’Tn) en-

nzl, De fato, se tal ocorresse teriamos

supor sem perda de generalidade que se t e (1

tao At.# ATn, .
€D, <D , ou D, <D ou D
n t Tn+1 t Tn Tn+1

D < D, como 34

T
vimos anteriormente. As duas Ultimas possibilidades nao

ocorrem. Com efeito, se D_ ® D, , Dpor exemplo, teria~
n+l
.’ _ 1
ne1r J8 que ¥D = f__t(S )

’ N ~
e as orbitas do campo normal ao pehetrarem em Vn nao

mos ®D, OV, = ¢, logo t <

saem mais. Portanto DT c Dt = DFr + Por outro lado o
n n+l

conjunto B, = {t €ln TnJIAt = Ag 1 & giscreto, ja que

n+1?
n

duas curvas distintas ft(Sl) e fs(sl) < A, estdo longe
n
na métrica intrinseca de A. Completando a seqgliencia

{Tk] com os pontos dos conjuntos B , mnzl, obtemos uma
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nova seqliencia {Té}‘ com a propriedade desejada. Mostra-

remos a seguir que H : K -V, é um difeomorfismo.

Na prova de d) do Lema 1.6, mostramos que para

todo t € [0,c], a curva ft(Sl) ¢ simples e isto impli-

2

ca que a restrigdo de H a txD é biunfvoca. Como

<t'<t s T,s Segue-se que ‘H & biun{

At:# A, se T n

n+l
voca e portanto é um difeomorfismo.

Por outro lade M ¢é orientavel, logo para todo

nzl, V_ & orientdvel e portanto K - também €. Segue

n
dai que o difeomorfismo de identificagdo g : D% » D%, do

qual obtivemos an,;mantém a orientacio de D°. Conclui-

mos entao que: '“-Vn“

Kn;“‘ s8o toros sélidos topoldgicos pa

ra todo nzl;

Vamos agora,construlr uma seqﬁenc1a de toros de

dimensao 2, {Tn}, satlsfazendo as segulntes propriedades:
i) Para toéo n, Tn'C Vn+lff}Vﬁ—15
ii) Uma &rbita do campo normal intersepta T, ho mdxi-
mo em um ponto.
difeomor-

s gy ’ 4 . ¢
c
iii) T é o bordo de uma regido R, < V..,

fa ao.toro sdlido.

Lembremos gue umsg 6rbita do campo X, mnormal a

¥, por um ponto de th apés.algum tempo penetra no in-
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terior de V e ndo sai mais. Por exemplo se p&f, (Sl),
n+l

a érbita positiva do campo normal por p, apés algum tem-~

po atinge £, (Sl), em seguida-penetra no interior de V,
n

e nao sal mais.

Consideremos um cilindro C < DT - Dq tal
n+l ‘n-1

que dC = f, (Sl) Uy, onde Yy & um circulo tal gue

n+l

Y 0 £, (87) = ¢. Saturando-se C por X num intervalo
n

(0,u], @ =0, obtemos uma regido U de V_ difeomorfa

Cx[0,t] onde o campo normal € representado em Cx[O,u]

o] .
pelo campo 3% = (0,1) (veJa a figura 10). Tomemos u de

tal forma gque Ly (Sl) c U. Construimos agora
n o

e Fthi—t (Sq)

«—C cAaw,

Fig. 10
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T  colando o cilindro C = (D - Dy )-C  tal que

n+1 n
of = y U £, (Sl), com um cilindro € +transversal a X,

T

fa

n -
C < cxlo,u) e oC = fe (Sl) U y. Fica a cargo do leitor
n _
breencher os detalhes da construgao de T (veja a figur—
ra 10). £ claro da construgio que T, =CU &, satisfaz

as propriedades i), ii) e iii) desejadas.

Consideremos agora p € A . A orbita de X por
P penetra na regifo V limitada por A, e nao sai mais.
Além digso, como V = U_V; y V,<V,., e A, & compacta,
dado &.> 0, existe my €N +tal que para n = L
Xs(p) E‘int(vn), para todo p € A . Ora, isto implica
que para n suficientemente grande, para todo p € AO, o
segmento de Srbita X, (@) t € [0,8] corta Tn num Uni-
co ponto e isto define uma transformacgio de Poincaré
P: A, -+ T . Este argumento j& mostra que A, € difeomor-
_fa'a um toro T2. Como Ao é compacta, podemos multipli-
car o campo normal X por uma funcgdo positiva w de clas

se ¢° (r = 1), *tal que para o campo Y = ¢X, -temos

Yto(Ao) =T, (n grande e fixo e t, € (0,81). Os deta-
lhes da construgao da fungiio % devem ser preénchidos pe-
lo leitor. A aplicagdo Y. : V »R/ & um difeomorfismo

. o
de V sobre o toro sdlido Ry, cujo bordo & T, .

Vamos mostrar agora que 3%/V. é equivalente a
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folheacao de Reeb usual do toro s0lido. Construiremos um

Zysl o qual levard folhas de &

2ysl. Cabe ob-

homeomorfismo h: V + D
em V em folhas da folheacho de Reeb em D
servar gue em geral ¢ impossivel construir uma equivaléen-
cia h, como acima, que seja um difeomorfismo, pois isto
implicaria que as holonomias de A, e de b(D2x31)=Sle1
seriam conjugadas por um difeomorfismo, © que é falso em

geral.

Consideremos os'tords T; construidos anterior-
mente. Observe que na construg@o podemos supor que TL‘ é
transversal a ¥ fora de AN TA. A figura abaixo ilus-
tra a posigdo de Té com respeito as folhas de ¥ em K,

(estamos considerando Kn identificade com Vﬁ através

FouHa '»sq?/' -
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do difeomorfismo H_). Modificando-se um pouco o toro T;,

podemos obter um toro T, préximo a T;, transversal a
folheagdo ¥ (veja a figura 12). Como T, pode ser to-
mado arbitrariamente préximo de T;, o qual € transversal

a0 campo normal, podemos supor que Tn ¢ transversal a ¥

- L

|
£
e ¥ k";""’ = ,j

Ny —

-
|

Fownd
o B

Fig. 12

e ao campo normal. Observemos que T, satisfaz as seguin

tes propriedades:

a) T, intersepta cada folha de ¥ em um circulo, o

qual é o bordo de um disco nesta folha.

b) T. & o bordo de um toro sdlido R, < V.

n
- - e .
c) As traaetérlas do campo normal cortam Tn no maxi-

mo uma vezZ.

d) Ty & Vet = Vo1 © portanto se n for suficiente-
mente grande, toda trajetéria positiva do campo nor

mal por um ponto de AO corta Tn'
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Consideremos agora a folheacao de Reeb usual F

em D?xst. Seja B = ((x,8) € pPxs| x| s 1/2, e € 51} e

e

T =0 e seja X o campo normel a ¥ na métrica usual
de D°xSl. Pela construciode ¥, T & transversal a 3 e a
X e ® R saﬁisfazeﬁ propriedades andlogas as proprieda-
des a, b, ¢c e d acima. E fdcil ver que existe um difeo-
morfisme h: R = R tal que se A ¢ uma folha de 3,

~

A © int(V), entdo h(AMR,)=ACR, onde A & uma folha de 3.

Devemos agora estender h a um homeomorfismo h: V»szsl,

levando folhas de ¥ em folhas de .,

. I'd N . .
Denotaremos a orbita positiva do campo normal X

a ¥ (resp. X a #) passando pelo ponto p €V (resp.
p € D°xst em t=0, por 6,(p) (resp. 5+(p))- Assim 6 (p)=

{Xt(p)|t = 0}, onde X, & o fluxo associado a X. Ana
logamente denotaremos por ©_(p) (resp 5_(?)) a orbita
negativa de X (resp. X) passando por p em +t = O.
Dado g € V-R,, seja Aq a folha de & por g. Temos

duas possibilidades:

12) ¢ € A . Neste caso @+(q) nt, = {x}. Temos de-
finido T(x) € T. Definimos h(q) = & (h(x)) N
n b(szsl). Claramente h fica bem definida em A e

h: A » b(szsl) ¢ um homeomorfismo.

22} g € int(V-R_ ) - A extensfio h, de h, serd defi



-179-

. . s, P .
nida usando-se as trajetorias dos campos normais. Sejam

xi = @+(q) nT, sq = Aq n Tn e Dq o disco de Aq

cujo bordo & Sq. Devemos escolher h{q) € & _(Rh(x) n

~

nAi_ , onde A_ é a folha de 3 que contém
h(sq) h(Sq)
E(Sq). Observe que o conjunto ® (E(x)) n A é in-
E(Sq)

finito e tem como Unico ponto de acumulagdo o ponto
E_ﬂE(x)) n b(szSl) (veda a figura 13) e portanto a esco-

1ha nao pode ser arbitriria.

Ora, o conjunto ¢ (g) N (Aq—Dq) é finito, Jja

que ele se reduz a intersecio de Aq—-Dq com a segmento de

®+(q) limitado pelos pontos q e ®+(q) NT . Seja
k(q) = # (6,(q) N (Aq~Dq)). Como & (B(x)) é naturalmen-
te ordenado, faz sentido tomarmos o 4-ésimo ponto do con-

junto &_(n(x)) N i_ . Definimos entdo h(g) = k{(q) -
n(s.)
‘ a }
- ésimo ponto de 6 (A(x)) n 4_ , a partir de h(x)

h(Sq)

~~

(veja a figura 1% abaixo).
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Fig. 13

Da'definigao segue que h leva folhas de ¥ em
folhas de 3¥. Além disso h & injetiva, sobrejetiva e
h/R = H. A continuidade de h em V-Aj & conseqliéncia

do lema de trivializacdo global (Cap. III).

Verifiguemos gue h é continua em AO. Seja

{qn}n=1 uma seqliéncia em V-Aj 'tal que iiz Q= 94€ Age

Como q, € A, e 1im(A) = A, Dpara toda folha A < int(V},

segue-se que k(qn) + ® (veja Lema 1.6). Por outro lado,
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se @+(qn) nT, = {xn} e ®+(qo) nT = {xo}, temos que
X, * X, e portanto h(x,) - E(xo). Daf tiramos que
@_(Eﬂx )) ~—> §jﬂ(ko)), logo da construgdo, o conjunto
dos pontos de acumulagio da seqliéncia h(qn) esta contido
em E{(H(xo)). Como. k(q,) » =, segue-se que o tmico
ponto de acumulacdo de h(qn) é Qjﬁ(xo)) n b(szsl) =
= nh(q,), logo h é continua e portanto € um homeomorfis—
mo. Isto conclui a demonstragdo do Lema 1.7 e também da

Proposicac 1.3.

2

Para demonstrar o teorema 2 precisamos de mais

um lema.

1.8 — LEMA - Sejam f£: st » A, um ciclo evanescente posi

e F: [O,e]xsl + M uma extensdo coerente,
normal, positiva de f_. Sejam ft(x) = F(t,x), x € st
e A, a folha de % que contém ft(Sl). Ent%o existe
uma sequéncia t, + O tal que para todo n2l, a folha

1

A contém um ciclo evanescente g : S5~ +A; , o qual
n

ty

possui uma extensfio coerente, normal,positiva e simples.

Demonstracio: Pelo Lema 1.2 podemos supor que f: Sl"A0

é uma imers3o cujas auto-intersegbes sdo du~

plas e transversais.

Sejam ft -+ At como no lema e ft: 5 - At
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. ) i .4 ) )
um levantamento de f.. Seja By = ip € ft(S Yip _ft(xl)_

= ft(x2) com Xy # X5 € Sll. Como jad vimos anteriormente

podemos tomar € pequeno de forma n, = #Bt = #B0 = kf

Para t > 0 cologuemos, ﬁt = {p € %t(Sl)Ip = %t(xl) =

= £,(x,) com x #x, € sl1. claramente nAt(ﬁt) c B, e

portanto n, = # B, s n, s k. Suponhamos BO={p1...o,pk}

1

e sejam x; # x; € 87 tais que T(x;) = fo(xa) = Py»

i=1,..0,k. Pela unicidade das solugbes do campo normal,

se p € B, entio p = ft(xi) = ft(xg) para algum

i= :l.,--.,k.

{t efo,ellf(xy) = ft(xi)} e Uy =

SeJjam K1

= it e [O,e]]%t(xl) %t(xi)}. Claramente K, & fechado

e K; @ U;. DMostremos que U, é aberto. Seja

st - {xl,xi} = gUB, onde o e B sao segmentos abertos e
aNB = ¢. Se t € Uy - temos que %t(xl) = %t(xi) e por-
tanto a restricio de %t ao fecho o, de &, & uma curva
fechada em At’ o que implica que a restrigfo £/ é
uma curva fechada em At ,homotépica a ums constante em
Ai» Pelo lema de holonomia (1,1) existe & > 0 +tal que
para s € (t-8,t+8), £ /T é homotdpica a uma constante

-~

em A, logo %S/E é uma curva fechada em A,

o que implica que s € Up. Temos trés possibi-
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lidades:

12 - Existe & >0 tal que [0,8]nN U; = ¢, Neste ca-

so, restringindo F a [O,b]xsl obtemos que

nt < n, = k. Passamos a raciocinar com U2 =

Lt € 10,8015,(xy) = £,

22 - Existe & >0 tal gque (0,8] U; - Temos que
ft(xl) = ft(xi) para t € (0,81, 1logo ft(xl) =

Il

ft(xi) para t € [0,06]. Podemos considerar g, = £,/8

~

g, = fo/i como aplicacdes de st em Aj. Como f

€

o

nao é homotdpica a constante em A,, podemos supor que g,

ndo & homotdpica a constante em A . Tomemos G=F/[0,8]xx

e gt(X) = G(t,x). Como %t(xl) =_%t(xi) para t € (0,57,

g & homotdpica a constante em A, para t € (0,8]. Se
Ay = # |8, (x) = 8.(x') =1, x#x €' temos que
al ~

nt < nts k.

. -0 L dlem
38 - Exigte uma seqliéncia Tw * 0 tal qie T €T;-U;.

Podemos supor que para todo .m 2 1, existe € 0)
1
L

tal que (Ti, 'm * €yl € U;. Como no caso anterior temos

1

! 1 1
ft(xl) = ft(xl) para t € [Tm, T+ €pls Como T €
€ K,-U;, as restrigdes el /3 e £,1 /B ndo sao homo-
m m
;o 1 1
topicas a constante em ATl e como (Tm, Tn t gl €Uy,

1 1 m . o
para T, <t S T % e, temos que f./% e ft/F sao
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homotdpicas a constante em Ag. Portanto para todo m=l,

£ le & um ciclo evanescente positivo em A 1 ©
T T
Am m

F/[Ti, Ti + ey Ixx & uma extensao coerente, normal, posi-

tiva de f ,/8% . Se = (b e £ (@)p = £.(x) = £ (x')
m .
com x,x # xl,xi e x # x' €7}, entdo ﬁ% < ﬁt = k.

_ Em qualquer dos casos obtivemos uma seqliéncia
Ti + 0 tal que para todo m=zl, a folha A contém um
m
ciclo evanescente g;, © qual possui uma extensao coeren-

te, normal, positiva Gm:[Ti, ﬁi + e ]xsl + M tal que o

~

nUmero de auto~intersecoes de ggl, n_t s minik-1, ﬁt_l},

Nos dois primeiros casos Ti': 0 para todo m=l. .

Fixando-se m =m, € &, =8y pelo mesmo ar

o

gumento, podemos obter uma seqliéncia Ti’mo - Ti tal que
_ 0

para todo m=l, a folha A 2,m, contém um ciclo evanescen

mA
t Z’mo 1 - § ~
e &y , 0 gual possul uma extensao coerente, normal, po
- 2, . -
sitiva Gm’ © tal que © ntmero de auto—intersecoes de

w2, 1 W2,m ,I "
gl o, nt’ o'” s min{k-2, nt—Z} Considerando-se a se—

t
qliéncia Ti’m = Ti, obtemos que Ti 40 e que a folha
ATZ possui um ciclo evanegcente g2 gi m’ o qual pos-
m

. ~ “a . 2,1
sui uma extensao coerente, normal, positiva Gi = Gm’ s
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. - FETCT-r2 Py
tal que o numero de auto-intersegoes de gt’ = 84 ,

ﬁi’m < min [k-2, ﬁt~2}. Prosseguindo com este argumento,
ao fim de no mdximo k-2 passos, obteremos uma seqliencia

T =+ 0, tal que para todoc m = 1, a folha A contém

m ’l‘m

um ciclo evanescente satisfazendo as propriedades deseja-
das. Lembrando que em cada passagem podemos sempre substi
tuir o ciclo evanescente que possivelmente nao & diferen-
cidvel num ponto, por um ciclo evanescente diferenciavel

(pelo Lema 1.2), isto conclui a demonstragﬁo do Lema 1l.8.

1.9 — FIM DA DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2 — Suponha gue A,

e . 2
contem um ciclo evanescente posi

tivo £ : st - A . Seja F: [O,ejxsl + M uma extensao

coerente, normal, positiva de fol Pelo Lema 1.8, existe

uma seq#éncia T+ 0, tal que para todo msl, a folha

A, contém um ciclo evanescente positivo g : gt » A o
‘m m

o gqual possui uma extensao coerente, normal, positiva e
simples. Pela Proposicao 1.3, Ag é compacta e ¢ bordo
‘ _ m

de uma componente de Reeb de &, a qual denotamos por

v®, Afirmamos que A, = A, e v o= VL, para m,4 €N
arbitrdrios.

De fato, como para todo m=l, -[g_ & um ciclo

evanescente positivo gue possui extensio coerente simples,

-,
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>

_f

‘segue-se que para P € A, , V¢  contém inteiramente a Or-
m

bita positiva @+(p) do campo normal a ¥, passando por

p em t=0 (veja Lema 1.6). Por outro lado, se ¢ > m,
existe um ponto p = fq (x.) € Ap  tal que & (p) N V49,
v ° 2 +

logo v' n v # ¢. Como os bordos de vV oe vh

sao fo-
lhas de F, v' 2 v8, Pelo Lema 1.6 as folhas de F con

tidas em ipt(VL) s8o difeomorfas a planos e portanto

A = me, que é compacta, nao pode estar contida no inte
m
rior de VL, logo A, =4, e v® = ¥¥, Daf tiramos
m £
B} S - .
que AFr = AO e = ¥V~ para todo m=2l, logo AO e o
m

bordo de uma componente de Reeb de ¥, o gque demonstra o

Teorema 2.

1.10 - Observacdo - No Lema 1.8 ¢ impossivel demonstrar

diretamente que A, = A, para todo
m

mzl, sem usar a compacidade de M. A figura abaixo ilus-
tra um exemplo de uma folheagdo ¥ numa variedade ndo com
pacta de dimensdo 3, onde uma folha Ao contém um ciclo
evanescente f_: [0,11 + A , com £,(0) = £,(1), embora
%o: (0,11 » Ao seja uma curva aberta em ﬁo sem auto—in~
tersegoes. O mesmo.exemﬁlo mostra que as folhas At’ t>0,

nio sso necessariamente difeomorfas a planos.
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Fig., 14

No anel €, consideramos uma sequéncia de sub-
anéis Gn + 3G N AO, nos quais colamos calotas sdlidas
‘abertas Kn’
folheadas trivialmente e as folhas de F interseptam ¢

como na figura. As calotas s6lidas Kn 880

em circulos concentricos, As folhas no interior de A,

sao cilindros ou planos. Dada uma extensSo coerente nor-

L4

mal F de £ o0 leitor deve verificar gque: a) ft. e

o’
homotdpica a constante em A, para t>0. b) Existem se-

qliéncias t =+ 0 e s =0 tais que para todo n2l, A
n

é un plano e Ag ¢ um cilindro. c) Os levantamentos
n .



-188-

~ ~ - . )
fs : S:L - AS s30 curvas simples, mas os levantamentos
n n
~ -~ ~ .
f, = At nio sao curvas simples.
n 7n

§2 - Demonstragaoc do_teorema 1

Seja M uma variedade compacta, sem bordo,
orientdvel, de dimensdo 3, com grupc fundamental finito.
Seja ¥ uma folheagdo em M. Pelo Teorema 2 basta mos-

trar % possui um ciclo evanescente.

Como M & compacta, e (M) é finito existe
uma curva Y@ s 4M e transversal a 3 e n, €N n >0
n
tal que [v1 € ﬁl(M) satisfaz [v1° = 1. Seja arst oM

r'd
1l e o e

il

definida por o(§) = Y(noﬁ). Entao [a]
transversal a . Como & & homotdpica a constante, o
se estende a f: D2 N M podemos supor, sem perda de gene-
ralidade que f & ¢”. Pela construcdo de Haefliger (le-
ma 1.1 Cap. V) f pode ser aproximada por g&: D% + M

g € ¢° satisfazendo as seguintes propriedades:

1

a) g/S- é transversal a J.

. . 2 2
O = E * 3
b) conjunto T ip €D IDEP R™ + Tg(p) F T%(P)M}

é finito, T = {pl,..-,PL}:

¢) Para todo i =1,...,%4, consideremos uma vizinhan

¢a trivializadora U, de g(pi) e uma transver-
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sal & a ¥, contida em U;. Sejam w;: U; *+ & a pro

jecao ao longo das placas de F em U; e V; vizinhanca
2

de p; em D° tal que g(V;) < TU,. Entdo a fungao

T8 Vq 6i e de Morse.

- . ~ l > )
(d) se i#j, g(pi) e g(pj) estao em folhas distin
tas de @&.

- F o * * ” «
Além disso, a folheagio % =g 3 de D° & definida pe-
las drbitas de um campo de vetores Y (Lema 1.2 Cap. V)

cujas singularidades s&o {pl,...,pL}.

As condigoes a), b), c) e d) se traduzem nas

seguintes propriedades de Y@

a’) Y & transversal a DD2. Podemos supor, substi-

tuinde Y por ~Y se necessério,.que Y aponta
‘para dentro de Dz.-
b') O conjunto de singularidades de Y é finito igual
a [pyseeespyl
c’) as singulariaades de Y sao centros ou selas.,

d’) Y nlo possui ligaglo entre selas distintas.

Observemos os seguintes fatos adicionais.

F »
e') Se c & o nlmero de centros e s o nimero de se

las de Y, entdo c-s.= 1. Em particular czl.
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Este fato decorre do teorema do {ndice de Poincaré {(veja
{16]).
Lembremos gue um grafico T de Y é uma figura conexa

formada por selas e ligagGes de selas.

£y se y & uma &rbita ndo singular de Y, entdo
w(y) & uma sela, uma érbita fechada ou um grafi-
co de Y. Analogamente a(y) & uma sela, uma Srbita fe-
chada, um grifico de Y, ou a(y) = ¢ e neste caso Y
proﬁéﬂ‘do bordo de D2. Este fato decorre imediatamente

do teorema de Poincaré-Bendixon.

g') Seja ¥y uma Srbits fechada de Y +tal que g(¥)
é homotdpica a constante na folha Ag(v) de 9,
Neste caso pelo lema de holonomia ¥ ests contida numa
faixa C de 5rbitgs fechadas de Y tal que se y < C &
uma &rbita fechada de Y, entSio g(¥) & homotdpica a
constante em Ag(?)'
h’') Seja T um gréafico de Y. Segue-se de a’) que
I' contém apenss uma sela s € no maximo duas se

paratrizes de s, como numa das figuras abaixo:
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Fig. 15

Consideremos T orientada segundo o campo Y, como na fi-
gura acima. Seja V uma pequena vizinhanca de FT.V-I' &
constitufda de duas ou trés regides, conforme T contenha
uma ou duas separatrizes de g. Seja ¢’ a componente

conexa de V-F, tal que T T’ e ¢’ ndo contém segmen-
tos de separatrizes de s (veja a figura 15). Suponha

que g(f) & homotépica a constante em Ag(r). Neste ca-
30, pelo lema de holonomia, existe uma faixa conexa de Sr-
bitas fechadas C < C’' tal que 20 2T ese yCSC &
uma Srbita fechada de Y, entSo g(¥) ¢é homotdpica a

constante em Ag(y)‘

4 demonstragao de que 3 possui um ciclo evanes
cente consiste em encontrar uma trajetéria periddica ou um
grafico T de Y, +tal que g(T) & uma curva fechada nio

homotdpica a constante em Agkr) e T estd no bordo de
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uma faixa C de drbitas fechadas de Y, C= fy lt €
¢ (0,11} tal que para t >0 g(Yt) & homotdpica a cons
tante em Ag(?). Vamos comegar a procurar T partindo

dos centros de- Y.

Sejam CqyeeyCp OS centros e _Sl""’sk—l as
selas de Y. Para cada 1 =1,...,k, & é tangente a &
em g(c;), sendo a tangéncia do tipo parablica. Segue-se

que existe uma vizinhanca U de ¢j tal que U-{c;} &

constitufda de orbitas fechadas de Y, t € (0,¢),

Y
onde g(yt) & homotdpica a constante em Ag(yt) (veja

figura abaixo).

Fig. 16

Para i = l,...,k, =seja V; © conjunto maximal
conexo que contém c; e & constituido de c; ®© oérbitas
L) .
fechadas de Y homotopicas a constante nas respectivas

folhas. Pela condigdio g') acima V; & aberto (nido va-
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zio) e pela condiggo a') v, © int(DZ). Seja ovi=vi—vi.
Como _Vi nao contém seias bVi é uma curva fechada cone-
xa em D?, oconstitufda de drbitas de Y. Se oV, & cong
titu{da-de.apenas uma. 5?bit&,w1w de Y, entdo y & uma
rbita fechada e g(y) n3o & homotdpica a constante em

Ag(Y)’ como queriamos.

Caso contrério dV; = T, grafico de Y. Temos

1’
duas possibilidades:
I) Existe 1 =1 £ k, tal que g(ri) nao & homotdpi-
ca a constante em Ag(f ). Neste caso estamos fei-
i

: r' L4 .‘ .
tos: g l) & um ciclo evanescente em Ag(ri) ‘

II) Para todo 1 = 1,...,K, g(fi) nao é homotdpica a
constante em A . Como c-s=1, segue-se que
g(Ty)
dois destes graficos, digamos Ty e T, contém a mesma se-

la Sy, COMO numa das figuras abaixo.

Fig. 17

Neste caso, 7V, U7, é homeomorfa a um disco
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fechado ou a dois discos fechados com um ponto em comum,.
Consideremos o grafico T =a(VNV,)=T;UT,. Como g('y) e

g(fz) s8o homotdpicas a constante em um Ag(fl) = Ag(?2)=

Ag(?)’ segue-se que g(T) & homotdpica a constante em
Ag(?)‘ Logo por h’'), existe waa vizinhanga U de T
tal que U-T' & constituf{da de drbitas fechadas de ¥, ho
motépicas a constante nas respectivas folhas.

Sejam f%,...,fil onde ki = k/2, todos os grd

ficos de Y que s8o bordos de regioes da forma ?i U vj

como acima. Para cada 1 = 1,...,k1, seja Vi 0 cOonexo

1ol
i

maximal que contém f% e tal que Vj

& constituido
de centros e Srbitas fechadas de Y, homotdpicas a cons-
tante nas respectivas folhas. Por g, V} é aberto e por
a’), ;E c int(D?) para todo i = Iyeeeskqs Além disso

1

bVi é uma curva fechada em D2 constitufda de Srbitas de

Y. Como antes temos duas possibilidades:

I,) Existe 1 %1 sk tal que g(dv;) nfo & homotd-
pica a constante em Ag(ov ) Neste caso estamos

feitos: (bV ) é um ciclo evanescente em A (bV Y.

I1) Para todo i = 1,...,kq, g(bvi) ndo é homotdpica a

é
. 1 . ,
constante em Ag(bvi)' Neste caso bVi ¢ um grafi-
co para todo i = l,...,k;. Como c-s = 1, pelo menos

dois dos DV% , digamos bVi e bV%, contém a mesma
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sela.

Fig. 18

;g). Claramente fi é um gra

ficode Y e g(?%) ¢ homotdpica a constante em A

Seja ri = (Vi U

g(t3)

Se k, € o nimero de graficos como acima, temos evidente-
mente 1 s k, = k,/2. Além disso T% possui uma vizinhan
ca U tal que U—fi ¢ constitufda de Srbitas fechadas de

Y homotdpicas a constante nas respectivas folhas.

Sejam r%,...,rﬁz ~os graficos de Y tais que

f% = b(;§ U ;g), onde V% U Vi é conexo. Para cada

i=1,000,k,, seja Vi o conexo maximal contendo ?% e
tal que V? - f? é constituido de centros, Orbitas fecha-
daé homotépicas a constante em suas respéctivas folhas e
graficos da P%. Como anteriormente temos duas posgsibili-

dades:
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I Para algun 1 = 1,...,k,, g(ovf) nio é homoto-

5)
. 2
pica a constante em Ag(bvi)‘ Neste caso g(bVi)

e um ciclo evanescente em Ag(bvi)‘

II,) Para todo i = 1,...,ky, g(ov2) & homotdpica a

)

constante em Ag(hV?)' Neste caso, prosseguindo
indutivamente com o argumento acima, obteremos ao fim de
um ntmero finito de passos uma orbita fechada ou gréfico

' de Y, tal que g(T) ¢ um ciclo evanescente em ATy

Isto porque a cada passagem do argumento indutivo, o nume—

o J z
0o kj' de regioes Vi, e tal que kj s kj-l/z e se

cairmos na hipdtese. IIj podemos passar para o estégio

3+1 da indugao.

Para finalizar a demonstragao do Teorema 1, res-
ta analisar o caso em que % nfo é transversalmente orien
tivel., Neste caso definiremos um recobrimento duplo
m: M+ M tal que 3= n*(ﬁ) & transversalmente orienta-
vel,

Seja m um campo de linhas de classe c”, trans
versai a ¥. Coloquemos M = {(p,v) € TM|v € n, e
v =1} e n(p,v) =p. Como em cada p € M temos dois
vetores com norma 1 em 1M, Segue-se que T: MM é

D
um recobrimento duplo., Como ¥ nao é transversalmente
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I d

- e -’ -’ *
orientavel, segue-ge que M e conexa. Alem disgso F e
transversalmente orientdvel, sendo X(p,v) = (v,0) um

*
campo transversal a &, onde v € np e “v“ = 1. Por

[

outro lado como M & um recobrimentd,duplo de M, segue-se
que M & compacta e tem grupo fundaﬁéhtél finito. Pela
primeira parte da demoﬁstragao_ 3* possul uma compecnente
de Reeb R*. Seja R'= n(R*).. Como m leva folhas de

3* em folhas de ¥, segue-se que R é invariante por

F. Além disso, como M ¢é orientdvel, R tem que ser di-

feomorfa a um toro sélido, logo R & uma componente de

Reeb de &,

EXERCTCTOS.

2

1. Seja m: R + N um recobrimento nao trivial, isto é,

N fIRZ. Mostre que existe uma aplicagao de recobri-

2 4 R® tal que oK # identidade para todo

mento f£: R
k # O.
Sugestdo - Considere uma curva fechada simples ¥ em N,

nao homotdpica a constante em N. Seja

2 2

: R #R° a aplica¢ao de recobrimento relativa a Y. Se
¥ & um levantamento de ¥, mostre que ‘§*f(;)*...*fk(§)

é uma curva simples, a nao ser que f = identidade.

2. Seja M uma variedade compacta, sem bordo, com grupo
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fundamental finito. DMostre que toda folheag@o em M
possui uma folha F, difeomorfa a um toro ou a uma
garrafa de Klein. Mostre que M~F possui duas compo—

nentes conexas.

a) Defina "componente de Reeb, njo orientdvel"
b) Se @ & uma folheacdo de uma variedade compacta
com grupo fundamental finito, mostre que ¥ possuil

uma componente de Reeb (orientdvel ou ndo).

Seja M uma variedade compacta de dimensdo 3, sem

bordo, com grupo fundamental finito. Se X é um cam-
po de vetores em M, sem-singularidades e transversal
a uma folheagio, entdo X possui Srbitas nao periddi-
cas e pelo menos uma érbita periddica. Mostre que nao
existe folheaclo transversal & fibragdo de Hopf (veja

exercicio do Capitulo IV).

Seja ¥ uma folheagao em p2xst  tal que b(DaxSl)zT2
& a (mica folha compacta de %. Mostre que 3 & to-
pologicamente equivalente a folheagao de Reeb usual em

p2xst.

De exemplo de uma folheacdo em 83 que possui uma com
ponente de Reeb R tal que SB-R nao ¢ homeomorfa a

um toro sdlido.

Seja ¥ uma folheagio de condimensao um em RO. Se
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¥ possui uma folha compacta, entdo & possui uma com

ponente de Reeb.

Sugestao ~ A folha'compacta limita uma sub-variedade com

borde do IRB.

8. B8eja ¥ uma folheagao de codimens3o um em 83. Mostre

que # pogsui pelo menos duas componentes de Reeb
(possivelmente duas com o mesmo bordo).

Sugestdo - Seja R uma componente de Reeb de 3F. Mostre
gque existe uma curva fechada transversal a ¥

contida no interior de R. HA uma passagem delicada no

exercicio: Mostrar que existe um ciclo evanescente nao

contido em R,
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cAPITULO VII

ACDES DO GRUPO RZ

§1. Propriedades Elementares.

Neste Capf{tulo M denota uma variedade diferen-

.’ w
cidvel de classe C .

Uma agdo do grupo R% de classe ¥ em M é
uma aplicagao 3 RZ2 x M + M de classe ck que satisfaz

as duas condigbes seguintes:

(1) «(0,x) =x . para todo X EM

(2) o(rq, Fp(rz,x)) = =P(r1+r2,x) para todo T1,T5 eR?

e x €M,

Para qualquer r ¢ R% a aplicagdo P.3 M + M dada por
cPr(x) = g(r,x} & por (1) e (2) um difeomorfismo de
classe c¥ cuja inversa & P_pe

Recipfoéamente, uma aplicagdo ¢: BREx M + M & uma agio se
p:'R2 + piff (M), p(r) = L. & um homomorfismo de R® 1o

grupo de difeomorfismos ¢¥ de M.

Consideremos dois elementos ©q,T5 eR® - {ol,

rq fr,R. Os subgrupos a um parametro G; = {trilt ER]}
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ol
RS

189rades peBradasepor dafen efinem, fluxos : RxM-M,
gsepoy d9tendp f

2

tﬁp‘('i:‘" o)X Ls tp(ﬂievm)a a d)amlﬁ@tﬁvj‘@c@{matlva.dade de R, te-

mos
: ?1(5(‘-.52-) . C,Cpl()sﬁp WK e Jey (‘U )0t %Q@, %)h1para qualquer
TeoshMeR, x em

i‘-Sg?j a® Kggﬂgi deovedmpesdemvetiorgs rem gl v ,defini do por

X (x) = %Xil(kﬁl,x)'%cgi.(#,ﬂlt:o .
vE g 'C%ﬁi:ﬁ‘élﬁoi%@ituﬁhl;}{gme: X j9&od 50,0 Se e somente se
10 £ buf iritiedel € spetis feddn para sodo. € M, s=s(x),
k) qpde 'E’GB@PS d%ﬁiéﬂfémhmss Qﬁsmim'q;m @sgl:aa bem definidos. Em
Jlar’p&etl%léﬁ‘ cumpattad comapackhdch ootk {Podem ser tomados

w lam&rn@t'nt':f‘“t:J:'ar'j.ammen‘l;t:‘-.' .
ACA0) Y51 Fo 888 qite EaRgadassncﬁeIi% caggecia a campo X .(x)=

ter, gg)%%f:@(t' é, 5&19411;?__31:1cégﬁmalaﬂtl&%‘;a@o&iél?ér « Com efeito,
G Tyt $o ;glrltemcwz r,, ‘temos

(“11"1-—*' F5EL bl | g g m 23?-3?)01',;&?1, gg@(t Tgy; P(t0,T5, %)) o=
ey ) 0.

De fato est@épﬁé'b@ﬁ@t&m@w%%np%iﬁ‘&@%a%?m a derivada .
10rfig5onohom@pEemde Pinidoima definido.

A orbita de ymipppte dm @m 0 X EMo(pela acdo @) & o
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.isubconjunto @x(cp) = {o(r,x) € MIr-E.RZ}. Eqpivalenfemen—
te 6 (9) = {cpl(t,mz(s,x))ls,t €R}. 4Assim se Xy (x), -
X,(x)  sdo linearmente independentes entdo ©_(#) tem di

mensSo dois. Por outro lado se alguma combinagdo linear

le(x) + BXZ(X) = 0, entdo GXl(y) + szﬁy) = 0 para qual

It

quer vy € @x(tp). Por exemplo se & =1 e B=0 (BX(?)
coincide com a trajetoria do campo X2 por x, logo ela
terd dimensao = 1.

0 grupo de isotropia de x € M (pela aglo ®) & o subgrupo

de R® definido como Gx(m) = {r GIR2|¢(r,x) x}. & evi
dente gue G (%) & fechado em RZ.

2

A aplicagio Y¥: R » M dada por ¥(r) = #(r,x) induz a

aplicagdo T:IRZ/G (9) ~* Ms ¥(F) = ¥(r) onde T =r +

+ Gx(m) é a classe de equivaléncia_de‘ r. Como ry-r, €
€ Gx(w) se e somente se w(rl,x)=Y(rl)=Y(r2)=w(r2,x) con~
cluimos que ¥ estd bem definida e é injetiva. Pode-se

. demonstrar ainda que :R2/G () tem estrutura diferencid-

vel e ¥ possui derivada injetiva. (ver exercicios 2 e

3).

0 tipeo topolégico das érbitas de ¢ pode ser entao deteb-

minado classificando os subgrupos fechados de ZR2.

2

1.1 - LEMA., Todo subgrupo fechado de R- ¢é isomorfo a um
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dos seguintes: R?, .ReZ, R, Z® Z, Z, (0}.

2 um subgrupo fechado. Distin-

Demonstracdo: Seja G <R

guimos dois casos:

(1) ¢ possui_ﬁontos de acumulacio

7

(2) G.-é discreto.

Consideremos o] casé (1): Suponhamos primeiro que para qual

quer segfiencia infinita (x,)s x, €G, x, *0, existe

8, €R e N tal que em coordenadas polares x, = (rn,eo)
para nzN. Mostremos que G @ xy R. Com efeito, dado >0
arbitrariamente pequeno e y € xNZR, existe N tal que
T, ;-[xn| < ¢ para todo n = N’ .- Entdo existe inteiro

m >0 tal que o segmento (r,§ ), (m-1) £ r £ mr
< 0 N N

‘contém vy ‘e mx , n > N'. Logo |mxrl- vl < e e como

¢ & fechado concluimos que y € G.

Temos duels possibilidades. Ou G = xyR *R ou G#xyR.
Neste caso existe X € G - xy R com |X| minimo. Se x#0
em%_G=%R+EZ%ReZ..

Por outro lado se existe uma sequéncia (x,)y x, =

= (rn,en) €G, r, »0, tal que para infinitos n os 9

sao diferentes, mostraremos que G & denso em IRZ.

Tomando eventualmente subseqliéncias, podemos assumir que

-,
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1}1{;2 4, = 6, exisfe., DdddE&- eDados ec z B (B, 95),.: (9?3}2 :

r, 20 e 8, -+ 8, ce¥idge BXistal gye sel Buz D entdo

an—eo| <€ e 'li.n] z eyEnL <F§{c§ndo—Eexanda_§%, 3,Legg':isfrl’t‘@
m €Z tal que {m, 1 —-i@‘r] ® e rk teste 3805+ ~

mnx:l -z -’.O‘, logo - 2 legr & portantoarnates aRg's;-:?;:_: o

= {(r, 80) |.r e R} € ¢ R a §€@b§miﬁq{§)ﬂcié co:nsti"tulﬁ@@
de angulos distintod foddifics Pesemar wnarmeqlgncia iy, =
‘= X, - ka =-(sn{wg)(@nG?n)téleuetaEnqnem,knsﬂ + 0 e

9, 7 8, £ 9 0" Pelo ‘mesfiéCaFgtmentogantarboynaere ta JL’%@IEG-.
Como G contém duas ,l ?‘fﬁa‘%ﬁiﬁﬁépénﬁgﬂdspsndeﬂﬁgsg Ral, te-

mos que G = RZ. . '

Suponhamos HEoHe @eord ¢ud 0k £ fipcreto. Se

2

existe x €RZ tal que-iG Bix Z' =entho olegamente € ~Z.

Caso contrério, seja xy = (Fy, ¥y X'ICJ_.,;C?;l Yte£l mue:, |xi| =

inf(lxll | x € G-0} e 2-—5{2 € Gx, tal queall @L =

inf{lx| | x € G-x; R}. ;Mbétréhiostqaa&oqusaexlg__Z + X, Z*

~Z ®Z . Para isto é sufiéiertécpenvarpguespo-paralelo-

gramo de vertices O, Xq," X %X}» X5y -xz-xe,ngg exﬂgtem outros
elementos de G. Com efeitoj mioterifngtdvide vértices O,
Xys X nfo existem oubros'élemertbemEnt® qeeln definicao

de %, e X, e se existisse Uigse ¢ g 1o gtrigngulo x4,



| KRy By emtzEm EoyhEy - estaria Wii%m@ml@. @y Koy
Ko

Deste lems obtenos que as Crbitas de uma aghe de
]ﬁz gao irerstes de algums das segmmmﬂm& warﬁ%@&@%%t E@ﬁ@@
s, B, sxsl, slx®, 2.
EXIVEMPLO 1 — Seda DPxST = (x,y) €R2x RE|E + 2 =1,

y% + y% = 1}. Consideremos os campog de ve=

tores

X%y, %557) = (p{r)xy - Bx,) S%I'+ (Bz) + plr)ny) g

Y570 9757) = ~0% =+ 0%y Tem=Vp Tym * V1 B 0
1 9% A4 Y2

x4} - o' g!

LU

Fig. 1

onde r = Jx§+x§ e p{r) & uma funcdo C° ndo negati=

n
va tal que p(r) =0 se e s6 se r=l, -d—% (1) = 0 para
- dr

todo nxl, e p(r) =1 para r numa vizinhanga de zero,
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Fig. 2

£ fdcil ver que [X,Y] = 0, logo eles definem uma agao
¢® de RZ 2yst. 88 nd duas Srbitas compactas. Elas

1y

em D

s8o {0}xst e 3(D°xSt). No caso em que o & um nimero

irracional, todas as outras drbitas saoc planos densos em

' szsl.. Quando & é racional elas sao cilindros mergulha-

dos.

Foiua
,
TIFICA

gl

Figs 3

Tomando duas c¢bpias de D2XS1 ‘e identificando-as ao longo

_do bordo b(D XS ) = S xgT por'meio de um difeomorfismo
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que envia paralelos de um em meridianocs do outro e vice-
versa, obtemos exemplos de agl0es de IR2 em 83 emn gue as

6rbitas de dimens3o < 2 s3o dois circulos entrelagados.

Outros exemplos de agdes podem ser ohtidos toman
do & suspensdo de uma agio ©: Z © Z - Dif(Sl). Como vi-
. mos no Capitulo IV estas sfo agles localmente livres de

R2, isto &, a dimensdo de qualquer drbita € dois.

§2. O Teorema do posto de SB.

Mostraremos neste pardgrafo que é impossivel de-
finir agles localmente livres de R em S°.
Un resultado importante na diregio desse teorema ¢ a se-

guinte proposicfo.,

2.1 — PROPOSIGAO ([171)- Sejam X e Y campos de vetores

2

comutativos em D xSl tais que

nos pontos de (D xS eles gao linearmente independen—
tes e tangentes a (D xsl). Existe um ponto em D°xST
onde X e Y sH#o linearmente dependentes.

Deuwonstragdo: Seja @: RZx(DZxsl) + pPxst & agao induzida

”

ror X e Y, Por hipdtese (D°xsl) & uma
érbita de 9, logo existem ry, T, ¢R® - {01, ry £ r, R,

tal que o grupo de isotropia de oD°xSL & TVZ+r,Z .
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Demonstracao: Primeiro observemos gue se existisse uma ex

tensio (el(x), ez(x))xe p2 de campos li-
nearmente independentes, ent8b também terfamos uma extensfo

por campos ortonormais. De fato, se fz(x) = ez(x) -

_ _ _ eq(x)’ _

~ Leg(x), ey(x)) e1(x) e e (x) = IelT)l y eylx) =
£, (x) _ _

= wefesemee 0 par (el(x), ez(x)) seria um sistema orto-
|f2(x)l

normal.,

Para demonstrar o lema, basta entac mostrar gue nido exis-

tem extensGes ortonormais do par (eq(x), ez(x)xe D2

Seja V2 3 0 espago dog pares ordenados de vetores orto-
?

normais de R°. O conjunto (el(x), e2(x))xgsz2 pode

2

ser entendido como um caminho a: dD° -+ ¥V a(x) =

2,3
(e (x), ey{x)). £ suficiente entdo mostrar que o nao

€ homotdpico a um ponto.

Para provar igto identificamos V2 3 com o espago projeti.
. L
vo real PSGR) de dimensdo trés da maneira seguinte. A

cada (fl’fz) € V2,3 assoclamos um vetor w = w(fl,fz) €

¢ B(0,m) €R> da bola de centro O €R> e.raio ® defi-
nido agsim: A matriz cujas colunas sao £1, £, %5, é

ortogonal e representa uma rotagio positiva de angulo |w]
tendo como eixo o vetor w. Como a rotagio positiva de ei

X0 w e angulo T ¢ igual a rotagdo positiva de eixo -w
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e Angulo -1 esta correspondéncia passa a ser bem defini-
da e um homeomorfismo quando os pontos antipodas de

»B(0,m) sdo identificados.

0 caminho & representa um caminho de rotagoes de angulos

que vBo deste -m até T com eixo ng. Logo (ol & um
3

elemento ndo nulo de Ty (PBGR))'

Fig. 5

DEFINICXO 1 ~ O posto de uma variedade é o nimero maximo
de campos de vetores comutativos linearmente
independentes Que a variedade admite. Este conceito foi

introduzido por J. Milnor.

2.3 - TEOREMA - (E.Lima [171). Toda Variedade compacta de
dimensdo trés com grupo
fundamental finito tem posto um. Por exemplo 83 tem pos

to um.
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Demonstracdo: Como & bem conhecido, toda variedade de di-
mensao {mpar tem caracterfistica de Euler
zero., Logo admite um campo de vetores sem singularidades
e seu posto é = 1.
Procedendo por absurdo, suponhamos gue existe uma agdo lo-
calmente livre de RZ em alguma variedade compacta de di-
mensao trés,_com grupo fundamental finito. Pelo teorems
de Novikov, existird uma Jdrbita compacta limitando um toro
sélido mergulhado,onde estdo definidos dois campos comuta-—
tivos linearmente independentes, o que ¢ impossivel pela
proposicao 2.1,

83, Teorema de Poincaré-Bendixson para agoes de R?,

~ . , .
Uma das versoes do teorema de Poincare-Bendixson

para um fluxo & na esfera @

ol no plano, diz que todo
conjunto minimal de & & uma Orbita.
Nesta segao generalizamos este teorema para agoes local-

2  em variedades de dimensSo trés., Uma

mente livres de R
versao mais geral envolvendo Srbitas de dimensao < 2 se
encontra em [2].

Seja ¢z R2

xM + M uma agdo. Um subconjunto de
M & dito invariante (por ©) se ele & unifo de Srbitas
de 9.

Um conjunto minimal de ¢ ¢é um subconjunto
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g & M que & invariante, fechado, ndo vazio e tal que ne-
nhum subconjunto propriamente contido em ¢ possul essas

trés propriedades.

24M » M uma agBo localmente li-

3.1 TECREMA - Seja ¢: R
vre numa variedade simplesmente conexa
ndo compacta de dimensdo trés. Entdo qualquer conjunto mi

nimal de ¢ & uma orbita.

Demonstracio: Dado p € M definimos b®p(w):= F\@p(¢5—Kn
n=1
onde K “K .4 € @p(w) sao vizinhangas com
pactas de p e UEK_ = 0 (). £ claro que 6 (v) =
n=1 % p ' P

= 6 U »6 i

p(ca) p(cp)
Seja agora @ © M um conjunto minimal de ¢ e P € d.
Procedendo por absurdo suponhamos que ¢ # @p(w). Como
¢ minimal temos que ¢ = @p(w). Logo b®p(¢) & ndo vazio
e por ser fechado e invariante b@p(w) = g. Isto signifi-
ca que se U ® p & uma vizinhanga coordenada da folheagao
F(p) induzida por ®, a oOrbita @p(w) deixa como inter-

secao com U infinitas placas, sende cada uma delas acu-

mulagao de placas em @p(m).



-213-

Fig. 6

Dai segue-se que existe um caminho fechado a: st am pas

sando por p e transversal as folhas de ¥(®).

Como M & simplesmente conexa o se estende a uma apli-

2

cagao A: D + M em posigao geral com as folhas de #(g).

~ *
A folheacao A F(¢p) de e possuil singularidades todas

do tipo centro ou sela. Além disso ela é transversal ao

bordo. Seja g € dD° +tal que A(q) = p.

Fig. 7
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Modificando ligeiramente A se necesgario, podemos assu-
mir que o ponto g nio estd contido numa separatriz de sg
la. Existira entgo no conjunto limite do pontoc q um ci-
clo limite Y: Sl+ D2, induzindo uma curva Y: Sl + M,

Y = Aoy, ?(Sl) < @ (m) C 4 com holonomia nao trivial.

Logo ©, (p) & homeomorfa a RxST ou stxsl. como

6, (@) #u, ©6_(®») nio pode ser um toro. Conseglientemen
o

te 6 (9) & um cilindro imerso com 06 (@) = 6 ().
%o %o %o

Mostraremos a seguir gque isto é‘imposs{vel.

. 52 €
Como Gx(w) # 0 existem rq, T, €R", Ty Rr,,

tais que a 6rbita T do fluxo ml(t,xo) = w(trl,xo) & pe
riddica de periodo t, e as Srbitas de mz(t,x)==m(tr2,x)
para x € ' sHo transversais a [. Como @, & @, S80 €O
mutatlvos, para todo x € 6 (v), a Srbita de @; por x

é perlodlca de perlodo to.

Seja € um cilindro de dimens&o dois mergulhado
em M, transversal as Orbitas da aglo ¢ com F<C, Mostra
remos a seguir que arbitrariamente proximo de T, existe

!
um cfrculo TV < 6, N C talque 0T =¢ e T'UT é
o

o bordo de um cilindro fechado B & 6 ().
0

Seja V uma vizinhanga cilindrica de T em G,

" tal que as drbitas de 9, sfio transversais a V. Se ¢€>0
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é pequeno, o conjunto Ve = luy(t,x)|-e <t < e, x€V]

€ uma vizinhanga de T em M e as drbitas de w, em V_
definem uma projegdo m: V_ =+ V. Como T & uma Srbita pe
riddica de ©; com periodo t, e T ©V,, existe uma vi

zinhanga U <V,  de T +tal que para todo x € U,

v, (t,x) € vV, para [t]| < 2t . Como b@xo(m) > @Xo(m),

existem sequéncias x, €T e s €R, onde ls | =+ =,
tais que mz(sn,xn) + x, € U. Se n for suficientemente
grande, y = ®,(s,,x,) € UN @xo(m), logo wq(t,y, )€V,

para’ |t} <2t e como a drbita 6, de ® por y,
tem periodo t,» temos que & <V.. Se T, =‘n(®n), é
¢laro que fn <6, () NC e Tn NT = ¢, Por outro la-
o
do se d & a distancia intr{nseca de 6, (®), a(F,0 o=,
0

logo T UL & o bordo de um cilindro B_ < 6_ (), 3&
n n X,

que d(F ,6 ) & limitada, pois 6, € le,(t,x)[x €T,

|t] < e}. Isto prova o que querfamos .
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Seja An c ¢ o anel limitado por T e fn.

i == U .
Como Pn + T, existe nj tal que Ano n Bno T fno

Temos entao que T = An U Bn & um toro topolégico mer-—

gulhado em M,

Fig. 9

como M & simplesmente conexa, T ¢& o bordo de
um aberto limitado W &M (veja [61). Seja X o campo
de vetores dado por X(x) = %% wé(t,x)|t=o. Temos que X

& tangente a T nos pontos de Bn e X & transversal a
o

T nos pontos de Ano' Podemos supor que para todo xEAn ’
0

X(x) aponta para dentro de W. Isto implica gque toda or—

bita de %, ao penetrar em W ndo sail mais em tempos po-
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sitivos, logo @xo n Ano = fno U T, absurdo.

Observagao. O teorema acima pode ser usado para demonstrar
por absurdo o teorema do posto de 83, se ob-

. F ~ . ~ .
servarmos que a hipotese de nao compacidade nao fol usada

na demonstragao.

Com efeito, como s? & compacta, toda acio @: RZxg7+g7
possui um conjunto minimal g (este fato sera demonstrado
no préximo capftulo). Se % & localmente livre, u te-

ria que ser uma orbita compacta. Logo g & difeomorfo a

um toro Slxsl. Usando o teorema de Alexander (Proc.Nat.

Acad.Sci. (1924) pp 6-8) .segundo o qual para qualquer to-
g3

ro mergulhado u, uma das componentes conexas de - W

& um toro sdlido, caimos de novo na proposig¢ao 2.1 o que
leva a um absurde. BEsta demonstracgao do teorema do posto
foi apresentada em [17], quando o teorema de Novikov
ndo tinha ainda sido demonstrado.

Um problema ainda em aberto relativo ao posto

das variedades é o de determinar o-postb de 82n+1.

£ bem conhecido que ndo txistem campos de planos de dimen-

s30 dois em S° ([311). Por outro lado se dedconhece a

2

existéncia de ag¢les localmente®livres de R" em s?.

Fm [25]7 H. Rosenberg, R. Roussarie, D. Weil
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mostraram o seguinte resultado: Uma variedade compacta
. - o~ . ¢
orientavel de dimensdoc trés tem posto dois se e so se ela

é um fibrado sobre sl com fibra T2,

exercfcIos.

1. Em R® considere a estrutura de grupo aditivo. Seja
G cR® um sub—grupo fechado. Mostre que G & isomeor

k

fo a JRXZL, onde O = k,b=n e k+tt=n.’

Sugestéio - Considere primeiro o caso em que G & discre-
to, Se G ndo & discreto mostre que G con-

£ém um subespaco de dimensdo um do RS,

2., Seja G um sub-grupo fechado do R™. Considere ~ ‘a
relagho de equivaléncia em R"™ definida por r ~ 1’
se e somente se r-r' € G. Denotemos a classe de equi-
valéncia de r por T.

a) Mostre que no espaco quociente RZ/G pode ser in—
. troduzida uma estrutura de variedade diferencidvel
tal que a aplicacdo (T, ¥ ) € R"/¢ x R®/G =
+ (7 + ) ERYG & de classe C . Se
7: R® +R™/¢ & a projegdo da relagio de equivalén-
cia, mostre que m ¢é uma submersdo de classe c”.

b) Suponha que G ¢é isomorfo a RY x z%. Mostre que

RY/G & difeomorfo a RUE x (sD)Y .
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Seja ®: R™XM » M uma agio de classe c’. Sejam G,
o grupo de isotropia-de x €M e 6{(x) a érbita de
x. Defina ?:]Rn/Gx + 6{x) por ?(F).=‘¢(r,x). Mos~
tre que Y estd bem definida e é uma imers3o biunivo-

Ca.

Mostre que todas as Sdrbitas de uma agd8o localmente li-
vre de ZR2 em IR3 sdo planos. Conclua gque todas as
drbitas s3o sub-conjuntos fechados de LRB e em parti-

cular sao megulhadas.

Dé exemplo de uma agac localmente livre de R em R’

que ndoc é topologicamente equivalente 3 agdo produto:

Cp((s,t), (x,y,z)) = (.’)C+S, y+t, z) .

AgOes linearmente induzidas em g™, Sejam A e B ma-
trizes comutativas (n+1)x(n+l).

a) Mostre que os campos lineares definidos em R

por A e B induzem a agdo de B% em R cuja
expressio € a seguinte

"\Q(S , 't,X) - eSA-l—tB.x

. A . N
Denotamos por ¢ a exponencial da matriz Z.

b) Defina X(x) = Aex - { x,A.x)x e Y(x)=B.x -

- {x,B.x’x, onde ¢,) é o produto interno usual

Rn+1

em . Mostre que X e Y sao comutativos e
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se x € s = {x e R™|{x,x) = 1} entlo X(x) e
Y(x) sHo tangentes a s?. Conclua que X e Y in-

2

duzem uma acao ¥ de R™ em sm.

p 4
¢c) Seja ﬂ:ZRn+l - {0} + 8" definida por m(x) = E_H'
.x—

Mostre que a oOrbita de ¥ por x € s™ & dada pela

expressao

¥(s,t,x) = ﬂ(esA+tB.x)

d) Mostre que a condicgao necessaria e suficiente para
que a agio ¥ degenere numa agao de R & que A,
B e I sejam linearmente dependentes, onde 1 € a

matriz identidade (n+1)x(n+l).

e) Suponha que A, B e I nao sao linearmente dependen
tes e gque todos os auto-valores de A e de B sao
distintos. Para n =.2 e 3 determine o tipo topo-
18gico das orbitas de ¥ de acordo com as formas

canbnicas de A e B.

7. Mostre que dois campos comutativos guaisquer, XelY,

em & possuem. uma singularidade comum (E.L.Lima).

Sugestao - Como x(SZ) # 0, existe uma singularidade de

X, de ¥X. Pela comutatividade, todo ponto neo

fecho de &rbita de Y por x_ & uma singularidade de X.

o
Aplique o teorema de Poincaré-Bendixson.
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8. Sejam X um campo de vetores em 82 e f: 8

difeomorfismo que satisfaz
foXt = XtOf, t €R,

» 4 s Id
Mostre que X possul uma singularidade que e ao mesmo

tempo ponto periddico de f£.
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caPfTULO VIII

CONJUNTOS MINIMAIS DE FOLHEAGUES

Seja & uma folheagdo de uma variedade M. Um
subconjunto @ ©M & chamado minimal se é fechado, in-
variante, nao vazio e tal gue nenhum subconjunto proprio

de u tem essas trés propriedades.

Exemplos de conjuntos minimais sao as folhas compactas de
3. £ facil ver que sempre existem conjuntos minimais quan

do M & compacta.

No caso em que a codimens3io de ¥ & um, mostra-
remos que os conjuntos minimais podem ser de trés tipos:
(1) @ & uma folha fechada, (2) w =M, ou (3) u &,
localmente, o produto de um subconjunto de cantor da reta
por um disco de codimensSo um. Estes Ultimos sao chamados

minimais nao triviais ou minimais excepc¢iohais.

Por exemplo quando M = TZ, todas as folhas dos

fluxos racionais sdo compactas e no caso dos fluxos irra-

- > L4 - . -
cionais o tnico minimal € T,

. e, . a ~
Poincaréd introduziu o conceito de nimero de rotagdo de um
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difeomorfismo £ de Sl, mostrande que este nlmero & ra—
cional se e s0 se f possui pontos periddicos. Este teo-
rema pode ser interpretado em termo de folheacgdes da manei
ra seguinte. -Uma folheagao ¥ de T2 nao possui folhas
compactas se e s se ela é equivalente a uma suspensio de
um difeomorfismo de S' com nimero de rotagio irracional.
Poincaré conjecturou que neste caso toda folha de & &
densa. Observamos que Poincaré considerou somente difeo-—
mordismos analfticos.

Em 1916, Bohl ([1] observou (sem construir) que

2 com minimais

existiam exemplos de folheacBes C° de T
excepcionais, Em 1924 Kneser ([10] construiu exemplos de
tais folheagles.

Em 1932 A. Denjoy ([31) ‘construiu exemplos de

2

folheac¢des de classe C; em T com todos os minimais ex

cepcionais. Além disso mostrou o seguinte.

TEOREMA (Denjoy). Seja X um campo de vetores em T2, de
classe 02,_sem singularidades e sem dr
bitas fechadas. Entdo o fluxo de X é topologicamente

equivalente a um fluxo irracional de T?.

Na realidade Denjoy provou este teorema na situa
¢80 um pouco mais geral em que a derivada de X €& de vari

agdo limitada. Uma boa exposi¢io deste teorema pode ser
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encontrada em M.M. Peixoto (T211).

Em 1963 o teorema acima fol generalizado por

A.J. Schwartz da maneira seguinte:

TEOREMA (Schwartz [281). Sejam M uma variedade compacta
de dimensao dols e X ' um campo
de vetores de classe ¢ em M. Se @ € um minimal de
X, .entio u ¢& uma Orbita compacta de X ou w =M., Neg
2

te Gltimo caso M = T° e X ¢ topologicamente equivalen-—

te a um fluxo irracional.

Tstes resultados motivaram O estudo dos conjun-
tos minimais de folheagoes de codimensao unf em variedades
de dimensao = 3.

Em 1964 Sacksteder ([26]) demonstrou que existem

folheacoes de classe ¢” e codimens3o um de szsl pos-—
suindo minimais excepcionais. Aqul V2 denota a varieda-—

. ’ .
de compacta orientdvel de género dois.

A1dm disso Sacksteder generalizou o teorema de

Schwartz da maneira seguinte:

TEOREMA (Sacksteder [271). Seja & uma folheacdo de co—
dimensao um e classe c? numa
variedade coﬁpactarsem bordo M. Suponha que 3 possul

um minimal excepcional w. Ent8o existe uma folha F de
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¥ contida em u a qual possuli um elemento da holonomia

que é hiperbdlica.

Esta afirmacao significa o seguinte., Existe um
elemento ndo trivial [yl € m (F) tal que se T © £ sao
segmentos transversais a ¥ com E'N y = {p} e esta defi
nida a transformacdo de holonomia relativa a [y], f: T'-%
entdo |Df(p)| # 1. Isto implica em particular que p &
um ponto fixo atrator ou repulsor de £, ou seja existe
uma vizinhanga U de p em I tal que para todo q €U
temos que fn(q) estd definido para todo nz0 (ou n=0)

e lim f7(q) = p (ou lim (q) = p).
n-e n-

Neste cap{tulc mostraremos o exemplo de

Sacksteder e num dos apendices o exemplo de Denjoy.

§1. Estrutura transversal de uma folheagfo

Como sdbemos as folhas de uma folheacao sao sub-
variedades imersas. Um dado importante, em muitos proble-
mas da teoria de folheagles, € o conhecimento de como as
folhas est3o imersas no ambiente. Neste paragrafo faremos

um estudo geral deste problema,

Seja F uma folha de folheacdao & de codimen-

sao k e classe Cr, definida em uma variedade M. Da-—
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dos Dy, P, € F, consideremos um caminho ¥ em F li-
gando P, & Dy SeJjam 21 e 22 disgogiabertos de dimen-—
sdo k mergulhados em M, tais que pi'.E (i =1,2) e
estd definida uma transformagfio de holonomia h:i I; = I,
relativa ao caminho y. Podemos supor sem perda de gene-
ralidade que h(El) = . E fdcil ver que h(Z; 0 F) =

£, N F e portanto T, OF é homeomorfo a I, N F. Infor

malmente podemos dizer que a "estrutura transversal' de

uma folha é uniforme.

Por exemplo, suponhamos que Z; N F contém um
abertc U de 2‘.1. Segue~se da construgﬁo acima que

I, NF contém o aberto h{(U) < 5.

Seja w: VEM +R® uma carta local de classe

r

C° que trivializa ¥, onde Py € V., Podemos supor que

:p(}_.‘l) & o plano de dimensdo k do R™ definido pelas

~ ~1.* .
equagles X . q = ... =X, =0 e (s l) (3/V) € a folhea-
L m
gao por planos do R dada por Xy = CpgseesXp = Cps OB~

de CpseeesCy s30 constantes reais. Seja m RT +R" a

projegao n(xl,...,xm) = (XyyeeesX ,0,...,0). A folheagao
—1% . -

(% 1) (%/v) estd definida pelos planos 1(0). Temos en

tEg que (F N V)= '!T_l(tP(F n El)), logo F N V ¢é homeo-

morfo ao produto Rm‘kx(F n El). Este argumento independe

da secao transversal tomada. Podemos entdo enunciar a se-—
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guinte:

1.1 PROPOSIGAO - Sejam M uma variedade sem bordo e 3
uma folheagdo de codimensdc k em M.
Dados pl,.p2 € F, folha de &, existem vizinhangas Ul
de bpq, Ué de p, e um homeomorfismo hs: Ul -+ U2 tal que
h leva folhas de 3/U1 em folhas de E/Ué e h{g n Ul)=

=GN U, para toda folha G de @.

Fig. 1

COROLARIO 1 - Sejam M e % como na proposigaoc 1, E
uma sec¢ao transversal a ¥ e F uma folha

de %, Temos duas possibilidades para L 01 F:

a) TNF & umconjunte de pontos isolados. Isto ocor

re se e somente se F estd mergulhada em M.

b) Todo ponto de £ N F ¢é ponto de acumulagao de se-

quéncias em £ N F,
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pemonstragao: Suponhamos gque £ N F & constitufdo de pon-

tos isolados. Sejam Py EPF e Py ETNF,
Como p, néo & acumulado por pontos de T N F, existe

uma vizinhanga V, de p, em M tal que 3/V, é equiva

lente a uma folheagao produte do tipo R Exe (¢ ¢ R¥).

concluimos daf que F N v, & homeomorfa a RE ¥, Pela

Proposigdo 1.1 existem abertos p; € U, D, €U, =V, e
um homeomorfismo h: Uy - U, tal que h(F N Ul) =F N U,.
m~k

Mas F N U, & homeomorfo a um aberto do R, logo

F N U, também &, consequentemente a topologia intrinseca

1

de F coincide com a topologia em F induzida pela topo-

logia do ambiente. A reciproca é Sbvia.

Suponhamos agora que existe p € ENF gue é
ponto de acumulagio de uma segliéncia p, € T0F. O mes-
mo argumento anterior mostra que para toda segao transver-
sal ¥’ de dimens3o k, se g € ¥AF entdo g ¢ ponto

de acumulagdo de uma seqlincia q € 0 F.

EXEMPLO 1 - A subvariedade imersa esquimatizada na figura

abaixo ndo pode ser folha de uma folheagao de

codimensao 1 em ZR?.
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Fig. 2

COROLARIO 2 - Sejam M, % e F como no Coroldrio 1. Se

¥ admite uma secao transversal I tal que

LN F contém um aberto ndo vazio em %, entio o mesmo &
verdade para qualquer secgao transversal = tal que
0 F # ¢. Neste caso para todo p € F existe um aberto

U contendo p talque F NU=U e o conjunto F - dF

& um aberto que contém F,
Deixamos a verificagdo deste corolaria para o leitor. Di-

zemos que uma folha F como acima é localmente densa.

Vejamos agora o que OcCOrre no caso em que & &
uma folheacdo de codimensdo um. Seja £ um segmento
transversal a ¥ e consideremos uma folha F de & +tal

que F N T #£ ¢. Neste caso temos trés possibilidades:

a) T NF & discreto, Como ja vimos este caso ocorre

se e somente se F estd mergulhada em M,



-230-

b) TMF contém um segmento aberto. Neste caso F é
localmente densa e como jé vimos F-doF & um aber
to que contém F,

¢) TNF ndo & discreto e T N F tem interior vazio.

Neste caso dizemos que F & uma folha excepcional.

EXEMPLO 2 — Seja 3 a folheagHo de Reeb em s3. Toda fo-

1ha de ¥ & mergulhada (veja exercicio 2).

Vejamos agora 0 que ocorre no caso de uma folha

excepcional.

1.2 - TEOREMA — Sejam & uma folheagao de codimensao um
em M e F uma folha excepcional de 3.

Seja £ um segmento aberto, limitado, transversal a & e

tal que = N F # ¢. Entdo THEF & homeomorfo ao conjun

+to de Cantor.

Demonstracio: T M F & um sub-conjunto compacto de X.

A18m disso como F ndo & mergulbada = 0 F
é perfeitb (isto &, T N F & fechado e ndo contém pontos
isolados) e como F ndo & localmente densa, = 0 F  tem
interior vazio. A demonstrag¢ao se reduz entao ao seguinte

lema, o qual serd demonstrado no apéndice 1.

1.3 - LEMA - Seja K CER_ um sub-conjunto compacto com in-

terior vazio e perfeito. Ent3ao existe um ho-
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meomorfismo h: K » €, onde € €& o conjunto de Cantor
usual em [0,1], tal que se x,x’ € K entio x <x' se e

somente hix) < n(x").

.§2. Minimais em folheacOes

Neste pardgrafo vamos definir e estudar o concel
to de minimal de folheagdo. No caso de folheagdes de codi
mensdo um veremos a classificagfo dos minimais quanto a .

estrutura topolégica transversal,

Seja M wuma variedade onde estid definida uma fo
lheagdo ¥ de codimensdo k. Um sub-conjunto u &M &
dito invariante ou saturado por F se para todo p €4 a

folha de ¥ por p estd inteiramente contida em u.
DEFINICAO 1 - Sejam M e ¥ como acima, Un subconjunto
u €M é dito minimal se satisfaz as seguin-
tes propriedades:
a) @ ¢ invariante por I
b) @ & fechado e nio vazio
c) Se w'G W & um sub-conjunto invariante, fechado

e nao vazio entfo u'=y .

EXEMPLOS:
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EXEMPLOS:
1) Toda folha fechada de & & um minimal.

2) Seja ¥ uma folheagdio em M tal que todas as fo-
lhas de 3 s8o densas em M. Entdo o tnico mini-
mal de % & M. Um exemplo tipico desta situacdo é o flu

wo irracional do toro.

5,1 - PROPOSICKC — Sejam M uma varieda compacta e ¥
ume folheacio em M., Entao & possul

um minimal.

Demonstragio: Seja © a colecdo dos sub-conjuntos compac-
tos nio vazios de M, invariantes por &.

£ claro que © & nio vazio: Se F & uma folha de 3 en

t5%0 F € ¢. Consideremos em € a relacao de ordem parci-

al dada pela inclus3oe de conjuntos., Dado uma segliéncia

By 2 By P eee de elementos de €, € claro que =iEE%

& ndo vazio, invariante, compacto e u © u; Ppara todo J

i

i €N, Pelo lema de Zorn ¢ contém elementos minimais.

Um elemento minimal de ¢ & obviamente um minimal de *,

2.2 - PROPOSICKO - Seja w um minimal de &. Valem as sg;

guintes propriedades:

a) Toda folha de ¥, contida em W, é densa em .
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b) Seja T um disco de dimensac k transversal a &
tal que T N p # ¢. Se w ndo se reduz a uma fo-

lha fechada de ¥, entao £ N p é um conjunto perfeito, .

¢) Se 4 ‘tem interior nao vazio, entdec w =M (M co

nexa).

d) Se ¥ tem codi@enséo um, # tem interior vazio e

nio & uma folha fechada, entdo u N T & homeomorfo
a um conjunto de Cantor, onde =X & um segmento transversal
a ¥ cujos extremos nfo estio em w e tal que T N w # 9.

Neste caso dizemos que ¢ & um minimal excepcional.

Demonstragao:

a) Seja F ©u uma folha. Como ¥ ¢ invariante fe-

chado nao vazio e F ©u temos F = .

b) Dade p € TN w seja F a folha de F por p.
Se p' fosse um ponto isclado de Z N w, F seria
ums folha mergulhada pelo coroldrio 1 da proposigao 1.1.
Por outro lado F = g, logo h  contém outra folha aldém
de F, digamos F'. Como p & ponto de acumulagdo de
FNY e FFO £  estd contido na acumulagso de F N I,
segue~se que p ¢ ponto de acumulagaec de F N Z, como

querfamos.
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¢) Se u ‘tem interior ni3o vazio, pelo Corolario 2 da
Proposigdo 1.1 e por a), todas as folhas de @&
contidas em u, sao localmente densas o que implica que

4w & aberto. Como wu & fechado e M & conexa, u = M.
d) E coroldario imediato do teorema 1.2 e de b .
COROLARIO ~ Seja & uma folheagio de codimensZo um.defini
da em uma variedade coriexa M. Se u € um mi

nimal de ¥, entS3oc w =M, ou u é uma folha fechada de

[ - . A
F, ou g € um minimal excepcional.

§3. Construgio do exemplo de Sacksteder

Seja V, a variedade compacta orientdvel de di-

mensao 2 e genus 2 (bitoro). Como é sabido, v, . pode ser

representada por meio de um octagono regular em ZR2 no

b
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Na figura,rduas arestas com a mesma letra sSo
identificadas, respeitando-se o sentido das setas. Sendo
assim a, b, ¢ e d representam guatro curvas fechadas em
V, que se cortam num Unico ponto e tais que Vé—(anUcUd)

é difeomorfo ao octégono. Nas figuras abaixo ilustramos

o processo de reobter V, a partir do octdgno.

Fig. &4

Nas figuras acima primeiro identificamos as areg
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tas a, em seguida as arestas c. Observando que oS ver-
tices do octogono sdo todos identificados no mesmo pontﬁ,
na figura 4 identificamos as extremidades comuns das ares-
tas b e d que na figura 3 formavam o bordo de um buraco.
Na figura 5 identificamos as aresta d. Na figura & ape-—
nas mudamos a posigao da figura, deformando um pouco a su-
perficie. FPFinalmente na figura 7 identificamos as arestas
b. Na figura 7 vemos a posicao final das curvas a, by ¢
e d em V,. Como & sabido o grupo fundamental de V, é
um grupo nao abelianc gerado pelag curvas fechadas a, Q,
c e d, sendo que a Ymica relacfo nao trivial entre estas
curvas é aba “1plcae S N (teorema de Van Kampen apli

cado ao octdgono, veja [181).

LEMA 1 - Seja G o sub-grupo de nl(vz) gerado por a e

¢c. Entdo G é um grupo livre com dois geradores

Com isto queremos dizer gue ndo existem relacgdes
nSo triviais entre a e ¢. Deixamos a demonstragdo como

r . N x +
exercicio para o leitor (veja exercicio 5).

COROLARIO - Sejam f e g dois difeomorfismos C~ de S

A aplicagdo %: la,b,c,d} - pif~(st) tal que
v(a) = £, $(b) = &(d)
momorfismo @: nl(vz) » pif”(st).

il

1 e w%(c) =g se pstende a um ho
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Demonstracdo: Como a, b, c e d sdo geradores de - M (V,),

a definicdo de @ & 6bvia. Basta mostrar

que ¢ estd bem definida: w(abaflb_lcdc—ld_l) =

cp(a).cp(b)-ca(a)'l-cp(b)_l-cp(c)-ep(d).cp(c)'l-cp(d)_l =
1

£

gg-l = id 1 Isto demonstra o
S

Sendo assim, dados dois difeomorfismos
f,g: gt - Sl, construimos uma folheagdo & em uma varie-
dade M de dimensfic 3, suspendendo a representagdc dada
pelo coroldrio acima (veja Capitulo IV). A variedade M

& fibrada por circulos, ‘& & transversal as fibras e as

_folhas de & sao recobrimentos de v,.

Vejamos uma maneira simples de enxergar a folhea

~

¢ao ¥ geometricamente. Sejam b e d duas curvas fecha-

das em V2 que naoc se cortam e s8o homotdpicas a [s}

be
respectivamente. Sejam vz =V, ~ (bud) e M= Vz x sl.

Na figura abaixo representames M,
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Na figura acima temos representada a variedade

com bordo V, X [0,1]. A variedade M deve ser pensada

como sendo ¥, x [0,1], -onde identificamos szo com

~

V. x1 pela identidade de i Observa-se que M é uma va-

2 2*
riedade de dimensSo 3 +tal que oM & constitufdo de qua-

tro cdpias de T2, a saber Elxs ’ B2xsl, alxs1 e szsl,

=

onde 51 e %2 (resp. al e 62) sdo resultantes da retira-

da de b (resp., d) de V Temos entao definidos dois di-

2.
feomorfismos de identificagao B: %2 -+ 51 e b 52 + dq
(gue podemos pensar intuitivamente como sendo as identida-

des em b e d). Dados os difeomorfismo de Sl, f e g,

definamos ¥: (B,xst) U (&xsh) o (Byxst) U (d;x8%) por
¥(x,y) = (B(x),f(y)) se (x,7) € 52><Sl e ¥Y(x,y) =

= (8(x), gly)) se (x,y) € azxsl. Consideremos em M a
relacio de equivaldncia = definida por (x,y) = (x',v")
se x=x ey=y ou (xy)=¥x,y) ou (xvy) =
= ?_1(x',y') caso (x',y') € oM, Desta forma M = fi/=

& uma variedade compacta de dimensio 3 e temos definida

uma submersdo mw: M - V2 gque faz o seguinte diagrama co-

mutar:
m
~ 1“. 1 ~
f)l lp
M I v
—————
2

No diagrama acima Ty ¢ a projegdo natural
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~

m(x,¥) = x, P & a projecio de identificacio e p & a
projecao natural de ﬁz em V,., Por construgio m: M-V,
defiﬁe em M uma estrutura de espago fibrado com base Vé

e fibra Sl.

Seja ¥ a folheagho produto em M, cujas fo-
lhas s3ao da forma ﬁzx{x}, x € 51, Uma folha Vgx{x] de
§ intersepta oM em quatro cfrculos B, x{x3, %2x{x},
alx{x} e azx{x}. Observemos agora que o difeomorfismo
de identificacdo ¥, leva o cfreculo 52x{x} no cireulo
le{f(x)} e o circulo azx{x} no circulo alx{g(x)}, ou
seja, ao identificarmos os pontos de oM  através de ¥,
automaticamente colamos o bordo de uma folha de & com o
bordo de outra folha de &. Desta forma % induz em M
uma folheagao ¥, cujas folhas sdo transversais as fibras

n—l(x) == Sl.

\’ .

5

»
L]
1
L]
I
4

. -
-

at,
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Sejam B = ﬁ(lesl) = 5(%27&31) e D= 5(&1xsl)=

= 5(&2x81). Se t € %l’ & fhcil ver que o cireculo
= ﬁ(txsl) =7n—l(p(t)) & transversal as folhas de F.
Por abuso de linguagem vamos denotar o ponto pltxx) € €
por x € Sl. Seja A a folha de 3 por xOE C. Se
g =pHe) e Eo - (x ), entSo a folha de # por X,
é V x{x,}, a qual corta oM nos circulos b x{x 1, dyx{x}
i=1, 2 Ao identificarmos os pontos de oM por ?, a fim
de obter M, o circulo b, x {x, 1 & identificado
com circulo El X {f(xo)} e o 01rcu10 d2 X [xo}
com o circulo alxig(xo)}. Sendo assim podemos concluir
que os pontos -f(xo) e g(xo) € ¢ N A. Analogamente
¢ NA contém os pontos ffl(xo) e g“l(xo). Destes fatos
podemos concluir indutivamente que C N A contém todos os
K 1 Ko R K, 'n '

pontos da forma £ ~o g ~of Te , To...of T oE - {xg)s
onde ky,eespk, © Lysesnsty s3o0 inteiros. Reciproca-
mente, se x € C N 4, seja Y uma curva em 4 ligando
x a x,. Neste caso MY = ¥ & uma curva fechada em V,
que passa por m(x) = n(xo). Como 2, by, ¢ e d geram a
homotopia de Vs Y & homotdpica a uma curva em Vv, que
se escreve como produtos de poténcias inteiras destes ge-
radores. Seja ®: nl(vz) -+ Difm(sl) a representag¢ao dada
pelo corolario doLLema 1. Co%o ¢fb) = p{d) = id, ‘temos

k

que ®(F) = £ g lo..of Tog @, onde Kq,...0k, @
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Ligeee,t, sdo inteiros. Observemos agora que a folha
A é um recobrimento de V,, onde m: A v, é a projecdo

do recobrimento e Y € o levantamento de ¥ com Y(O)=Xo-
k £
Temos entdo que x = Y(1) = £ Tog To..uof Hog n(xo), logo
£ k L

k .
CNA= {h(xo)}lh =f 1bg lo...of nbg n} onde K-o,ea.,k

1 n

e Ll,ooo-,'l'n EZ}-

Seja G o grupo livre gerado por a e g¢. Co-

mo ja vimos ®: G -+ Dif™(S1) & um homomorfismo, logo
induz uma agdo m: GxST - Sl, dada por n(g,x)=(w(g))(x).
A érbita de um ponto x € st por m € o conjunfo

8(x) = {n(e,x) = (v(g))(x)|g € G}. Se A & uma folha de
? e x€QCNA entao CN A= 6(x). Em particular se

L e gl

é invariante por 1u (isto &, n(g)(L) = L para
todo g € G) entfo o saturado de L pela folheaglo &
intersepta S1 . em L. Reciprocamente se B é unm conjun—
to saturado por %, entdo C N B & invariante por .

l.c¢ & un minimal de n se K & com-

Dizemos que X © S5
pacto, ndo vazio, invariante por m e para todo K'c K

. + ~ L
com as trés propriedades acima entiac K’ = K.

LEMA 2 - K< C ¢ minimal de 1 se e somente se 0 satu~
rado S(K) ¢é um minimal de %. Em particular

S(K) é um minimal excepcional de ¥ se e somente se X
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” .
é homeomorfo ao conjunto de Cantor.

Deixamos a verificacdo deste lema para o leitor

(exercicio 6).

Pelo Lema 2 acima, para construirmos o exemplo
de Sacksteder, basta obtermos dois difeomorfismos
f, g € Difm(Sl), taig que a acao do grupo G em Sl, ge-
rada por f e g, poésua un minimal homeomorfo ao conjunto
de Cantor. Consideraremos agui o Sl como sendo R /Z.
Sendo assim; un difeomorfismo f de S:L pode ser pensado
como um difeomorfismo de R satisfazendo a propriedade de
fx+k) = £(x) + k para todo x €R e k € Z ., Defina-
mos f: R »R por f(x)=x+1/3 e g:R R tal que
glx+k) = g(x) +k se x €Re k €Z e o grafico de g
no intervalo [0,1]1 tem o seguinte aspecto: '

[ ot

»0 iy M5 My W S 1

Fig. 7
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0 difeomorfismo g & definido de tal forma que
g(x) = x/3 se x € [0,1/2), g(x) = 3x - 5/3 se
x € [2/3, 5/61, &(1) =1, &) =1/3, g¥@W -0 se
k=22 e g édeclassé C em [0,1]. O difeomorfismo

f corresponde a uma rotagio de angulo 21/3 em Sl‘ e

sua expressio em R/Z € simplesmente f£(x(mdl) =

= (x+1/3) (mdl) .

Seja K o sub-conjuntoc de (0,11 definido por

@

K= N Ky, onde para todo J €W, K ¢ uma unido de
J=0

intervalos fechados, definido indutivamente da seguinte ma

neira:
K, = [0, 1/61 U [1/3, 1/21 VU [2/3, 5/6] =
= {0,121 - (1/6, 1/3) U (1/2, 2/3) VU (5/6, 1)).
j-1
Supondo definido XK —3'6 fad=l gd=11  entio K. &
pondo definido X, ; = e ay ~, By 71, enta 3

definido a partir de Kj—l retirando-se do intervalo

[ag_l, Bg_ll o seu tergo médio, isto para todo

. 3,29
n = 1,...,3.23_1. Sendo assim obtemos K. = U [aJ, 8J] ’
_ I o1 B n
onde para todo m = l,00.,3.29 e para todo n=l,...,3.23_{

. G o . . 1
gd _od o Ligd-l_,d-1y o 4 -
By qm__‘E(Bn a ) = pp B £ clarc que K ¢& compac
:foie'ﬁﬁoavézid.f‘Da‘construqao é fdcil verificar que K &

“homeomorfo-ao conjunto de Cantor usual, isto porgue a par-
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tir da 12 etapa a construcgdo de K & idéntica a do conjun

to de Cantor.

LEMA 3 - Consideremos K como sub-conjunto de S+. Entdo

K & um minimal da agdo gerada por f e g.

Demonstracio: Provemos primeiramente que K é invariante.

Vamos denotarﬂpor G o sub-grupo de Difm(Sl)
gerado por f e g. Da construgio da seglencia {Kj3jEIP
vem que f(Kj) = K. para todo J €M, logo £(K) = K.

J
Além disso temos que g(Kj n to, 1/21) = K, , n [0, 1/6]

J+
e gk n(2/3, 5/61)= Ky, 0 [1/3, 5/6] (se J = 1). Es-

te fato decorre da construgao

R’ vy b o bbb bbbt
o g i iy /3 Slg 1
{/!3 ‘7‘9 1,38 ‘VQ .;13/!8 ?’5 .......... PP
T fm— 44+ Yo— + {-S A A bt ¥ 1
e 16 i1 i1 %y S/ 1
Fig. 8

de Kj e da expressac de g. Como Kj c [o,1/61 U

urfi/3, 1/21 U t2/3, 5/61, vem que g(Kj) c Kj+1u Kj-l c

€ Ky_3. Por outro lado g‘l(K:.l n o, 1/61 = K,_ N

k-1

n [0, 1/21 e g_l(Kj n {1/2, 5/61 = K, ,0{2/3, 5/61,

J+l
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logo g—l(K.) K, v« Temos entdo que g(K) = g( NK,) =
J J-1 g=1 9
- N g(Ky) < n Kyg =K eque & (K)=g'( FIK ) =
J=1 J J=1 Y
(K ) © ﬁ K; ; =K, logo g(K) =K. Concluimos daf
J—l =1 - ‘

que K & 1nvar1ante por f e por g, e isto implica que

K ¢ invariante por G.

Como K ¢ invariante por G, K contém um con-
Junto minimal g.' Queremos provar que @ = K. Para isto
basta mostrarmos que g contém um ponto x € X, +tal que
a érbita de x por G, 6(x), & densa em K. Com efeito,
se isto for verdadeiro, ®(x) © u & um fechado invariante
ndo vazio, logo B®(x) = u = K. Seja X, € W E fdcil ver
_que fi(x ) € [0, 1/2] para i =0 ou =1, logo podemos
supor que x, € [0, 1/2]. Como u & invariante por G,

Plx)=2x €u para todo n = 0, logo 1lim gn(x ) =
o] 311 0 . n-)w

= 0 € u, Daf vem que f(0) = 1/3 € w. Basta mostrarmos
entao que ®(1/3) = K. Para isto basta verificarmos gue

=U h(1/6,1/3).
heG -
De fato, seja I-K = U (an,ﬂ ). Como K é
n€ W n
homeomorfo a¢ conjunto de Cantor usual, o conjunto

{8 |n €W} & denso em K e como I-K = U n(1/6,1/3),
n heG

para todo n €N, existe h € G  tal que h(1/6,1/3) =
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I

= (a8, ), logo h(1/3) =B j4 que h'> 0 para todo

n’

h € G, ouseja, ©6(1/3) {Bnln € W}, Provemos que

i—K U h(1/6 1/3). Como (1/6,1/3) <« I-K e K & inva-
riante, é 1med1ato que U h(1/6 1/3) < I-K. Para mostrar

mos que I-K < U h(1/6, 1/3) é suficiente provarmos que pa
heG

“ ﬁgch(1/6s1/3)- Para J=0 I-K_=

ra todo J €N, I—Kj
= (1/6,1/3} U (1/2,2/3) U (5/6,1) e (1/2,2/3)=£(1/6,1/3),
(5/6,1)=f2(1/651/3). Suponhamos o fato verdadeiro para

J=04e0e,41. LEimos que I-K, 2 I-K, | e (I-K;) -

I

L . Looia
n? onde os intervalos In tem com—

cn

- {(I-K Y =
S AN n=1

primento 1/6.3%. Como (I-K,)-(1-K, ;) < (0, 1/6) U
v (1/3, 1/2) V{2/3, 5/6) para b = 1, dado

n € {l,...,B.ZL—l}, fi(Iz) < (0, 1/6) ﬁara algum
i € {o,-1,-2}. Por outro lado, como J& vimos,

“1(K n to, 1/6]) Kyq N {0, 1/2]1 para todo J €W,
logo & ((I—KL) n (0, 1/6)) = (1-K,_y) 0 (0, 1/2) e por-
tanto g_l fi(Ig) C I-Ky_ ;. Pela hipétese de_indugao ,
gt fi(I;) = h(1/6, 1/3) para algum.:hEG é daf vem'éue‘.
it - e lgn(1/6, 1/3); logo 15 € Un(1/6,71/3).

Obsefﬁagﬁb.”Usandd o mesmo tipo de construgao do exemplo
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de Sacksteder pode se obter exemplos de folheagoes c”

apresentando fendmenos topolégicos muito interessantes.

Em todos os casos ¢ problema se reduz a congtruir uma agao

de grupo livre gerado por n elementos em Difm(sl), qﬁe

apresente um fendmeno t0p016gico anélogo. Para maiores de

talhes veja os artigos de G. Hector [8]1 e [9].

EXERCTCIOS

1.

Seja F uma folha de uma folheagdo de codimensdo k.
na variedade M. Seja = um disco de dimensdaoc k
transversal a ¥ e talque T NF #¢, Se T NF
contém um aberto nfic vazio em T entdo F-oF & um

aberto gue contém F.

Mostre que todas as folhas da folheacho de Reeb de &

sac mergulhadas.

De exemplo de uma folheaglo de codimensfoc um em uma va
riedade M, compacta, sem bordo que possui uma folha
F localmente densa mas tal que F # M. Mostre que

isto é impossivel se dim(M) = 2.

2

Seja ¥ uma folheagao de codimensdo um e classe C
em M. Se g & um minimal excepcional ent3o u con-

tém uma folha com holonomia infinita., Em particular
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7.
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se todas as folhas de ¥ tém grupo fundamental finito,

entic ¥ nao possui minimal excepcional.

Seja V, o bitoro. Como jé vimos 1y (V,) é gerado

por quatro elementos a, b, ¢ e d, Os quais satisfazem

a relacao aba-lb"lcdc_ld"1 =1, Seja G o sub-grupo

Qe nl(V2) gerado por a e c. Mostre que G & o gru

po‘iivre de dois geradores.

Seja ¥ uma folheagdo de codimensao 1 ‘transversal as
fibras de um fibrado (E, mw, B, F), onde a fibra

F = st, Fixemos b, €EB e F= ﬂ—l(bo). Consideremos
a seguinte relagdo de equivaléncia em F: x ~ x' se

e somente se x e X estdao na mesma folha de F,

a) Defina o que vem a ser um minimal de =~ ..

b) Mostre que i & minimal de ~ se e somente se o sa-

turado S(w) de 4 por ¥ & um minimal de 3.

Neste exercicio usamos as notacdes do Lema 3 (§3). Se
ja ¥ a folheagdo do exemplo de Sacksteder e considersg
mos ST =R/Z transversal a ¥, Sejam F, e F, as
folhas de ¥ que passam por O e 5/6. Mostre que

Fy # F, e que as holonomias de F, e F, possuem ele-

mentos hiperbdlicos.



10.

11.

~249~

Mostre que o grupd fundamental de gualguer folha da fo
lheacio do exemplo de Sacksteder ndo é finitamente ge-
rado,.

1 1

Seja f: 8 -+ S um difeomorfismo. Se £ possui-uﬁ -

minimal excepcional, entdo f & de classe ct,

Sugestao. Use o teorema de Denjoy

0s conjuntos minimais de acdes localmente livres de

k

classe 02, de R~ em variedades compactas de dimen-

s8o k+1, s80 drbitas compactas, ou a variedade toda.

1 1

Nimero de rotagio. Seja f£: ST + 8% um homeomorfismo

que mantém a orientagdo. Dizemos que T: R R é um

recobrimento de f 8¢ Mo f = f om, onde w: R = st

2nia
e .

& definida por mn(a} Se f & um recobrimento

de f entao 7F(x+l) = F(x)+1 para todo x €R.

a) Mostre que T(x) = x + ¢(x) onde ¢:R R ¢ pe-

riddica.
b) Suponha que existe p(f,xo) = lim % %k(xo) para al

K-
gum X € R. Mostre que para todo x # X, existe

o limite e além disso p(F,x) = p(?,xo).
¢) Mostre que p(%,x) existe para P algum x€ R.

d) Mostre que se T e f sdo dois levantamentos de

£ entdo p(F) - a(F) €zZ. Defina o(f) = (F) =
0(F)(mdl), onde t(mdl) =t - {tl, sento [(tl
a parte inteira de t. '
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e) Calcule p(f), onde f(e2ni€) = e2ﬂi(e+go)‘

f) Se f e g s50 homeomorfismos de Sl, tais que
fog = gof, mostre que g(fog)=(p(£)+p(g))(md 1).
Em particular p(f") = ke(£))(md 1).

g) Se h € um homeomorfismo de Sl, mostre ¢ue

p(hLofon) = p(£).

h) Mostre que f possui um periddico de periodo ¢
se e somente se p(f) = p/q, onde P e q sS&0 pri-
mos entre si.
Sugestio. Para c): Suponha primeiro que £ tem um
ponto periddico. Se f mnao tem ponto pe

riddico, mostre que para todo m €Z, existe
p, €Z tal que p, < o (x)-x < p,+1 onde a desi-
gualdade vale para tode x € R. Conclua que

FM(o) (o) 1 Moy o)

- , Jlogo
|m| m n

1 1
< + .
[m|  In]

mil m
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APENDICE 1

Mostraremos agqui o seguinte Lema. -

LEMA - Seja K R um subconjunto compacto, perfeito, com
interior vazio. Existe um homeomorfismo h: X - G
onde € & o conjunto de Cantor usual em [0,1], tal que

se x, x' €K entdo x <x' se e somente se h(x) < (¥').

Demonstracao: Podemos supor sem perda de generalidade que

que 0,1 € K e XK < [0,1]. Colocando-se

o8
I =1T10,1]1, +temos I-K = U I, onde I, é um intervalo
n=1

da forma (an,bn) sendo I NI =¢ se n # m, Seja

. =~
C ©I o conjunto de Cantor usual., Temos I-C= U T
n=1

onde Jy = 1/3, 2/3), J, = (1/9, 2/9), J5 = (7/9, &/9),
etc. ... Como os intervalos do conjunto o ={Il,12,...}
sdo disjuntos 2 a 2, podemos definir uma relag@o de or-
dem no conjunto '8, colocando Ij < I, se ay < ap (ou
‘bj < b,). 4Analogamente podemos definir uma relacio de or-
dem no conjunto 9 = {Jl,JZ,...}, colocando~se J4 < J

se os extremos de iJj s30 menores que 0s extremos de Jk.

Temds entio da construcdo do conjunto de Cantor gque J2 <

<J, =4 <J, <d

g0 U <y < T5 < Ty < Jp < Jg < dy, etoe..

1
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. -~ + . r
Vamos agora construir uma correspondencia biuni~

voca e sobre ®: & + 3 tal que se Ij < I, entao ¢(Ij)<
< o(I,).

Defininamos w(Il) = Jq. Suponhamos definidos

w(Il) = Jp, ¢(IZ) = an,.},w(lk) =.Jnk de tal forma que

se I; < Ij entao $(Ii) < w(Ij). Vamos definir @(Ik+1).
Temos trés casos a considerar:
a) Existem r,r’ € {1,...,k} tais que I, < Iy 4 < L.
ese j€ il,...,k} - {r,r'} entéo Iy < I, ou .

Ij > Ir:.

b) Existe r € [1,...,k} tal que I, < I, < Ij para
J#¢r e J€il,...,kl

c) Existe r € {1l,...,k} tal que Iy <1, < I, para
to j#Er e J € {1,...,k}.

Consideremos o caso a). Neste caso, ¢ conjunto

= < L4 - . . .
A pt {1 e:mlan J, < Jnr'} & infinito e os intervalos

J,, com 4 €A _., tém comprimento MY . onde m,zL
L r,r - ’ A
Seja Lo € Ar e satisfazendo as seguintes propriedades:
’ .

-m
i) 37 s 3 *o para todo % € AL .

?

il)_Se ty € A, 0 & tal que le =m, com Ly # Lo,



entao

E claro que o 1,

&+
Jque 0 numeroc

-2535=
J, > J .
Ll Lo

acima definido & Umico, visto

de intervalos de ¥ com um dado comprimento

¢ finito., Definimos entao cp(Ik+1) = JLO.

Nos casos b) e ¢) a definigHo de @(Ik+1)=JLO

. - [ d N
é inteiramente andloga e &

No caso b)
Da
se Ii < Ij

¢ & sobre,

ez3""1 e
do n. Como
ponhamos por

facil ver da

que ¥ B, =2
L .8 e L
200 bn g

Tomemos - J, E~Bk+1 - By.

deixada para o leitor (Sugestao:

coloque A =1{temw|J, <7 1).
r

r

_. . ~ I d ”» . ' 4
defini¢ao e claro que % e biunivoca e gque

“entdo w(Ii) < w(Ij). Para mostrarmos que

coloquemos B, = {7, | o comprimento de Iy

provemos por indugao que @(Jd) = B, para to-

temos que @(J) 3 B Su-

l.
para 1 = J s k., f

®(I1) = J; = By,

d) 2 B.
@(8) 4
construgac do conjumto de Cantor usual ¢

4L
K

lsi=27-1.

indug¢ao que

K 1. Pela hipétese de indugHo existem
€N tais que (I, ) =J,,
i

Pela construgdo de C temos trés

possibilidades:

o) Existem r,r’ € {1,...,25-1} ‘tais que I, € 3,<3

e para todo s € {1,...,251} com sfryr’, J <

<Jr

ou JS > th.

ot
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8) Existe r € (1,...,2%-11 tal que J, < J, < J,

para todo s € {1,...,2k—l} com S#r.

y) Existe r € {l,...,2k—l} tal que J < J, <J, »ra

ra todo s € {1,...,2k-1} com S# r.

Vamos usar agora que K & perfeito e tem inte-
rior vazio. Esta hipStese implica o seguinte: Dado I, <
< Ij" os conjuntos Lj,j' = {s em} | Ij <I < Ij'} '
Lj={semlls<1j} e I..J.:={s EZINlIS‘f"IJ.:} s&o
infinitos. Deixamos para o leitor a verificagao deste fa

to. Mostraremos abaixo que existe I € 4 tal que

(I ) =Jy -

Suponhamos por exemplo que J, satisfaz x),
acima. Podemos supor sem perda de generalidade que
@(I_) #J, para s € {1,...,25-1}. Como L, , , ¢ infi-
= . St e
nito, seja m = min (L, . ,).E claro que m > 2k#1,
! r
,I < Im <1, ,6 e para todo s < m, IS < I, ,0u IS > T

L :
r T T
Da construgdo de % vem que w(Im) = J,. Nos casos B)

L
rl’
e ¥) a demonstragdo & analoga e & deixada para o leitor.

Com isto construimos uma bijegdo w: J - I, A

partir de % vamos construir o homeomorfismo h: K -+ C.

Primeiramente reenumeremos o conjunto & de tal
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forma que w(lt) = J, para todo ¢ € WN. Temos entao
I, <1, see somente se J, < J,. Coloquemos IL=(aL’bL)

e J, = (o4,B), L EN. Sejam Cy = {o;,B, | L EN} o
K, = la,,b, | £ €W}, Definamos E:I K, »C; por h(a,) =

=qa, e ﬁ(bL) = B;» 1 €N. Da definigdo é claro que h
¢ biunivoca sobre e que x <y se e somente se h(x) <

< h(y), =x,y € K;. Como K e C tém interior vazio e sdo

perfeitos, segue-se que 'Kl =K e C; =C. Vamos mostrar
agora que para toda seqti®neia {x ] em X, tal que

x, * X, entdo a seqliéncia {ﬁ(xn)} é convergente. Além

disso se {x ] é outra seqliéncia tal que lim x, =lim x
lim ﬁ(x%) = lim ﬁ(xn). Estes dois fatos implicam que h
nae n=>

‘ . R ~ ’
é contfnua e se estende a uma aplicagao continua h: K-=*C,.

Suponhamos primeiramente que {x,} & uma seqlién

cia mondtona. Neste caso . {E(xn)} & uma sequéncia mondto-
na e limitada, logo {ﬁ(xn)} 'é convergente. Suponhamos
agora que {x } e {x]} s8o sequéncias monétonas em K1,

tais que {x 1 ¢é crescente, {xh} é decrescente e

lim ‘= 1im x/ = x. Témos "y = lim A(x ) < lim h(x! Y=y'.
n-e *n n e *n n-e *n n-+e !
Suponhamos por absurde v <y’ ., Neste cgso existe um in-

tervalo J, < (y,y"), J, = (a,,B,) € I . Pela construgio

h temos X, £ 8, <b, £ xg , 0 que é um absurdo, pois nes-



-256-

te caso lim < 1lim Temos entao que lim h( ) =
e xn n« xn n-e xn

= lim h(xn) Consideremos agora uma seqliencia qualquer
n-+e

t 11 x. S {idncia th
{xn} < K, ‘tal que nﬁa X, = e a seqliéncia | (xn)}

nSo convergisse, existiriam duas sub—seqﬁéncias monétonas
(B(x, )1 e {5(xm )} tais que Y‘llm h(Xn )#hm h(xm ) =
k k

Se {xnk} fosse crescente e {xmk} decrescente terfamos

y = y', logo podemos supor que {x 1 e (x 1 s&o cres
- Pk K .

centes. Neste caso podemos formar uma seqliéncia crescente

{yj} € X, tal que para todo J, ¥4 = ¥y para algum k O3
k

ou . = ara algum 4. Como = lim = 1lim
YJ XmL P g e Xm o Xn

temos 1lim y. = %, logo 1lim h(xm ) = lim h(y ) =
3 o J K= j EN. ]

= 1lim h e portanto a fencia fh onv n
Lin (xn ) P ni seqliéncia {h (xn)} & convergen

te. Um argumento analogo a este mostra gue se x,} e
{xé} sio duas segliéncias em K1 com o mesmo limite, en-
~ >~ T ! -~ PR .

t80 [h(xn)} e gp(xn)} t2m o mesmo limite. Com isto

provamos gue b se estende a uma aplicagﬁo h: K » C, on-

de h(x) = lim h(xn), sendo lim x, = Por um argumer-—
n=e n==

tb andlogo ao anterior a aplicagdo o C, * Ky se esten

de a uma aplicagao cont{nua g: C » K, onde gly) =

d

= 2im h~ (y Y, sendo lim yn y. Verifica-se facilmente
T e . :
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qﬁe Mgbh‘= identidade em K e hog = identidade em C
e isto mostra que h: K » C ¢& homeomorfismo, como queria—

mos.
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APENDICE 2

0 EXEMPLC DE DENJOY

0 exemplo de Denjoy é obtido como suspensdo de

um difeomorfismo f£: Sl -+ Sl, de classe C1 e que possul

um minimal excepcional. Um sub-conjunto o de S:L é dito

um minimal de f se w & fechado, ndo vazio, Flu) = o

It

e para todo g'C ¢ com estas propriedades temos g' He

Pode—-se provar usando argumentos anélogos ao da
Proposicdo 2.3 que um minimal @ de £ s6 pode ser uma
Srbita periddica, todo o Sl, ou homeomorfo ac conjunto de
Cantor. Neste filtimo caso # ¢ dito um minimal excepcio-
nal.

| 1

Consideremos 0 recobrimento universal do 357,

m: R -~ Sl, m(x)

e2M™X  go z: R »R & um homeomorfis-
mo tal que g(x) = x + ¢(x), onde ¢: *R R & periddi-

ca de perfodo 1, existe um Unico homeomorfismo g: gl gt

satisfazendo nbé = gom., Reciprocamente se &: S1 - Sl é
um homeomorfismo, existe um ‘nico homeomorfismo g: R+ R

tal que g(0) = t,, onde t, € n—l(g(l)) & fixado. Como



existe apenas um elemento em ﬂ_l(g(l)) n fo,1), g se-
rd (nica se impusermos a condicdo g(0) € [0,1). Temos en

~ + . g x
tao uma correspondén01a biunivoca entre homeomorfismos de

S1 e homeomorfismos da reta da forma x = x + ¢(x), ¢

periddica de perfodoc 1 e ¢(0) € [0,1). Por exemplo se

1 1 2ﬂix) _ eZﬂi(x+a)
- ?

g: S + 8- ¢ definida por gle onde

e € [0,1), entao g(x) = xta. No caso em que a € [0,1)-

- Q, a érbita de um ponto mn(x ), ¥y, €R, é o conjunto

niy +na | n € Z}, o qual, como sabemos, & denso en Sl,

38 que o £ Q.

Fixemos o € [0,1) -~ @, vy, € (0,1). Coloquemos
ﬂ(yo+na) = x, e para todo n € Z, consideremos y, €

€ (0,1) tal que w(y )=x . Seja g&n};:_m uma sequencia

de nimeros positivos tais que:
~

l) EL:_L<¢D

n=-o O
4
1 ntl . 5
2) =< <
351 3
£

3) lim -3 -1
|nl+= "n

Podemos tomar por exemplo 4 = l/(n2+1).

LEMA 1 - Existe um sub-conjunto K < [0,1+L], homeomorfo

ao conjunto de Cantor, satisfazendo as seguintes
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propriedades:

ca) 0,1+ L] -K= UI onde I NI =2¢ se

¥
n€z °
m#mn, I = (un,Bn) com B -a =1 e
[+4 :y. + Z {'-n
ol n i
0<Y4¥n

b) Existe uma funglo continua n3o descrescente
pw: [0,2 + L] T +tal que u(K) =I, para todo
n €z w(la,s 1) = {yn} e u & crescente nos con

juntos K - {a |n €2} e K- {8 In €z},

c) A fungao u"lz I- {yn|n €z} » K - {un,BnIn € Z}

& contfnua e w i (y) =y + T 4 se y#f
O<Yi<y

£ ly,ln €z},

Demonstracao: Informalmente a idéia da construgao de X

é bem simples: Para todo n € Z, cortamos
o intervalo [0,1] no ponto Y, ¢© ingserimos um intervalo
de comprimento Ln‘ Desta forma obtemos o intervalo
[0,1 + L1 e o conjunto K serd o complementar dos inter-

valos inseridos. Vejamos a construgao formal de K,

Para todo k € N consideremos a seqliéncia
, onde yg = ¥ + = 1;. 0 conjunto {yﬁfnéz,
yi<yn
lilsk
k € N}, satisfaz as seguintes propriedades:

{Yi}nez
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. ~ k ,
P.) Seja = I 4,. A seqliéncia {y } e den-
1 - Lk Iiiﬁkl n " ne€z
sa no conjunto o,1 + Lk] - U (yi, yi + &n).
k

In|=
. a k
p2) Para n fixo a seqliencia {yn}k ¢ Iy converge para

a_ = + z 4,
Yn o<y, <ynl

p3) Seja K- o fecho do conjunto {qnin € Z}. Entao
K é perfeito, tem interior vazio e [0,1 + L] -

- K = . gjm(an,an + ).

PROVA - A propriedade P, decorre imediatamente da defini-

¢do. Verifiquemos p,. Para |j|s k e Yo > ¥y
X _

temos Yp =¥, = Li > Yy + Iilik Li zy; o+ |1|sk Li +
Yi<Vn Vi<Vn Yi< V3

+ 4. =y: + £.. Analogamente se Yo < Y30 conclui-se gque

X k logo -{yg}n ez 0,1 +1,.1-

K LK
< > U s ).
Yn < V5 s |j|sk(y‘j,y3+ 5)

Mostremos a densidade.

Seja y € (0,1 + L1~ | Llek (yﬁ,yﬁwn). Supo-
1n .

nhamos por exemplc que y € [y?+&i,y§], uma das componen-

k _k

tes conexas do complementar de U yn,yn+Ln). Tome-—

(
In|=x

‘ k k

mos T = 2 i, = L 4. Temos y.+T = y.+L.Sysyl =
[r]sk r |I’I5k ™ i 1 1 Jd
Vr5¥5 Yr<Yj

= V.

3 + T, logo y; % y=-T = y

J‘l
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como 1yl egz & densa em [0,1], existe uma

sub-seqliéneia vy, 7 v-T, ¥y € [yi,yj]. Da definicdo de
J 3

{yi}, segue-se que yi_ =y, tT *y, o©que mostra a den-
3 .

sidade. Provemos p3.
Para provarmos que K é perfeito, basta provar-

mos que para todo n € Z existe uma seghéncia ny, com

ln.} += e & - . De fato, seja ny & uma seqliéncia

J ny n J
tal que vy, *V, € Vn, <V, - Temos entao que &, =
J J J
= b .L- ‘_j_-:w_. b A ‘ 4 4 i1
=¥y, t z i Vp ¥ z ;= Gy como e facil ve
d YiVn, ¥1™n
J _
rificar. Mostremos que K tem interior vazio. Como
o, =¥, Tt E 1., segue-se gue O segmento (un,un+bn) c
Vi n

c [0,14L] - K. Sejam y €K e € >0, Como K & o fe-

cho do conjunto {anln ¢ z}, existe uma seqliéncia ny

tal que 6, *Y e ln.| + =. Ora, como % -0, se J
3 v %3
for suficientemente grande temos (mn s G +Ln ) © (y—-e,
' ' s B I

y+=), o gque prova que K tem interior vazio. Falta pro-
varmos. que L[0,1+L] - K = nGUZ (o‘n’c'nH’n)’ Como vimos aci

ma X < [0,1+4L] - U (o _,® +t ). Por outro lado se
n€z n" n n

€ 10,1+L1 - U La,0 +t 1, coloquemos T = Z L. .
¥ ’ nez n?! *n e q Gi<Yl
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Como  [O,y1 =2 U [ai,mi+Li]; vem que y # T. Como

0. <
<y
ly,2411 @ U [a,,x.+£,], vem que 1l+l-y 2 T 4. = L-T,
i i
C. Y o, =y
i i
Temos entdo O = y-T = 1, Seja In.} tal que
J s em
J
|nj| + = e y, ~y-T. Da construgdo vem que Ian -y]|- =
J J
s |y, = {y-T)| + |T - % 1,]. Caso y. > y-T, temos
n. P i n.
3 Vi<V, N
J
|0«n -y| = |Yn ~(y-T) |+ Z Li' Caso n < y-T +temos
J J Yy SV <y-T J
J
le -y s jy. =(y-T)| + L L.. Em qualquer caso, como
n = n L] _T< < l
3 N y-T<y; <y,
J .
Injl + =, vem que Llim b by =0, ja que a série
Jae y-I<y . <yy |
® J
T 4, ¢& convergente. Concluimos daf que 1lim o =¥,
jem T _ jo= o3

logo v €K, como quer{amos. Isto prova p3.

Para terminarmos a demonstrac¢ao do Lema 1, falta
construirmos a fungao . Construiremos abaixo uma seqﬁég

cia de fungdes py: [0,1+L] + I, tal que 1lim Wy =4, na
k-

topologia uniforme e uk(yﬁ) = Y-

‘Definamos po(x) =x se xS yg = Vg» uo(x)=yo

se y, S xSy th, po(x) = x-b, se y tb  SLl+l, e

o]

uo(x) f 1 se x = 1+t
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i
® 5
: o+, 1

Fig. 1

Definamos agora .t [0,1+L] =+ I por Hk(y) =

y- I Li se y € [0,1+Lk] - | % . [yi,yﬁ+&n],
yi<y : nis

.
gk(y) =y, se ¥ € [Yi’yn+Ln] e pk(y) =1 se 1+l =

% y = 1+L. Definigio, & claro que By & continua.

Jhom e e e e m e — -
! 1
H’ ______________ fl [l 1 :
Y —————- o !
N i ooyt !
1 I !
b -~ : : | !
' t L !
¢t t A ¢
i1 ] TR I | i -
sl glrg, of w9 Yy
Fig. 2

Temos que |y, 1(¥) = B(¥)] & Y+ L _(yi1) »
logo i, = # uniformemente. ‘A1ém disso u(y) = y- = Li'
_ &<y
- . i
se y €K e wly) =y, se y.-G..-[an,un+Ln]. Como @ € o

1imite uniforme de uma seqliéncia de fungSes continuas e nao
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decrescentes, @ ¢é continua e ni3o decrescente., Por outro
lado se y >y €K - {an-t—Lnln €%Z}, existem o < e,
tais que y's o <o, Sy, logo u(y') s wl(ey) =y, <y =
= g(a.n) = u(y) e portanto u(y’) < u(y). Concluimos daf
que ¢ € crescente em K - {un+Ln[n € Z}. Analogamente u
é crescente em K - {cnln € Z}. Além disso wu{0) = O,
#(1+L) =1 e u/([0,1+L] - K} & localmente constante,
logo w(K - {an,ﬁnln €Z}) =1 - {ynln € Z} e portanto
existe w ¥: I - {ynln €Z} » K - {o.n,ﬂnln € Zz}. Por ou-
X _k '

tro lado m,: (0,141, 1 - | fsktyn.yn+an1 + I - {yylin|=k]
n

& homeomorfismo, logo gglz I- {ynln €z} » [0,1+L] &

bem definide e contfnua para todo k. Como |u£il(x) -
- u}—;l(x)l S bpuq + do(e1)r Vem que Hﬂl converge para

a restrigao de H-l a I- {ynln €Z}. Logo H_l: I -

L4 I 4
- {yyln €z} +x - {a,n,un+bn|n €z} E continua. Como
W(x) =x~ T4 se x €K, vemque W =(y) =y+ T Ly
Ct.i<x Yi<y

se y €I~ {ynlp_ € Z}. Com isto demonstramos completamen
te o Lema 1.

Observacgaoc. Consideremos agora o difeomorfismo ¥:(0,1] =
-+ [0,1+L]1 dado por ¥(x) = (1+L)x. Por
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abuso de linguagem denotaremos Ppor K o conjunto Y_l(K),

por p: I 21 a aplicagdo ueY, por a o ponto de
[o,11 Y—l(a ) e por B _ o ponto y—l(a +4_)
3= n n n n’°
LEMA 2 - Existe uma fungdo contfnua h: (0,11 »R satisfa
zendo as seguintes propriedades:

a) h/K=1
b) h(x) > 0 para todo x € [0,1]

B
n
-1
c) Ia n(r)at = (L), g = Boy ~ %y

n
d) Existe uma constante k € [0,1] tal que se
f(x) = k + J-:h(”f)d’r entao f(mn) = ., S

yptaec<l e (e ) = @

n n1l T 1 se vt e 1,

L4 - - .
onde @ é 0 mesmo numero irracional usado na

construcho da seguéncia {yn}n ¢z -

Demonstracio: Basta definirmos h enm %1 (un,Bn). Co-

-

n
(B —t)(tmun) se

loquemos h(t) =1 + LN

t € (c.n,ﬁn), onde

) .
= 6 [Bn+1—“n+l _ i] _ 6(1+L) {-Ln+l i]
n _ 2 ] - 2 o '

(Bn an) Pn=% - Y *n

lembrando que B -& = (1+L)—1Ln. Verifiquemos b). Pa-

ra t € (a,,8,) vem In(t) = 1| = | kn(sn—t)(t_gn)l <
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x| 3 4 1 ¢ 5

s —2- (8_-a )2 == I—Eil - 1‘ <1, Jjd que — < ol o 2,
n o n > 17y 3 L 3
n n
Mostremos que h é continua. Temos sup  |h(t)-1|
e(mn,-n

3 | *psa
= - ‘—£~— -1, logo lim { sup | hit)-1|) = e

2 Ly In]+= t€(a ,B,)

()]
isto implica que h é contfnua em K. A condigdo ¢) po
- de ser verificada diretamente, integrando a expressao de
h no intervalc (mn,Bn). Verificaremos abaixo a condi-
¢io d). |
Designemos por m a medida de Lebesgue usual em

R. Seja ¢ = (lfL)_l(u + T &i). Temos entao:

¥ <a
fa ) - ¢ = [ Pn(m)ar = I h(r)dr + [ h(%)dT, onde
o K, L,
K, =KNn {0,001 e L = B (a;,8,). Por outro lado,
04& &
n
j n(n)ar = (L) £ 4., e [ n(nar=
J+1
L o, <o K
n L "n n

=m (K n (0,0 1).

Da construgao de {yi}n‘az , Vvem que

n(0,y51 - (75, ¥+ £4)) = m(lo,5,1) = vy

Jl=x

Como a fung¢do caracteristica do conjunto [O,(1+L)_ly§] -
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- U ((1+L)_1yg, (1+L)"1(yg+bj)) converge pontualmente

|3l=k
para a fungdo caracterfstica de [O,an] - %1 (“L’BL)’
LeZ :

vem que

m(X N [O’C(-n]) = m([ogﬁn] - LLEJZ(GL’B&)) = (1+L)_lyn°

¢’ %n - -1
Concluimos dai que Io h{(t)dT = (1+L) (yn +

-1
+ T 4. o) = (1+L) (Y + T 2. .-).
J+1 n J+1
q,j <q,n Y.j<yn
Suponhamos primeiramente que y, + G > 1, Neste
caso y,.q =¥, + & - 1, logo

(o )-c = (L)t oy, + (1+LY" (= Lo+ : o, )=
. O<yi_1<1;a 1—a<yi<yn i+1

= () Ty, 4 )T 2 L+ p o )
' ' a<yi”1+a<l 1<yi+a<yn+u i+l

S Se <y, q+e<l, temos y; j+e=y; e se

1<y, +0 =y, +a, temos y,;+6& = ¥y .9 + 1, 1logo

f(a )—c=(1+L)_ly + (1+L)—l( T L+ b 2. 1)=
n n <y.<1 + o< < 1+
sy YitlVn+l
_ ~1 -1 -1 =
=(1+L) yn+(l+L) (L- = Li)+-(l+L) ( z &i) =
O<y; < 0<Y1Vn4a

=) My pe-le T 4y) 4 (1-a) (1+41) 7Y + L(1+L)" L -
0<¥3<¥n41

— (1+L) "3 LE M) = (14 (y 0+ z £) +1-
0 tf 0<Y3 Vsl
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- (1+L)"l(a + % Li) =a,.q+1~-c. Temos entao
0<yi<u ‘

f(o.n) = @ + 1, como guerfamos. Analogamente prova-se

n+1
que ":E‘(o'.n) =a .1 se y,+a<1, Com isto demonstramos

o Lema 2.

Consideremos agora a- fungdo h: I R dada pelo
Lema 2, Como h/K =1 e 0,1 €K, +temos h(0) =
= h{l) = 1, logo podemos estender h & uma funcio conti-
nua e periddica de periodo 1, h: R +R, colocando
hix+n) = h(x) se x € [0,1] e n €Z . Definamos
f(x) = ¢ + I: h(t)dT. Por d) do Lema 2 +temos para
m,n € Z, f‘(un+m) =0, +m se y +a<l e f‘(a.n+m) =
=%, +m+ 1 se yn+a>l. Seja K=K+2z =

n+
{xtm|x € K e m€Z}. Como K & o fecho do conjunto

{an+m|m,n €z1, decorre do fato acima gque FR) e k. Por
outro lado de c¢) do Lema 2, temos gue %(a.n,ﬁn) =

B._.-) se yyte<l e i‘(a.n,Bn) = (c.n+1+1,8n+1+1)

(a'n+1’ n+1

se y, + & > 1. Decorre daf que t®R-K) =R-K, 1logo

F(R) = R, Além disso, como f & a integral de uma funcgHo

-~ ” L
positiva, f e um difeomorfismo de classe Cl em R.

Lema 3 - Sejam mw: R - s!  dada por w(x) = ez’nix’ prIal

como na observagdo apls o Lema 1 e K = ﬂ(ﬁ) =

= n(K) < Sl. Seja. p: st 4 gt tal que Top = po (M/I) e
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cologuemos g(eZ“ix) = e2ﬂi(x+a). Existe um difeomorfismo

1 1

£: St » 8~ de classe cl gatisfazendo as seguintes pro-

priedades:
a) 110_%= forr
b) pof = goil

¢) f(X¥) =K e ¥ & o lmico minimal de f.

1
Demonstracao: Comstrugao de f: Temos I h{t)dr = IKh +
(o]

+ II—Kh = m(K) + E(Bi—mi) = (1+L)"1 +

+ L(1+L)_l = 1. Dal vem que F(x+1) = f(x) + 1, para to-
do x €R, logo #{x)=x+ #(x), onde ¢ & periddica
de perfodo 1. Portanto existe um {mico difeomorfismo de

classe Cl, f: Sl - Sl, tal que Mt = for.

Provemos b). Basta mostrarmos que ;o%(x) =

a(x) + « para tode x € [0,1], onde B/l =4 e

1

(x4m) = w(x) +m se x € [0,1] e mEZ. ‘Se x

s
i
=]

A A ~
e y,+o<l, temos wof(a, ) = ﬁ(°n+l) = Y1 = Ipto

w(e ) + . Analogamente se X =&, € ¥y, +¢& > 1,

po e ) = ﬁ(an+l+1) =ula )4l =y + 1=y, + & =
= a(e) + o

Por continuidade a relagio vale em K. Por outro lado se

L] -
©
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x € (ay,8.), £(x) € (o,q,8,.0) ou T(x) € (1+a .,

Falta mostrarmos c¢). Como f(K) =K, vem que

f(K) = K. Cologuemos & = n(e,) e B = m(B ). Temos evi
dentemente f(ﬁn) = En+1 e f('én) = En+l’ logo as Grbi-

tas {a |n €z} e {8 In €2} s8o densas em K. Por ou

tro lado a restricgio

e K- o, |n €z} — I - {ynln €z}
¢ um homeomorfismo, logo a restrigdo E=;/(ﬁ-—{o.n,§n]n~ez})

g: K - {En,gnln €Z} — I - {TT(Yn) = Xn|11 € Z}

é um homeomorfismo, logo

—

£/ (R-{8,,8,In €Z}) = 5% (g/(I~{x |n €2}))ok

e portanto f/(K- {an, Enln_ € z}) é conjugado a

~

g/(1 - {xnln € Z}), logo todas as drbitas de f em K

sdo densas e portanto K é um minimal de .

Por nutro lado se x € mw(e ,B ), ¥(x) €

[dd 3 N k — 4
€ ..(an+k,an+k), logo liﬁm a(£*(x),K) = 0, onde 4 &

. A . 1L =7 * —
uma disténcia em S7, Jd que ]iTEﬂ»w(BnJrkHan"'k) = 0. Isto

e

implica que K & o (nico minimal de £, como querfamos.



-272-

COROLARIO - Existe uma folheaglio de classe C~ e codimen-

sac um em T2 que possui um minimal excep-

cional.

Demonstragao: Basta tomarmos a suspensao do difeomorfismo

f obtido no Lema 3.
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CAPTTULO IX

PONTOS SINGULARES DE 1-FORMAS COMPLETAMENTE INTEGRAVEIS

Uma 1-forma © & dita completamente integrivel
gquando w A dw =0 em fodos os pontos onde ela esta defi-
nida. Pelo teorema de Frobenius W define uma folheacao
de codimensdo um fora dos zeros de W (singularidades

de w),

0 nosso propdsito & estudar a estrutura topoldgi
ca da folheacao definida por @ na vizinhanga de uma sin-
gularidade.

Para este efeito‘consideraremos w definida em R tendo
0 € R como singularidade. Veremos entao gue quando W

¢ analftica e n 2 3 a estrutura topoldgica de @® & gene
ricamente a mesma que a da sua parte linear. No caso espg

. . s . 2
cial dos centros & suficiente assumir ® de classe C°.

§1. Classificacio das singularidades

n K
Seja w= T a; dxi uma forma completamente in-
i=1

tegrédvel em RT de classe el tal que a,(0) = 0 para
i

i = l,.l.'nl
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numa vizinhanca de 0 € rR™ podemos escrever para todo

i = l’-oo,n-

() = F o (0) () bl
a.(x) = T =— (0)ex. + R;(x lim = 0.
i J=1 %%j S I FY
logo
% a, (x) P i (o) R, (x)
w= T a,{x) dx, = by —= {0) x.dx. + T R,(x)dx,
j=1 T i i,3=1 bxj J i i=1 & i
n bai ’ .
A forma W, = © =—— (0) x. dx; é chamada a parte 1li-
1 i j—lbxj J i
, 3=

near de W em O Elfi.

1.1 - LEMA - A forma W é completamente integrével.

n
b Ri dxi e

Demonstracio: Das expressdes W = W, +
i=1

n
dw = dwl + _E

dR4 A dx;, obtemos que
i=1 ’

n
w A 4dw = wl‘A dwl + El(w1 A dRi A dxi + Ri dxi Adw) =0

1
Por outro lado verifica-ge facilmente na expressac acima
que Wy A dw, é a parte linear de W A dw, enquanto gue

-1
1im ——(w A qw - w. Adw ) = 0. Isto implica que w; A
%0 “X“ 1 1'x _ 1

/\dwl = 0.

1.2 - PROPOSICKO - Seja w de classe Cl, completamente
_integrével e O € R® uma singularida-

de de w,., Temos duas possibilidades:

v
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ta. .
1) duw =0 e (=X(0 & uma matriz
) ]x=O bxj( ))1Si,j$n
simétrica.

2) dwlx:O £ 0 e neste caso o posto de

a; .
(BEE (0))1<i,jsn © = 2-
~ day
Demonstracac: Como W, = I -—= (0) x. dx., temos
1 .. OX. J i
i, J
| 1 (o)
dw = duw, = I —= {0) dx. Mdx. =
=0 1 .. OXL.
X i, %3 3 i
(2 (0) - oL (0)) (= (0))
= I 0) - == (0 dx Adx, logo (= (0O
i<j bx ox 3 J bxj 11, j=n
& simétrica se e 88 se dw, = 0.
Suponhamos agora que  dW, £0 e prbvemos que o
a.
posto de = é =2,

5% (0))15<32n

Como wl A dlﬂ1

mamos que dwy; = §, A 92, onde

= 0, temos dw; Adw, = 0. Afir

e §, sao 1l1-formas

bJ dx., onde os bg

linearmente independentes e 8. = 5 3
1

i

=] H

J
sao constantes,

De fato, os coeficientes de v sao lineares,

logo dw, = izjcij dx; A dxy, onde ¢,y = (O)— (0)

é constante. Como d®; # 0, podemos supor que
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Cip = ie2 iel(dwl) #0, onde eq = (1,0,...,0) e e, =

= (0,1,0,+44,0). Aplicando iel 4 identidade dw A dw =0,
obtemos i (dw,) A dw, = O, Aplicando 1 a esta ulti-
ey 1 1 ‘ €

2
(aw)

ma relagdo, obtemos dw; = 9,/ 8,, onde 8, = EEE iel

e 0, =1, (dwl), as quais claramente tém coeficientes

2 2
constantes.
- J. -
Como 91 = ? bl dxj e 92 = § b

armente independentes, existe um isomorfismo linear S do

J o e
5 dxj sao line
R' tal que S°(8,) =dy, e S (8,) =4 Neste caso
al que 1/ = W1 2/ = Wa-

* . ,

a(s ml) = dyl A dy2 = d(yldyz). Pele lema de Poincare
,, *

([30]), existe g: R® » R, quadratica, tal que S (ml) =

yldy2+dg. A integrabilidade de ¥, implica que
dg A dy1A dy2 = 0. Daf segue-se que gEL =0 para k 2 3

& portanto

og vg
Sowy = B2 dy, + (yq + 3§E) ay,

da
e assim o posto de (3§l)lsi 322 é = 2,
'j ]

EXEMPLO 1 ~ a) Seja ® = x7dx; + Xpd%, ~ XzdxXy = df onde
. L2, .22
£ =5(x] + x5 - x5). As folhas de ©

s50 as componentes conexas das superficies de nfvel de

£/R°-{0} e estdo dadas na figura 1 abaixo. ..

Y
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b) A forma n = X, dx; - 2x,dx, en R gatisfaz
n Adn =0, Além disso -dn = - 3dxq A dx,#0. O con
Junto de singularidades de m & o eixo Xz As folhas de

n  sao produtos do eixo x3 com as drbitas do campo

[+) o] .
X = 2x1 T + X2 T {ver figura 2)‘.

1 2

G=—>>

&) 128N

Fig. 1 ‘ Fig. 2

§2. Centros.
' n o
Seja w = I a,(x) dx; completamente integrivel

em RV com uma singularidade em O € RY,

DEFINICAXO - A singularidade O € R™ de w §é dita sim-

ples ou'nao degenerada se Da(0) é um isomor-
fismo, isto &, se det (SE-(O)) £ 0,
J .
Esta definigao nao depende do sistema de coorde-

nadas escolhido. Além disso as singularidades simples sao
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isoladas.

' _ . ' n -
Pela proposigao anterior se n =3 e 0 €R e
uma singularidade simples entao necessariamente dwlxzo =

= dw, = 0. Consequentemente, U = df onde f ¢é uma fun

cao quadrética. Mediante uma mudanca de variaveis linear
) - ’
podemos supor f escrita como soma de guadrados. Dai

_ 2 2 2 2
wl = d(xl +oeuat Xk - Xk_l_l—--.“‘xn

n
DEFINICAO - A singularidade O € g de w= T a, dx, &
‘ : - da; t
chamada centro gquando (Sif(o)) é definida
_ — i

positiva ou negativa, isto &, quando ®; se escreve:

wy = £ d(xi +oeot xi) em algum sistema de coordenadas li-

near.
Neste caso as folhas de W sao as esferas
2 2 _ 2 - ~ o2
Ky Feaot X, = € 0 nosso objetivo nesta seg¢ao e mostrar

que se W é de classe c2, entdo suas folhas também se-

rao difeomorfas a esferas.

2,1 - TEOREMA (Reeb [241) - Seja w uma forma completamen
' te integravel de plasse C2

definida numa vizinhanga de O EIR3, n = 3. Suponha que

0 €ER2 & um centro para ®. Entdo existe uma vizinhanga

de O €R% na qual todas as folhas de W sao difeomorfas
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a esfera Sn_l.'

_ a.
Lad . -— —_— l —
Demonstracao: Seja w = I ai(x)dxi e a;4 = SET(O)‘ Va

mos supor gque a matriz (aij) é positiva de

finida. Fazendo uma mudanca de coordenadas linear podemos

supor gue a4 = 0 se i#3 e a;; = 1. Consideremos a
aplicacao ¥: Rxsta ﬂfn dada por ¥(p,u) = pru  onde
2
U= (U,eaa,) e Z u; = 1.
. 1 ' i=1 1t

Pondo bi = aioY, obtemos

* n n
¥ (N)I(p,u) = iflpbi(p,U) du; + .(i_Elbi(.a,u) u;) dp

dr.
Como ai(x) = X, + ri(x), onde ri(O) = 3;7(0) =0, te

n
1 -
mos ai(x) = X, + iflxjeij(x) onde eij €CT e eij(o)_o,

logo
by (pyu) = g(u; + E u ey (pu))
i=1

Temos entao

9E(l+§ U, eij(su)) dg + siii(ui+ ;3 U eij(p‘u)).dui]

PL(L + blp,u))de + Z c;(s,u) au, 1,
1

v (w)

Il

onde b(0O,u) = 0= c; (0,u),

1

Consequentemente a forma W em RXS dada por

¥ se p #£0

|-

w/ =
(p,u) as se p=0
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é de classe C1 e completamente infegrével.

Da expressao Vem gque @ nao se anula em uma Vvi-—
zinhanca V de {O]xsn_l. Além disso se (O,ﬁl,...,ﬁn)
’ n-1 7 - -
& um vetor tangente o {0}x8 7, w(o,u)(o,ﬂl,...,un) = 0,

1 & uma superficie integral.de W, Em V

logo {oixs™™
® define uma folheagac ¥ de classe ¢l sem singularida
des. Como n % 3, a folha (0}xs™™t & simplesmente cone-
xa, logo pelo teorema da estabilidade de Reeb existe uma
vizinhanca W cRxs™1 de (0}xs”7!, saturada por folhas
de 3 difeomorfas a S T. As folhas de 3 em
((0,”)X3n"1) N W coincidem com as superficies integrais de
¥*(w) neste mesmo conjunto. Como ‘!:(O,m)xsn—1 » R™ - {0},
& um difeomorfismo que leva folhas de Y*(W) em folhas de
w, concluimos qué as folhas de w, em ¥(w) - {0} séo
difeomoffas a s*L. Observe que ¥(W) ¢é uma vizinhanga

de 0, difeomorfa a uma bola.

COROLARIO 1 - Seja M® uma variedade compacta, conexa e U
uma l-forma em M de classe 02 completa—
mente integravel com singularidades Xq,..« Xy € M. Se
k=1, n=3 ecada X & um centro entdo
(i) Todas as folhas de W sdo difeomorfas a g1,

(ii) k =2 e M & homeomorfa a st.
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Demonstracao: Pelo teorema anterior existem bolas fecha-

das ﬁi,...,Uk centradas om Xq,...,X,

respectivamente, tais que para todo i = 1,...,k, as fo-

Sn—l ) = n-1

w hog 5 e
lhas de /(Ui—{O}) sao difeomorfas a e bUi S

é uma superficie integral de w, 8ejam Ui o interior de

k
50 i=1L,..,k e N=M- U U,. Entio N & uma va-
i=1 Kk
riedade compacta, conexa, com bordo oN = U oU; e w/y
i=1
define uma folheagao sem singularidades % em N. Fixan-
do~se uma métrica riemaniana ¢, em N o campo
X = grad(w) definido por {(X,v) = w(v), & um campo sem
singularidades transversal a 3. Pelo Corolario 1 do teo~
rema de estabilidade completa de Reeb, vem gue k = 2,

N = s IxI e todas as folhas de ¥ sdo difeomorfas a

ST, Temos entao que M = N U ﬁl u ﬁg ¢ homeomorfo a

[43]
o]

todas as superficies integrais de W s3o0 difeomor-

fas a ST,

§3. Singularidades de l-formas analiticas

Nesta secéao consideraremos uma l-forma @ em
R", anslitica e integrével em um aberto U <R e tal
que u = 0 para algunm .p € U. Tqmando;seﬁg translagao
x €ER™ 4 x + P GIRn; podemos supor que p = 0. Como W

é analftico e w = 0, podemos escrever
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© -] n . .
Ww= T w,= I o m% dxi numa vizinhanca U < U, onde
5=1 4 3=1 i=1 Y

n

as funcoes w;:ZR +R sho polindmios homogéneos de grau
o

j. T w. ¢& portanto a gérie de Taylor que representa U
J=1
numa vizinhanga de O.
Como ja vimos w; A dw; =0 e se W= 2 a,dx;=
i

1
= T
&3

-~ i Id . '
x.dx., entdo a matriz A = (@3)qcigqey, € Sime-
i,3=1 J 1 J’1lsisj=n

trica ou tem posto = 2. Nesta secao, como na anterior su-
poremos que A ¢ simétrica e tem posto n. Neste caso
n .
_ _1 i .
w, = df, onde f{xl,...,xn} =5 ?_ ay X;Xse Diremos
i,j=1
que O é uma singularidade nao degenerada de w. 0 nosso

objetivo é provar o seguinte resultado:

3,1 -~ TEOREMA (Reeb [241)- Seja @ uma l-forma analitica
e integravel definida numa vi-

zinhanca de O GIRn, n 2 3, Suponha que W, = 0 e Que

w tem parte linear nao degenerada w, = df; ‘Entaoc exis-
tem um difeomorfismo analitico h de uma vizinhanga U
de O sobre uma vizinhanga V de O e uma funcdo anali-
tica g: U»R tais que g(0) =1, Dh(0) ¢é a identidade
e h*(w) = gdf.

0 Teorema 3.1 é corolario do seguinte:
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%.2 - TEOREMA - Seja ® uma l~forma analitica e integra-
vel definida numa vizinhanga de O G]fn,

n * 3. BSuponha que W, = 0 e que @ tem parte linear

nido degenerada W, = df. Entac @ possui uma integral

primeira analitica, definida numa vizinhanc¢a da origem e

nac degenerada.

- Na demonstragac do Teorema 3.2, "complexifica-
remog" a forma W, obtendo uma forma holomorfa em ch.
Antes de demonstrarmos este teorema, teceremos alguns co-

mentdrios sobre formas holomorfas integrdveis em CT,

Denotaremos um ponto z € c? por

oz = (zl,...,zn), onde 23 = X3 + iyb, i=4=1. Una

1-forma holomorfa em um aberto U € C? & uma aplicagao ho

* -
lomorfa w: U -+ (C%), onde (Cn)* & o dual de C". De-
*
notando por {dzl,...,dzn} a base de (¢™), dual da base

n .
canonica de Cn, podemos escrever W = I w dz., onde
=1

para todo J = l,...,0, w: U +C & uma fungio holomor

fa. Teremos entio wi(z) = w(x,y) + ivj(x,y), onde

z =X + iy com X,y €R™, logo w=a + iB, onde

&

I

n . \ n ; .
T (Y dx. - v dy.) e B = I (uJ dy. + v ax.).
j=1 J J j=1 J J

Suponhamos agora que @ nao se anula em U.

Neste caso a equagao W = 0 define um campo de planos de
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codimensao complexa 1, isto &, de codimensao real 2. Dire

mos que w & integrdvel em U se o campo de planos defi-

"

nido por w = 0 ¢é integravel.

3.% = PROPOSICKO — w & integravel se e somente se

w Adw= 0,

Il
o

Demonstracao: Observemos inicialmente que a equagao w
em CP & equivalente as equagbes o = 8 =0
em R™xR™. Suponhamos que & A dw = 0. Neste caso
0= (a+ iB) A (da + idB) = (o Ada - 8 AdB) + i(o A dB +
+ B Ada), ouseja & Ada =P8 AdB . Multiplicando-se
ambos os membrog da ultima equagao por o, obtemos w A
AB AdB = 0. 4nalogamente a AP Ada =0, logo o sis-
tema definido por & = B = 0 é integravel, pelo teorema

de Frobenius.

Suponhamos zgora que ¢ sistema w =0 é integré

vel. Observemos que se g: VC U » € & analftica e nao

mn

nula, entdo o sistema gw = 0 ¢ equivalente ao sistema

w= 0, Dado z, €U, como u # 0, podemos supor que
o

1 - . ‘
W~ nao se anula em uma vizinhanca V de z, ¢ portanto

"~ —~ n ~
tomando-se W = L w, teremos W =dz, + T W. dz. =
wl 1 3=2 J

~ ~ ~ noo. ~
= o + 18, ond = 4 + Iz . dx. - v dy.
ig, e o Xq j=2(u3 Xy = Vs yJ) e
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n ~ ~
= d + E . d - + - d - L]
g val j=2(ua Xy + Vg XJ)

Se ey = b/bxl e £, = b/byl, temos

0= (x ABAda) =i (8) AB AQE -1 (B) & AdE +
1 € €1

AB AL (da) = B Anda+a AB AL (8), J& que
€ °1

+
a2

i (a)=1, i () =0 e Lel(E) = i, (a8) + a(i_ &) =

e €1 €1 1
= 1, (a&). 4Analogamente O = i. (a A F A gB) = -3 Aqf +
1
+a AB A Lfl(g). Ora, como as fungSes wd = yd +'iVj

sao holomoras, temos pelas equagdes de Cauchy-Rieman

que:
n du. 7. no oy, i

L (&) = X ("‘—‘1 dx. -'—"ldy.) = ( ——"ldx. +-—41dy,)=

ey, j=2 OX1 49 0%y T30 T gLt oy Y T ¥y Ul

- -~ : & B g Ada =
Lfl(a) e portan#o w AdB + P Ada = 0,

1

Usando as identidades i (a A E A GB) ip (z AB Ada) =
1 1

= 0, podemos concluir analogamente que e Ada -8 Aaf =
= 0. Logo © Adb=(a Ada -8 AdB) + i(a Aaf +
+ B Ada) = 0, Temos entio w A duw = (wlw) A d(wla) = 0,

como queriamos.

Observacao 1 - Observe gque na demonstracgac acima usamos

apenas que ©® ¢ holomorfa na varidvel 2.

Podemos concluir dai que a proposic¢io vale na seguinte si-
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tuagdo um pouco mais geral: Sejam M uma variedade real
e a,B duas l-formas de classe ¢ (r21) em € x M,
considerada como variedade real., O campo de planos defini
do por a =8 =20 ¢ equivalente ao campo de planos defini
do por W=w+ if = 0, onde W ¢ agora uma l-forma a va

lores complexos.

Suponhamos que W é holomorfa na variavel z€C.
Entio o sistema o = B = 0 ¢é integravel se e somente se
wAdu=(a Ada -~ B AdB) + 1(a A dB + B Ada) = 0. Dire
mos que uma l1l-forma W = G + i como acima é holomorfa na

12 variavel.

Un resultado importante na teoria de 1-forma ho-

lomorfas € o seguinte:

3.4 — TEOREMA DE FROBENIUS HOLOMORFO - Seja @ uma 1-for-
ma holomorfa integravel em um aber-

to de €%, tal que L £ 0., Entao existe uma vizinhanga
o ‘

Ude p, e uma fungdo holomorfa f: V =+ €, tal que
af(p) #0 se p €U e para todo z¢€ £(U), f_l(z) é

uma superficie integral de w.

A demonstracao do teorema acima € inteiramente
andloga a do caso real, tomando-ge um sistema invelutivo

de campos holomorfos {Xl,...,Xn—l}, linearmente indepen-
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dentes e tangentes a distribuicaoc definida por w=0, A
variedade integral por um ponto p, pode ser parametrizada

localmente por

1 n-1
(Z IR )'__’X QO s e e® X (p)
1 “n-1 24 Zho1

onde zg = X5+ iyj, lzi] < ¢ e Xg é o fluxo holomor-
J
fo local definido por xJ.

=

Consideraremés a seguir o problema andlogo para
l—form;s complexas holomorfas na la varidvel. Sejam M
una variedade compacta,conexa, analitica real e K =R ou
€. Seja W uma 1-forma analftica e integravel em uma vi-
zinhanca U de OxM em KxM, tal que wp # 0, para todo
p €U. Caso K =C suporemos que =& + if & holomor

fa na 12 varidvel.

3.5 - TEOREMA (Reeb [24]). Sejam M e w como acima.
Suponha que {03}xM CJKxM- é

uma variedade integral de ® e que M tem o primeiro nii-

mero de Betti nule. Entao existem uma vizinhanca compacta

V de M e uma fungao analftica f£: V »XK tal que

df(p) # 0 em V, f/OxM = 0 e para todo q € f(V),

f—l(q) define uma variedade integral de w. Caso K = C,

f & holomorfa na 12 varidvel.

Observe que no caso X =R este teorema nos da
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uma demonstracdo do teorema de estabilidade local de Reeb.

Demonstragéo: Denotaremos um ponto em KxM por {e,x),

onde p €K, x €M e supuporemos de uma vez

por todas que K =2¢C. A iddia da demonstragao consiste em

tentarmos uma solugao da forma fle,x) = & oY gj(x), on~
Jj=0

de &4 M » ¢ & analftica real, usando o desenvolvimento

em série de w em termos de ¢ e a equacdo «w A dw = O.

o

Podemos escrever W = Bdp + m, onde B: U » €
é analitico real e holomorfa na 12 varidvel e n=my+in,

& holomorfa na 12 variavel e i (n) =i (m) = 0, onde
o] o)

Bx ¥y
, o] fal
p = x+iy, 3x = (1,0,0,...,0) € CxTM e 33 ={(0,1,0,...,0)€

€ CxTM. Como (01xM & variedade integral de ¥ e w0
para todo p € {0}xM, a funcdo B nao se anula nhuma vi-
zinhangg de ©OxM. Podemos supor entao, sem perda de gene-
ralidade que @ = dp + & (onde & = % ) Coio o e ho-

lomorfa na 1% variavel podemos escrever & = T g Ej .
J=1

onde &. = u. + iv., u. e v. s50 formas analiticas re-
J J 4 J J
ais em M e a série converge absolutamente para le| = 8,

uniformemente em X.

~

Afirmagdo 1 - Podemos supor que &; = 0.

De fato, da equagao W A dw = 0, tiramos_
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= (dp + 5 pJ ) A E (30971 ap Aa, + pdag,) =
j=1- =1 J J

= pdp A dﬁl + tefmos de ordem = 2 em p. Teremos entao
de A d&l =0 e como &; s6 depende das varidveis em M,
dd; = 0. Como o 1° nfimero de Betti de M & nulo, & =dg,
“onde g: M 2 C ¢ analftica real. Consideremos a mudanga
de variaveis #: CxM ~ CXM, dada por w(p,k) =

= (e—g(x) Py X). E‘claro que _l(OxM) = {0}xM e que

P (w) = e g(x)dp + 2 pJ(e Jg(X)a ).
j=2

Dividindo-ge @*(w) por e-g(x), obtemos

W= 85Xy - de + = gV Eg , 0 que prova a afirma-
J=2 '

gao 1.
Podemos supor entdo que

2 z @

=dp + ¢
j=0 Y

Tentemos agora uma integral primeira f, da forma
- w *
£(p,x) = p T pd £, = ¢ g+l g,
de onde tiramos

af

( E (k+1) ¢ f Jde-+p T p
k=0

k=
of

1l
o
o
+
©
ot

@]
n
=
j=2
H
=

Impondo a condigao df A w = 0 que é equivalente a
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%% w = df , obtemos a equagao:
of - X df 2 o m
= dp +p T g df, == deg +¢ Z p { & kf )
d : P -1%n—
P ke k — op =1 g1  k-l'n-k

A solucdo formal do problema é entdo equivalente 3 existén

cia de funcdes analfticas f : M +¢€, n=0,1,2,..., sa-

R n
tisfazendo a eguagoes (*)d:fn = kzlkfk_l e . nE=L1 e

dfo = 0., Fixemos fo = 1.

Suponha por indugao que determinamos fungdes fj
satisfazendo (*) para 0 £ J < n-1 "Como M tem o pri-

meiro nimero de Betti nulo, basta mostrarmos que
( r )

d( 2 k £ o = 0
k=1 k-1"n-k

Diferenciando a equacac acima, obtemos:

n n
(1) a&( = kf

e L) = Tkdf o Mo+
k=1 k-1 "n-k k=1 k-1 n-k
n
+ T kT da

Usando a hipétese de indugao e que df =1, obtenos

( ) n A n k-1 A

2) T kdf 6 = £ T Jkf. o s MG

k=1 k-1 n-k k=2 =1 J=1 "k-j-1 Tn-k

Por outro lado, da relagac @ A dw = 0, obtemos:

o=whdw pPlaa + T s%Mdey~ T (k+2) oy Aoyl Adp o+
n=1 j+k=n-1 d

J, k=0
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+ termos que nao envolvem dg, de onde tiramos:

do, =0 e da = X (k+2) a.n ., para n=l,
J+k=n-1 J -
Js+ k=0
Usando-se que z a.h Gy = o, podemes escrever:
+k=n-1 '
J,k=0
n-1

do, = % (k+2+¢) & 31 A'ak{ onde § & fixo

Substituindo esta expressao na segunda parcela do segundo

membro de (1), obtemos:

(3)

n n-1 n-r-1
kflkfk—ldan—k = rzl SEO (S+?+G)rfr—lan~rfs—l NGy =
’ n-1 n-r-1
3 rzl sEO (s—n)r f._1 % p_g_1 N g tomando-se g=-n-2.

Basta agora observar que para cada termo de (2) da forma

jkfj_l G 3-1 A e s obtemos um tnico termo em {3) da

forma jkfj-l Ok A Gk-j~1’ bastando para isto fazgr
‘"r=J e s = n-k.

(-]
Falta mostrarmos que a série p I pnfn < 35}

converge absolutamente numa regifo do tipo ({p,x)||e]<8].
Observe que as fungbes £ estdo definidas a menos de cong

tantes e portanto fixemos fn’ impondo as condigles
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fn(;o) =0, n21 e £ =1, onde x, €m. O

sistema . W=-& + iB =0 & integravel e portanto,

dado x, €M, se v, & wvizinhanca  trivializado-
o

ra de Oxx,, existe uma Unica fungao analitica real

g+ V, ~+C tal qué dg Aw=0 e g (p,x.) =¢p pa
¥ %o X, X, o

ra todo (p,x ) € V_ . Como a série p T pdf. (x) é a G-
(v Xo j=0 J

nica gue satisfaz formalmente 4 equacac df Aw =0 com

as condigoes fj (xo) =0 para j =1, f =1, conclui

g g T edf. (x), lo-

mos gue g gérie de potencias de g
o j=0 Y

X

go esta gérie converge absolutamente em Vx y para uma fun
: 0

cao analitica real, holomorfa. em g. Seja U=V, n

N (OxM) para todo x_ €M e U_ ,¢..,U uma cobertura
o Xq Xy

finita de M. Seja VeV_U.,..UYV uma, vizinhanga aber

SXq Xy =

ta de OxM. E facil verificar agora que a serie f(p,x) =

=§ I pij {x) converge absolutamente em V para uma
3=0
fungdo analitica real e holomorfa em ¢.

0 teorema 3.2 ¢é corolario do seguinte:

3,6 ~ TEOREMA (Reeb [24]) ~Seja w uma l-forma holomorfa
integrével em C tal que

w, =0 e aparte linear de ¥ em O e
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n

I

w, = e

, = dz;, onde a matriz A= (a

#1371 13)151,J$n

z
i,3=1 |
simétrica e tem posto n.. Entdo ® admite uma integral
primeira holomorfa f£: V + € (V vizinhanga de 0), tal

que £(0) =0, ar(0) =0 e o’/ _ (0) = a; 5.
%2123

Demonstracao '~ Da algebra linear sabemos que existem uma

matriz complexa P, nxn, tal que PYp
é a identidade nxn. Fazendo-se a mudanga de varidveis 1i

* ¥ -
near z = Px obtemos ®w =P (w) = E xldx + termos de
i=1
ordem superior. Podemos entso supor sem perda de generali
" n L n
dade que W= I z.dz., + ¥ w. onde w., = % w%(z) dz
i=1 *+ 1 =2 J’ J dJd

sendo l!J;.((z) um polindmio homogéneo de grau 3.

k’

n-1 hal

Consideremos agora a aplicacao , ¥: CxS -+

Il

definida por Y¥(p,x) px, onde pE€EC e x =

T =1 T v (W) = pdp +
= (xl,...,xn) com i:lxi . emos = pdp
* n oy
+ E ¢ (w ), onde ¥ (w.)= I wipx) d(pxk) =
j=2 JUoog=1 J
: no n * _
= PJ[P Z w.(x)dxk +(z Xy W (x)})dpl, teremos entdo
k=1 Y k=1
¥ (w) =pg|(L+ = pvh. (%)) dp + p .E ) a.J.
j=1 =0
n R )
onde h.(x) = £ x o (x) é um polinomio homogéneo de
J k= k J+l
grau J+2 e Q. = Z wk (x)dx tem og coeficientes

I k=1 J*2
a . a_lq*(w)z
homogeneos de grau J+2. BSeja =5
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=(1+ E gjh.(x)) dpg + 92 z pja. e suponha que existe
3=1 J =0 Y
uma funcdo f(p,x) = T 9ij(x) tal quet

J=2

(1) f & integral primeira de ® numa vizinhanga de

n—-1

0x8 em CxSn—1 e fz(x) = 1 para tcdo

x € Sn-l.

(2) Existe uma fungao holomorfa g:U ° c, onde U &
vizinhanca de O en c®,  tal que f(g,x) =

= g(px) = go¥(p,x).

Afirmagdo - Nas hipéteses acima g ¢é uma integral primei-

2
ra de @, satisfazendo —3%-5——(0) =0 se
i%J

2
id3 e ELI%E (0) = 2.
bzi

~

i~ * Ld
Demonstracaoc: Como W = % ¥ (w), f ¢é integral primeira

de ¥ (w), loso ¥*(dg A W) = d(Y*g) A
A (u) = daf A Y (u) )

1l

0. Seja E = ¥(Cxs®
. % ,

= {z € %z = her MEC, X §2Rn}. Como . ¥ (dg A w) =0,

concluimos que dg Aw=0 em E., Como E2R® e

dg M w & holomorfa, segue-se imediatamente -que dg A w=0,

o que prova a afirmagao.

Pelo Teorema 3.5, existe uma fungdo f(p,x) =
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= ¢ T QJf (x), tal que T ¢ integral primeira de u
J=0
n-1

uma vizinhanga de 0Ox8 . A fim de obtermos uma funcao
f satisfazendo (1) e (2) acima é suficiente mostrarmos

que é possivel obter uma F satisfazendo:
(3) T (x)=1 se x € g1,

(4) Para todo J = 0,1,2..., ?j € a restrigao a

Sn_l, de um polianio homogéneo de grau j+2 em
2
rY, £y, sendo £(x) = lzlxl.
De fato suponha gue (3) e (4) estdo demonstra-
dos. Defina g(z) = E fJ 2(z) Como a série

j=2
A ‘
92 X pafj(x) converge absolutamente numa vizinhanca de
J=0 .
de -Oxsn—l, é imediato que a série E fJ 2(z) converge
j=2

numa vizinhanca de 0O em C&, Teremos entao g(px) =
E f. 2(9x) = = pJf 2(x) = f(p,x) para x € sh-1
g=2 9- j=2 J-

e pEr, 'Basta entao-mostrarmos a existéncia de

H o

satisfazendo (3) e (4).

A equag&o df A & = 0 & equivalente a equagdo

%% W= (1 + E th (x))df a qual é equivalente as se-
J=1

guintes equagoes de recorréncia

o
= |
I

z [(3+1)F,
(5) =1
: 0

31 %oy = hsafy 51, mal

[»P
=
I
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Pelo Teorema 3.5 sSabemos gue as equagaes (5)
tém solugao, mas queremos mostrar que as fm podem ser dg.
terminadas satisfazendo (3) e (4). Suponha por indugdo

que determinarmos T se..,fp 3 satisfazendo (3) e (&).

Consideremos a l-forma em Rr®, B = E [(3+1) £
J=1

- by dfm_j], onde fj é um polindmio nomogéneo em R°

3-1%m-3 ~

de grau j+2 que  estende ?j(para 3= 0y0es, 0-1),

. = E o 2(x) dx, considerada como l-forma em r"
I 7 k=1 9 -

(para J = O,...,n-1) e hj(x) = 1(x), conside—
k

1 Xy J+
rando como fungdo de R em €(j = 1,...,n). Escrevamos

B = E B, (x) dx, Fntio B satisfaz as seguintes pro-
k=1 .

priedades:
(6) Os coeficientes By sdo polindmios homogéneos de

grau m+3 el iR3.

(7) k Bp(x) =
k= l

(8) 8/s™1 & exata.

Que EB/E'on_'1 & exata é claro. (6) é imediato,

da hipdtese de indugfo. Provemos (7). Temos

R kB(x) = P [(3+1) £ 10 % x o5 . ()]
x x) = J+1) £ X, WL x -
k=1 & K" =1 311k m~-J+2
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- % n( =y )= 2 (§+1) £ h
g=1 9 k=1 % K s.5 d-1 "m-g+l
" ‘ n S

- I h.(m—-j+2)fm_. = 0. A igualdade T X, =
j=1 ¢ J k=1 % dx,

L -~
e homogenea

= (m—3+2)fm_j, decorre do fato de que fm—j

de grau m-j+2. Agora basta provarmos o seguinte:
LEMA - Sejar B wuma l-forma em R® satisfazendo (6), (7)

e (8). Entdo existe um polindmio £, homogéneo de

grau m+2, tal que djE‘/Sn_l = B/anl.

Demonstracao: Fagamos m+2 = k. Suponhamos mostrada a e-

xisténcia de um polindmio h, homogéneo de

grau k+2, tal que dh/Sr—l = B/Sﬁ_l, onde S?"l =
n
2 2 *
= {(xl,...,xn) EIRHI‘Z x7 = r°l.
i=1
Neste caso, se & = dh - B, temos a/S?_l =.0
n n
e portanto &« =* I x.dx., logo dh =B + X I x.dx..
B Rt B R 1
i=1 i=1l
c % 8,x =0, ti sl = 3 My o (kiz)h
omo = Xy = 0, ramos 1= E bxixi = ’

ja que h ¢é homogénea de grau k+2. Vemos assim que

n
b x%(dh - B) = (k+2)n £x; dx;. Como os coeficientes de
i=1

dh e B sao polindmios, comcluimos que o polindmio
n
p¥

x2)f, onde f & um poli-
i=1

> n
x{ divide h, logo h = (_El
1=
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ndmio homogéneo de grau k. Temos entao df/Sn_l=B/Sn"l ,

como queriamos.

Bagta mostrar agora que existe unm polinamio h,

homogéneo de grau k+2, tal que dh/Sn_l = B/S?_l.
r .

Escreveremos X eR® como x = (X,vy), onde

s crY L ¢ y €R. Com esta notacdo podemos, escrever:

k+1 s s k+1 _k+1-3
(9) p= =z ydel e 2 Y by
J=O J=O

onde gd & uma 1-forma em IRp’l cujos coeficilentes sao
polindmios homogéneos de grau J ¢© b. & um polinomio

Jd
homogéneo de grau J em ]fn_l. Tentemos uma solugao

. k .
‘(10) h(x) = h(X,y) = ;52 K273 p, (%)
3=0 ;

onde hj(E) & um polindmio homogéneo de grau j em REL,

A equagao dh/S?—l = 13/,‘5';n_'l & equivalente as seguintes:

r
dh = 0
(11) I n-l j'l'l

para J = O,..4,k

| Prel = Prt1

Estas equagdes podem ser deduzidas, tomando-se
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n-1
dy = ~ % z x5 dX em (9) e (10). e igualando-se os ter-
i=1

mos resultantes de mesmo grau em y (Justifique este pro-

cedimento)}.

Esquecgamos por um momento a equacao hk+1=bk+l'
Podemos tomar h = constante e uma vez que BO‘ é exata,
m-1
hl(x) - ¢ g% ;X4 Suponha, por inducac que determinamos
i=1
ho, hl""’hj+1’ Jj = k. Temos
n-1 +1
(12) a(f (k+2-3) h. ~bs1 T oxdx; o+ BJ ) =
J i=1
n-1 .
= [(k+2- J)dh -db ] AEoxdx 4+ gpdtt -
i=1

Tomando-se a derivada exterior da expresséo (9) e usando

o fato de que dB/S?"l = 0, tiramos

~

ag® = 0, 4B~ =0

. . n-1
agd*l - laby - (k+2-3)87 11 A8 xgax,
(13) i=1
para J = 1,...,k
-1
k n _
lab,,; - 871 A izo x;dx; = 0

Estas equagSes podem ser obtidas como anterior-

o, -1
mente, fazendo-se dy = - L7s %, em d8 & igualando a
» y- . l i
1=

zero os coeficientes das diferentes potencias de 7.



-300-

Substituindo-se (13) em (12), obtemos

n-1
(12)=L(k+2-3) dh —db]/\ T oxgdx; +
i=1
-1 =1
+ [ab, - (k+2-3) 89711 A = xdx; =
J i=1
-1 n-1
= (k+2-3)(dhy -89l A s xax; =0,
i=1

ja que dhj satisfaz (11), por indugdo. Tendo-se (12)=0,
podemos tomar
. 1 n-1 , n-l J+l _
h 2(x) = — {[(k+2-—j)‘h - b] 2 x{+ T8 (x).x;}
+ j+2 o j=1 i=1

que & um polindmio de grau Jj+2 e satisfaz (11).

Vamos agora mostrar que podemos determinar

ho’f"’hk+2 de tal forma gue hk+1 = bk+1° Com h deter
minada da maneira acima é facil verificar que
n-1 '
(14) B: - dh=g( fl x;dx; + ydy) + (bk+1 hk+l)dy
onde g & um polindmio homogéneo de grau k em R", Usan

do-se que (B—dh)/s?“l ¢ exata, teremos que

0 = (dby,y - dby,) Aay/spTh =
= 1(an y AT x, A%,
vy R+l T dbyi1 i=1 '
n-1
logo (dhk+l k+1) AT X4 dx; = 0. Se ¢ = hy 17Dy 1

i=1
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n-1

tiramos da equagao anterior que (%) = F( T xS ), onde
i=1

F: R »R. Como % ¢é um polindmio homogéneo de grau k+1,

n-1 k+1
o(x) = h( D 2y 5, onde ) ¢é uma constante. Se k=2 e,
i=1 :
¢ par, ¢é imediato que X = O como querfamos, j4 que
2441 ‘ :
(x x5 2 nao & um polindmio, para n = 3. Se k = 2t-1,
i=1
. n- 4
é Impar, teremos w(X) = hZL(x) - bZL(x) = 1(l§1 xE) .
Neste caso tomando—se h(x) = h(X,y) = h(x,y) -
n“‘l 2 ”, - -~ e
- (= x; + Y ) e facil ver que h satisfaz 8=dh +
i=1
n-1 _ .
+g( T x;dx; + ydy), como querfamos.
i=1 '

Observe na demonstracao acima que para k impar,
a solugdo do sistema (11) ¢é Umnica e para k par ela fica
definida pelec valor da constante ho’ ou seja, se h sa-

n—-1i .
tisfaz (11) entao h+k( T x2 + ¥ )k/2 também satisfaz,
' =1
para todo A € C,

3.7 — DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 3.2 - Seja @ uma 1-forma

analitica real integrd

vel com parte linear nao degenerada w, = af, =

s [=-]
= .Z_ aijxidx.. Escrevamos w= E'wi onde esta série
1=<i, j=n J i=1

converge absolutamente numa regio R:{xEIRnllxi]<6].Seja )
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o

a 1l-forma complexificada de w, definida por ¥ = pX 51,
i=1

onde W; é definida a partir de ¥, substituindo-se a
7 n . 7
varidvel em R~ X = (Xl,...,xn) pela variavel z =

w, con-
1

I 8

= (Zl""’zn) ¢ ¢, £ imediato que a série
1

verge absolutamente na regiso Ve=iz € Cnllzil < 8} e

i

que W é integravel em V. Pelo teorema 2.6, ® admite
uma integral ﬁrimeira holomorfa f: VeV €, onde V é
um aberto contendo o O em ¢ e a parte linear de af
em O & ;. Sejam =g+ if e T =u+ iv, onde
o/ rY =w, B/ R* =0 e u,v: R R® +R. Como at Aw = 0,
temos QUA & — dv A B = 0. Restringindo a ultima igualda
de a R®, obtemos A(u/F) Aw=0. B f4cil verificar que

w/R? (x) = u(x,0) & uma integral primeira de ¥ satisfa-

du _
zendo bxixj (0) = a3

3.8 - DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.1, A PARTIR DO TEOREMA 3.2

Precisamos de um lema

IEMA ~ Sejam u,v: U #R fungdes analiticas, onde
U cR® & uma vizinhanga de O, u(0) = v(0) = 0

o]
e E%L (0) # 0. Seja A, = {x € Ulu(x) = 0} e suponha
1 : )

que v/A = 0. Entio existem uma vizinhanga V €U de O
o uma funcio analitica g: V #R tais que v = gu €

g(0) = g{ilto).
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Demonstracao: FPelo teorema das fungdes implicitas, exig-

tem coordenadas numa vizinhanga V da ori-

gem tais que u(x) = X, e AyNVs= {x[xl = 0}. Temos
1 g

portanto, v(xl,...,xn) = J; E?(v(txl’XZ""’xn))dt =

= (IO B;I(txl,xz,...,xn)d't)xl = g(x) u(x), onde g(x) =

=J’l ov

_ v
Sii(txl’xz""’xn)dt’ logo g(0) = EEI(O)'

Q
Demonstraremos agora ¢ teorema 3.1 .

Seja T wuma integral primeira analitica e nao
degenerada em O de ., Temos entio que dF Aw =0 ¢

) D 3 —_ ’
portanto Eﬁl w = w'dF, Devemos mostrar que wl & divisi

4

OF s " . .
vel por 3%1 numa vizinhanca da origem, isto &, que exis-

1 )
~ . of
te uma funcao analitica g +tal que wh = g 3%1 . Sejam
) 1 .

df : —_ .
A; = {x€ R"| Sﬁl(x) = 0}. Usando-se o fato de que f ¢
i

nao degenerada na origem, existe uma vizinhanga V de O,

n .
tal que VN ( N4;) = {0}. Ora, se x €4, NV~ {0,
i=1

existe J # 1 +tal que %gl(x) # 0 e por outro lado
3 ‘

oF 5 . 1 OF 1 dF
e wo= w SEE » logo wi(x) SEE(X)

0 ~0'Que implidé

que _wl(x) = O. Conb;uimos dué‘ wl/Alﬂ‘Y = (0, -logo pelo
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Lema, existe g analitica tal que ol = g = © portan

to w =g df.
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