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PREFACTO

"et je 1ltai reconnu avec dlauvtant plus de
plaisir que clest sur un sujet dont je m'occupe
depuis plus de quarante ans que jlai &t¢ ainsi

surpassé par M. Jacobi, mon dmule’.

Legendre, A4 Academia de Ciéncias de
Paris, na Sessfio de 5 de

novembro de 1827.

A teoria das fungles algdbricas o das fungSes elf
ticas € uma das mais belas muisigles déﬁﬁateméticé; %anto
na sua qualidade estdtica como na-profuﬁﬁidade de seué mg
todos e resultados, que dificilmgﬁte pode ser exagerada.

Pode~se diger, quase semlrisco de imprecisdo, gque
todos os bons matemdticos da segunda metada do Sdculo XVIIL
e de todo o sédcule seguinte se ocuparam, de uma maneira ou
de outra, de problemas nesta drea. Nomes como Euler, Gauss,
Legendre, Abel, Jacobi, Lejeune-Dirichlet, Weierstrass,
Cauchy, Appel, Cayley, Glaischery Halphen, Hermite, Guder-
ﬁann, Klein, Liouville, Riemann, Noether, Kronecker, Dede-~
ukind, Neville (nfo necessariamente por ordem cronoldgica

~ » =
ou de importancila) testaram o melhor de seu repertdrio nes

te assunto.
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0 resultado € um acidmulo incomensurdvel de escri-
tos, tabelas e teoremas, como poucas partes da Matemdtica
cldssica podem reclamar para si. Aldm disso, © progresso
da teoria féz-se acompanhar de evenfos aos quais nfo fari?
mos total injustiga se assim os chamdssemos: picantes.
{Por exemplo, as gueixas de Legendre a Jacobi sobre a pre
tensa mania de Gauss em apossar=se da precedéncia na desg-
coberta de certos teoremas).

Nada disso, contudo, deve servir de desculpa para
os defeitos do texto que se segue. Na wverdade, a reciprg
ca distohpoderia'ser verdadeira,

Ab escrever este trabalho, tentgi, na medida do
possivel, dar uma visfo intermedidria entre a cldssica e a
moderna. Por em prdtica tal empresa €, por si sd, tarefa
monumental. A uma certa altura, sobrevem a cris; e o equi
1ibrio entre a "charla de corredor" e o rigor matemdtico
torna-se ogcilante.

Grosso modo, os capitulos que se seguem repartem=
se do seguinte modo (em contevdo e estilo).

capftulo I serve de motivagfio &s fungles algébriw
cas., A énfase & sobre as superffcies de Riemann em folhas,
na concepgio original de Riemann e seus seguidores, e naé
chamadés fungBes multivalentes. A respelto dessas Uliimas,

bem expressou-se Ahlfors: "There is thus a clear need for



a concept that emphasizes rather than circumvents multi-
valuedness" (L. Ahlfors, domplex Analysis, Ch. 8)}.

Capftulo ITI ocupa-se da construgfo dos ramos de
uma fungfo algébrica., O principal ingtrumento ¢ a chama-
da transformagao Qﬁadrética local, A determinagdo expli-
cita dos ramos € feita comodamente atravds do método do
peligono de Newton, provavelmente insuperdvel em sua sim-
plicidade e objetividade.

Capftulo ITII trata das fungles algdbricas do pon=-
to de wvista geométrico, isto €, em esséncia; a teoria dos
revestimentos ramificados do plano € ou da esfera de
Riemann U {»}. Uma segdo deste capitﬁlo g dedica@a in
teiramente ao probleﬁa da resolugao das singularidades de
uma curva plana. Aqul, o método da dllatagao(“blowing-upﬁ
e as transformagoes quadrdticas de Cremona constituem pon
to alto;{-

Capitulo IV versa sobre fungdes eliticas e inte=-
grais abelianas, A importanpia desta parte ndo pode ser
contestada. Basta lembrar Gauss, gue assim se pronunciou
a respeito do célebre teorema de Abel: "... a descoberta
- mais dimportante do que féz nas Matemdticas o sdculo em

que vivemos®,

Uma palavra final sobre o texto: Procurei entre-
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mear o mesmo com exercicios que nflo sfo diffceis, mas que
podem ajudar o estudante em testar a sua compreensio do
texto; A selegfo sdéria de problemas nesta drea ¢ un tra-
balho "per se'", o gual reservo para uma edigdo futura des
te texto, caso haja interesse suficiente por parte do pii-
blico matemdtico.

Chamo a atengdo do leitor curioso para a biblio-
grafia ao finel do texto, onde procurei analisar brevemen

] -
te as referencias.

Meus agradecimentos sfo para Wilson Gdes, sem o

qual o aparecimento deste trabalho teria gido impossivel.

‘

Rio de Janeiro, inveino de 1975

Aron Simis
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T. MOTIVAGEO

I.l. Uma fungfo multivalente fundamental.

Ao primeiro contacto com os rudimentos da Andlise
Complexa deparamo-nos com um fengomeno incomodo: a existén
cia de fungaes multivalentes, isto €, "fungSes" que a ca-~
da ponto do dominio associam (geralmente) mais de um pon-
to do contradominio. E clarc gue tais fungSes aparecem
também em Andlise Real, mas no caso complexo elas se re-
velam particularmente marcantes, envolvendo aspectos topg
18gicos e analiticos delicados.

0 estudo de tais funcgles deu origem a uma das teg
rias mais belas da Matemdtica, que persiste até hoje como
uma drea em permanernte efervescgncia, a saber, a teoria

das Superficies de Riemamnn e das integrais abelianas.

Para refrescar iddias, comecemos por recordar a
definigXo da fungdo argumento. A idéia do argumento de
um mimero complexo =z = X+1iy advém da representagio des-
te nimero complexo em coordenadas polares,

z = |z| (cos 8 + i sen 8): o dngulo § seria o argumento
de z. E claro que esia ndefinigdo" peca pela falta de

rigor e ndo resiste t30 logo entusiasmemo-nos em estabele
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cer férmulas para o avgumento, tais como "o argumento de
um produto € a soma dos argumentos dos fabtores", etc,

Ao introduzirmos, efiecaz e rigorosamenfe, a nogdo
de argumento de um mimero complexo, esbarramos no fendme-
no de fun¢fo mutivalente, Recordemos que a aplicagio
yy_.eiy, de R em C, onde e? denota a fungio exponen
cial complexa, € um homomorfismo do grupo aditivo de R
sobre o grupo multiplicativo U dos complexos =z tais
que |z| = 1. O niclec deste homomorfisme ¢ um subgrupo

discreto maximal de R, isto &, da forma % {rm|[me 2

para um r € R positivo (fixo). Ponhamos r = 271 (isto
¢ uma definig¢io do mimero transcendente m!). Passando
ao quociente, obtemos um isomorfismo @: R/2nZ ~=» U de
grupos induzido pelo homomorfismo y»a-eiy. Por defini-
gdo, o argumento arg{z) de =z € U & m—l(z) € R/2nzZ .'

Se z€C, z#0, & arbitrdrio, definimos arg(z) =

= arg(z/|z|). (¥.B. arg(0) nHo estd definido.)

Desta maneira, o argumento de um nimero complexo
nfo nulo € uma classe de equivaléncia de nimeros reais,
dois tais mimeros diferinde por um miltiplo inteiro de 2m.
Como fungfo de  C\{0} em R, o argumento ¢ uma funcio
multivalente. Ndo & possivel tormar arg(z) uma fung3o
univalente de todo o plano € menos {0}. Contudo, res-

trigindo~nos a certas regifes (O c C podemos, mediante



escolha Jjudiciesa de um representante da classe de egui-

valencia arg(z), definir uma fungido continua de =z € Q0.

Exemplo: Seja O = {z € C | Re(z) > 0}. Se =z € 0, exig
te um e um s8 representante v € R de arg(z) €

i
€ R/ZWZ tal que = T < v < 5 e Isto determina uma fungab

2

univalente Arg: O -+ R. Para mostrar que Arg & uma fun
950 continua, basta verificar que a restrigao N U+ R

de Arg & contfnua (jd que Arg €& a composta

Y

Q>=0NTU-+ R, onde ¥(z) = z/lzl ¢ obviamente continual

. . i
Ora, tal restrigio € a inversa de v e Y, com

v £ ('%’ %). Por outro lado, Y e’ & uma aplicag¢fo
continua bijetiva de -%, %] {compacto!) sobre

UNn {z¢€C | Re(z) = 0} (Hausdorff!), logo, € um homeomoxr
fismo. A inversa ¢, portanto, continua.

A fungfo Arg: Q@ + R € um exemplo de determinacgdo
da fungfo multivalente arg. Mais geralmente, se (Q c C
€ um aberto simplesmente conexo (isto ¢, conexo e tal que
todo caminho fechado Y c @ ¢ homotdpico a um ponto) ndo
contendo 0, existe uma determinagfo 0.4 R de arg (e
uma dnica a menos de miltiplos de 2m).

Um tratado cldssico de fungles analiticas diria
neste contexto: "se =z percorre um caminho fechado que

nio contorna a origem O (por exemplo, o caminho C na
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figura acima), o avgumento de 2z parte de um certo valor
8 e retorna ao mesmo valor; se =z percorre um caminho
fechado contormande O (C! na figura acima) um mimero
inteire m de vezes, o argumento de =z parte de um cer
to valor B e retorna a 6 + 2mm".

E claro que tais afirmagdes vagas ndo fazem senti
do, a ndo ser para os exegetas cldssicos ou num sentido
puramente heuristico. Seu significado exato € dado pela
nogdo de determinagdo introduzida acima {uma pequena 1i-

gldo: ler as fontes originais, mas com espfrito critico).

Exercfcio 1: Usando a definig¢do de argumento, mostro que
todo complexe =z escreve-se na forma

z = Izlele, onde B €& um representante de arg(z).

Exercicio 2: Usando o Exercicio 1, mostre que a solugdo
R ~ t
mais geral da equagdo e =z (em t) €& da
forma 1log|z| + i arg(z). Isto determina uma fungfo mul-

tivalente 1log: C\{0} 4 €. Encontre determinagles de
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log (isto &, fungSes continuas Log: Q + C, 0 aberto

eLOg(Z) = =z para z € {}) e mos

conexo de €, tais que
tre que duas determinagles de log num aberto conexo Q

diferem por um miltiplo inteiro de 2Ti.

Exercicio 3: Mostre que uma determinagio de log num a-
berto conexo (1} admite derivada em todos os
pontos de (. Calcule a fungdo derivada em Q. Vale a

mesme situagdo para uma determinagfo de arg?

Exercfcio 4: Usando o Exercicio 1, mostre que as solugles
(em z) da equagio z" = a (onde n ¢ in-

teiro positivo e a € € f£ixo) sdo da forma

1(9 +2TTk)
1/n it ‘
z = |al ™ , k=0,1,000,n~1, onde 6 :¢& um re
presentante arbitrdrio de argla). .. -

ot . .
Exercicio 5: Calcule explicitamente (isto ¢, na forma
a+bi) as rafzes ctdbicas complexas da unida-
de. SUGESTX0: mostre gue a parte real e imagindria da fup

iy

ad L d s 0] ' s
gao e ado as fungles trigonométricas usuais cos y e

sen y, respectivamente. TUse o Exercidioc 4.
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I.2, Unm exemplo de funcdo algdbrica: ./=z.

0 Exercicio I ensinou-nos como calcular as rafzes
n-ésimas de um mimero complexo dado (n inteiro, =1). Tal
resultado pode ser obtido em tabelas trigonométricas para
grandes valores de n. Quando, porém, surge a questio da
"continuidade" das solugdes ao variarem os dados, torna-se
urgente por de lado as tabelas e clarear as iddias.

¥ natural, entfo, tentar definé& as raizes de um
ndmero complexo como fungfo deste compiexo nwma certa re-
gifo do plano C; Para isso, usamos as fungSes (multi-
valentes) que jd conhecemos. Dado um tuimero compliexo
(fixo) a, definimos a fungio multivalente z* em

e\{0} pela férmula:

o] zZ
Zm - ea log .

Interessar-nos-emos especialmente pelo caso em
que o €& um mimero racional, K fdcil verificar que se
@ =n € um inteiro =1, +todas as determinacgles de z*
num aberto conexo Q C € {0 ¢ Q) coincidem, de maneira
que neste casc recuperamos as fungles univalentes z -z
usuais (analiticas em todo ).

Se o & racional nfo inteiro, estamos diante de

fungSes genuinamente multivalentes. Por simplicidade, su



ponhamos que @ = %—.

1/2

1/2 R
romos M2 - J1/2 1os z _ tog(|z]M?) (/2 arel)
: ol o)
= |Z|1/2€3@/2)315\Z). Em termos de um representante

8 € arg(z), obtemos entdo:

. 8
< 1(—+ﬁk)
Z1/2 - lzl¢/2 o 2 , ko= 0,1,

Assim, fixado um aberto Q < €\ {0} simplesmente comexo,

1/2 admite exéﬁamente duas determinagles em 0 (ll Co-

zZ
mo as determinagdes sfo fungles { -+ € continuas, segue-
se gue uma deter@inagio estd dada t3o logo se especifique

seu valor num Ynico complexo z € (0. Por exemplo, se
Im “1/2

Z =0 . . ~ L]
0 = \{z IrRegzg < O} as duas dgterm1q§goes de =z s8.0
dadas desde que se especifique se 111/%3= 1 ou 11/2= -1

. . . - L o .
(a posteriori vemos gue as determinagoes sao tais que,

respectivamente, k = 0 e k = l).‘

1/2

Equivalentemente, uma determinagdo de =z em
I 0 1/2 1/2 2
M\ = = +
g =C\{z | Regz; - O} & dada por = = |=| e s

onde 0§ €& o dnico representante de arg(z) tal que

l/2=lzly2ei(%¥”). ®

-T < 8§ < . A outra determinagdo ¢ z

(1) -
Isto nfo & uma demonstragdo, evidentemente. Mais adian-

te, daremos uma demonstragfo deste fato em toda a genera-
lidade.

(2)

2 -~ . -
ou seja, o Unico representante de arg(z) compreendido
entre m e 3n (exclusive),

Isto &, o representante de arg(z) escolhido & §+2r,
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Outra escolha qualquer do representante § acarreta que

zl/2 recai numa dessas determinagdes.
Chamemos de Uy, Uy respectivamente as duas de-
T =
terminagdes de 21/2 em 0 = C\{z | Rg£2358}. Tomemos

duas cdpias Ql, 02 de 0 (superpostas sobre Q), onde

o]

o

N
u, e Uy, respectivamente, tem seu dominio. Mais preci

samente, oS pontos de Q estao em correspond@ncia biuni-
voca com os elementos do conjunto {(z,ul(z)) | =€ ql.
Chamemos Ql tal conjunto. Procedamos analogamente para
LY obtendo 02. Em outras palavras, ﬂl (respectiva-
mente, 02) € o grdfico em 02 da fungdo u, (resp., uz)
. s ~ Trl TT2 »

e a bijegao ﬂlj———* 0 (resp. 0, —2.Q) ¢ dada pela
projegao usual do grdfico da fungfo sobre o dominio da

fungdo.

A iddia de Riemann consistia em fabricar por "co-
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lagem" uma superficie S a partir de O, e (I e uma

2

fungZo (genuinamente univalente) wu: 8§ = C tais que:

(1) Em S tem sentido dizer se uma fungdo S 4+ C

(em particular u) & ou ndo holomorfa.
(ii) u & efetivamente holomorfa em S.

(iii) Para todo = € 0, ul(z) = u(z,ul(z)) e uz(z) =
= u(z,u,(2)). Em outras palavras, tem-se:

-'l rd
u; = ueTy e u, = UaTiy isto e:

2,

0,
'ITIl u ﬁz)_ _ a
L -
0 —s ¢
s § .

B

(Grosseiramente, dizemos que a restricio de u a Q, e

02 coincide com u; e u,, respectivamente.)

Solucionado o problema acima, a fungdo u global
mente definida em S ¢ ume fungdo univalente que "substi
tui® a fung3o multivalente original definida implicitamern
te por u2 = z. A superficie 5, imaginada por Riemann,

ficou sendo conhecida como superficie de Riemanm, comegan

do assim a teoria geomdtrica das fungﬁes algébricas.
Eis o procedimento de Riemann’ para construir o par

(s,u).
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Como S wvali ser obtida a partir de Ql e 02

por um processo de colagem € u deve satisfazer as rela~

-1

gles u; = u oﬂil e u, = uem,:, ¢ natural tentar defi-
nirzs
ul(ﬂl(P)) se P€ 0,

'u(P) =
uz(ﬂz(P)) se P€Q,

Suponhamos gque L1 c Ql e L2 c Q2 se jam as partes "co-

ladas" a f£im de fabricar S; se Pl € L se ja

l!

colado a P (uma tal

o poento de L2 1

P, = w(Pl) € L,

fungfo w: L; + L, ¢ chamada de "colagem" ou "transigio"

Como queremos gque u seja ao menos univalente em S, de
vemos exigir gue u(Pl) = u(P2) = u(w(Pl)) para todo

Pl € Ll. A esta altura a funglio de colagem W e 08 pe-

dagos L L a serem colados poderiam ser os mais di-

1* 2
versos possiveis. Entretanto, queremos que S seja um

espago topoldgico e u continua. Consideremos entfo o

aberto simplesmente conexo (' = c\{z | ﬁg{:; : 8} e as

duas determinagSes v; e v, de /Z em Q'. Pelo prip
cipio do prolongamento analftico(Bl a determinagdfo uy
coincide com uma das determinagSes v , v, (digamos, v )

num setor aberto contendo o semi-eixo Im(z) = 0, Re(z)sO

(3) :
Ou melhor, olhando para os desenvolvimentos em séries
convergentes das determinagdes.
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(por exemplo) excluindo-se esse semi-eixo. Imaginemos a
parte superior desse setor em Ql colada 3 parte infe-
rior do setor correspondente em 92 a0 longo do semi=-ei-

x0 negativo (a fungfo de colagem sendo a "identidade'!).

colagem

Definimos
ul(P), se P c setor superior em (}

e P ¢ semi-eixo colado

u(P) = uz(P), se P € getor inferior em

e P ¢ semi-eixo colado

vi(P), se P ¢ semi-eixo colado

Desta forma, 1 estd bem definida na parte (setor supe-

rior de Ql) U (semi-eixo colado) U (setor inferior de 0,)
Tomando os setores complementares em Ql e 02 respecti
vamente e procedendo de maneira andloga, obtemos a super=
ficie procurada S. Topologia: decretamos gque um subcon-
junto Uc & € aberto se a intersegldo do U com as diver-

sas partes que compdem S & um aberto. Resulia entfo que



~12-

u ¢é automaticamente continua nesta topologia. Por cons-
trugdo, .u satisfaz a propriedade (iii). Finalmente, di
zemos que uma fung¢Zo {univalente) f£: S 4 ¢ ¢ holomorfa

se para tede P ¢ 8, existe uma vizinhanga aberta UG S
de P tal que T: U= C & bijetora e f-'n"ﬂ”(U)zﬁﬁba c
e holomorfa. Aqui m: S 4+ C €& a aplicagdo definida 3s

custas das projegles T,: Q; + 0 e myr 0, +Q (¥.B, T8

1

holomorfa!). Resulta, entfo, que u & holomorfa.

Observagles: (1) A construgdo de Riemann &€ um modelo
ideal, nfo sendo topologicamente possia

vel em R> sem auto-intersegﬁes(h).

(2) A colagem dupla ao longo do semi-eixo negativo &
um estratagema artificioso (se bem que engepposo!)
do ponto de vista topoldgicoe. Do ponto de vista analitie
co ndo ajuda em nada, jd que a consideragfo de determina-
g¢¥es e do prolongamento analitico (essencialmente, o espa

¢o de "germes") jd resolve a guestdo.

(3) A faceta espetaculosa da construglo de Riemann &
que, uma vez convenientemente interpretada e refei
ta, fornece um instrumento geométrico eficaz. Adiante,

veremos como fazer isto (essencialmente, a consideragdo

de curvas algdbricas e suas ramificagdes sobre C).

(%)

Na verdade, quandoc consideramos os %féfi&os 01,02 de
g Uy respectivamente, estamos em = R™!
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IT. PFUNGOES ALGEBRICAS

IT.l. Explicitagio na vizinhanga de um ponto ndo critico.

Retomemos a fungdo multivalente .z = 21/2, Qual

quer que seja a determinagfo u de zl/2 num aberto sim
plesmente conexo (, tem-~se (u(z))2 = z para todo zEQ.
Consequentemente, se P = P(X,Y) & o polindmio X-Yz, ve
mos gue os pares (z,u(z)) € € =CXC sdo zeros de P,

0 ponto de vista das fungdes algébricas ¢ exata-
mente este: comegamos com um polindmio P(X,Y) a duas
indeterminadas, com coeficientes em C, e consideramos
os zeros da equagio P(z,w) = 0. Tais zeros definem w
implicitamente como fungdo multivalente de =z; precisa-

mente, para cada = € € existem O = k s grau P com-

plexos Wyj...,W, tais que P(z,wi) =0 (L= ix< k).

Comegaremos com a parte mais elementar da teoria,
a saber, a explicitag@o das fungdes W o= wi(z) na vi-
zinhanga de um ponto "n3o critico™. A consideragdo dos
pontos criticos € mais delicada e serd tratada no pard-
grafo séguinte.

0 que segue &, essencialmente, o teorema das fun-
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g¢Oes implicitos a uma varidvel para fungdes algébricas e

A .
suas conseqllencias.

Proposigio IT.1 - Seja P = P(X,Y) € ¢[X,Y] wum polindmio

irredutivel e seja (a,b) € ¢®  tal que
Pla,b) = 0 e gE(a b) £ 0
b)) = ay'as .

Entdo existe um disco D = {z | |z~a| < pl (p > 0) e uma
tnica fungdo analitica f em D satisfazendo as condi-

goes f(a) =h e P(z,f(z)) = 0 para tedo =z £ D.

Demons trag¢fo: Consideremos o polindmio Q(Y) = P(a,Y) €

€ ¢[Y]. Temos Q(Y) = po(a)Yn + pl(a)YnFl +
+eeot py(a), sendo P(X,Y) = p_(X)¥Y" + pl(X)Yn-l P
+ p (X). Se Q(Y) fosse o polindmio nulo, ter-se-ia ne-
cessariamente po(a) = ees = pn(a) = 0, logo os polind-
mios PQ(X)"'°’pn(X) admitiriam o fator comum X-a. Em
conseqﬁéncia, P(X,Y) admitiria X-a como fétor, contra
a hipdtese de ser irredutivel. Logo, Q(Y) £ O.
Um polindmio a uma varidvel admite um mimero fini
to de raizes. Em particular, podemos escolher & > 0 tal
que Q{w) # 0 para todo w tal que O < [w~b] < &§. Pe-

lo principio do argumento, tem-se

op .
N, gﬁ(a’w)dw = T U = 1
2mi Pla,w) - 2mid Qlw oo

|w-b|=6 [W-b|=5
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em virtude de b ser um zero simples de Q (por hipéte=
se, Q'(b) = aY(a,b) # 0).

Consideremos o conjunto X = {(z,W)EC ||w |—6}

Por construgio, P(z,w) # 0 se (z,vw) € K. Como P &
uma fungfic continua em 2 (com a topologia produto usual)
resulta que, para cada (z,w) € XK, existe uma vizinhanga
aberta Utz,w) c ¢? gque n3o contém gqualquer zero de P.
Como K'.é compacto, K & coberto por uma familia finita
dentre {U(z,w) nx, (z,w) € K}. A reunifio dessa fami-
lia finita contém uma vizinhanga (hiper) cilindrica de K.
Em particular, existe g > 0 tal que ‘P n3o admite
qualquer zero no conjunto {(z,w)é02|I;-algp,|Wé£[=6T. A

expressao
(z) = i -aw dw
n = 2ri P(z,w) o

é significativa e determina uma fung@o continua n = n(z)
no entorno |z-a| < p. Por outro lado, novamente pelo

principio do argumento, para cada valor de z,zl@) d o ni-
mero dos zeros de P(z,w) no interior do disco |w-b|ss.
Consequentemente, n = nf{z) assume apsnas valores intei-
ros e, como |z=a] < p & conexo, resulta que n = nz) €
constante ai. Mas, n(a) = 1. Logo, para todo 2z tal

que }z-o! < p, existe um dnico w € C tal que |w-b| <8
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e tal que P(z,w) = 0, Isto define uma fungdo (genuina-
mente univalente) f em |z-a| < p e, necessariamente,
f{a) = b.

Para ver que f & analftica em |z-a| < p, usa-

mos a teoria dos residuost

P
1 B—(Z‘,W)
(@ emp | e el <o
. wabl=

Segue~se desta expressdo que f & analitica.

Finalmente, a unicidade de f resulta do princi-

pie do preolongamento analfitico. Com efeito, seja f ou

1
tra fungfo analftica em |z-a| < p satisfazendo a
fl(a) =b e P(z,fl(z)) =0 com |z-a]l < p. Por conti-
nuidade, podemos tomar O < p, < p tal que ]fl(z)-b[< )
toda vez que |z=-a| < Py (onde & & determinado como a-
cima). Por construgfo, para cada =z tal que |z-al < p,
?(z,Y) admite uma dnica raiz w tal que |[w-b| < 6. Lo
go, f(z) = fl(z) se |z-al. < pP,- Pelo principio do pro
longamento analitico, £(z) = £ (z) se lz-a] < p.
C.Q.D.
Como conseqﬁéncia da proposigﬁo acima temcs a ex-
plicitac®o de fungSes algébricas na vizinhanga de um pon-

to "nqo critico".
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Teorema TT.2 - Seja P = P(X,Y) = pO(X)Yn + pl(X)Yn-l +

toeat pn(X) € CIX,Y] um polinomio irredu=-
tivel, onde po(X) nJo € o polindmio (identicamente) nu-
lo. Seja =a € C tal que
p,(a) #0

e %%(a,w) £ 0 sempre que P(a,w) = O.

Ent3o existe p > 0 e n fungles analiticas fL,,.e.,f

em |z—a! < p satisfazendo as seguintes condigles:
(i) P(z,fi(z)) = 0, |Zua| <p, I<is= n.
(ii) fi(a) =b,, onde by,...,b, sd3o as raizes de
P(a’Y) »
(11i) se (z,w) € £? & tal que P{z,w) =0 e "|z-al < p,

entfo W = fi(z) para algum i (1= i< n).

Demonstracio: Por hipdtese, %%(a,bi) # O para todo

i (1= i< n). Logo, Dbyyseesb, s¥o dis=-
tintos. Pela proposigdo anterior, existem fungBes
P TRRE analiticas em |z~a| < p (p > 0 conveniente-
mente escolhido) tais que fi(a) =b, e P{=z, fi(z)) =0
se |z-al < p. Restringindo p ainda mais podemos supoT,
usando o fato de que b ,..eyb, sB8o distintos, que
fi(zl) # fj(zz) para i # Jj e Izl—al < Dy |22-a| < D

Neste caso, (iii) & evidentemente vdlido.
C.Q.D.
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At€ agora, vimos usando o termo "ponte ndo criti-
co" sem precisd-lo rigorosamente. Hora & chegada que o
fagamos pois trata-se de uma nogdo central da teoria das

fungdes algdbricas.

Definigdo IT.3 - Seja P = P(X,Y) = p_(X)¥" +...+ p_(X) ¢

€ C[X,Y] wum polindmio irredutivel. Um
ponto a € C €& um ponto ndo critico (ou regular) de P
(ou da fungfo algé€brica em =z definida_implicitamente pe
la equagdo P(z,w) = 0) se as seguintes condigBes s¥o sa

tisfeitas:

(1)  »p(a) £ o.

(2) Para todo w tal que P(a,w)=0, tem-se %%Ga¢ﬂ£&

Caso contrdrio, a & um ponto critico (da fungZo algdbri

ca).

Observagao: A nogao de ponto critico de um polindmio
P(X,Y) & uma nogfo relativa; a rigor, deve-
riamos dizer "ponto critico welativamente & coordenada X"
ou lembrar sempre que trata-se de ym ponto critico da fun
gao algdbrica em z definido por P(z,w) = 0. Na teoria
das curvas algébricas, tem-se a nogdo de ponto Tsingular"
da curva algébrica definida pelo polinémio P(X,Y): tra-

ta~se de um ponto (a,b) € c?® tal gue P(a,b) =0 o
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%%(a,b) - %%(a,b) = 0, ¥ claro que se (a,b) € c? ¢ um
ponto singular da curva definida por P, entdo a (res—
pectivamente b) € um ponto critico da fungao algdbrica
em z (respectivamente, em w) definida implicitamente
por P(z,w) = 0. Se (a,b) € ¢ ¢ um ponto ndo singular
da curva definida por P, (a,b) pode ser ou nio pontc
‘eritico de P.

Enquanto a nog¢do de ponto nio singular da curva
definida por P & uma nogdo intrinseca da curva (inva-
riante mediante, por exemplo, uma mudancga de coordenadas
em Cz), a de ponto critico € relativa & coordenada que

se quér tomar como varidvel "independente',

Bxemplos: (1) O & um pontolcritico de Jz (isto &,
da equagdo Wwoez = 0}. Todo =a € C\{O} ¢
uﬁ ponto ndo critico de wznz = 03 numa vizinhanga Deque
na de a, temos duas fungSes holomorfas distintas que
s2o0 precisamente as determinagles de .z mencionadas no
§1.
(2} 0 & o u¥nico ponto critico de =zw - 1.
(3) O0s pontos criticos da equagfo Zwe & W =1 =0
s 0 e -1/4, o que se vé por um cdlculo dire
to como em (1) e (2). Esta equagdo satisfaz as condigdes

da Proposigfio IT.1 no ponto (0,1), mas no as condigJes

do Teorema II.2. Na verdade, para todo a # 0, =-1/k, a
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explicitagfio de w como fungdio de 2z & dada, num disco

=1 + f(z)’

aberto suficientemente pequeno, pela expressEO =

onde f£(z) & uma das duas determinagCes de J1+hz neste
disco. Pela Proposigao IT.l, w ©pode ser tambdm explici

tada num entorno de 0, mas admite ai apenas a determina

=1 + Jf1l4lhz

2z !
que JT = 1.

¢io onde +1+hz €& a determinagZo de  tal

(4) Os pontos criticos de we -~ z(z-1) = 0 s¥o O e
1. Mais geralmente, se Q(X) &€ um polindmio de

grau m admitindo ao menos uma raiz simples,_entao C po=-

1indmio Y~ - @(X) ¢ irvedutfvel (leitor: exercfcio).

Os pontos criticos de we - Q(z) = 0 s30 as raizes do po-

1indmio Q, em mimero de m (contando multiplicidades).

W&o hd diferenga essencial entre W - a(z) =0 e

we - Ql(z) =0 se Q, Q ndo tém raizes miltiplas e se

gran Q = 2n, grau Ql = 2n+l; a esta altura, contudo,

nfio estamos em condigdes de explicar satisfatoriamente

tal afirmagdo.

P 2

Exercicio: Se P = Y~ - x(x°-1), construa heuristicamen-
te (isto &, como fizemos mno §I) a superficie

de Riemann associada i fun¢¥o algdébrica f(z) associada

a P(z,w) = 0.

Exercicio: No Exemplo (3) acima, considere a unica fungfo
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holomorfa f num entorno de O tal que £(0) =1 e
zf(z)2 + £{z) = 1. A titulo de verificagdo ligeira da
expressdo que define f na Proposigao IT.1, mostre dirve=-

tamente dessa expressdo que f£(0) = 1.

Convém observar que ndo incluimos o ponto « nas
congideragles sobre pontos criticos; é possivel fazé~lo,
decretando-se que = € um ponto critico de P(z,w) = 0

3] 1
se 0 for um ponto critico de =z P(E,w) = 0, onde
m= max {grau pi(X)}.
Osisn

Finalmente, os pontos criticos de’ pO(:r..)wn Haeet

+ pn(z) = 0 que n8o anulam pO(X) s&o chamados pontos

criticos genuinos da equaglo. Se’ a¢ € € um tal ponto,

a equagio Pla,w) = O admite exatamente n raizes (con-
tando multiplicidades). Bem entendido, tal distingdo de-
saparece mediante a introdugfo dé "pontos no infinito
(isto &, os pontos situados sobre a "reta no infinito! da
superficie de Riemann associada a P).

0 primeirc resultado sobre peontos oriticos & um

fendmeno tipico de fungles algdbricas a uma varidvel =z.

A saberxr:

Proposigio IT.4 = Um polindmio irredutivel P = po(X)Yn +

Feeot pn(X) admite apenas um ndmero

finito de pontos criticos.
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Demonstra950= Basta mostrar que os pontos criticos genui~

nos sfo em mimero Tinito. Isto segue-se

-

do seguinte fato geral: se P(X,Y) € C[X,¥Y] & um poli=

noémio irredutivel e se Q(X,Y) € C[X,Y] n2o & divisivel

por P(X,Y), entlo os zeros comuns de P e Q sdo om

nimero finito. Eis uma demonstragao puramente algébrica

deste fato, admitindo-se conhecido que o anel de polind-
mios sobre um corpe qualquer & euclideano (isto ¢, admite
algoritmo de divisZo). P e Q@ podem ser.considerados co=-
mo elementoe de C(X)[Y], onde C(X) & o corpo das fra=
gOes racionais a uma varidvel., A forti&ri, P e Q n3o
tém fator comum em € (X)[Y] (leitor: exercicio), isto &
m.d.c.(P,Q) = 1. Do processo ensinado no Cﬁfso Primério
para o cdlculo do m.d.c., deduzimos que 1 = @(Y)P +

+ $(Y)Q, para certos o(Y),t(Y) € c(xX)[Y]. Eliminando

denominadores, encontramos
F(X) = &(Y)r + ¥Y(Y)Q,

para certos F(X) € C[x], &(Y),¥(Y) € ¢[X,Y]. Como F(X)
tem apenas um mimerc finito de raizes, vresulta que existe
apenas um nudmero finito de a € € que pods aparecer como

primeira coordenada de zeros comuns a P e Q, Isto for

nece a finitude dos pontos criticos. de P (com Q = %2)-

Para demonstrar o fato mais geral mencionado basta verifi
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car que o argumento acima € simdtrico em relagdo a Y,

Vimos que, num entorno suficientemente pequeno de
um ponto ndo critico, a fungdo algdbrica multivaiente em
questfo pode ser explicitada como uma fung¢fo (geﬁuina)
analitica. A pergunta natural que surge ¢: qudo generosa
mente pode ser tal entorno tomado? A resposta ¢ dada pe-

la

Proposiggo IT.5 = Seja P{: P(X,Y) irredutivel, sejam
agC j; R> 0 tais que P nio admi-~
ta pontos criticos no disho aberto |z-a| < R. Para todo
b tal.que P(a,b) = 0, .-existe uma Unica fungfo analiti
ca f em |z<a|] <:R tal que f(a) =b e P(z,£(z)) =0

se !z-a| < R.

Demonstragio: Seja r = supl0 < p = R | @ £ analdftica em

|z-a| < p tal que f(a}) =bv e P(z,£(z)})
¥ z: |z-a|l < p}. Pela uvnicidade na Proposigio IT.1 e o
prineipio do proiongamento analitico, veuse que existe
uma fungfo f analitica no disco |z-al < r tal que
f{a) =b e P{z,f{z)) = 0. Mostremos que T = R.

Suponhamos, por reductio ad absurdum, que » < R,

Neste caso, se § & tal que |E-a| =r entdo £ & um
ponto nfo critice de P(z,w) = 0. Pelo Teorema IL.2, exig

tem fungdes analiticas fi’g(z) (i = 1,00esn, n = graufﬂ
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I
o

num disco K. = {z: |z-B| < 65} satisfazendo P(z,w)

g

identicamenﬁe neste disco. Seja z, € Kg N Dr onde

D_ = {z: |s-a| < r}. Pelo Teorema II.2 (114), f(zo)

= fi,g(zo) para algum i, uma vez que P(zo,f(zo)) = 0.

&
R

Pela unicidade do mesmo teorema e pelo principio do pro-
longamento analitico, tem-se entfo f(z) = fi’g(z) para
todo = € Dr n Kg. Repetindo este argumento para outro
ponto do cfrculo |z~a| = r, obtemos que se Kgl n X #
2
£ ¢, entdo fi’gl(z) = fj,gz(z) para todo = € Kgl‘nlgz
(para certos i,Jj). A consegliéncia € que f admite um
prolongamento analitico F & regido D, U Gg'KE) = Q.
Como D ¢ compacto, um ndmero finito dos KE é sufi-
ciente. ¥ possivel entdo selecionmar um r' tal que
r<7T's R tal que D, c Q. Ora, Fla) =0 e

P(z,7(z)) =0 em D_,, contradizendo a definigdo de .

CoQoDl
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II.2. Comportamento na vizinhanga de um ponto critico.

No pardgrafo anterior vimos que, na vizinhanga de
um ponto ndc critico, uma fungio algebrica definida impli
citamente por P(z,w) = 0 explicita-se como n fungles
(univalentes) analiticas (n = grauy P). Se a & o ponto
n3o eritico em questdo, qualquer dessas fungSes analiti-

cas admite entdo uma representagdo da forma

z~a = t
w= I cNtN
N=0O
onde a série I 0N$N é convergente num disco || < p.

N=0O

P8o-se naturalmente a questfo se uma representa-
¢io semelhante & vdlida na vizinhanga de um ponto critico.
A resposta, enunciada precisamente no Coroldrio IL.13 abai
x0, € que uma representagao ("parametrizagdo") existe pa=
ra pontos c¢riticos genuinos permitindo-se =z-a = tr, com
r inteiro:positivo eventualmente maior do que 1.

Antes, conveém desenvolver melhor o que'se entende
por Yparametrizagdo" mna vizinhanga de um ponto. Para £im
xar idéias tratar-se-d apenas o caso de um ponto a € C
tal que existe ao memos um pi(x), i £ n, satisfazendo

pi(a) # 0 (do ponto de vista "projetivo", isto &, imtro-
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duzindo pontos "no infinito", tal caso n3o se distingue
em absoluto dos demais). Nestas condigles, vé-se que exis
te pelo menos um b € ¢ tal que P(a,b) = 0 e fala-se,
indiferentemente, de uma "parametrizaglo de P centrada
em (a,b)" ou de uma "parametrizaciZo num entorno de =2
da fungfo algdbrica definida por PV,

E possivel introduzir tal nogfo de maneira pura-
mente formal, sem recorrer ao conceito de convergéncia ou
analiticidade. ZEsta maneira, apesar de nfo ser original -~
mente dos cldssicos, é_mais natural, O problema da con-
vergéncia pode se colocar a posteriori.

Por parametrizagao formal, entende-se o seguinte.
Considera-se o anel C[[t]] das sdries formais a uma va-
ridvel +%: os elementos de C[[%]] s&o expresSEes for-

mais T o t9 (N inteiro) ("séries de poténcias") que

N
N=0
se somam termo a termo e se multiplicam a Cauchy. A o=
dem de uma série I Cyr T menor N = O +tal que
N=0 N N
ey # 0. Dadas g = I eyt e T = I de t, com
N=O N=O

dy = 0, entdo € possivel "substituir t por T om an,
isto €, temos uma mova série of{t) = c, + e,d; t 4

2
+ {e.d, + c,d )t2 + 200 (=% ¢ (TN)) de maneira bem de-
12 271 N
finida. A aplicagdo assim obtida, om-0(T) &, na verda
de, um homomorfismo do anel C{[t]] em si mesmo cuija res

trigdo a ¢ € a identidade. Tal homomorfismo chama-~se
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substituicfo por T (sé estd definido se ordem(r) = 1).

Definicdo IT.6 - Uma parametrizagfo (formal) & um par

(x(t),y(t)) de elementos de C[[t]] nio
simultanecamente em (. O centro da parametrizagfo

(x(t),y(x)) & o ponto (x(0),v(0)) € c?.

Dados x(t), v{(t) € €[[t]], existe um e um =6
¢ -homomorfismo @ do anel de polinomios C[X,Y] em
Crrt]] +tal que o(x) = x{(t) e ol{¥) = y(t). Como de
costume, escreve-se P(x(t),y(t)) = ¢(P(X,Y)). Dado
P ¢ c[X,Y], diz-se que uma parametrizacgio (x(t),y(t))

6 uma parametrizagSc de P se P{x{t),y(t)) = 0 (isto

g, se PE ker(p))., Neste caso, diz~se que (x(t},y(t))

estd centrada em (x(0),y(0)).

T fdecil verificar que o centro de uma parametri-~
zagdo de um polinomio P = P(X,Y)} & um zero deste poli-
ndmio.

Assim, uma parametrizagdo €, essencialmente, um
€ -homomorfisme ¢: C[X,Y] + C[[%]] cuja imagem ndo se rg
duz a €. I natural que ndo se queira distinguir entre
® e low, onde 1 & um C-aubomorfismo de C[[+]].

Do ponto de vista das parametrizagdes correspondentes,
estd-se identificando duas parametrizagles tais que se

N
pode passar de uma a outra por uma "mudanga de parametrol,
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Diz-se de duas tais parametrizagles que elas sdo equiva-
lentes (trata-se, evidentemente, de uma relagcdo de equi-
valéncia genuina). F conveniente saber quais as mudangas
de parametro permissiveis numa mesma classe de equivalan-

cia, o que ¢ fornecido pela

Proposicio IX.7 - Seja t: C[[+t]] - ¢[[t]] em C-homomor-

fismo. As seguintes condigJes sdo equi

valentes:

(i) t+ € um automorfismo

(i1) t & uma substituigdo por uma série de ordem 1.

Demonstragfo: (i) = (ii). B fdeil ver que a ordem de

T =1(t) € 1 de vez que 1 ¢ um automor-

fismo. Mostremos que { & a substituigdo por T. Tem=-

m i m i m i
se 1(Z ot )= & ¢, (1(¥))" = £ e.7° para qualquer
- . i - i
i=0 i=0 i=0 -
inteiro m = O. Queremos "passar ao limite" e obter que
1(Z cNtN) = L CNTN. Para tal escrevemos
N=0 N=0

m
S oogtt = 5 ot 4,
N=0 i=0 * m

com P € c[[t]] de ordem > m. Aplicando 1, vem

N m .
t(T cy t) ® oe.m o+ t{p)
N0 i=0 * m*

N M
(2 e = X e, ) + v(p. )
Mo N Memisl m

i}

[}
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M).

N -
= & ea + (1(p.) =« & o r
N=0 N - Me=m+1 M

Ora, I(pm) tem ordem >m; o mesmo se dd com
z cMTM = tT( bY thM)
Mz=m+1 :
de substituig®o por 7. Logo ord(t(p ) - = ¢ TM) =
m M
Mam+l

= min{ord(t(pm)), ord( I cMym)} > m. Resulta que a sg
Mem+l

rie (I cNtN) - 2 GNTN tem ordem >m, com m = O
N=0 N=O

arbitrdrio. A tunica safida para tal série 6 a de ser a

onde 1T € o homomorfismo

sdrie identicamente nula. Em outras palavras,
N N .
T = tT( L cyt), istod, t =1_.

N
(8 egt’) = 2 ey o T

N=0 NzO

(i1) = (i). B fdcil verificar que toda substituigdo 1.
& injetora. Se, aldm disso, ord(r) =1,

ontXo determina-se diretamente - por exemplo, pelo método

de comparagio de coeficientes -~ uma série o(r} tal que

tT(d(t)) = t. Resulta daf que {_ €& sobrejetora, logo,

T

um automorfismo. C.Q.D.

Em seguida, uma breve discussdio do tipo de parame

trizagao mais importante na teoria. Para ilustrar, consi

dere-se a parametrizag@io x(t) = tz, v(t) = TR
+ t6 b ot &N . ... . Podemos escrever x(t) = xl(T) =
=7 = tT(t), y(t) = yl(T) B U

N 2

+ +s0)y onde 7 = t°. Em outras pa

1

t'r(t + t2 +aeet T
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lavras, x(t), y(t) jd sfo resultantes de uma substitui-
gao por uma série T de ordem >L. As séries t e
t o+ t2 4.4+, DOTr sua vez, ndo sdo mais resultado de subgs

tituigdo (simultédnea) por uma série de ordem >1.

Em geral, uma parametrizagfo (x(t), v(t)) & cha
mada primitiva se n3o € imagem de outra parametrizagdo
por meio de uma substituigdo por uma série _de ordem >1.
O processo acima ilustrado, consistindo em passar de uma
representagao arbitrdria a uma primitiva, pode ser sempre

levado a cabo. Mais precisamente:

Lema II1.8 - Seja (x(t), v{(¢t)) ume parametrizacfo. En-
t8o existe, e € Uniceo, um inteiro Vv = 1 fal

ques

i) (x(t), y(t)) © imagem de uma parametrizacio por
g
meio de uma substituicfo t, tal que ord{r) = v;
(ii) (x,(t), v(t)) nfo € imagem de nenhuma parametri-

zagiio por substituigles IU tais que ord(c) > v.

Demonstragdo: Se (x(t), y(t)) € primitiva, tomamos v =1.

Caso contrdrio, existe uma parametrizacgio

Gep (), vy (8)) bal que x(8) = t_(x,(8)), v(8) = t (v, (®)

para alguma s€rie o0 de ordem | > 1. Tem~se x(t) -

= %(0) = 1, (x, (£)) - 1 (x,(0)) = t(x,(¢) = x,(0)), por
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um lado. . Por outro lado, ord(xl(t)—xl(O)) < ord (x{) - x(0))
em virtude de ser ord{(0) > 1. Por indugdo sobre a ordem
dge x(t) - x(0), existe por hipdtese um inteiro Vv, sa-
tisfazendo (i), (ii) relativamente a parametrizagio
(x,(£) = x,(0), v3(8) = v;(0)). Ponhamos z(¢) = x(¢) -

© x(0), w(t) = ¥(t) - ¥(0) o 2 (8) = x,(8) = x,(0),

wy (8) = v, (%)

yl(O). Seja T, uma série de ordem V.,
satisfazendo (1), (ii) relativamente a (zlft), wl(t)) e
seja (£(t), m(t)) tal que z, () = 1Tl(§(t)), wy () =
= tTl(n(t)). Consideremos a série T = 1O(Tl(t)). Tem~se
z(t) = tT(g(t)), w(t) = IT(n(t)), como se verifica fa~
cilmente. Afirmamos que V = ord(c) ord(Tl) = uv, € o
inteiro procurado relativamente a parametrizaggo
(z(t), w(t)).

Com efeito, suponhamos que exista uma sdrie p
de ordem >V e uma parametrizacgido (§l(t), nl(t)) tais
que z(t) = lp(gl(t)), w(t) = tp(nl(t)). Neste caso,

mediante alguns cdlculos, determinamos uma série de

P1
ordem >V, e uma parametrizagdo (52(t), nz(t)) tal
que zl(t) = 1p1(§2(t)) e wl(t) = tpl(nz(t)). Isto
contradiz a hipdtese indutiva.

Finalmente, a unicidade do inteiro VvV =2 1, satis
fazendo (i}, (ii), ¢ imediata.

c.Q.b.
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0 inteiro V = 1, acima determinado, & o indice

de redundincia da parametrizacfo (x(t), v(t)). Por defi

niglo, (x(t), y(+)) & a imagem de uma pavametrizagdo
(E(t), n(t)) por meio de wma substituigdio 1_ tal que
ord(t) = V. A fortiori, (E(t), n(+)) ¢& uma parametriza
¢fo primitiva. A classe de equivaléncia de (E(%), n(t))
goza da propriedade que de qualquer representante desta
classe & possivel obter (x{t), y(+)) por uma substitui-
¢So 1. conveniente tal que ord(r) = V. Isto sugere in

lr

troduzir ¢ seguinte conceito, alids central neste trabalho

Defini¢fo IT.8 (bis) - Um ramo & uma classe de equivaléne

cia de parametrizac¢Ses primitivas.

A observagfio anterior permite-nocs associar a toda
e gualquer parametrizagdo, um ramo perfeitamente definido.

Tal ramo € dito o ramo associado & parametriza¢lo em queg

t8o.

Dado F € £[X,Y], dizemos que um ramec pertence a
T se alguma (logo, cada uma) das parametrizagles que o
representam pertence a F. Neste caso, se (§(t), n(%))
¢ uma parametrizaggo, dizemos que o ramo estd centrado mno
ponto (E(0), n(0)). ¥ f£dcil ver que tal ponto independe
da parametrizag3o e § um zero do polindémio F. Diremos,

alternativamente, que o ramo em questfo ¢ wm ramo da fun-
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¢3o algébrica definida por F, centrado em (e (0), n(0)).

Convém considerar parametrizagﬁes mais gerais, a
saber, pares (5(t), n(t)) onde g(t) e mn(t) s8o sé-
pies de Laurent isto €, elementos do corpo c({t)) de
fragdes de C[[t]]. Neste caso, identificaremos duas pa-
rametrizagdes (§5(%), n(t)) e (51(t), nl(t)) tais que
g(5)/g,(t) = n(t)/nl(t) £ 0. Doravante, trabalharemos

com esta extens®o do conceito de parametrizagdo.

Bis o resultadoe fundamental asobre ramos de uma
fung@o algébrica.

2

Teorema IL.9 - Em um zero (a,b) € €% de um polindmio

F € ¢[X,Y] estd centrado pelo menos um e

no mdximo um numero finito de ramos de F.

Sd

0 teorema que temos a nossa frente & nfo trivial.
Exisfem trés demonstragbes essencialmente distintas. Uma,
cldssica, devida a Picard, usando prolongamento analitico.
A segunda utiliza o método do poligono de Newton e as sé=
ries de expoentes fraciondrios. Finalmente, a terceira
tem um sabor acentuadamente algdbrico, usando as chamadas

transformagdes quadrdticas.

Neste curso optamos pela terceira demons tragdo

por enquadrar-se melhor no espirito das idéias que se se=-
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' a g 1t
guem, bem como por fornecer uma nogao de como se "resol-
vem" singularidades de uma curva algébrica. Reconhecemos
gue, na pratica, o poligono de Newton fornece, rdpida e
explicitamente, todos os ramos da curva; por tal, inclui-
mos exemplos que ilustra a utilizagao de tal método.
Introduzamos, agora, as transformagges menciona~
das.
As expressSes xt = x, ¥' = §~ determinam uma
N ~ i 2(‘ 2 i
aplicago T de C"\{x=0} em (. Precisamente,

T(a,b) = (é,g) se a £ 0; T & chamada transformacgio

(Localmente) quadrdtica (centrada em (0,0)).

¥ vt

!
|
I
|
I
l
,/////1: {0,0) x x1
X
i
I
¥
I
[

—_
T

A propriedade fundamental da transformagEO quadré
tica centrada em (0,0) ¢ a de estabelecer uma bijecdo
entre as "diregSes" v = ox, a € C, em tornc de (0,0)

e 0os pontos da reta complexa x' = 0. A figura acima j-
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lusira este fato. I de se esperar, a partir daf, que uma
curva P(x,y) = O passando em (0,0) e admitindo a cur=
va ¥ = ax como tangente em (0,0), seja transformada

numa curva P'(x',y') = Q0 passando pelo ponto (O,a). 0
seguinte exemplo €, particularmente, instrutivo:P(X,Y) =
=Y - X2(X+l). A curva vy~ - x2(x+l) = 0 admite as re-

tas y = x e ¥y = -x como tangentes em (0,0) (figura a

baixo).
y=x

.

(~1,0) (-1,0)

Aplicando T, vem Y'*x'? - x'®(x':1) =
= X'Z(Y'2 - (x'+1)). Logo, a transformada da curva
y2 - x2(2+1) por T & a curva x'2(y'2 - (x141)), cons
tituida deo eixo x! = 0 (tomado com "multiplicidade" 2)

e da pardbola y'z = x'+1, que passa pelos pontos (0,1)

e- (O,-l), correspondentes is diregﬁes Y =X e ¥V = =X

ObservagBes: (1) As figuras acima sZo apenas os grdficos
. -~ 'y rd
reais das curvas em questdo, isto &, os

pontos das curvas cujas coordenadas s8o mimeros reais.
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Contudo, no presente exemplo, o grifico real dd uma iddia

razodvel do que estd se passando.

(2) A transformagio T pode ser considerada como uma
transformagao do plano Cz, menos o eixo x = 0, em
si mesmo. ILsto evita sobrecarga de notacgdo (no caso, a
introdugfo de novas varidveis X',Y', etc.). Algebrica=-
mente, a transformagioc T +traduz-se por um C-automorfis-
mo do corpo C(X,Y) das fragSes racionais sobre si mesmo.
Os leitores munidcs dos rudimentos da Geometria Algdbrica
reconhecerdo em T uma transformagdo "biracional" do pla

no C2 cuja inversa & "regulax" em todos os pontos de

c2. A inversa T % de T € também chamada a "dilatag8d'

("blowing-up", "éclatement”) local de ¢® no ponto (0,0)

Retomemos o polindmio F = ¥ - Xa(x+l). Trata-
se de um polin3mio irredutivel o que se vé, por exemplo,
pelo critério de Eisenstein aplicado ao anel C[X]J[Y] =
= C[X,Y]. A transformada de F = 0 consiste do eixo
x =0 e da pardbola yz = x+1. I claro que y2 = x+1 é&
a parte essencial da tpansformada: o eixo x = 0 estd in
variavelmente de permeio nas transformadas de curvas pas-

sando por (0,0). Precisamente, tem-se em geral:

Lema TI.10 = Seja F = F(X,Y) € C[X,Y] e seja

F = Fr(X,Y) + Fr+2(X,Y) Fouot Fn(X,Y), onde
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Fy é homogéneco de grau i e F_ # 0. Entdo:

(i) 0 polindmio F(X,XY) & exatamente divisivel

pox Xr.

.

(ii) se P € irredutivel e nfo divisivel por X (isto
é§, F £ aXt, quaisquer que sejam & € € e t din
teiro positivo), entdo F(X,XY)/X" ¢ um polinomio irredy

tivel.

Demonstragdo: (i) Tem-se F(X,XY) = FT(X,XY) Faouat Fh(X,Xﬂ

= Xr(Fr(l,Y) + XF_ . (1,Y) + ...+

r+l
s XF Fn(l,Y)), logo F(X,XY) € divisivel por x*.
Por outro lado, se x® dividisse F, com s > r, teria
mos X° ¥ @(x,v} = F_(1,7) + X(Fr;l(l,Y)+...+Xn-r"an(1Jﬁ)
para algum G(X,Y¥) € €[X,Y], 1loge X dividiria F_(1,Y),
o que € impossivel. Assim, F & exatamente divisivel
por Xr.

(ii) Primeiramente F' = F(X,XY)/X" nfo ¢ divisivel

por nenbum polindmio h(X). Caso contrdrio, subs-

tituindo Y por Y/X em F' e multiplicando por uma pg
téncia conveniente de X, teriamos xtr(x,Y) divisfvel
por h(X) # const. Como F(X,Y) € irredutivel por hipé~
tese, resultaria h(X) = GXt, para algum @ € C, logo
F' = F(X,XY)/X* seria divisivel por x¥, Pela alfnea (i),

terfamos t = 0, isto &, h(X) = const.
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Assim, se Fi1 & redutivel € porque admite dois
fatores de grau positiveo em Y. Novamente substituinde
YT por Y/X e multiplicando por uma poténcia conveniente
de X, encontrarfamos que X°F (para algum s) tem dois
fatores de grau positivo em Y. Isto € impossivel pois
F & irredutivel por hipdétese.

C.Q.D.

Dado um polindmio TF = #(X,Y) = Fr(X,Y) +
+ Fr+1(X,Y) + +esy com F_ £ 0 (Fi homogéneo de grau i),
acabamos de ver que F(X,XY)/X* ¢ €[X,Y]. Dizemos gque

P(X,xY)/X° €& o transformado préprioc de F{X,Y) ou que a

curva F(x,xy)/x" = 0 € a transformada prépria da curva
F(x,y) = O, Notagdo: Ff ou T*F. Por exemplo, se

2

F =Y - X (X+1), T*F = Y5 ~ (X+1).

Exercfcio: Calcule T¥(T*F) das curvas I = Pt x5 e

F = Y2-X3. Em cada caso, trace os graficos

reais (aproximados) de F, TFr e 7T¥(r*p).

Exercicio: Mostre que a transformaglo guadrdtica T dinduz

em C-homomorfismo do anel C{X,Y] mno corpo

C(X,Y) das fragaes racionais. Deduza que, se F =T[F +
i
com Fi irredutivel, entfio a transformada prdpria de F

e.
é a curva rT(T*Fi) = o.
i
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Dado um rame centrado em (0,0), admitindo (£,n)
por representante tal que £ # 0, podemos considerar ©
ramo cujo representante € (§,n/E). Se (gl,nl) ¢ outro
representante do ramo inicial, tem-se El = 1(g) e
My = t{n), onde 1: c[[t]] + C[[t]] € uma substituigdo
de ordem 1. Ora, - 1 estende-se a um C-~automorfismo do
corpo C((t)) das séries de Laurent, Tem-se ent&o
n (8)/E1(8) = £(n())/1 (€ (£)) = + (n(£)/£(£)), pondo om
relevo que (gl,nl/gl) e {§,n/E) sdo parametrizagles
equivalentes. Desta maneira, a transformagdo guadrdtica
T assoecia a um Tamo cen?%ado em (0,0),'Ium ramo bem de-

finido., Tal ramo & designado o transformado do ramo ori-

ginal por T.

Lema IX.11l -~ A associaglo (§,n)rﬂr(§,n/§) estabelece

uma bijegdo entre os ramos centrados em (0,0)
tais que ord(§) = ord(n) e os ramos centrados nos pon-
tos do eixo x = 0., Se F = 0 €& uma curva, a restrigao
da bijegdo acima aos ramos de F = 0 centrados em (0,6)
€ uma bijegdo sobre os ramos da transformada prépria

Ft = 0 centrados nos pontos da interseg¢lo {x=0} n {Fr=0}.

Demonstragfo: Observemos, primeiramente, que se ord(€) =<

< ord(n) entdo ord(gl) < ord(nl) para to

da parametrizagdo (El,nl) equivalente a (E,n). Logo,
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esta € uma propriedade do ramo.

Seja, entiao, & = c)ttl Feeey M = d“éJ +eses, cCOmM
oy £ 0, 4, #0, e Azl. Tem-se, ord(§) =i, ord(n) =p
e = A= 1. Por um cdloulo direto {(comparag@o de coe-
ficientes), obtemos 0/ = g%-tu-l +eesy logo n/E € CIL%]]

se W>A

0,
e (n/E)(0) = .
i {du/°x’ se M = A

0 centro do ramo (&,n/E) &, portanto, (0,0) ou
(o, du/ch), isto §, (E,n/E) estd centrado em um ponto
do eixo x = 0.

Inversamente, se (a,B} & um ramo centrado em
(0,8(0)), a ele associamos o ramo (a,0B) centrado em
(0,0). Ora, ord(ap) = ord(a) + ord(g) = ord(a) J4 que
g € C[[t]]+ Por outro lado, o ramo associado a -ta;as)
por meio de T €& (x,ap/a) = (2,8), recuperando-se,
assim, o ramolinicial. Isto mostra gque a associagao.é‘
sobre jetora. Mostra-se, analogamente, gue ¢ injetora.

Seja, agora, F = 0 a curva dada. Se (€ ,n) =0,
entfo (£,n/8) satisfaz F(X,XY) e F! = »(%,xY)/X%,
logo € um ramo da transformada prépria F!'. Evidentemen-
te, o centro de (£,n/5) € um ponto da intersegfo
{x=0} N {F1=0}.

Tnversamente, se (¢,B) & um ramo de F!' cen-

trado num ponto de {x=0}, ({(a,ap) satisfaz F. ¢.Q.D.
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Observagao: Se a curva ¥ = 0 nf&o admite x = 0 como
tangente em (0,0), entdo todo ramo (E,4m)
de F centrado em (0,0) €& tal que ord(g) s ord(n).

Deixamos ao leitor os detalhes da verificagfo.

Precisamos ainda do seguinte lema, que € um caso

particular do Teorema IT.9.

Lema IT.12 - Seja F = O uma curva e (a,b) um ponto
8r aF
desta curva tal que ﬁi’(a’b) e X3 (a,b)
n%o s3o ambos nulos. Ent¥o F admite um inico ramo cen-

trado em (a,b). *)

Demonstragdo: Efetuando uma translagfio, podemos supor que

_ (a,b) = (0,0). Temos, entdo:
F = %%(o,o)x + %%(O,Q)Y + +esy onde %%(o,o)x + %%(0,0)Y
é a (Unica) tangente a F =0 em (0,0), Bfetuando uma
madanga de coardenadas conveniente, podemos supor que
%%(0,0)X + %%(0,0)Y £ aX para todo « € C. Enfim, multi

plicando F ﬁor uma constante #0 se necessdrio, pode-

3F

mos supor que F =Y + alOX + aeey  Bqg EC, e 3% =

=1 + 6(x,¥), com G(0,0) = O.
Mostremos gque, nestas condigBes, F admite uma

parametrizacgdo (necessariamente primitiva) da forma

(*)

Este resultado € a versio formal da Proposigdo II.1.
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(t, et + 02t2 +ees) em  (0,0). A série c,t +eet citi+...

1

serd construida por recorréncia em i exigindo-se, a caw~

da etapa, que a ordem de F(+t, Ogt +eeot citl) seja i,
. — e - _—

Para i =1, tomamos ¢, = -a,;,. Entfo F(+, a;ot) =

= =a,5b + a; ot + (termos de grau =22) tem ordem >1.

Suponhamos ot +...+ ci_ltl-l construido de +tal maneira

que ord F(t, ert 4o+ ci-ltl—l) > i-1. Determinemos c,:
i=-1 i
1t Feeet oy gt +o;t7) = F(t,clt teeet ey g

+ (1 + G(t,clt Fesat C) ti-l))citi + (termos de grau >i)

F(t,c ) N

-1
= {at* teas) + citl + (termos de grau >i).
Tomamos ¢; = ~d. E claro, entHo, que ord F(t,cfﬁuu+ci€5

> 1. Dhqui resulta que ord F(t,c,t +...+ citl tees) > i

1
para todo i e isto sd € possivel se

P(t, cqb +auut citi +tess) = O,

1
Resta mostrar a unicidade do ramo.
Sej; E(t),n(t) uma parametrizacfo primitiva de
F centrada em (0,0). Ora, F(%, z e, t7) = 0 significa
que F(X,Y) rertence ao ndcleo do {~homomorfismo
COIXIJLYT » €L[t]] tal gque X+ ¢, Yrq-g citi. Logo,
F(X,Y) = (Y - 3 cixi) H(X,Y), para algum H(X,Y) €
€ CL[XJI[Y] +al que H{0,0) £ 0 (jd que F contém al-
gum termo 1inear). Aplicando ¢ C-homomorfismo

C[Ix]IlY] » c{T[t]] +al que . X+~E(t), Y+=n(t), obte-
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mos 0 = F(E(+),n(t)) = (n -2 ¢ 8 (£)) H(E(8), n(+)).
como H(E (%), n(t))}(0) = H{0,0) #£ 0, a série

H(E (), n(t)) admite inversa em C[[+]], logo

n = E cig(t)i. Segue~se que ord(E(t)) =1 jd que
(e(t), n(t)) & primitiva. Consideremos entZo a substi-
tuigio 0: tr-5(t), que 6 de ordem 1, logo um C-auto-
morfismo de C[[%t]] (Prop. ILZ.7). O automorfismc inver-
so o~} 1leva a parametrizag¥o (£(%), n(%)) na parame-
trizagdo (t, E citi), logo tais parametrizagles sfo e~
quivalentes {Prop. IL.7), fornecendo o mesmo ramo.

. C.q.D.

¢ Voltemo-ncos, finalmente, para a

Demonstraggo do Teorema II.9: Podemos supor, sem perda de
2
generalidade, que F & irredutivel, que
(a,b) = (0,0) e que =x =0 ndo § tangente a F =0 em

T L. .
(0,0). seja, entfo, F = [T (Y-a,X) + Fr+l(X,Y) F oeany

i=1
com a; € C e procedamos por indugdo em .
Se r =1, o teorema reduz-se ao Lema IT,12.

Suponhamos o teorema vdlido para todos os polind-
mios cujo termo homogeneo #£ O de menor grau tem grau <r.

Temos dois c¢asosi
12 caso: existem indices i,J tais que a, £ aje

Apliquemos a transformagSo quadrdtica T a F,.
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r
Obtemos F! = 1] (Y-ai) + X(...). Os pontos de interse-
i=1
gdo de F' = 0 com x =0 sdo (O,al),...,(O,ar) (in-
cluindo eventuais repetig3es). Para cada i, escrevamos

Ft como polindmio em X e Y-a;, digamos:

Ft = Fsi(X,Y—ai) + F (X,Y=a;}, d=l,ec.,Ts

si+l

Ora, s; ¢ precisamente o grau do polindmio Fsi(u),
obtido ao substituivr-se X e Y—ai pelas equagles para-
métricas de uma reta genérica (isto &, ndo tangente a T)
por (O,ai). Logo, S; < nimero de intersegles de F!
com x = 0 em (O,ai). Segue-se que s; < T para todo
i. Se, além disso, a, £ a; para certos i,j, tem-se
entso sS4 < r para tode i. Neste caso, a hipétese‘de
indugdo aplica-se a F' relativamente a cada (O,ai),
permitindo concluirgque F' - admite pelo menos um e no md
ximo um ndmero finifo de ramos centrados em cada um dos
pontos (O,ai). Pelo Lema IT.ll, resulta que F admite

um e no. mEximo um nidmero finito de ramos centrados em

(0,0).

2 : s e= = .
22 caso:® a, a cy

by
Temos F = ('Y-aIX)r 4eees T > 1. Aplicande T,
como antes, vem F! = (Y-al)r + X(...). Efetuando a

translagfo X~ X, Y= TY+4c,, obtemos F! = Yo+ X(e0a).
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Aplicamos o mesmo processo a F!', Se recairmos no 12 ca=-
so acima, a demonstragdo termina ai. Caso contrdario,

Ft = (Y-czx)r +... (note que a tangente a F!' em (0,0)
n3o pode ser x = O em virtude da presenca de 7).
Aplicamos T, efetuamos a translagao X=X, YW~—Y+02,
etc.

Mos tremos que, ao cabo de um ndmero finito de e-
tapas, recaimos no 12 caso analisado acima. Cgso contrd-
rio, obtemos ume seqtidncia infinita ¢ ,Cyse.. € C cor-
respondente a sequéncia das transformadas prdprias
T, F(z), F(B),... (apds efetuar as devidas translagles).
Nosso plano para obier uma contradigao consiste em duas.
fases:

(i)JMostraremos que (t, e, t + c2t2 4+.:+) €& uma parame
trizacio de F centrada em (0,0).

(2) Deduziremos de (1) a existéencia de uma seqiiéncia

descendente infinita de inteiros positivos.

Para a primeira fase, procedemos da seguinte maned
ra. A iddia ¢ mostrar a existéncia de uma fungdo
h,: (i,F)k*-hi(F), dependendo de i € N e F, a valo-

~
res em N? tal que hi rpndl A construgao de tal hi

implicard em que ¥(t, et + 02t2 +ees) = 0. Ora, existe
uma e uma sé maneira de escrever F "na seguinte forma

(para cada i € N):
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Xy 2 ik Bi
F(X,Y) = T 4,X (Y =~ ¢qX = 0X" —vv0- X ) o+ X gipq
1=0

para certos d,, € C, P; € C[X], Pi(O) £ 0 (ao leitor,
o cuidado de verificar esta afirmagfo). O expoente hy
fornecerd a fungio procurada.

A propriedade interessante desta representaggo e
que ki+& » r» para todo 4L > 0 e hi =z r, Com efeito,
substituinde Y - ¢;X por Y,, aparece em F(X,Yl+m1X)

1
ki 2

o termo incanceldvel X ~ Y. Mas, rMX,Y) = F(X,Y1+le)

admite r tangentes (com eventuais repetigSes) em (0,0),
ki A
Yl) > . Analogamente para h,.

logo k;+i = er(X 1

Tomemos a transformada prdpria de ambos os mem~

bros da representacio acimas:

fl

kg i-1y\ by
X * (X(Y-c =X meeum X )+ X Pi(x))

1

k, 4L -1 h,~-r
1

- ie1
= % 4., X (Y-c -cpX cmeunm cix:L )+ x* py(x),

com ki+L - =0 e hinr = 0, Ora, no 22 membro vemos a
representagfo acima para a transformada prdépria Y, Lo=-
go, temos h,(F) = hi_l(F') + r. Repetindo este processo
lia '
= " - = . -
obtemos hi(F) = hi_a(F ) + 2r = hi_3(F ) + 3r = ...3 1o

go hi(F) z ir. Como i ¢ arbitrdrio, segue-se que
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h —

i e
Finalmente, aplicando o C<homomorfismo X+= 1,

®
Ye= 3 ¢ iti 4 representacglo acima, obtemos
i=1

ord F(t,

Hrre

citi) = min{ i+1’hi] para todo 1 € N, Como
i=1

. . o
hi—iT—m, resulta que F(t, % citi) = 0, como querfa-

mos.

Em éoguiﬁa, ‘construiremos uma seqﬁénc:l.a :I.n:t‘in:!.ta
esfgritamante decresconte de inteiros nTo negativos. I;ara.
tal retomemos o ramo (€(t), n(t)) de F em (0,0)
obtido acima e vler:l.f:l.quemos que n3o & ramo de g—g em (0,0)
d‘om éfeito, con;iderémos o C=homomorfismo
9: C[X,¥] » €((£)) tal que ®(X) = €(t) e @(¥) = n(t).
Eii"'identemente, ker{p) & um ideal primo de €[X,Y].
mo F € ker(9), tem-se ker(p) # (0). Resulta gque ker(e)

‘¢ ideal maximal ou gerado por um polindmio irredutfvel.

Mas, se ker(y) ! fosse maximal, terfamos C[X,Y]/ker(p) =

[4

e c((t)), o que & imposafvel j4 que C[X,Y]/ker(p) =
= C[t,n(t)]. Necessariamente, ker(yp) = (G) para algum

G € C[XyX]. {Como - F € ker(p) 'e F & irredutivel, segue-

se que' ker(9) = (F). Ora, se (E,n) fosse ramo de g—% ’

ter{amos §_1§‘_ € ker(rp), logo g—? = F+H, para algum

" E C[X,Y] Como ) < grYF 1sto d impossivel

(_a. menos que _3_¥ = 0‘ em cujo caso F admitiria. x =0
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como componente, coniéra a hipdtese de que F ndo admite
x = 0 como tangente em (0,0)).

Seja, agora, N‘='ord(%%(§(t),n(t))). Comgf(g,n)
nfo € ramo de %% , resulta %%(E(t),n(t)) #£ 0, logo N

€ um inteiro =0. . , e el

o

Repetindo o argumento para F! o g?: (ondé
Y = % ), vemos que o transformado (£,n/E) ndo € ramo de
%%% . Definimos, entdo, N, = ord(%%%(g(t),n(t))) e .de-
duzimos que Nl =z 0. e
Ora,. .
aFgX,Yq =.3F(§,¥Yl).ézl
‘ a:-1 =X - - :;1 > ='§%ﬁC£EiF(XsXY'))-

X X X

“Ldgo, N =N + r-1. Se » > 1, tem~se N > Nl > 0,

Procedendo desta maneira para as curvas
2
F( ),F(B),... e suas respechtivas derivadas, obtemos a

~ -
seqliencia procurada.

¢.Q.D. para o Teorema II1.9

Coroldrio ITL.13 = Seja F = po(X)YIl +oeet o (X) € €[X,7]

- irredutivel, onde p_(X} # 0. Seja
(a,b) um ponto de F(x,y) = 0 tal que p_(a) # 0. En-
t30 I admite um mimero finito de parameirizagles primi-

tivas nZo egquivalentes centradas em (a,b), da forma



T3
x=a -+t
v = E ci’ata, i=1,eee5h."
h
Além disso, o nudmero I T, ¢ a multiplicidade de b
i=1

como Taizm de F{a,Y) = zo(a)Yn Feeot pn(a) € €[],

Demonstragio: Bfetuando a translagfo (0,0)+ (a,b), ob-

temos a cuxrva Fl(x,y) = 0 (imagem inversa
de F(x,y) = 0 por tal translagdo), onde Fi(X,Y) =
= F(X+a, Y+b). Bvidentemente, Fl(0,0) = 0. Se mostrar-

mos que, em cada ramoe de F, em (0,0), & possivel esco

lher um representante da forma x = 5

, vy==£2c¢ ta, te-
a o
remos o resultade para F em (a,b). Podemos, assim, su
por que (a,b) = (0,0).
Pelo Teorema IT.9, sabemos que T admite um mime
ro finito h de ramos centrados em (0,0). Seja

(g (t),n(t)) um representante de um qualquer destes ramos.

Argumento andlogo ao anterior permite-nos supor que

E(t)

2
T(t) = d;t + dyt” +..., #£0, comos d;,'s a serem

tr(b0+bl+...), com r>0 e b, £ 0. Seja

escolhidos convenientemente. Ponhamos gl(t) =e(r(¢)),

nl{t) = n{r(t)). Entdo, tem-se

ke r
gl(t) =t (dl+d2t ) (bo+b1(dlt+d2t Feve)t saa)
T, T =1 41
= % (dl b o+ (nd1 d,b_ + d) bl)t Foue
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: r-1 o i
+ (I‘dl dibO + Pi(bl’.."bi'dl’.._.,q.i-l)t +-oo),,.

onde os Pi's s8o polindmios. - Definindo

{

r -1 - '
d]_ - bo e P : P
= r=-1 =1 w1
dp = =(xdy; " b} 1a;" By
=1 -1 “ e f
di = —(I‘d bo) Pi' i= 3,4,-.-,

1

teremos ord(7r(t)) =1 (pﬁrqqe_ ?Q #.0) ‘gl‘gl(t) =

=g(r(+)) = +°, como queriamosr

Observaglo: Para qualquer sscolha de uma r-ésima raiz de

bgl, teremos sempre E,(t) = t7. Contudo,

nlft) = n{7(t}) variard dependendo desia escolha.

Isto nmostra que F admite parametrizacgdes da for
ma anunciada. Falta mostrar que se h € o mimero de ra-~
mos, entdo _El ry; ¢ a multiplicidade de b na equagfo

ie=
F(a,y) = 0, Para tal, escolhamos & > 0 +H5o pequeno. de
tal modo que F(a,w) # 0 para todo w € € tal que
0 < |ws«b| < §. Agora, a pode ser um ponto critico de
F(z,w) = 0. Neste caso, escolhemos ¢ > 0O +t3do pequenc
de tal modo que F(z,w) = 0 nIo tenha pontos criticos em
0 < |z-a] s 0. Neste caso (Prop. II.5), a fungSo algébri

ca definida por F(z,w) = 0  pode ser explicitada como

n = gry F(X,Y) fungles W, = wj(z)r analiticas em
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0.< |z~a| £ 0. Dadol = ﬁtalf 0< Izia]'kgb&*}sejahy’

ﬁgij ‘U,u( 1) . as raizes f“’ésimas de ‘ Z Sugonhamos de~

monstrado’ qie n(i)ft)- '§ ‘convergente' num ento¥no sufici-

'entépenfe{behuédo de ", " Neste 'cisb, | ' ﬁ_
1 &% I € ¥) B
AR
Hidos'. Reoidenemos: o conjunto de" 'fndices”ds wjl""’wn
de’ maneira qﬂegwﬁﬂ(z)‘ (1)(u(1)), ..,ﬁ'“(z) S

R SO RN m( 0y, e

’ (Z) =
r1+...+rh 1+1 X

(i)fu(i)) aao numerod complexos Yem defi-

Cisecitr e

w ;;.;.+r ( ) = n(h)( (h)) (a Prop031gao I; .5 garant

e es
ta poss:billdade) Restrinaamos e ainda ma;slde tal mo
do que |wk(z -b| = &, k= 1yeee,Tytecetry {0 que é pos
sivel pelé con¥inﬁidade Aas wk}s) e de modo que

|, (2}l > 5 para k' = )
1

i M

T.+l,...,01 para todo
i
1 .
o< [z-aI = €.
Neste caso, € claro que, para todo 0O < |z-a| < €

o nimero de raizes de F(z,y) € €[y] contidas no disco
h .

|w-b] = 6 ¢ iguallé 2 T . Pelo principio do argumen-~

i=1
to, temos entaAo
P,
1 5?(z,w)dw ) g )
2ni F(z,w) jop *°
[w-b|=5

gqualquer que seja 0 < jz-al < €.

Passando ao limite quando 3z + a (o que & per-



-52-

missivel), obidém-se

ar h

—?(a,w)dw -z .
o =5 F(a,w) i=1
w=bi=

Por outro lado, novamente pelo principio do argumento, a
dltima integral € a multiplicidade de B como raiz do po
iindmio F(a,y) € C[y]. Isto termina a demonstragdo, a

menos do fato que a série formal n(i)(t) (numa parame-
T .
trigagdo x = a + % Y, v o= ﬂ(l)(t) de F* em (a,b)

converge num entorno de a. C.Q.D.

Observagﬁo: Em cada ramo obtido acima, o niimero T, é in

variante deste ramoj; diz-se gue T 4 o nu-

mero de folhas do ramo em questdo.

IT.3. Descrigio do método do poligono de Newton.

Forneceremos agora um método prdtico para deter-
minar explicitamente todas as parametrizag3es ndo equiva-
lentes da forma x = a + tr, ¥y =% cata centradas num

o

ponto (a,b) de F(x,y) = 0.

Seja F = % AuB(X-a)a(Yub)B o desenvolvimento
o, B
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de Taylor em poténcias de X-a e 7Y-b., ‘Seja q a multi

plicidade de b  como raiz do polindmio F(a,Y) =

o B _ 2

_,E ADB(Y-b) = Aol(Y—b) + Aoa(Y-b) + «ve + I claro que

g € o menor valor de § tal que AOB £ 0., Com efeito,
1

(v-p)2'"* 4+ ... =

'
se F(a,Y) = A (r-p)¥ + Aoq

oq?t t+1

= (Y-b)q'(Aoq, + A (Y-b) + ...), onde A, #0, ¢

og'+l1
clafo que q; = multiplicidade de b.

Se ja ef(F) = {(a,g) € oxmv | Aa’ﬂ # 0}, onde
N =1{0,1,2,.40} . Munimos NXN da ordem lexicogrdficas
{e,8) = (a!,B') se o< &' ouse o =0!' e B = BY,
Munimos Ef(F) da ordem induzida. ¥ claro que Ef(F)
admite primeiro (i.e., menor) eleménto, a saber, {(0,q).
Se F €& irredu%ével (o gque estamos supondo sistematica-
mente) e se p > 1, necessariamente ef£{F)\ (oxw) # ¢.
Como £f(¥) ¢ bem ordenado (por ser finito, por exemplo),
+al conjunto admite primeiro elemento, digamos, (al,Bl).
Consideremos a reta no plano real [RXR gque passa pelos
pontos (0,q) e (al,Bl). A equagdo desta reta &
(q-Bl)x + Q.Y = q Oy (observemos'que oy # 0 por cons~
trugdo). Consideramos os pontos de e£(F) que estdo so-
bre esta reta e tomamos o méior deles, isto €, o que admi
te maior a-coordenada. Mudando notag@o, suponhamos que

tal ponto & (al,Bl). Consideramos o conjunto



er(r)\ U (axﬁ).,

l_ ) 0‘@50.1 L!,I

31 = 0, caso‘contrérip,

quso,go;métodotterminasr

ot [ TN
Sunbeli !

xf-(ﬂqu‘»

Se tal conjunto 6 vazio, tem-se

=5l4=

v
st . .

Y-h aeria fator de F.’ Nes%e

‘a linha .poligonal obtida consis-

ARRT IR
)
| N
}l
vt i <
gy sLL J i b
B )
AR A 1 AL i T “/'
3 LIRS ).
tl H 13,5 g s

i : ¢k S . Vi R b el Ay
te'de um 46 lade, o degments (0,q)(c),B}). * Se
sf(F)\ogU sq (GXN). £ @y .

“1

petimos: o: processow\

[P L

‘tomamos .0 primeixro elemento-e re=

Coms £F(F) & finito, esgotamos o

processo ac cghq‘dqjum ndmexo finito de etapas, obtendo
E "'\". %

oy

uma poligomal finita com extremidades (0,q) e (a

para algum a 6 N.J

tal 4 chamado 0, polIgono de. Newton;

.
)
de F relativamente ao ponto (a,b). L
h . ‘5 * B T
! N b N b I Y g T
AN

‘Para determinaf um ramo tfpico de F em (a,b),

cpnsidgnamos-um11ado'@Ipicowu(ai331)(az,ﬁé)u.donpoligono

de; Newton,, onde.

P

( (‘ ')a'2
A X~a).
0'232 )

;ai,2,32u ¢ Bscrevamos, i, oo
S, I o ;-\ Yoo T'\:F’l, \ E ‘ Bl.‘. S R B
F(X,Y) = &, (Xx-a) L (x<b) ¥ + & a__(X-a)* (Y-b)

e L Q1sl‘g R aﬁ‘ .

)2 4 5 4 (xea)® TR
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onde (a¢,8) ¢ um ponto de ££(F) interior aoc segmento

(al,Bl)(az,Bz) e (axt,g'), wum ponto de Ef(f) exterior
ao mesmo segmento.

Observemos que a equagfo da reta por (al,Bl) °
(az,sz) € da forma »d + sB = p, com r,s,p inteiros
e m.d.c. (r,s) =1,

Efetuamos a substituigdo x =a + t, vy = b + t°u

(t,u novas indeterminadas)} em F(x,y) = 0. Obtemos:

B B
0 = F(x,y) = Aulﬁltp u ot tP (2 Aas B) + A 0,8, ? u 24

8 g, -B
Gir+fts BY _ ,py T2 172 B-82
+ EAﬁ t uw = t(u (AalBlu +EAaBu +Au2&)

B
e P py TR BT L PR () 4 e (s,m)),

61-62 B-Bz
onde & {u) = alal u + E AaB u + Aazﬂz e P(t,u)

€ um certo polindmio em %,u.
P
Ponhamos G(t,u) = u “ &(u) + ¢t P{(t,u). Se ¢ ¢
uma raiz de ¢&(u), tem-se que (0,c) satisfaz G(t,u).

Além disso, se ¢ & raiz simples de &(u), entdo

B,-1 B
aG = Bou 27 a(u) ru? gg, + :P
(0,0) u=c T usc ®lt=0

82 d@( ) % o

1
o
1)

uma vez que g%ﬁc)_# 0 e ¢c£0 (c=0= An232 con-

tradig@o face a (az,sz) € ef(F)).
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Assim, se ¢ & raiz simples de &(u)}, podemos

aplicar a Proposigﬁo IT.1 (ou, alternativamente, o Lema

TT.12), encontrando assim uma série u = u(t) = c+dt +...
tal que G(t,u(t)) = 0. Neste caso, as séries x = a+t’,
y = b + tou(t) = b + ct® «+ at®**l +... constituem uma pa-

rametrizagio de F. Como r e s s&ao primos entre si,
resulta que tal parametriza¢fo & primitiva (vide Exerci-
cios). Obtemos, desta maneira, vdrics ramos de F em
(a,b) & medida que tomamos as vdrias raizes simples de
g {(u).

Suponhamos que ¢ € uma raiz miltipla de % (u).
2G

du (O:C)
dade >1 em G(O,u). Construimos entfo o poligono de

Neste caso, - 0, isto &, ¢ & de mulbtiplici-
Newton de G(+,w) relativamente ao ponto (0O,c) e repe-
timos o processo. ‘
0 principal teorema neste contexto afirma que:
(1) Ao cabo de um nidmero finito de etapas, isto &, ao ca~
bo de aplicar um ndmerc finito de transformagldes do
tipo x = a+t’, ¥ = b+t u, obtém-se um polindmio & (u)

. - b d &
cujas raizes sao todas simples.

(2) Aplicando o processo finito em (1) para todos os la=-
dos do polfgono de Newton de (a,b), obitém-se todos

os ramos de F em (a,b).
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(3) Lados distintos do poligono d¥o origem a ramos distin

tos.

NZo demonstraremos este teorema, mas daremos al-
guns exemplos para {lustrar o método. O resultado do teg
rema ¢, em esséncia, devido a Puiseux (J. Mathematiques
pures ot appliguées, t. XV, 1850), originando o capitulo
das séries de Puiseux, de importancia fundamental na clas
sificagdo das curvas. Uma demonstragiio pode ser encontra

da em Appel & Goursat (vide Bibliografia).

Observagao: Se, para todos os lados doé%oligono

(—(T‘;) (E;-é:) e EGT—,O) de ﬁé}fton, os polinamios
éi(q) n¥o admitem raizes miltiplas ao cabo da primeira
substituigdo x = a+t’, v = betu, eﬂfao obtemos no md-

ximo Q ramos. distintos em (a;b). Com efeito, neste caso,

para cada segmento (ai’Bi)(ai+l’Bi+1)’ ) @i(u) corres

pondente admite raizes distintas, dando origem

B:‘L-B:i.+1

a ramos distintos no mdxime de F em (a,b).

Bi P41
No total, teremos (q-Bl) + (Bl-ﬁz) doent (Bi—Bi+l)
Fooat (Bn_l-o) = g ramos distintos em (a,b), quando
muito.

Contudo, nem sempre raizes distintas de 8 (u)

d5o origem a ramos distintos, como Veremos abaixo.

. 2 2
Exemplos: Seja F = AlO(X-a) + AOl(Y-b) + Azo(x-a) +
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+ Ay, (X-a) (¥-p) + Aoz(Y-b)z +oeae .

(1) Ponto com tangente vertical simples.

Trata-se do caso em que Alg £ 0, Ay; = O,
. ap -
Ay # 0. Como Ay = S?(a,b), tal ponto € critico. Comn-
tudo, %%(a,b) = 41 # 03 logo, (a,b) & um ponto nio

singular, com tangente iunica x = a. Finalmente,

22
S

simples (isto &, tem multiplicidade 1) ou, alternativa-

(a,b) = 2A0’2 # 0, o0 que significa que a tangente &

mente, que b tem multiplicidade 2 em F(a,Y).
E imediato que tal ponto admite o seguinte polf-

gono de Newton:

(0,2}

(2,0)

A equagdo do nico lado € 2a+8 = 2, logo a transforma-
¢do a ser aplicada € x = a+t2, ¥ = b+tu. Substituindo

em F(x,y) = 0, resulta

2 2
t7(a4 + Agou” & t P(t,u)) = 0,

i

onde &(u) = 4 u? 4 Ao admite 2 raizes (distintas).

0=

Obtemos, assim, dvuas parametrizagles primitivas de F em

(a,b):
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X = a+t2, Y

2
e X = at+t , b4

4

2
b+ Clt + C2t Toeuwn

2
b - clt + d2t Fane

(cl % 0)'

Contudo tais parametrizagdes sHo, na verdade, equivalen-
tes: a segunda ¢ obtida da primeira pela substituigdo

7(t) = -t.

Conclusfo: num ponte com tangente vertical simples est4
centrado um Unico ramo a duas folhas.
A titulo de ilustragfo, o caso mais simples & o

da pardbola F = X-Y° mno ponto (0,0).

- i

Segdo do modelo S ideali-

Grdfico real
zada por Riemann

Por substituigdo de x = t2, ¥ = tu, obtemos tz(l-u2)=Q
logo uf{t) = *1 (constante). Resulta a parametrizag3o

x =1, yvy=1%t (equivalente a x = tz, v o= -%).

Observagdo: (0,0) €& o Unico ponto de ramificacdo (a duas
folhas) em x-y2 = 0; em todos os demais pon

tos de x-y2 = 0 estd centrado um vWmico ramo a uma folha.
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Para tal, se (a,b) # (0,0) fazemos a substituigdo
x = at+t, v = b+tu. Por exemplo, seja (a,p) = (1,1).

Subsfituinde x = 1+%, yr= 1+tu na forma de Taylor de
x-Y> em (1,1), (x-1) - 2(¥-1) - (Y-1)2, obtemos

t(l-zuatug).’ seja ult) =d  + d;% + d % 4 ... . Subs-

1 2
tituindo em 1-2u-tug = 0 e comparando coeficientes,
1. 1 tz 5 1:3

obtemos u(t) = %‘ -8 + 1-3 - 1_2_8

o ramo em (1,1) & representado por

t eae s Logo,

X

i}

1+t

L

1.2 5
-1281: + LI -

1 i .3
‘y‘=l+-§ﬁ-gt +ig‘b

Convém nfo confundir as representagBes paramétricas (10-
cais) que vimos considerande com "parametrizagdes polino-
miais® {globais). Por exemple, x = t2, v =t & uma pa
rametrizagdo polinomial de x—yz = 0 (fornece todos os
pontos de x-y2 = 0 A medida gque + percorre (). Como
representaglo paramétrica de um ramo, x =1%, y =1t so
funciona em (0,0). A parametrizagdo polinomial x =y,
v = t mostra que x'—y2 = 0 & uma curva "racional" ("uni
cursal", na terminologia cldssica). Entre pontos a tan-
gontes verticais simples mais gerais, tal acontecimento ¢
acidental. for exemplo, x+y2—x3 = 0 admite (0;0) co-

mo ponto a tangente vertical simples sem admitir parame-

trizagao polinomial. ©Na verdade, tal ¢ um exemplo de cur
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N ~
va "elitica'"; tais ocurvas tem "genero" 1, n3o sendo por-

tante racionais.

i

3

Grafico real de x2+y2-x =0

(2) Ponto miltiplo ordingrio.

Um ponto k-uplo (k21) ordindrio de F € um pon
to (a,b) tal que

+ P + aee = 2 Aa.B (X-a)a(Y-b)B +aee € tal

F =P )
. k k+1 © q+p=k

que o polinomio I A u?  tenha ¥ raizes distintas

{I,+B=k ad
p,l’ e ,iJ.k.

Neste caso, por (a,b) passam k tangentes dis-

tintas (isto &, com coeficientes angulares distintos) a
F, a saber, {Y-b) - ui(x-a) =0 (i=1,...,k). Segue-
se também que a multiplicidade de b, como raiz de

F(a,¥), € k. Temos dois casos:

() Ao £ 0 (isto 6, My A0 para i = 1,...,k).
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Agui, o poligono de Newton tem apenas um lado:

(0,k)

(x,0)

A equagfo do lado em questldo € «a+B8 = k, de modo gque a
transformagfo a ser efetuada € dada por x = a+t, ¥ = b+tu
Substituindo, vem tk( Y R P(t,u)) = 0. Como
a+g=k ap

as k raizes de I AUB u®  sZo distintas, enmcontramos Xk
séries u = u(t) distintas tais que I A&B a(s)? ¢

+ t P(t,u(t)) = 0. Logo, encontramos k parametriza¢les
(evidentemente primitivas): x = a+t, ¥y = b + Myt +

2

+ cizt + ses (i =1,...,%k). Pela teoria geral, sabemos

que tais parametrizagles fornecem Xk ramos distintos,

(v} Ao =0 (isto €&, My =0 digamos).

Como, em particular, Hy = 0 € uma raiz simples,
devemos ter A, . 4 # 0. Entdo, no poligono de Newton,
=Ly
devemos ligar (0,k) a (k-1,1) 3jd que os termos

AEB(X-a)a(Y-b)ﬂ com ¢ < kel e B < @ apresentam sem~

pre ACLB = 0. Em seguida, devemos ligar (k-1,1) a
(k+r,0), onde r €& tal que Ak+¥’0(x—a)k+r € o termo

de menor grau em X com coeficiente #0 (tal sempre e~
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xiste, a menos que Y~b seja fator de F). O poliigono

de Newton &, entdos
(0,k)

(k,0) «-+ (k+x,0)

Neste caso, & (u) wrelativamente ao lado (0,k)(k-1,1) €
Kkl - . .

Ak—l,l + Ak-2,2 U +seet Ao,k u s+ 9Qque admite k-1 ral—_

zes (distintas). Obtemos k-1 ramos distintos em {(a,b)

da forma que obtivemos no caso (a).

0 iado (kf;,l)(k+r,0) tem equag¢fo a+(r+l)g =

= k+r, logo a transformagdo conveniente € x = a+t,

vy = b+t5t u. Neste caso, temos tk+r(

Apez, 1 Mt A0t
+ t P(t,u)) = 0, isto &, ¥(u) = Ak;l.l u o+ Ak+r,0' Lo~

Ak-l-r,O
Ak-l,l

Faae (distinto dos anteriores pela teoria geral}).

tr+1+

go, obtemos um dnico ramoe x = a+t, ¥ = b «

Conclusf&e: em qualquer caso, F admite k ramos distine

tos a uma folha em (a,b).

Eis exemplos concretos de cada um dos casos acie

ma:
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” Y-X N ,.Y—N/EE
N p ~ ,
N N ’
v AN ,
> “
/
ya Ve N\
P N . sy \
/ s N
v2x? .0 3Pyt eexPyR e

oo 2
(0,0) € um ponto duplo ordindrio de Y?x*-x° o um pon.-

to triplc ordindrio de 3X2Y-Y3+(X2+Y2)2. No primeiro
caso, (0,0) & também chamado ponto 'nodal". FEfetuando
a:transformagao x=%, ¥ = tu neste caso, obtenmos
$2(u2-1-) = 0. Seja w(t) = +1 + d b + dybt> + wuu
Substituindo em u2-1-t e comparando coeficientes, obie-
mos u(t) = 1 % %-t T %—tz £ ,,. . Logo, os ramos de

v _x*-x2 centrados em (0,0) sHo dados por:

x =t x =T

- 1,2 1.3
v = =t - > t7 o+ g T e

e
Ik
o
+
™
o
1
00] 1=
o
+
.
.

¥ um bom treinamento para o leitor calculaxr expli
citamente os ramos centrados no ponto triplo de

2
3X2Y -1 4 (X2+Y2) .
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(3) Ponto cuspidal (de nreviravoltal ).

Trata-se de um ponto (a,b) tal que a forma de

Taylor de F ¢€:
P =a (x-a)? + 4, (X-2)(¥-b) + & (Y-b)2 +
— 20 11 ‘ 02 L N ] ,

2 . .
com Ano £ 0 e Ayy + Ajgu+ Aju admitindo uma raisz
A . rd 2 .
é}pla u (isto &, A, = hags Azo). Evidentemente,

T A11/2A02. Temos dois casos:

(a) 4,;,=0 (isto &, u = 0).

Neste caso, A20 = 0. Temos duas possibilidades:
Ago # 0 (em outras palavras, K = 0 n¥o € raiz de
Ago * Ay u + Agp w4 AQB u3) ou Agq = 0. No primeiro
caso, dizemos que; (a,b)ﬁ € um ponto de reviravolta ordi=-
ndrio; no segundo, gue érhm ponto de reviravolta sSUperior.
Um ponto de reviravolta ovdindrio apresenta como~

poligono de Newton:

(0,2)

I - (3,0)
Um dnico lado, portanto, de equagdo 20+3B = 6.

2
Efetuando a transformagdo x = a+t , ¥ = b+t3u, resulta

& 2 2
t (Ag, U+ Agg + T p(t,u)) = 0O onde L A ad=

30
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mite duas raizes distintas por ser ABO # 0. Pela teoria

oeral, obtemos duas parametrizacies:
& s G

X =a + t2 X = a + t2
A ' /a
Y=-b+ "'-'A"E 1;3 teeay y=b" "‘A_.'B'—()—t:;'*‘o.-.
o2 02

Tais parametrizagaes sdo, contudo, equivalentes., Assim,
um ponto cuspidal ordindrio admite um vnico ramo a duas

folhas., O exemplo mais simples & Y2-X3:

Neste caso, A30 = =1, Ay, = 1. Obtemos t6(u‘ﬁ1) =0

por suvbstituigdo direta em y2—x3 = 0. Loge u(t) =+1,

fornecendo o ramo

X = tz

£

¥

. 2 .
Aqui, como no caso de vy -x = 0, a parametriza-
g0 acima ¢ também uma parametrizacSo racional da curva

Yz—XB = 0,

0 segundo caso, ABO = 0, admite vdrias possibi-

lidades, conforme Ao =0 ou 4, # 0, etc. Por exem-
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plo, se A # 0, o polfgono de Newton tem um sé lado:
ho
(0,2)
~, (2,1)
I
|

I ‘ (%,0)

d exemplo mais simples & Y2-Xu-X5:

A equagdo do lado € a+28 = 4, logo a substituigfo &
x =%, yv-= 2. Obtemos R . th(uz-lnt).

Recaimos no caso do ponto duplo ordindrio, obiendo

% t ¥ %—tz % 4+ o Consequentemente, temos

"dois ramos distintos x = t, y = & t2 + %—ts T %-tu t ey

u(t) = +1 %

a uma folha cada um deles, exatamente como no caso de

Y2-X2" 3 .

Observagio: O fenomeno acima nfo € acidental. Na verda-
de, podemos passar de Y2-X4—X5 a YZ—X2-X3
por meio de uma transformagioc "biracional", a saber, a
nosgsa velha conhecida transformagdo quadrdtica X' = X,
Y' = XY. Poderfamos, assim, ter obtido os ramos de
Yx* %% em (0,0) aplicando a transformagfo quadrdtica

aos ramos de Y- -X~-X> centrados em (0,0). Tal proce-
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dimento €, no fundo, uma ilustragio do métode de demons=

tragio do Teorema IL.9 !...

(p) A5q £0 (isto &, M # 0).

Neste caso, também A,, £ 0. Como em (a), temos

duas possibilidades, conforme { ndoc seja raiz de

3

A+ A__u+ A w? 4 Agy (cuspidal ordimdrio) ou

30 21 12
seja maiz de tal polindmio (cuspidal superior). Em qual-
quer das duas possibilidades, o poligono de Newton tem um

dnico lado:

(0,2)

| (2,0)

A transformagio € x = a+t, ¥ = b+tu e §(ﬁ) = Aoz u2 +
+ A A=A (uu)? = ag,( A1 y% 3 (u)

11 0 F Apg = Applut) = A2\t T Eg L7t omo u
admite raiz dupla, somos levados a repetir o processo pa-~
ra G(t,u) = 8(u) +.t P(t,u) mno ponto (o). Tlustre~-
mos o processo com X2 2XY4+YZ X0 = (X-Y)2 - x> em (0,0).
Efetuando a transformagdo x = t, ¥ = tu, obtemos

tz((u-l)2 -t), 1ogo G(t,u) (u-l)2 - t. Mas, entdo,

G(t,u) = 0 admite (0,1) como ponto a tangente vertical

simples (Exemplo 1)}, tendo af um dnico ramo a duas folhas

dado por 1t = t'z, u = 1+t'. Logo, (X-Y)2 -~ X7 admite
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am dnico ramo centrado em (0,0}, a saber, x = t'7,

¥ = t‘z + ‘t’3-

Agqui cabe a mesma observagdo anterior de que
(u-1)2 - t €& a transformada prépria de (X-Y)2 - x> pe-

1a transformagio quadrdtica X = t, Y = tu.

e
Ve

(x-v)? - x> (u-1)% - %

Em geral, um ponto de reviravolta ordindrio admi-

te um Ynico ramo & duas folhas: X = a+t2, ¥y =b + ut2 +

+,f :%6; t3 +eeey onde M € a raiz dupla de Ag, u2 +

+ A u + A20 e v €& o valor do polinomio ABO + A21 u+

3
03 @

11

2
+ Alz u + A em .

(4) Cuspidal superior com tangente vertical.

F = ¥2-v*-Y? em (0,0). Como lugar de pontos
R . : v° it 5
(isto &, como curva) € a cuspidal X=X’ apés a mu~
danga de coordenadas Xt =Y e Y' = X. Do ponto de vig

ta da ramificagldo, o comportamento ¢ bem diferente. Ve-
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mos gque O & de multiplicidade 4 em F(0,y) = 0.
(0,4)

(2,0)

Poligono de Newton Grdfico real

A equagdo do ¥nico lado do poligone € 2048 =4, logo a

substituigdo € da forma x = t2, g

]

tu. Substituindo,
vem t4 - thuh - tou’ = tu(l—uuwtu5), logo &(u) = wto1
tem quatro raizes distintas, +1, i, As parametrizagﬁes

2 2

x t x =t

y=1t y = ~t

s80 equivalentes, bem como

&2 2

X x =t

y = it ¥y = ~it

Logo, hd exatamente dois ramos centrados em (0,0}, a

duas folhas cada um deles.

Observagdo: Na literatura cldssica, o ponto (0,0) €

olhado como dois "ponios analiticos" distin-
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tos sobre o ponto de ramificagfoc 0 € C. Este expediente,
aparentemente artificioso, visava conformidade com a teo-
ria dos prolongamentos analiticos das fungEes univalentes,
pela qual uma fung¢fo tem um vnico ramo na vizinhanga de
um pontc de . Na realidade, tal expediente & bastante
natural. Do ponto de vista da resolugfio de singularidades
de curvas, significa apenas que os ramos em (0,0) foram
"separados” ou que a singularidade (0,0) de xznyu-y5=0
foi "resolvida™. Na prdtica, conseguimos isto mediante a
aplicagfo sucessiva de duas transformaces quadrdticas,
obtendo enfim a pardbola %> = v+1, cujos pontos (1,0)
ei.(-l,O) correspondem aos mencionados pontos analiticos
(vide figura abaixo).

Finalmente, tal exemplo permite ver que as trans-
formagdes quadrdticas nfo preservam, em geral, o mimero
de folhas em cada ramo, mas tdaoc somente o mimero total de
ramos. F por isto que as transformagaes quadrdticas,
dteis para provar a existéncia e a finitude dos ramos,
s2o totalmente imiteis para calcular o nidmero de folhas
em cada ramo. Esta lacuna € preenchida pelas transforma-

r

. . . s .
¢les mais gerais do tipo x =t , ¥y =t u que vimos con

siderando.



™~ A /
A S > GRS & X% - (¥+1)

No caso de fungSes univalentes f£¢ € + €, o pro-

blema ndo se pde j€ que entdo y & dada explicitamente

como fungdo de x, de maneira que y-f(x) = 0, gue &

(quer f seja polinomial ou nZo} a equagdo de uma curva

sem singularidades em €, devido a que §£Z1§é§ll = 1£0.



~73=

I SUPERFTCIES DE RTEMANN ALGEBRICAS

ITL.1., Fungdes algdbricas & luz dos revestimentos

ramificados de C.

Neste capitulo, queremos Lratar do aspeacto geomé -
trico das fungdes algdbricas. Por tal, entendemos a cong
trugfo da superficie de Riemann S associada a um polin§
mio irredutfvel F € C[X,Y] e o estudo das propriedades
da projegao canonica T: S =+ C (que ¢, como veremos, uma
aplicagdo de "revestimento ramificado" no sentido topold=-
gico).

Divergimos um pouco da maioria dos textos usuais,
no que obteremos S como lugar de pontos de F em
82 = ¢XC como primeira etapa, Isto € sé metade do ca-
mivho. Em seguida, temos de "resolver as singularidades”
de S a fim de obter um modelo da superficie de Riemann
que ¢ ent®o idéntico, em todos os aspectos, ao modelo de
variedade analitica de dimens&o (complexa) 1, construido
mediante consideragdo dos "germes de fungdes" {que &, no
fundo, a iddia original de Riemann em linguagem sofisti-

cada). Isto, levamos a cabo no §III.2.
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Definicdo ILT.1 - Uma curve algébrica irredutivel (plana)

¢ o conjunto dos pontos a coordenadas
complexas que sdo zeros de um polin6mio irredutivel
F e c[X,Y].
Usaremos a notagdo C(F) para a curva determina-
da por T € c[X,Y].
Ndo € diffcil verificar que C(F) ¢ um subconjun
to fechado na topologia de 02 dada por uma das métricas

rd

usuais. Identificando Cz com Ru, tem~se que C(F) &
um subconjuntc de Rh de dimensfo real 2 (num sentido
que se pode precisar). Resu}ta que G(F) ¢ uma superfi-
cie diferenciévél usual em todos os pontos, com excecgfo
de um mimero finito de pontos - os pontos singulares de
F. (Contudo, C(F) estd contido em m4 e n3o em RB,
dai o apelarmos para ¢ grdfico real de CtF), ou de qual
quer de suas segEes por um plance real em ﬂa, para algu-
ma visualizagfo).

Neste sentido € que chamamos C(F) de superficie
de Riemann (com singularidades) associada a F.

Consideremos a projegﬁo de 62 sobre a primeira

coordenada, (x,y)+= x. A restrigfo desta projegio a
C(F) serd designada por w. Assim, w: C{F) + C. E cla
ro que T € continua relativamente 4 topologia induzida

de €%, m & aita a projegfio estrutural de C(F).
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Popr outro lado, podemos escrever I = pO(X)Yn +
+ pl(X)Yn-l Feuot pn(X)' onde pO(X) # 0. Como C €& al
gebricamente fechado (teorema fundamental da flgebra), re
sulta que para todo « € € tal que « mndo &, simultaneg
mente, raiz dos polindmios Po(X)""’Pn-l(X)’ Fla,y} =0
tem alguma raiz em C. Assim, se n 2 1 com excegdo de
um conjunto finito de pontos, todo ponto de € & imagem
de algum ponto de - C(F) (em particular, a imagem 7 (C(F))
de C(F) € um conjunto aberto e denso em € mna fopolo-

gia usual). Resumindo a discussido:

Proposigio IIT.2 - Seja F = po(X)Yn +eoet (X)) € CIX,Y]

um polindmio irredutivel, seja C(F)
a superficie de Riemann associada e seja T3 c(F) »Cc a
projegio estrutural, Entdo: .
(a) ™ & constante se e sé se =n = 0.
(b) Se ™ nfo & constante, a imagem de C(F) & o
complementar de um conjunto finito de pontos de C.
(c) Se 7 nfo & constante, a imagem inversa por T
de qualquer ponto de T (C(F)) & um conjunto fini
to de pontos de ¢G(F). Com exceglo de um conjunto finito
de pontos, a imagem inversa de todo ponto de n{c(r))

admite n pontos (incluinde multiplicidades).

N.B.: A multiplicidade de um ponto (a,b) € C(F) é; por
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definigdo, a multiplicidade de b como raiz de F(a,y)=0.

Definigio IIT.3 - Na notagfo acima, o inteiro = ¢ chama

do o grau da projeglio m: C(F) + C.

Do ponto de wvista topoldgico, o grau acima € ape-
nag "genérico". Com efeito, como vimos no Capitulo IT,
Prop. II.4, existe apenas um nimero finito de pontos‘cri-
ticos da fungdo algébrica implicita ¥y = v{x) definida
por F. Conseqguentemente, com excegﬁo de um conjunto fi-
nito de pontos, a imagem inversa de todo ponto de € ad-

mite n pontos distintos.

Recordemos que uma variedade topoldgica de dimen~

s%0o m & um espago topoldgice de Hausdorff V, conexo
poTr arcos, tal que todo ponto de V admite uma vizinhan-
¢a homeomorfa a um aberto do R™. Se m =2, a varieda~

de € dita uma superficie topoldgica. Uma aplicagdo conti

p
nua w: V + V, entre variedades topoldgicas de dimensdo

m, ¢ uma aplicagfo de revestimento (ou recobrimento) se

todo v € V admite uma vizinmhanga U« V tal que 72 (v)
£ a unifio disjunta de abertos ﬁi c V  tais que

ne
Ty Ui + U & um homeomorfismo.

U,
i
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(=1} (=1}

cit

U

Uma vizinhanga U nas condigSes acima serd chamada admigs
sivel.
Obsorvemos que uma aplicagdo de revestimento

~
T: V+ V &, em particular, um homeomorfismo local: dado

¥ eV, existe UC V (vizinhanga admissivel de m (%)
em V} tal a restrigdo.de . T 4 componente conexa de

7 1(U) contendo ¥ € um homeomorfismo sobre sua imagem.

Uma aplicagf@o de revestimento T V+ V €& chama=
da finita se, para todo v € V, n-l(v) € um conjunto fi
nito de pontos. Neste caso, 0 mimero, de pontos nas fi-
bras ﬂ"l(v) fornece, & medida que v percorre V, uma
aplicagao Vv 4 Z que € localmente constante, mais preci-
samente, constante em cada componente conexa de V., 8Se V

for conexo, o inteiro =n, dimagem desta aplicagao,é 0 gral
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b
de revestimento. Neste caso, dizemos que +7: V =+ V & um

revestimento a n folhas.

L.
Dado um revestimento T: V + V, um caminho (con-

tinuo} ¥: [0,1] + V e um ponte + € 5, um levantamento

de Y com ponto inicial ¥ & um caminho (comtinuo)

¥: [0,1] » ¥ +tal que ;(0) =% e tal que To¥ = Y.

Usaremos o seguinte resultado,.

Lema ITI.4 - Seja m: V + V um revestimento. Para todo

bl

caminho ¥ em V e para todo ponto ¥ € V

tal que (%) ;?Y(O), existe um levantamento de vy com

ponto inicial V.

Demonstracfo: Come [0,1] & compacto, existe n sufi-

cientemente grande tal que Y[Eﬁé, ;ﬂ < v,

para alguma vizinhanga admissivel Ui’ para todo

L ]

icg {1,2,...,n}. Chamemos U a componente conexa de

1
ﬁ"l(Ul) contendo o pontc dado ¥; seja Oyt Uy ﬁl 0
homeomorfismo inverso de 1|, : 51 + U;. Entdo,
U;
Yl é um caminho comegando em ¥ +tal que

= 7Y 10, 1/m]

TeY =Y
i [O,I/HJ

mento do trecho

« Em outras palavras, Vl ¢ um levanta-

v de ¥ com ponto imicial .
|[Orl/n} ’

Repotimos este ‘processo para o trecho Y: [%, 2] + U

n' 27
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obtendo o levantamento ?2: 02e Com ponto i~

y
[l/n,2/n]
nicial Vl(l/n) = Ul(y(lfn)) = Uz(y(l/n)). Prosseguindo

desta maneira, obtemos finalmente um levantamento de v

com ponto inicial ¥ (vide figura abaixo).

¥(0) ~

Seja, agora, C(I') a superficie de Riemann asso=-
ciada a um polinomio irredutfvel F ¢ C[X,Y] e seja

m: C(F) + € a projegdo estrutural.

Proposigdo IIT.5 - Se Cyseesaly sfo os pontos crifticos
de F, a restriglo

koo
T : G(F)\.U T (ci) - C\{cl,...,ck}

k
CENU 77 e,) =t
i=1
€ um revestimento a n = gry ¥ folhas.

Demonstracfio: Resulta do Teorema IX.2 e da Proposicfo ITL2,
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-a MeTos da verificagao de que dominio e contradominio sa0
ambos superficies no sentido empregado anteriormente. Ve
rifiquemos, pois, esta Ultima parte. Primeiramente, am-
bas sac ceritamente 1ocalmente comexas por arcos por serem
localmente homeomorfas a RZ. Par outro lado,
C\{cl,...,ck} £ evidentemente conexo por sSer am aberto
denso de um conexo (a saber, C). Segue~se que
C\{cl,...,ck} & conexo por arcos em virtude de um teore=
. ma conhecido. O mesmo argumento vale para

k

e\ U n"l(ci), ama vez que mostremos sua conmexidade
S d=l

~global. Tste d1timo resultado € ndo trivial, merecendo

\gue o:.isolemos COmMO

-

Teorema TIL.6 - Se F € C[X,Y] & um polindmio irreduti-

-1
: vel, C(F) € conexa.

Para a demonstragdo deste teorema, usaremos c

Lema TIT.7 - Seja F = po(X)Yn #eeet p (X) € CIX, Y] um

i polindmio irredutivel, com pO(X) £0 e
ne 1, Seja ac¢t ¢ wum ponto ndo critico de T e sejam
fl(z),,..,fL(z} fungdes definidas e holomorfas num entor

no U de a (U sem pontos criticos)} tais que:

(1) £ < mn

(41) F(z,fl(z)) = ees = F(z,f&(z)) = 0 para todo z €T.
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(iii) 0 prolongamento analiticc de uma qualquer dentre |
as fungles fl""’f&’ ao longo de um caminho
fechado comegando el a € cvitando os pontos criticos @

F, conduz a uma delas novamente.

Entio, 4 = n.

Demonstracgio: Consideremos as fungdes simétricas nas -

fl,...,f&: ': ;

sl(z) = -(fl(z) FIY f&(z)) g
52(2) = fl(z)'fz(z) Feood f@,l(z)-f&(z) ;
o - ) e )

Pela ﬁipétese (iii), prolongamento analitico ao;jngo de
gqualquer caminhoerchado comegando em a e'evi&ndo-gs
pontos criticos de F nfo altera as sl,...,s&.{ Log;,

o prolongamento das sl,...,s& a qualquer pont@nﬁo cri-
tico de F & tnico. Resulta que Sjsee-25, sﬁd analiti
cas no complementar dos pontos criticos de F. ﬁos;remos
que, de fato, elas admitem prolongamentos que s%o fungEes
meromorfas ne plano estendido £ U {=}., Para tél, mostra
remos que existe um inteiro N>0 e um nﬁmeroureal

I
M > 0 tais que, para todeo J € {1,...,4}, tem-se:
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[ (z=c)¥ s;(z)] =M , 0< lzc| <e

ls;a)/=" s, 2l > 2,

mde € > 0 € suficientemente pequeno e c € ¢ (¢ # =)
€ um porto critico de F,
7 Pela maneira como SpreeesSy sfio obtidas a par-
1711 de f1s¢e.,f,, basta evidentemente demonstrar as de-
Sié;a'ldades acima para uma f,j no lugar de sj.
Suponhamos, primeiramente, que c £ o & ponto
cr:fﬁco genuino e seja € > 0 t3o pequeno de modo a gue
Po(z)?;é‘-d se |g-c| < €, onde ¥(X,Y) = po(X)Xn Fowot
Pn(X)- Seja (z,w) um zeroc de F +tal que [z-c| <e e
pombiaties -+ d = max |p, (2)/p,(2)| Y%, Entdo |p, (2)/p, (z)|=
< gt sara todo li, de modo que, pondo u = w/d rTesulta,
da equigfo u"™ + (pl(z)/dpo(z))un_l Feaat (pn(z)/dnpo(z))=0,

que |¢|® s 14 lul 4euot ju]™TL, Consequentemente,

Fon
lu|® < l[—ull——% + Ora, se |u|l 2z 2, tem-se entdo
| -
n 'Iulnnl n P
Ju]™ < & < [ful® = 1, o que 6 absurdo. Logo, deve-se

Tal -

ter Iu[§.< 2, dsto §, |w| <24 (N.B. O argumento supos
que d #£0 para ter sentido, mas a conclusdo |w| < 2d
€ vdlida ainda se d = 0). Como as fungBes pi(z)/po(z)

sdo contfnuas ne compacto [z-c| = €, +temos a limitagfo
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procurada para as fj's.

Se ¢ £ a & tal que po(c) = 0, o argumento &
andlogo exceto que, desta feita, necessitamos introduzir
um fator (z-c)v.

Finalmente, se ¢ = », olhamos para o polindmio
XM F(%,Y), onde m = mgx {ar pi(X)} e procedemos analo-

gamente para o ponto 0,

Desta forma, mostramos que Syreeess, sd0 mero-
.morfas em € U {o},

Pelo teorema de Licuville, podemos escrever

q. ;
5. = _Q_}‘,J = Lyeesyd, com 5,9, € ¢[x] sem fatores

J P .
comuné?«_dfﬁ; por construgio, cada (z,fj(z)), z € U,
€ solugfo do polindmio Y&7+ sl(X}YL°l Faeat s{(X) €
€ ¢(x)[Y] e, portanto, do polindmio = =.qO(X)Y& +‘
+ ql(X)Y&-l teoot g (X) € €[X,Y]. Se L <n, F e H
ndo tém fatores comuns, jd que F & ;rredut{vel e
gry H=4, n= gry F. Segue-se (vide demonstragao;da
Prop. IT.%4) que existe apenas um conjunto finito de z € ¢
tais que F(z,Y) e H(z,Y) admitem uwa solugfo comum em
Y. Por outro lado, tfnhamos que fj(z) € solugfo de

ambas para todo =z € U; contradigfo, Necessariamente,

L = n.
C.Q.D, para o lema,
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Passemos, entrementes, i demonstragdio do teorema.
Basta provar que C(F) = Cc(@EN 6 ﬂ-l(c.) ¢ conexo,
reg 121 i
uma vez que & denso em ¢{r). Sejem, entdo, (a,p) e
(at,b!) pontos de C(F)reg' sejam f(z) o *£1(z)
(£t nfo € u derivada de f 1...) fungdes holomorfas em
vizinhangas convenientes de a e a', respectivamente,
tais que PF(z,f(z)) =0 e ¥(z,f1(z)) = 0 em tais vi-
zinhangas, respectivamente. Pela Prop.TI.5, f(z} e
71(z) s¥o, em verdade, holomorfas num circulo mdximo e-
vitando os pontos criticos de TF. Resulta que £(z)
(respectivamente, £1(z)) admite prolongamento analftico
ao longo de qualquer caminho comegando em & (respecti—
vamente, a') e contido inteiramente em C(F)reg'
Queremos mostrar que (a,b) e (at,b') podem
ser ligados por um arco contide em C(F)reg' A idéia €
ligar a e &' Ppor um caminho conveniente em
C\{cl,...,ck} e, em seguida, levantar e<te caminho atd
C(F);eg‘ Procedamos por etapas: primeiramente, seja
v: [0,1] = C\{cl,...,ck} am caminho tal que ¥(0) = a
e y(1) = a! (tal vy existe pela conexidade por arcos

de C\{cl,...,ck}.
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Ora, pelo Teorema II.2, existem n fungdes
gi,...,gﬁ anaiiticas num entorno de at' tais que
F(z,gi(z)) = ve. = F(z,gﬁ(z)) = 0 para =z neste entorno.
Logo, fi1{z) = gi{z) num entorno de at!. Por outro lado,
gqualquer das fungOes gi,...,gﬁ pode, pelo Lema IXT.7,
gér obtida de gi (digamos) por prolongamento analitico
ao longo de algum caminho fechado comegando em a! e . con
tideo em E\{cl,...,ck}. |

Se ja, agora, Y: [0,1] = C(F)reg um levantamento

rd

de ¥y at€ C(F)reg com pomto inicial (a,b} (vide Le-
ma TIT.4). Em particular, m(¥(1)) =v(1) =a%, logo
v(1) = gﬁ(a') para algam T, 1< v < n. Pela observa-
¢lo acima, existe um caminho fechado comegando em at', ao
longo do qual gj pode ser prolongada a g}

Levantando tal caminho até G(F)reg e gompondo
com ¥, obtemos enfim o caminho procurado 1igando (a,b)
a (a‘,b').

¢.Q.D. para o teorema.

Definigdo ITL.8 - Sejam ¥ e V superficies topoldgicas

exceto, possivelmente, em um conjunto
discreto de pontos., Seja T ¥ 4 V uma aplicagdo conti-

nua. Suponhamos que existe um subconjunto D c V discrg

to tal que a restrigio T IR v\ﬂ_l(D) + WD seja
A1 (o)
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um recobrimento de grau n. Neste caso, dizemos que

-t a .
m: V+ V & um recobrimento ramificado de grau n.,

Como conseqﬂéncia da Prop. ITI.5, a projegao es-
trutural w: C(F) + ¢ associada a um polindmio irredutf.
vel F = pO(X)Yn +eevt p (X)  (com P (X) £0 e n=1)
¢ um recobrimento ramificado de gran n.

0 que acontece com n-l(c), onde ¢ € um ponto
critico de F? Sabemos que #n-l(c) =n (=n, incluindo
as multiplicidades das raizes de P(e,Y)). Seja (c,b) €

< ﬁ-l(c). Suponhamos, primeiramente, que (c,b) -nfo &

ponto singular de P, isto &, que aX(c b) # 0 (em ou-

tras palavras, o depenvolv1mento de Taylor de F ém‘

{(c,b) admite parte linear #£0). Neste caso, existe um

Unico rame de F centrado em (c,b), seja x = c+t%
, a
= d +
y E -

Definigdo III.9 - A ordem de ramificagdo de T no ponto

(c,b) (ou de (c,b), a projegdo m
estando subentendida) ¢ o inteiro nfo negativo r-1, on-
de r € o mimero de folhas do (dnico) ramo de P centra
do em (c,b). NotagSo: 6. (c,b).

Dizemos que (c,b) & um ponto de ramificacfo de

m  (ou de C(F), T estando subentendida como sempre) se

sua ordem de ramificagfio for =1 (isto €, se o ramo cen=
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trado em (c,b)} apresenta pelo menos duas folhas).

0 inteiro X 6. (q) € chamado a ordem de
qgéc(F)
q ndo singular

ramificagfo nfo singular de 1.

Observagdo: O que aparece, na literatura sobre o assunto,
g

como "ifndice de ramificacgdo" & o mimeroc de

folhas do ramo. Notagdo: e _{q). 4ssim, tem-se

@n(q) = eﬁ(q) - 1, de maneira que a ordem de ramificac¢fo
nfo singular de T também aparece como 5 (e, @-1h
a€C (F)

q ndo singular

k'Seja G € ¢[X,Y] wum polindmio nZo admitindo F
por fator. Se (a,p) € c(F) €& nfo siﬂgularle se
x = a;ér, v = n(t) = g d&ta é'ﬁm represéntante do ramo
de T centrade em ({a,b), tem-se G(a+t™, n(t)) £ o.
Consequentemente, ord G(a+tr, n(t)) < o, Por outro lado,
G fornece uma fungdio polinomial definida em C(F) que
ainda designaremos por G. Dizemos gue a fungHo G +tem

G

um zero de ordem oxd G(a+t™, m(t)). Notagdo: ord(a’b)

Em particular, a proje¢io estrutural mw:C(F) a C
¢ uma fungdo polinomial pois € a restrigdo da funglo coor
denada % em C2. ora, X(a+t®, n(t)) = a+t™, 1logo
(x-a) (a+t", n(¢)) = t*. Como ord(+*) = r, acabamos de

demonstrar o
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ponto ndo singular,

D

Coroldrio ITT.10 - Se (a,b) € C(F)

1l

tem~se @ﬂ((a,b)) ord(a,b)(x—a).

Exercfcio: Seja F € €[X,Y] wum polindmio irredutivel,
seja Clx,y] = c[X,Y]/(F) o anel guociente de

c[X,¥Y] pelo ideal principal gerado por T (x e v de-

signam, respectivamente, as imagens de X e Y mediante

o homomorfismo quociente ¢€[X,Y] » C[X,Y]1/(¥)).

(1) Mostre que C[x,y] & um dominio de integridade
(isto &, satisfaz a propriedade de que se

g(st)'h(x$Y) = 0, entdo g(X,y) =0 ou h(st) = 0)'

(ii) Mostre que .todo C~homomorfismo CL[X] - clx,y] din=-
duz uma fung¢ido polinomial C(F) + ¢ e wvice~versa.

. . ~e "~y ry
Estas associacgoes sao inversas uma da outra.

(i11) Seja m: C(F) » C a projegfo estrutural. Mostre
que o C-homomorfisme w¥:; C[X] » Clx,y] associado

(vide (ii)) & injetor se e 86 se m m=nifo é constante.

(iv) Seja C(x,y¥) o corpo de fragSes de Clx,y] (um
elemento de C(x,y) &, por definigfo, uma classe
de equivaléncia de pares ordemados (f,g) € Clx,y] X
x (c[x,vI\{0}) pela relagio (f,g) ~ (fl,zl) se e 84 se

f*gl = flog em C[%x,¥]- Uma tal classe & designada por
T

g * oomo de costume. Somamos e multiplicamos "fragSes"
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da maneira habitual). Se T nfo £ constante, mostre que
7%: ¢[X] » €[x,y] dinduz uma extensfo C(x,v)|C(X) de
corpos, onde C(X] € o corpo das fungdes racionais

(= corpo de fragles de c(x]). Mostre'que o grau
[clx,v]: €{X)] desta extensdo ¢ igual ao grau do recobri

mento ramificado m: C(F) + C.

A fim de considerar a ordem de ramificagfo de
m: C(F) + ¢ num ponto singular de c(F), precisamos en-
tender o processo de "desingularizagﬁo“ de uma curva algé

brica, o que serd feito no prdéximo pardgrafo.

I1r,.2. Resolugaé das singularidades de uma curva algd-

brica; recobrimentos ramifigcados da esfera de

Riemann.

A rigor, para a definigdo de ordem de ramificagHo
num ponto (a,b) € C(F)} (singular ou nfo), nfo € essen-
cial resolver explicitamente as singularidades de C(F).
Basta saber o numero de folhas r; em cada um dos ramos

T, .
x=a+t, v = ni(t) de F em (a,b), definindo en=-

t8o o ((a,b)) = E T
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Veremos, contudo, que a resolug&o das singularida
des de C(F) esclarece o conteddo geométrico da projegdo
m: C(F) » €, permitindo substituir T por uma outra

~ ~ —— e
"projegio” m: C(F)} + ¢ tal que C(F) & uma superficie
topoldgica genuina (isto &, sem pontos excecionais). Afi
nal, um dos nossos objetivos € aproveitar a iddia origi-

—
nal de Riemann, colocando~a em perspectiva: C(F) & o mg

delo rigoroso que Riemann buscaval...

Conforme observamos (§I.2, Obs.(1)}, o modelo de
Riemann era ideal, n3o "cabendo" em R>  sem auto=inter-~
~ T
segBes. Desta forma, n¥o hd esperanga de que C(F) es-
. w3 . Gl — R 4
teja em R-°. Na melhor das hip8teses, C(F) c ¢ =R
(por exemplo, se F nfc tem pontos singulares). Em ge-

. . . 2 .
ral recisamos de mais dimensdes C sendo também in-
> ?

suficiente.
L]

Por outro lado, vimos sistematicamente desprezan=
do o gue se passa no ponte « de plano estendido € U {m}.
Contudo, sabemos gque, sob certos aspectos, & indispensd-
vel incluir o estudo do comportamento numa vizinhancga de
w. Por exemplo, o resultado de que o mimeroc de zeros e o
mimero de polos (incluinde multiplicidades) de uma fung3o
racional em € coincidem, s8 € vdlido mediante a inclu-

s3o do ponto o, Tambdm para o estudo da ramificagdo da
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projegdo estrutural w: C(F) + €, & importante conside-
rar o ponto =. Ora, se compactificamos € mediante a
introdugdo de =, qual processo de compactificag3o de
C(F) deveremos usar de modo gue a compactificada C(T)
seja definida por equagles algdbricas?

A maneira de fazer isto comsiste em usar o plano

projetivo (complexo) Pz. Precisamente, -os elementos mam?

s30 classes de equivaléncia de triplos (ajb,c) € 03\{(0,0,0)}

relativamente 4 rolagfo seguinte:

(a,b,c) ~ (al,bl,cl) se e s6 existe A € C, A £ O,

tal que a, = ak, b, = bi,

1 Cl = CA.Q

Em outras palavras, o0s elementos' de p? . podem

c3

ser identificados com as retas de passando pela oriw-

- a ~ -
gem. ‘Temos a apllcaggo quociente canonica

q: 03\{(0,0,0)} - P?; a imagem inversa de um ponto de P~

cujo representante € (a,b,c) € a reta {(Aa,\b,Ac)|rec}

menos o ponto (0,0,0). A topologia usual de P> & a tg,

pologia quociente da topologia usual de CB\{(O,O,O)}.
Em outras palavras, um U C P2 ¢ aberto se e s8 se
q'l(U) c CB\{(O,O,O)} ¢ aberto.

NZo hd confusio possivel ao designar um ponto de
p® por (a,b,c), contanto que se tenha em mente que

(ayb,c) estd definido a menos de um fator de proporcio-
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nalidade # 0, Una notagio cldssica para um ponto de P2

de representante (a,b,c) & (asbic) (o simbolo : din-
dica que as coordenadas a,b,c estdo definidas a menos
de um fator de propovcionalidade). Dizemos que (a,b,c)

30 coordenadas homogéneas do ponto (atbic) € P2.

. 2
Seja, agora, U; = {(aozalzaz) € p* | a,; £ 0},
i = 0,1,2, E fdcil verificar que a definigfo de U, din-
depende dos sistemas de coordenadas homogéneas dos pontos.
E evidente que U, ¢ um aberito de P? e que P = u, U

U Ul U Uy. - Seja (aoza :az) € Ui' Para fixar idéias, to

1

memos i = 0. Como a  # 0, temos (a,:a

17%2
= (1: al/aoz az/ao). Logo, todo ponto de U  admite um
sistoma de coordenadas homogéneas da forma (l,al,az).

Daqui n¥o € diffcil concluir que a aplicagao

(al,az)k~>(l=a1=a2) de ¢2 em P® & um homeomorfismo

sobre o aﬁér$gﬁ U,- Analogamente, obtemos homeomorfismos

de 02 sobyre U e sobre U

1 o1 © que mostra que Pz na

> - bl -

da mais € do que a reunido de trés cdpias do planc comple
2 . : s e

xo €5, passada ao quociente por certas identificagoes

(por exemplo, se (ag,a;), (ai,ai) s8o pontos das duas

primeiras cdépias de 82, devemos identificd-los se e sd
1, 0 _ 1 0y O
se a ra =1 e aj = al/ao).

Exercicio: Defina p™ para qualquer n = 0 e nele intro
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duza a topologia "usual" de maneira andloga ao caso n=2,

Cn n-1

Mostre que P° € a reuniffo disjunta de e P (am

bos munidos da topologia usual). Mostre que Pl g homeg

3

morfo & esfera usual s® c R .
Vemos, pelo exercicio acima, que p? nada mais &
do gque o plano ¢® a0 qual se acrescentou pt ("pontos

no infinito"). Na verdade, tem-se:

Lemma III.11 - P° & uma compactificagfo de £?.
Demonsiracdo: Seja 57 = {(ao,al,az) ¢ ¢3 =r® I |a0[2 +
2 2 .
+ ag |+ la,|® = 1}, onde | | designa a

norma usual de um mimero complexo. 52 ¢ uma "hiperwesfe

ra" em &®. Ora, a restricio da projegdo q: 03\(0) + B?

2
a S5 tem por imagem todo F . Com efeito, dado

2 -
2, tomamos A = ([aolz + ]all + |a2|2) 2

(a iajta,) € P
& claro que A\ # 0. Por outro lado, (lao,lal,la2) ¢ 55
e q(lao,lal,laz) = (Kaozlal:Kaa) = (aozalzaz).

Como S° & compacta na topolegia usual de ¢3
= R6, resulta que p° & compacto na topologia usual.
Vimos acima que Pz contém um abexrto homeomorfo

a 02, por exemplo, U, = {(aozalzaz) € P? | a, # 0}.

. 2 .o
Para verificar que U2 € denso em P, basta verificar

rd

que o aberio q-l(Ué) & denso em C-. Ora, © complemetli

tar de q-l(Uz) ¢ o hiperplano complexo x, = 0 em 03,
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6

gque ¢ um conjunto rarc em ¢? = r°.
rd - n
Exercicio: Mostre que, para todo n = 0, P ¢ uma com-

pactificagfo de ¢%. Se Hc ¢" & um hiper-

planc complexo passando pela origem, descreva o fecho de
H em Pn. Mostre que os fechos de hiperplanos Hl’HE c

e ¢ de mesma "diregSo" intersetam em um "hiperplano" de

Pt

Exercicio: Defina a noglo de subespago (1ineaxr) projetivo
de P,

 Nosso prdéximo objetive € introduzir a nogdo de

curva algébrica em Pz. Como 82 identifica~se com um

aberto denso de Pz, ¢ natural requerer que o fecho (is-

to &, a compactificagﬁo) de uma curva algdébrica de C2 s5€

ja uma curva algébrica de Pz. Além disso,'o complemen~-
tar de {(a0=a1=a2) | a, £ 0} em P? identifica-se com

pt ("reta no infinito") e €, portanto, de se esperar que

também seja uma curva algdébrica de P~

Ora, nada nos impede decretar que os compactos
acima sejam exatamente as curvas algébricas de Pz. Con-
tudo, para completar o panorama, falta-nos exibir equa-
gBes algébricas que definam globalmente cada um dos com-

pactos considerados.

MHos 3 obra, pois! O veio € o anel de polindmios



~95m

cC[X,Y,Z]. Se P ¢ P2, dizemos que um polindmio

F ¢ C[X,Y,Z] se anula em P (ou que P ¢ um zero de F)
se F(ao,al,az) = 0 para todo (ao,al,az) € q-l(P). Nes
te caso, F satisfaz uma propriedade bastante especial,
a saber, se P = F, +...; Fr’ com Fi € C[X,Y,2] de
grau i (i = 0,...,r), entdo F; e anula em P para
todo i. Com efeito, seja (ao,al,az) € q-l(P) e A e G,
A £ 0. Tem~se O = F(kao,lal,kaz) = Fo(lao,lal,haa) +

+ Fl(kao,lal,laz) F oeee ¥ Fr(lao,kal,kaz) = Fo(ao,al,éé)+
+ lFl(ao,al,az) 4+ eee ¥ A:Fr(ao'al’aZ)' Como A élarbi—

trdrio, necessariamente Fi(ao,al,az) =0 .para.'i=0,ﬁ.ﬁn

A seguinte proposigdo formece o resultadb'brocurg
do.

Proposigdo ITI,12 - Seja € wuma curva algébrica em p?

(isto €, um dos compactos acima). En
t#o0 existe um polindmio homogéneo F € C[X,Y,Z], sem fa-

tores miltiplos, tal que:

(i} T se anula em todo ponto P € C.
(i1) se @€ c[X,Y,Z2] & um polindmio que se anula em

todo ponto de C, entdo P & fator de G.

Além disso, F & unicamente determinado (a mencs de fato
res constantes) pelas condigdes (i), (ii) e pela condi-

¢do de n¥o ter fatores miltiplos.
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0 . - - - Pag
Demonstragfos A unicidade & imediata. Passemos a existen

cia. Seja Caf = CN U2, onde

2 ~
U, = {(ao.al.azg € P° | a, £0}. Se C_p,=¢ entdo

2 .
C = {(ao.al.az) € p” | a, = 0}. Neste caso, F = Z sa=
tisfaz ds condigdes do enunciado. Com efeito, 2 nfo
tem fatores miltiplos e se anula em todo ponto (aosalso).

Para verificar (ii), seja G = zii 84 50 xtyd .
i+ j=r J

+ o, oo siydgk homogéneo de grau r tal que G
i+jrk=x
k#£0
se anula em todo (a _:a,:0). Segue-se que a. . Xy
o 1 i+j=r ijo

r

se anula em todo ponto (ao,al) € 82, logo € identicamen

te nulo (porque?). Resulta que G € miltiplo de Z. Se
ja, agora, G € C[X,Y,Z] gualquer anulando-se em todo
ponto de C. Escrevendo G como soma de suas componen-
tes homogeneas e nsando a observagfo anterior éAproposih
¢2o, obtemos que G ¢ um mdltiplo de Z.

Suponhamos, entfo, que C_, # @®. Neste caso, por
definig8o, C_. (mais precisamente, a imagem de C_. em
¢?® pelo homeomorfismo (aozalzl)r—-(ao,al)) ¢ uma curva
algébrica em ¢®. Seja a,* q_l(Uz) + U, a restrigfo de
g a q_l(Ué). Identificando U2 com © hiperplano H C C3
de eguagdo z-1 = O, P identifica=se com a restrigfo a
q-l(Uz) da aplicagd@o ¢? + H tal que (ao,al,az) —a

8 1

— EE,.EE, 1}. Logo, a, é dada por fragles racionais.
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Daqui resulta que q;l(caf) < q-l(Uz) estd contida no
conjunto dos zeros de um polindmio F € C[X,Y,Z]. Preci-
samente, seja T € C[X,Y] um polindmio cujos zeros sfo

os pontos de C Tomemos fFf sem fatores miltiplos.

af®
se £ = % a..x7v) & de grau n, isto d, se n & o
grau do termo de maior grau de f£, o polindmio homogéneo
= X L XlYJZn-(1+J) & o polinoOmio procurado. Com
.i,j - =1 ~ a.O 1
efeito, seja (ao,al,az) € aq, (Caf). Entfo, (EE,-EE, 1)e

. a5 ay
€ C,ps de maneira que {—, EE) = 0. Resulta que

F(=2, —, 1) = 0. Mas, F & homogéneo, logo

Mostremos que T satisfaz as condigBes do enun-
ciado.

Primeiramente, F nfo tem fatores miltiplos.
Com efeito, suponhamos que F = Gra(...); com T = O.
Como % mnfo & fator de F (ver o processo de obteng&o
de F a partir de f), G # aZ para todo o € C. Apli~
cando o C-homomorfismo de C€[X,Y,Z] em C[X,Y] tal que
X++X, X—»Y e Z+>1 a ambos os membres de F = GFe(aea)s
obtemos f = & +(...) para algum g € €[X,Y]. Como f
nio tem fatores miltiplos e g # const. em virtude de

G £azZ, vem r = 1, como queriamos.

Em seguida, F se anula em todo ponto de C.
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i

Equivalentemente, queremos mostrar que F se anula em {o
do ponto do fecho q 1(c_.) de g T(C..) em ¢\ (0).

af af
Ora, vimos que F se anula em todo ponto de qnl(Caf).
Por outre lado, F & uma fungfo continua na topologia

usual de Ej. Logo, temos o resultadoe procurado.

Suponhamos que G € C[X,¥,Z] se anula em todo
ponto de C. Logo, G se anula para todo (ao,al,az) €
€ q-;(C). Podemos supor, sem perda de generalidade, que
f, logo F, & irredutivel. O gue necessitamos imerece

ser isolado como o

Lema IIT.13 - Se P € €[X,Y,Z] & um polindmio irreduti-
vel e se G € ¢[X,Y,Z] se anula em todo ze

ro de F, entfo F & um fator de G.

Demonstracio: SeJa V o conjunto dos zeros de T em c3

e seja I ={c¢¢e ¢lX,Y,2] | G(v) = 0 para
todo v £ V}. Temos, evidentemente, F € I. Queremos
mostrar que I coincide com o ideal de C[X,Y,Z] cujos
elementos sfo divisiveis por TF.

Seja v € V tal que g%(v), %%(v) e %%(v) nZo
sejam todos nulos, Pelo teorema da func¢fo implicita (ou
inversa), uma vizinbanga aberta de v em V & (anailiti-
camente) homeomorfa a um aberto de 02. Por outro lado,

T & um ideal se ¢[X,Y,Z], como se ve facilmente. Como
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F & irredutivel, basta mostrar que I pode ser gerado
por um uUnico polindmio (isto &, que existe HE€ T +tal
que todo G € I & divisivel por H). Seja {Fl,...,FnJ,
m = 2, um conjunto de geradores de I (ver Apéndice).
EntZo V coincide com o conjunto dos zeros simultaneos

de Fl,...,Fm. Seja v &€ V +tal gque a matriz jacobiana

ak oF dF
1 q
v (V) 35 (V) 372(v)

O * . L . L L] . L

BFm aFm aFm

3% V) 37 (V) 37 (v)
tenha posto mdximo (22). Pelo teorema das fungdes implf-
citas, V admite uma vizinhanga aberta de v homeomorfa

g3-3 o g 3-2

a =C o a um aberto de

= ﬁl. Tomando

¢ . 3 ne
v € V 42l que, além disso, %%(v), 5%(V) e %g(v) n¥o
se jam todos nulos, obtemos que Vv admite vizinhangas ho-

nooen? (com n £ n.

meomorfas a abertos de dois espagos €
3 P - -
Isto & impossivel por um resultado de invariancia da di-

mens®o topoldgica.

Observagfo: 0 lema acima € um caso particular do cdlebre
teorema dos zeros de Hilbert. Outra demons-
tragdo pode ser dada usando-se o fato de que c[x,Y,z] &

um anel de fatorizagfo dnica e que, por conseguinte, todo
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ideal primo minimal # (0) pode ser gerado pox um ele-

mento.

0 (iinico) polindmio homogéneo determinado na Pro-

rd

posiglio IIIL.12 ¢

gébrica CC Pz. 0 processo de projetivizaggo de uma cur

chamado a equagho (reduzida) da curva al

va plana em 02 consiste em tomar a compaotificagio des-
ta curva em Pz. Do ponto de vista algébrico, O processo
traduz-ge pela "homogeneizaggo" de polinamios de ¢[X,Y]
mediante a introdugfo de uma nova varidvel Z. Topologi-
camente, 0 que se estd fazmendo € acrescentar um nimero fi
nito de pontos de P2 4 curva original de Cz, 0s chama
dos pontos no infinito. Tais pontos s30 facilmente de-
terminados fazendo-se Z = 0 na equagio da curva proje-

tivizada. De uma curva algébrica CC p? dizemos que €

uma curva projetiva plana. A imagem inversa q"l(c) c

c eX(0) & o come afim sobre C. A figura abaixo ilus-

2 2

tra o caso em que a equagdo de C & X + ¥? - 2% (s6
os pontos de coordenadas réais sfo ilustrados, evidente~

mente) .
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Z+1

Voltemos ao objetive desta segio que &, afinal de
contas, rﬁ'.résol'\re:t:‘ singularidades". Sabemos que um ponto
singﬁiar de uma curva € €2 de equaglo (reduzida) f
§ um ponto (a,b) € C +tal que %%(a,b) = %%(a,b) = 0,
Isto sugere a

Definigfo ITI.14 ~ Seja CC P2 mwma curva projetiva pla-

na de equagdo F e seja

P = (aozalzaz) € C, Digamos, a, £ 0, isto &, PE€ Uy

a_ a
P & dito um ponto singular de C se (ag, EEJ é um pon
2 2

to singular de Caf' Equivalentemente, P € singular se
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D a a
of .2, 2N) £ 5% %) =0, onde £ =TF(x7,1).
2 2 2 2
A definigio acima requer uma pequena verificagao,

a saber, que independe do aberto U

o BEm outras palavras:

se PECU, NU, i,j¢€ {0,1,2}, entdo P & ponto singu

J
lar de CN U, se e 58 se € ponto singular de C N Uj.
Uma maneira de fazer isto § verificar que P € C € singu
lar (no sentido de qualquer dos Ui‘s) se e sd se

oF 8
%%(P) = ET(P) = g%(P) = 0, para o gue se poderd usar a

jdentidade cldssica de Buler:

onde n €& o grau de F,

A multiplicidade de P € h multiplicidade de P como

-ponto de C_., isto §, o grau do termo homogéneo #£ O
de menor grau no desenvolvimento de Taylor de f = F({X,Y,1)
noe ponto P.

Grosseiramente, resolver as singularidades de uma
curva CC p? consiste em aplicar certas transformagles
admissiveis de P2 a ¢ de modo a obter uma curva sem
pontos singulares. Tais transformagaes devem, tanto quan-

to possivel, preservar as propriedades dea curva original

c.

Definig¥o ITI.15 - (1) Seja T ¢3 5 ¢2 uma aplicagfo 1i
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near inversivel., ¥ claro que T 1leva retas passando na

origem em retas passandcd na origem, logo determina ums a-
. . s 2 . . -

pllcagao bijetora de P sobre si mesmo (alnda designada

por T): dizemos que T & uma mudanga projetiva de coor-

denadas.

(2) Mais geralmente, seja T: ¢34 ¢® uma aplicagdo po=-
linomial, isto &, T = (Tl’TZ’TB) onde cada By g

dada por um polindmio F, € c[x,Y,Z]. Suponhamos, além

disso, que T,, F,, F3 sfo homogéneos do mMesmo grau.

Neste caso, 7T determina uma aplicagdo

T Pz\U(F F,,F,.) =+ P?  onde ¥ (¥, ,F F;) €- o conjunto
. 19 2’ 3 1.’ 2’ 3 Jurn

dos =zeros comuns de Fl’ F2 e FB. No caso especial em

que F, =Yz, F, = XZ, F

1 2 5 = XYy, T € chamado a trans-

formacfo guadrdtica standard de B° (ou a transformacio

standard de Cremona de PZ),

Observaglo: Se G € €[X,Y,2] & homogéneo, designaremos
por U(G) a curva projetiva cujos pontos sfo
o3 zeros de G.
Explicitamente, se T €& a transformag@o quadrdti
ca standard, tem-se T(a°=a1=a2) = (alazzaoazzaoal) toda
vez que (aozalzaz) & diferente dos pontos (0:0:1},

(0:1:0) e (1:0:0). Estes sfo chamados os pontos funda-

mentais de T, Se U = 1P2\1r (xYz), & fdcil verificar que
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T restringe-se a uma bijegio de U sobre U, As retas

de equagles X, Y e Z s&oc chamadas as retas excepcio-

nais de T. A inversa T+ de T, onde estd definida

£ da mesma forma que T. Eis um desenho para ilustrar a

agdo de T e T

(0:0:1) (1:0:0) {(0:0:1) (1:0:0)

Tﬂl
P

T 1lembra, evidentemente, a transformagfo quadrd-
tica local de €2 em ¢® dada por (a,b) = (a,ab).
Contudo, sob a agdo global de T, as coisas se esclare=
cem mais e & possivel definir T em "mais pontos"® (a in-
versa (c,d)ha>(c,%) de f(a,b)—=(a,ab) ndo estd, apa=
rentemente, definida em mnenbum ponto do eixo x = 0. Po-
demos "levantar esta indeterminagZo" em todo ponto
(0,d) # (0,0), decretando que (0:d:l) + (a:0:0) =
= (1:0:0) !aua)e

. 2 s
Seja Cc P uma curva projetiva. Diremos que

¢ & irredutivel se a equagio F € C[X,Y,2] de C ' for
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irredutivel {isto significa que € nfo ¢ reunifo de cur-
vas projetivas planas propriamente contidas). T pode
nfo estar definida em alguns pontos de € ({no mdximo, em
trés!), nfo obstante designaremos por T-I(C) o fecho
em P? do conjunto T I(A\{(0:0:1), (0:1:0), (1:0:0)}).
Vé-~ge que T-l(C) € a curva projetiva da equagio
r(YZ,Xz,XY) (Notago: T%F).

‘Se ¢ contém algum dentre os pontos fundamentais,
T-l(C)Eﬁédmitiré alguma dentre as retas fundamentais
como componentes. Mais precisamente, suponhamos gue. a
multiplicidade do ponto (0:0:1) em C'ﬁseja r. Isto
significa que pode-se escrever F = F‘r(}{,Y)anr t e *
+ F__,(X,7)Z + Fn(x,Y), onde F, & homogénea de grau i

e onde n € o grau de F. Aplicando T, vem:

T*F = Fr(YZ,XZ)(XY)n-r teeut B0 (Y2,X2) (XX) + F (VZ,X2)

1

- 2T (5,0 0P e 22 E | (5,X) () 4 2R F(%,X)

= zr(Fr(Y,x)(XY)n"r PR zn“l“?Fn_l(Y,X)(XY)+zn*”Fn(Y,x».

Logo, z¥ & a maior poténcia de Z que § fator de T*p,
Procedendo de maneira andloga relativamente aos pontos

] ]
(0:1:0) e (1:0:0), obtemos T*F = z'Y" X* .F?, onde

F! nfo € divisivel por X,Y,Z. ¥ claro que FI! fica

assim perfeitamente determinado: designamo-lo o transfor-
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mado prdéprio de F. A curva C! C Pz, cuja equagdo ¢

Ft, & chamada a transformada prdpria de C.

Seja € C p?  uma curva projetiva irredutivel.

0 processo para resolver as singularidades de € consis-
tird em aplicar uma mudanga de coordenadas conveniente Tl
a €, em seguida aplicar a transformagf@o quadrdtica T

a Tl(C), obtendo a transformada prépria Tl(c)'. Repe~
timos este procedimento, se necessdrio, obtendo
(Tz(Tl(C)'))', e assim sucessivamente, na espexranga de
chegar finalmente_a uma cunrva sem pontos singulares.

Tal nfo & cbiﬁudo, possivel em geral. O due se pode €
“separar"<os.ramos em todos os pontos, ao cabo de um mime
ro finito de etapas.

Lembremos gue um ponto P = (a:b:l) € ¢ €& aito

um ponto r-~uplo ordindric se ¢ admite = +tangentes dis

tintas em P, onde r & a multiplicidade. de C em P
(ver p.t6, Exemplo (2)), Se r= 2, P & um ponto sin-
gular genuino., Dizemos de wma tal situac¢fo que os ramos

de C em P - sdo separados.

Eis o resultado fundamemntal, para o qual +vimos

nos preparando nesta segdo.

Teorema IIT.16 (M. Noether, L. Kronecker) - Seja C C P~

uma curva projetiva irredutivel. Entfo
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existe um mimero finito de¢ mudangas de coordenadas

T +ee.,T, tais que (Tk(...(Tz(Ti(C)'))'...))’C[Pz é

k

uma curva admitindo apenas ponitos miltiplos ordindrios.

Demonstraremcs este teorema pela conjugagao de
esforgos de vdriosz lemas, cada um dos quais tem, por sua

vez, interesse "per se”,

Lema ITIT.17 - Seja CC P2 uma curva projetiva, seja

F ¢ ¢[X,Y,Z] sua equagio reduzida e seja
n = gr(¥), Sejam v, r!', r" as multiplicidades de C

nos pontos (0:0:1}, {(0:1:0), (1:0:0) reSpecﬁﬁﬁqﬁente.

(i) O grau do transformado préprio F! & 2n=(r+rt+r'\
(ii) Se F & irredutfvel, F! também o &. |
(i4i) A multiplicidade do ponto (0:0:1) (respectiva-
mente, de (0:1:0) e (1:0:0)) & n-(zxt+r")
(respectivaﬁente, n-{r+r") e n-(z+r!')) relativamente

4 transformada prdpria Ct c Pz.

(iv) Se nenhuma das tangentes a C nos pontos funda-
mentais & uma reta excepcional (dizemos, neste
caso, que C & transversa), tem~se uma bijeglo entre as
tangentes a C no ponto (0:0:1) (resp., (0:1:0), (1:0:0))
o os pontos n¥o fundamentais da interseglo C* N v (Z)

{resp.- ©' n v (Y), C* NV (X)). Aldm disso, tal bijegSo
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preserva as multiplicidades em questfo.

(v) Se C & transversa, C' & transversa,

Demonstracfo: (i) Pela prdpria definigdo de F', temos

T*p = x5'YT 27F', Como gr(T*F) = 2n,

segue-s€ que gr(F1) = 2Zn-r-rit-rc".

(id) ‘Sejam s,s',s" as multiplicidades em C!? dos pontos
(0:0:1), (0:1:0), (1:0:0) respectivamente, Entdo,

tem~-se:

T (TFF) = TH(X YT ZTR') = xTHT iyt e e e (v X7 xY)

i}

T it n 1 t it
LEAT A8 Trrtast Srtirtes p (g oy gy

Por outro lade, como F £ homogéneo de grau n, +tem=se:

H

% (T*F) = T*(F(YZ,X7,XY)) = F(x°vz, xy*z, XYz%)

F((XY2)X, (X¥2)Y, (XY2)2) = (xrz)ﬁ F(X,Y,Z).
Segue-se

(XYZ)n P(X,Y,2) = X?+r'+s".Yr+r"+s' Zr'+r"+s F1(X,Y,2) .
ora, ¥P(X,Y,2} e F"(X,Y,Z) nfo admitem por fatores
poténcias positivas de X, ¥ ou Z. Resulta que r = TN,

Se Ft admitisse fatores prdprios, ¢ mesmo ocorreria a

F = F" = (F')'., Consequentemente, F' & irrvedutivel.

(1i1) Segue-se das igualdades n = x+r!+s" = rTir'+s?! =
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= ri+rh+s obtidas na alfnea (ii).

(iv) Concentremo-nos no ponto (0:0:1), a discussfo dos
outros pontos fundamentais sendo inteiramente and -

loga. Temos:

F = Fr(X,Y)Zn-r fouut P, (X,7)Z + ¥_(X,7),

onde Fi ¢ homogénea de grau T, Fr # 0., As tangentes
a € em (0:0:1) sHo entfo os fatores (lineares) de
Fr(X,'lf)"i Precisamente, se F (X,1} = ¢(X-al)ml...(x-ak)mk
com O, # x, se i £ 3, entdo as:tang%?tes distintas a
¢ em (0:0:1) sdo as retas X - aiY.iia < i< k), com
respectivas multiplicidades m, (1 = i{ﬁ k). Por outro
lado, vimos que T'F = Zr(Fr(Y,X)Xn_rYn-r +

+ Z.Fr+l(Y,X)Xn-r'l Tl e 2T Fn(Y,X)): logo,
'y R = Fr(Y,x)xn'rYn”i" boeet 2T F, (¥,X). Segue-se
que os pontos da intersegdo C! 1 ¥ (Z) s&o dados pelas
solugdes de

% = 0

-t 1 P!
Fr(y,x xIlI’I‘ _an‘I' = 0.

As intersegBes ni@o coincidentes com pontos fundamentais
~ . ~
sdo, pois, as solugoes de

z = 0

Fr(Y!x) = 0.
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Dagui, a bijegdo procurada.

{v) Vimos, na alinea (iv), que se tem:
Fto= XPTPCTIITIER (VX)) 4elas X'y T P (1,%).

A multiplicidade de (0:0s1) em C*' & n-r!'-r" =
—pl__—p?
= gr(x" T ¥™F Fn(Y,X)) e as tangentes a CG' em (0:0:1)
e -
s30 os Ffatores lineares de X = Y Fn(Y,X). Se um des-
ses fatores fosse uma reta excepcionai, Fn(Y,X)fﬁééria
divisivel, digamos, porT Xt, com t > »". Neste caso,
usando a forma P = F_(X,Y)z™ 7T +...+ F__(X,T)z + F_(X,Y),
r n-1 n
vemos que’ C interseca a reta excepcional v (Z) mno pon=
to (L1:0:0) com muitiplicidade t > r", Como a multipli
cidade de (1:0:0) em € €& =", segue-se forgosamente
que v (zZ) & tangente a C em (1:0:0). DIsto contraria

a hipdtese de que C € transversa.
C.Q.D.

Lema IIT,1i8 - Seja CC P2 uma curva projetiva. Se

pe g, P¢Uu(XTZ), entZo a multiplicidade
de 1°1(P) em ©' & igual & multiplicidade de P em C
e, 2além disso, as tangentes corrsspondentes tém mesma mul-

tiplicidade.

Demonstragfos: Pazemos wuma primeira redugio, da seguinte

maneira: se P = {atbic), seja T, g%+ p2
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a mudancga de coordenadas definida poxr Tp(x:y:z) =

= (x/a:y/biz/c). Tem-se
T
(1/a:1/b21/c) = (aibic)

1
T T
p P

(1,1,1) -———— (2,1,1)
T

uma %éﬁ?due (bezac:ab) = (L/a:1l/b:1/c). Por outro lado,
ume mudanga de coordenadas nfo afeta-as multiplicidades
“em questfio. Segue-se due ¢ suficiente fﬁ;er a demonstra-
¢3o no caso em que . P =. (1,1,1}. Além disso, tem-ée que

a multiplicidade de P! em (' coincide com a multipli-
cidade'de Pt em ,E-l(q?. (porque?), logo podemos traba-

lhar com T-l(C) ao invés de Cft,

Consideremes a aplicagdo S de Pz\{(—1=1=l),
(0:0:1), (0:1:0)}] em Pz, definida por S{x:y:z) =
= ((y+x)(z+x):y(z+x):z(y+x)). Temos S(1:0:0) = (1:0:0).
Por outro lado: sejam T

1 ®© T, as seguintes mudangas

de coordenadas:

T, (xtytz) = (xsy+xezex)
T2= (x:y:z)*—i(x:x-y:x-z).

Temos T,(~1:1:1) = (1:0:0), Tl(O=O=1) = (0:0:1),

T,(0:1:0) = (0:1:0), de modo que T T, estd definida

1

P
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ne dominio de S. Vé-se, na verdade, que S = Tpe TeTye
Disso decorre que ¢ suficiente mostrar que a multiplici-

dade do ponto (1:0:0) na curva Tll(c) ¢ igual & multi
plicidade deste mesmo ponto na transformada

T, (v(, (27()))) = s(77 ().

Seja, entfo, r a multiplicidade de (1:0:0) em
T;l(C) e seja Fl(X,Y,Z) a equagdo de Tzl(c). Tem-se:
-r
F,(X,¥,2) = x* Fl’r(Y,Z) aant Flin(Y,Z), onde

n=grPF =grlF,;. Logo, a equagdo da transformada
s(r;t(c)) ¢

n—'I‘

()™ T(x+2) r(Y(X+Z),Z(X+Yj}..f+Fl’n(Y(X+Z),Z(X+Yn

= (XPRTRT L) Py, (T(X+2),2(X+7)) + .ot
Ponhamos F = ZE: aiYin-i. TntZo

1,r Ogi<r

P, (¥(3+X),2(¥+X)) = £ a, Y (zex)t 25 (rax)TE

z o, (Yt w4 L) - z o, (XY 2T L) =

L]
r
=X Fl’r(Y,Z).

Resulta, finalmente, que a equacgifo de S(Til(c))

toma a forma

Tl 2n=r-~1
X2 Py o(T,2) + (ch0) + X I C 2 R PO

“~
onde (...} sZo termos envolvendo poténcias de X meno-
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res do que a do termo precedente., Ividentemente, as tan-
gentes a S(Tzl(c)) no ponto (1:0:0) s&o dadas pelos
fatores lineares de Fl,r(Y’Z)' Como as tangentes a
Tzl(C) em {1:0:0) também sdo os fatores lineares de

Fy r(Y,Z), concluimos a demonstragio.
?

Lema IIT.19 - Seja C C Pz uma curva projetiva irreduti-
vel e seja P € C, Entdo existe uma mudan-

¢a de coordenadas Tl: Pg -+ Pz tal que:

(i) Tl(O:O:l) = P.
(i) T;l(C) . ¢ transversa {cf. Lema ITI.17 (iv))..

(131) T;7(c) N1 (z) tem =n pomtos distintos (n = gt C)
e distintos dos pontos fundamentais (0:1:0) .e

(1:0:0).

(iv) T;l(C) nuvi{y) e Tzl(c) N v(x) tém, cada uma de
las, n-r pontos distintos ndo fundamentais

(r = multiplicidade de (0:0:1) em T;7(¢)).

Demonstragio: Seja T & equagfio (irredutivel) de C.

Mostremos, primeirvamente, que, com excegio
’ . . 2

' de um conjuntoe finito de retas em P, toda reta passan-
do por P interseca C em n~-r pontos distintos, além

de P. Podemos supor que P = (0:1:0). © que € uma veta

em P? passando por P ? Por defini¢fo, € a imagem em
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@2, pela aplicacgf®o quociente CB\(O,O,O) -+ PR, de um pla

no em €3 (menos o ponto (0,0,0)) passando por (0,0,0)
e pelo ponto (0,1,0). Logo, a equagdo homogénea de tal
reta € da forma aX + bZ, A intersecgdo de tal reta com
a reta V(X) & (0:1:0); consequentemente, suas equa-
gGes paramétricas sfo X =u, Y =v, Z = const. £ 0
desde que b # 0., Seja Gu(v) = F{u,v,1) € c[ullv]. Que
remos entac¢ meostrar que, com excegao de um nidmeroc finito
de valores complexos de u, a equagio Gu(v) = 0 tem
n-r solugﬁés distintas em +v. Escrevendo

F = Yn'f" F(X,2) +...+ F_(X,2), com P_#£ 0, ponhamos
de parte os valores de u +tais que ‘Fr(u,l) = 0 (sé nd
um ntimero finito de tais valores). Se -Fr(u,l) £0, o

polinomio (em V) Gu(v) = Fr(u,l)vn"r ta e ot Fn(u,l) tem

dGu(V)
dv

nfio tem raizes comuns. Por outro lado, u(F) N v (3F/3Y)

n-r raizes distintas se e s se @ (v} = O, =0
¢ um conjunto finito (vide Proposig@o IT.Z4). Logo, exis-
te apenas um conjuntoe finito de retas passando por
(0:1:0) e por algum ponto de U(F) n v (3F/3Y) e, portan
to, um conjunto finito de retas passando por (0:1:0) e
gue nio interseca € om n-r pontos distintos além de
(0:1:0).

Como conseqﬁéncia, prodemos determinar retas Lt

2
e L" em [P passando em P e fais gque cn Lt =
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"}, onde P

= {P;_,...,P;l- }g c r] L' = {P;!'°'!Pn__r

T » Py

J
(1< i< n-r, 12 j< n-r) sfo todos distintos. Em se-

14
T

guida, seja P, € C um ponto ndo singular, isto €, tal
que a maltiplicidade de Pl em C seja 1, Entdo, como
acima, podemos determinar n-l pontos distintes P2""’Pn
em €, com P # Py (k=2,...,n), e uma reta L passan
do por Pl’Pz""’Pn' Além disgo’.podgmos escolher
Pisee. P distintos de Pi, Pg (1<is=n-r, j<jEn-r). Co-
mo L' e  L" intersecam-se em P, as trés retas L, L7
e L" s8o ndo concorrentes. Tomando as imageﬁs inversas
em CB\(O,O,O), obtemos dois planﬁs distintos por uma
mesma reta passando pela origem e um terceiro planc pela
origem nfo contendo a dita reta. Daqui, a existéncia de
uma mudanca de coordenadas Tl em Pz tal gque Ti(L) = 7,

Ti(L') = X, Ti(L") =Y., I claro que T. preenche as

1
condigBes do lema.
C.Q.D.
Doravante, usaremos a notagdo mP(F) ou mP(C)

para designar a multiplicidade de um ponte P mama curva

C de equagdo F.

Antes de enunciar o prdximo lema, faremos algum

. . . 2
comentdric sobre sistemas lineares de curvas em P~, Tal
nogdo € um caso particular da idéia de parametrizar um

. 2 .
conjunto de curvas em P POr um espago com propriedades
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geométricas e tem-se mostrado bastante udtil para a com-
preensfo de propriedades globais ("at large").

A fim de por em relevo certos fendmenos de degeng
rescencia de curvas, trabalbharemos com equagﬂes mais ge-
rais: admitiremos que F € c{x,Y,Z2] possa ter fatores
miltiplos. Desta forma, ganhamos em que estamos, agora,
considerando todos os polinamios homogéneos e ndo somente
agueles sem fatores miltiplos. Perdemos, é certo, no gque
evaporou=se a correspondéncia biuniveca entre curvas e PO
1indmios homogéneos (por exemplo, F e F*, para todo
n=1, determinam a mesma curva como conjuntc de pontos
em PB). Contudoe, do ponto de vista da teoria das multi-
plicidades e dos sistemas lineares (vis & vis suas dege-
nerescéncias), € importante ~ e até mesmo imprescindivel -
considerar polinamios com fatores miltiplos. Para recupe
rar a correspondéncia perdida, convencionaremos que P e
P ng8ev curvas algébricas distintas, se bem gue os con-
juntos de zeros de F e ¥  coincidam. Assim, uma cur-
va & mais do gque uma simples demarcagao na superficie de
P2 leos

Afinal, o que € um sistema linear de curvas?

Fixemos um inteiro d = 1. Procuremos todos os
polinamios—homogéneos em X, Y, %, de grau d. Primei-

! PO
ramente, vemos que 0s monomios de grau d formam uma ba-
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se para o espago vetorial L (sobre €) de todos cos po-
1indmios homogéneos de grau d. I um pequeno exercicio

combinatdério verificar que existem N = % (a+1){(a+2) tais
mondmios. TUsando tal base, obtemos um isomorfismo de es-

pagos vetoriais

dado por

E fodok |
P = a, ., XYYz = {a, . ) .
S 45 3¥k=d 1 jk ( i3k it+jrk=d

Ora, dois polinomios F e AF, com X € c\{oO},
"s¥o" a mesma curva. Temos, entfo, uma aplicacfo biuni-

B\ {0} /e\[0} « N1 o

entre as curvas de grau d em Pg e os ponfos do espago
projetivo de dimens3o N-1 = %—d(d+3). Dizemos gque as

2 . .
curvas de grau d em [P formam wm sistema linear de

dimens&o N=1.
Seja, entrementes, L um subconjunto de E., Di-

zemos que L ({ou (LN{0})/(c\{C})) €& um sistema lineax

(de curvas de grau d) se L for um subespago vetorial

de E (equivalentemente, se a imagem de (IN{O})/(c\{o0})

N-L N—l)

em P for um subespago linear de P + A dimensdo

do sistema linear L &, por definig¢fo, a dimensfoc veto=
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rial de L menos 1 (equivalentemente, a dimensdo proje
tiva da imagem de (IN{0}}/(c\{0}}). A expressdo seguin-
te € de uso comum: "as curvas de L sfo parametrizadas par

(ou formam) um espago projetivo™.

Exemplos: (1) As retas em P2 formam um espago projetivo

de dimensdo %-l°(l+3) = 2. Assim, as rotas

em P° s3o parametrizadas pelos pontos de Pz. Isto for

nece a dualidade cldssica entre retas e pontos em P2 1
(2) Em particular, examinemos o conjunto L das retas em
2 2

P* gque passam por um mesmo ponto (asb:c) € P (ar-
bitrdrio, mas fixo de uma vez por todas). Uma reta
a X + a,Y + ayZ de p? pertence a L se e s6 se
a,a + ;b + ayc = O, Desta forma, um ponto (al:aE:aB

do P2 que parameitriza as retas & imagem de wma reta de
L se e s6 se ele satisfaz o polindmio linear aX + b¥Y +
+ cZ. Em outras palavras, as curvas de L formam um sig
tema linear parametrizado pela reta aX + bY + cZ e €,
portanto, de dimensfo 1 {o que estd de acordo com nossa

intuigfo de feixe de retas no plano).

(3) Mais geralmente, seja L o conjunto das curvas de

grau d que passam por um ponto (fixc) (azbic) € Il

Sejam M_,..s,Mg ;oS monaﬁi;s de grau ¢, numa ordena-
¢2o escolhida. Uma curva _go aiMi(X,Y,Z) passa por
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(aibic) se e sé se T aiMi(a,b,c) = 0, isto &, se e sé

se o ponto (ai) ¢ "1 correspondente, pertence ao hi-
N-1, ~ Ngl
perplanc de [P * de eguagao z Mi(a,b,c)Xi. Assim,
i=0
L ¢ um sistema linear de dimensao N-2 = % a(d+3)-1.

(4) Pixemos um ponto P € P? o um inteiro r s d+1.

Seja L o conjumto das curvas F de grau d tais
que mP(F) = r, B fdecil ver que uma mudanca de coordena-
das T emn.PZ induz, mediante a passagem F~—= T%(F),

uma mudanga de coordenadas em Pt wo= % d(a+3). Pode

mos, portanto, supor que P = (0:0:1). Neste caso, escre
vendo F = I Fi(X,Y)Zd-:L (Fi homogéneoc de grau i) ve-
mos que mP(F) zZ r se e 50 se Fo = Fl = ses = Fr—l = 0,

- - o o

isto €, se e sé se os coeficientes dos monomios

ik o " . . .
XTYVYz com i+j < r s8o0 nulog. Um cdlculo combinatdrioe

- 1 . A,

mostra que existem 1 +...+ T =3 r{r+l)} tais monomios.
Segue-se que L & um sistema linear de dimensio
1

5 d(d+3) - % r(r+l).

0 exemplo seguinte ao exemplo (4) deveria, natu-
ralmente, levar em consideragfio mais de um ponto. O pro-
blema € que, em geral, a escolha de tais pontos pode nZo
ser suficientemente "gendrica". Por exemploc, ¢ conjunto
1. das conicas (= curvas de grau 2) passando por quatro

pontos distintos Pl’ P2, P3, P4 € sempre um sistema li-
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near, mas sua dimensio depende da posigfo relativa dos

quatro pontos. Explicitamente, seja P, = (aj:bj:cj)

] ' o~ a L ]
(3 € {1,2,3,4}). Entdo, uma conica I aiMi(X,Y,z) pas,
i=0
sa pelos pontos Pl’ Pz, PB’ Ph e e 86 se o ponto
5 . . -
H HLU | H :
(ao PR L Pl a5) € P’ satisfaz o sistema de equagles

lineares

|
=}

5
i§0 Mi(al,bl,cl)xi =

{ - L] . - . » - - * . L]

|
Q

1y

0 sistema acima & de 4 equagles a 6 incdgnitas, logo admi
te pelo menos uma dupla infinidade de solugdes (Vetoriaiﬂ
em C . Projetivamente, o espago das éolugaés.tem dimen~

sfo 1 pelo menos,., A dimensfo & 1 exatamente se e s& se o

1sd
e s8 se os pontos Py, Py, P3, Py, est3o0 ndo alinhados

posto da matriz (Mi(aj’bj’cj)) 8 4 e isto acontece =

(figura abaixo).
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Na Ffigura acima, o0 segundo caso deve ser visto como um
caso degenerado, em gue ftodas as conicas sio compostas de
duas retas, uma delas fixa para todas as cénicas. Por ou
tro lado, suponhamos gue Pl, P2, P3’ Ph estdo sobre uma
mesma Teta. Entdo, o sistema linear das conicas passando
por trés quaisquer dos quatro pontos coincide com L, dis
to €, o guarto ponto & supérfluo: a condiglo linear por
si detefminada ¢ linearmente dependente das trés anterio-
res. Resulta, entfo, que a dimensfo de L €& 5-3 = 2.

A menos de uma componente fixa (a reta pelos quatro pon-

tos), L € o sistema linear de todas as retas em Pz.

N
]-d

HJ 3
N
/.
o

Ll 3
-

No caso das cSnicas, exigir que as curvas pasgsenm
por um ponto P com multiplicidade inferiormente limita=-
da por um certo 1, produz sgistemas lineares fdceis de
descrever, Por exemplo, se T = 2, o gistema & degeneraw-
do, cada conica se reduzindo a duas retas concorrentes em
P. DPara curvas de graun superior, 08 sistemas lineares
s%o desconcertantes e de diffcil manejo. Em geral, um ag

gumento semelhante ao anterior, prova o seguinte:



Se jam Pl""’Pt € Pz, se jam rl,...,rt intedi-

~ kY * - -
ros nao negativos e seja d =z 1 um inteiro. As curvas

F de grau d tais que mP‘(F) = ry (1si<t) formam um
i sormam um

sistema linear de dimensZo = = a(a+3) - L ¢ r,(r.+1).
2 2 j=1 L1774

Este resultado ¢ importante porque, em muitos ca-
sos, nfo interessa Saber exatamente a dimens&o do sistema
linear, mas +Zo somente que tal sistema existe efetivamen
te, isto &€, que % d(d+3) - % igl ri(ri+1) 2 0, Uma si-
tuagdo deste tipo serd ilustrada na deménstraggo do pré-
ximo lema,

Suporemos conhecida a seguinte conseqliéncia do
célebre teorema de Bézout (vide Apéndice): se F e @G

8o curvas projetivas sem fatores comuns, tem-se

}: mP(F)-mP(G) = gr T s gr G.
PEFNG

Lema TT1.20 - Se F & homogéneo irredutivel de grau d,

tem-se 5 £ m,(F) (mp(F)-1) < $(a-1)(a-2).

Demonstracdo: Ao menos uma das derivadas parciais %%

0 P
%% s 3%' ¢ nfo (identicamente) nula. Su-

a N ~
ponhamos gque 5% # O. Aplicando a F e %% a conseqlien
cia do teorema de Bdzout citada acima, obtemos uma primei

ra limitagio: L1 % my (P) (mp (F)-1) s % a(d-1). Para melho

rar esta desigualdade, observemos que
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(a-1)(a-143) = 3 & mp(®) (mp(F)-1) >

N N

d(a-1) - % £ mp(F)(mp(F) - 1) = 0.

Seja t =

Nl

(a-1)(a-1+3) = %—2 mp (F) (mp (F)=1). Tomemos
t pontos QpseessQ nfo singulares em F. Entdo o sis=-
tema linear de curvas G de grau d-1 tais que mP(G) =
= mp(F)-1 e mqj(G) =21 (1sjgt) tem dimensfo =0; ds-
to €, existe ao menos uma curva Go neste sistema.
Ora, sendo F irredutivel, F e G n&o tém
componentes comuns. Aplicando, desta feita a F e GO,
a consequéncia do teorema de Bézout citéda anteriormente,
resulta ¥ mP(F)(mP(F)-l) + ¢t £ d(a-1). Substituindo t

por seu valor acima, surge a desigualdade procurada.

c.Q.D.

Bstamos, finalmente, preparados para dar o golpe

de misericdédrdia no teorema de Noether~Kroneckex!

Demonstracio do Teorema IIL.16: Sejam Pl""’Pt £ ¢ os
pontos singulares nfo ordindrios de C. Po-
nhamos In{QC) =‘.El (mPi(C)-l). Procederemos por indugfo
sobre o inteiro 1£n(0).
Se In(c) = 0, C tem quando muito pontos singu-

iares ordindrios. Neste casc, nada a demonstrar. Supo-

nhamos que In(C) = 1 e que € vdlido o teorema para cur-
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vas D tais que In{D) < In{(C). Mostraremos que, por a-
plicagdes sucessivas de mudancas de coordenadas e trans-
formagdes quadrdticas (em mimero finito), obtemos uma cup
va D com In(D) < In(c).

Como In(C) z 1, € admite um ponte P singulan
nfo ordindrio. Seja r = mP(C). Seja T;: P 4 p° £a1
qual no Lema ITT.19. Apliguemos a transformagio quadrdti
ca a4 curva T;l(c); a transformada prépria '(TII(C))'
tem, pelo Lema IIT.1l7 e pelo Lema IIT.18, os seguintes
pontos singulares: (a) os pontos fundamentais, todos ordi
ndrios: (0:0:1), com multiplicidade n = gr(C), (0:1:0)
e (1:0:0), ambos com muitiplicidade n—f;. (v) pontos
singulares em PQ\U(XYZ), transformados dos pontos sin-
gulares de T;l(C) em PZ\U(XYZ). 0 tipo da singulari-
dade € preservada nesta passagem; (c¢) pontos PE na reta
Z = 0, com multiplicidades r}, J= 1yaeasse

Vemos que somente os pontos em (c) contribuem e-

ventualmente para In((TIl(C)')). Desta maneira, obtemos

In(Tzl(c)) - In((Til(c))t) z (r-1) - § (rg_l) -

J=1
s
= (r-1) = £ =rtis =
j=1 °
z (r-1) - v45 = s-1 = O,

i4 que r3 < r (pelo Lema IIT.17 (iv) e pelo fato de

I Mo
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que a multiplicidade de intersegdo de uma curva com uma
reta, num dado ponto, € maior que ou igual 4 multiplici~
dade do ponto na curva).

se In(r]7(0)) - In((zj1(c))") > 0, terminamos
pela hipdtese indutiva. Caso contrdrio, tem-se s =1

Coe Ty = T Neste caso, procedemos com P! como fizemos

com P, e assim por diante. Resta mostrar que, ao cabo
de um numero finito de etapas, o invariante In sofre

uma queda genﬁina. Ora, seja 0p+1 a curva transformada

apds p+l tais etapas, em cada etapa In mantendo-se

constante. Cp+l contém, entre outros, os seguintes pon-

tos singulares: (a) 2(p+l) pontos, repartidos em pares
de pontos com multiplicidades n-r, nl—r,....,np—r, onde

n, = 2n; 5 =T = gr(Ci); (b) p+l pontos com multipli-

cidades n,nl,o--’np-

Pelo Lema IIT.19, temos:

P P
Mo = (nP+1_l)(np+l-2)n2 iio(ni-r)(ni—r-l)-izo ni(ni-l) =

(np+l—1)(np+l-2)—P€2£‘l mp(Cpyp) (Mp(Cp,1)-1) = O
p+

Por outro lado, vemos que M = -r(r-1) £ -2 (pois

p+1p

r= 2), Segue-se que D n¥o pode ser arbitrariamente

grande.

C.q.D.
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As caracteristicas essenciais do método acima sdo:
(a) a curva final D, obtida a partir de C, tem os rg
mos separados em todos os pontos; (b) a passagem de C
a D €& feita mediante uma "aplicagdo"” ¢: C -+ D que &
induzida de uma transformagfo de P2 em si mesmo; {(c) a
"aplicaglo" ¢ acima ndo estd definida em todos os pon-
tos de €, mas existem abertos UC C e Vc D, comple
mentares de wm conjunto finito de pontos, tais que
e{(U) = Vv, a restrigio de ® a U esté@@efinida em to-
dos os pontos e € uma bijegdo genuina coﬁ;inversg defini-

da em todos os pontos de V.

Nosso prdéximo objetivo (final, no que toca i sim-
plificacio de singularidades) & "desamarrar" as singulari

rd

dades ordindrias da curva D acima., Globalmente, tal &
impossivel dentro de Pa. Isto leva-nos ds seguintes con
sideragles.

Um subconjunto V C ™ ¢ uma variedade algdbri-

ca (afim) se V ¢ o lugar dos zeros simultaneos de um
conjunto finito de polindmios em C[Xl,...,xn]. 0 subcon
junto 3(V) = {£e€lXy,...,X ] I£(v) = 0 para todo v € Vi,
que € um ideal em C[Xl,...,Xn], ¢ chamado o ideal da va-
riedade V. O anel quociente C[Xl,...,Xn]/J(V) =¢[Vv] € o

anel de coordenadas ou anel das fungSes polinomiais de V;

os elementos de C[V] didentificam~se com as fung3es de

Vv em € (definidas em todos os pontos!) que s@o restri-
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gBes de fungﬁes polinomiais em todo Cﬂa Se, em particu-
lar, C[V] for um domfnio de integridade (isto &, se
3(v) for um ideal primo), V & chamada irredutivel. E
um pequeno exercicio constatar que V ¢ irredutivel se
e somente se V nZo 6 reunifio de duas ou mais variedades
a#ins propriamente contidas em V.

Se V & irredutivel, C[V] admite corpo de fra-

gBes C(V), Ehamado corpo das fungbes racionais de V.

0s elementos de‘;é(v) identificam-se com fungdes (local-
mente ) définidasgém Vv que s8o rostrigles (locamente) de
fungles racionaiéiem e™.

Recordemég gque o grau de itranscendéncia de € (V)
sobre C .(notégaﬁ= gr.tr., €(V)) € o (¥nico) inteiro mn
tal que C€(V) admite n fungdes algebricamente indepen-
dentes sobre e n¥o mais. Por definiglo, dim V =
= gr.tr. (V). No caso em que gr.tr.. c(v) =1, a va=-
riedade V ¢ uma curva (irredutivel). Se V ndo é irre

dutivel, mas ¢ uma reunifo finita de curvas irredutiveis,

diremos ainda que V € uma curva.

Queremos definir o que se entende por variedade
projetiva. Usaremos indugfo na dimensdo de P*. Temos
n
P =T U U(XO), onde U = {(ao.al.....an) | a, £ 0 e

B(Xo) € o hiperplano mo infinito. Sabemos que U_ didep

. n . - . . .
fica-se com C por meio do isomorfismo polinomial
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a

1 n : .
(l,-g—,...,a—J-&ﬁr(aosalz...:an) e que U(Xo) identifi-
o
ca-se com P2, Um subconjunto V de P? & uma varie-
dade projetiva se V C U(Xo) = Pt ¢ & uma subvariedade

n-1

projetiva de [P (bem definida, pela hipdtese indutiva)

ou se V‘¢'U(XO) e V & o fecho em P de uma varieda-

de afim de U_ = ¢®., v &, além disso, irredutivel se &
ume. subvariedade irredutivel de V(X ) = P™ 1 on se € o

fecho de uma variedade afim irredutivel em c™,

Em qualquer caso, € claro como definir a dimensao
de uma variedade projefiva Vi se V € o fecho em P
de uma variedade afim V_ & U = e™, definimos dim V =
= dim Vo. Se dim V = 1, temos uma curvaj; se dim vV = 2,
uma superficie, etc.

Uma variedade projetiva V C PY  admite equagdes
polinomiais globais. Com efeito, seja a~t(v) < Cn+l\(0)
o cone afim sobre V. Precisamente como no caso em que

1 ¢ uma variedade

n =2, vemos que q“l(v) U (o) ¢ ¢
afim e que as equagdes gque a definem s¥o homogéneas e de-
finem V dgualmente (isto €, V €& o lugar dos zeros ho-
mogéneos de tals equagSes).
Observagaoz No caso em gque V & uma curva projetiva em

2

P°, V pode ser definida por uma s§ equagdo

~
homogenea. Na verdade, se V ¢ o fecho da curva afim
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v, © U, de equagio f(X,Y) = fr(X,Y) Fesat fn(X,Y), en~-
tdo F(X_,X;,X,) = fr(xo,xl)xg‘r % fml(xo,xl)xg'r“l +
Fowat fn(Xo,Xl) € a equagfo de VY. Im geral, pordm, tal
relagio falha. FPor exemplo, se v, © CB ¢ a curva afim
definida pelas equagsdes T-X* e Z-XB, as equagdes homg
géneas Yw-x" e 7w X3 nfo s3o suficientes para defi-
nir o fecho projetive V C PS. Na verda@e, VYV requer

trés equagles (por exemplo, wW-y?, YW-X> o ZW-XY).

Se V C Pt g uma variedade projetiva irredutivel,
o anel ¢€,[V] = ¢fq~t(v) U (0)] de coordenadas do come

afim gsobre Y € chamado o anel das coordenadas homogéna&s

de V. Contudo, os elementos deste anel nio sdo mais pas
siveis de interpretagfio como fungSes polinomiails em V,
como se veé facilmente, Na verdade, um teorema tipo
Liouville afirme que nfo existem fungSes polimomiais nao
constantes definidas ao longo de toda a variedade V.

Mais precisamente, uma fungZo racional em V ¢ uma fra-

¢8 F/G, onde F,G€ €, [V] sdo homogéneos e do mesmo
grau. Se v € V €& tal que a(v) # 0, F/G estd defini-
da em v e seu valor € F(v)/c(v) € ¢. E fdcil vexr que
tal valor independe do sistema de coordenadas homogéneas
de +v. Tais fungdes constituem um subcorpo do corpo de
fragdes de Ch[V], que ¢ isomorfo canonicamente ao corpo

de fungles racionais de qualquer dos pedagos afins
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~ . . . n
Ui nves= Vi cuja reunido & V. Assim, VO < € e seu
1 : . .
fecho VCCP admitem mesmas fungdes racionais, O teo=-
rema tipo Liouville afirma que uma funcfo racional defini

da em todos os pontos de V & constaunte.

BExercicio: Seja V C P"  uma variedade projetiva e seja

v € V. Por definigfo, uma funcio racional em
V estd definida em v se puder escrevggesé?hé forma
/e (P,G € Ch[V] homogéneos e do mesﬁdﬁgfau) com

G(v) £ 0.

(i) Se V = Pn, mostre ¢ teorema tipo Liouville acima
mencionado para V.

(ii) O mesmo que em (i) com V C P al que ChtV] =4
unt anel com a propriedade da fatorizagdo Unica em

irredutiveis.

(iii) Segja v, c? o "circulo" afim de equacgfo X2+Y2-l.
Determine os pontos de V_  omnde a fungfo racional

de representante (y~-1)/x estd definida (x e v sf2o as
imagens de X e Y em C[X,Y]/(X2+Y2-l) ou, eguivalen~
temente, as westricdes a v, das fungdes 12 e 22 coorde-

nadas de 02).

Seja V wuma variedade (afim ou projetiva), I
ébvio como devemos definir uma aplicagfio (ou transforma-

¢Ho) racional de V num C™: trata-se de uma m-upla
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¢ = (®;,...,0,) de fungdes racionais em V. O dominio
de definigfo de ® em V €&, entdo, a intersegfo dos do-
mifnics de definigdo das componentes PraenesP o Se, aldm
disso, a imagem de ¢ cair dentro de uma subvariedade

Ve o™, diremos que ¢ & uma aplicagfio racional de V

em W (escrevendo @: V» W frequentemente, se bem que
© nio esteja definida em todos os pontos de V necessa-
riamente).. E menos ébvio o que se entende por uma aplica
950 racional-'w .&e Y e Pm. Intuitivamente, gqueremos
que @ seja uma aplicagfio racional de V em c™c ™,
eventualmente definida em mais pontos de V &s custas de

. 3 . T2 s
prescrever imagens no hiperplano P no infinito.

Ora, 'uma aplicagio racional de V em ¢ & um elemento
do espago afim c(V™ = ¢(V) Xouux €(V), cujos elementos

s30 m-uplos de elementos nZo mais de €, mas de C(V).

¥, entdo, inteiramente natural definir uma aplicagdo ra-

cional de V em P" como sendo um elemento do espago
projetivo P?(V)’ com coordenadas homogéneas tiradas de
¢(v). Assim, uma tal aplicag¢do admite uma representagdo
da forma (mozwl:...:$m); outra (m+l)-upla @uf¢lp.u *m)
fornece a mesma aplicagfo racional se e sé se miwj =

= ¢j¢i para todes i,j. Por outro lado, mi = Hi/Gi

com Hi,Gi € Ch[Vj homogéneos e de mesmo grau; reduzindo

a um mesmo denominador, obtemos wi = Fi/FO, i=0,4054,m,
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onde Fo,...,Fm s&o homogéneos e todas do mesmo grau. .
B clarc que (woz....=mm) = (FO=....:Fm). Tm conclusfo,
uma aplicagfo racional de V em " pode ser represen-
tada por uma {m+l)~upla de elementos homogéneos e do mesw

mo grau em. Ch[Vj. Dizenmos que a aplicagfio estd definida

em v & V se existe uma tal representaggo com algum

P, (v) # 0. Finalmente, se WC P ¢ preojetiva, uma apli
cagfo racional de V em W & uma aplicacg@o racional de
V em ™ tal que =z imagem do dominio da aplica§50 estd

contida em W.

Exemplos: (1) Retomemos o exemplo do exercicio anterior,
alfnea (iii). Verifiquemos que a funcdo
racional t = (y-1)/x (que & uma aplicaglo racional de
. .
v, = U(X2+Y -1) c® em € ...) estende-se a uma aplica-
2 2 2
1-X2) c P° no

fecho projetivo pl de ¢ e tal aplicacglio estd definida

¢3o racional do fecho projetive V ='U(X§+X

em todos os pontos de V l...

- = ~
Com efeito, sejam u coordenadas homogeneas

genéricas de Pl (isto ¢, elementos algebricamente inde-

s U

o 1

pendentes sobre €). TIdentificamos € com © aberto dos
elementos (a:b) de Pl tais que b # 0. Temos entdo
X = XO/XZ, Y = Xl/X2 e t =muy/u;, logo uo/ul

= (xl/xz-l)/(xo/x2) = (xy-x,)/x .  Assim, a aplicagdo ori
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ginal estende-se & aplicagio racional de V em Pt dada
por (xl—xz:xo). Ta1 aplicagfo estd definida em todos os
pontos exceto, possivelmente, no ponto (O:l:l). Ora,
(x1~x2=xo) e (—xole+x2) definem a mesma aplicagfo (jd
que (xl—xz)(xl+x2) = xi—xg = axi em V). Como
nxo/(x1+x2) tem valor bem determinado em (0:l:l), a
aplicacfo estd definida em (0:1:1) e tem por imagem o
ponto (1:0). Assim, concluimos que a aplicacdo de V
em Pl estd definida em todos os pontos de V. As figu=-

ras abaixo ilustram o que se passa com 08 pontos de coor-

denadas reais.

N

(0,-1) (0s1:1)

(2) A imersfo de Segre. O produto cartesianc dos espagos

. n m . . .
afins € e C identifica-se canonicamente com o

espacgo afim ¢, Neste sentido, ¢ Pxe™

X tem uma estru-

tura natural de variedade afim (por transporte da estrutu

+m . .
n+my  pop vdrias razdes, o produto cartesiano
¥

ra de €
anPm de dois espagos Pprojetivos nio se identifica cano-~

) .. N s
nicamente a nernhum espago projetivo P (imitando o pro-
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cedimento no caso afim, seriamos tentados a tomar
N = n+m+l, o gue é um contrasenso jd que a dimensdo to-
I n,om ' . .
poldgica de P XP e n+m). Contudo, existe uma aplica-
re » - . + nx m .
¢fo notdvel que identifica ©P"XP com uma subvariedade

projetiva de P(n+1)(m+1)-1.

Tal aplicagdo foi descober~
ta pelo matemdtico italiano Biniamino Segre. Passamos a

N
descreve-~la.

Dado um ponto ((ao:...:an); (b;éf.,?bm?)‘e pxe™,

a ele associamos o ponto (aobo,...,aobm?.albo,..f,a b

1" n’
...,anbo,...,aan) € C(n+1)(m+l)\{0}. Sg' (aoi...:an) =
= (aé:...:aﬂ) e (b s...zb ) = (bé:...:pé); “temos
aiaf = ajai com 0< i,j=n e bkb£ = b&bﬁ comlg}

C o1y 1Y (1 1y _
0= Kk, = ﬁ,ﬁ‘Segue-se que (aibk)(ajb&) = (aiaj)(bkb&) =
= (ajai)(btbi) = (aij)(aibé), o que mostra (ue a asso=
ciagfo acima induz ume aplicag¢fo bem definida
o .t P%E™ 4+ PN, com XN = (n+1l)(m+l)-1. Para deter-

]

minar a imagem de O chamemos Z, (O < 4 < n,

n,m’ ik

~ <o N
0< k< m) as coordenadas homogéneas gendricas de P .

Seja V a subvariedade projetiva definida pelas equagdes
Zi Zj& - ij Z5y (0< i,j< n, 0< k,& 2 m).
I imediato que 0 m(anPm) < V. Inversamente, se
L

(cik) € V e se, digamos, ¢, £ 0, tomamos

— - - n — -3 - 3 i m
a = (coo""'cno) €EP e b= (coo""'com) €P ., Tem-se
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entao Un,m(a’b) = (Cik)’ o que mostra a inclusao

Voo, m(anPm). Finalmente, & claro que {a,b) & uni-
H]

camente determinado pelas equagoes cikcjt = Cjk?i& PoIL-

do j =4 = 0. Assim, O & uma bijegfo de PxP™ s
?
N

. ‘bre a variedade Vo< P,

ST

A variedade V acima ¢ o modelo de Segre de

rd

-PnﬁPm;}fQuéndoﬁdiggmos que anPm ¢ uma variedade proje-

tiva,-esﬁamgs_péngapdo-ho seu modelo de Segre. FEm parti-
cular, as subvariedades de P xP" s&o, por definigfo, as

imagens inversas;gor Un de subvariedades projetivas

F3u)

do modelo de Segre.

Exercicio: (i) Mostre que o, 1(Plel) ¢ uma guddrica ndo
- ’ e a

o

degenerada em PB.

(ii) Seja A: Pt 5 plyp* a aplicagSo diagonal. Mostre
que O, 1(A(Pl)) ¢ uma curva projetiva em p> e
’

determine suas equagdes.

(iii) Mostre que (a _:a )r—>(a2:a a :a%) & uma aplica-
o 71 Lo R s R § -

gdo racional de Pl em Pz definida em toda Pl.
Determine a imagem, Trata-se de uma bijeglo sobre a ima-
gem? (Em caso afirmativo, decida se a inversa € uma apli-

b d -
cagfdo racional).

(iv) Mostre que existe uma aplicagfio racional psp> 4 P2

(projegfio gendrica) tal que p estd definida em
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todos os pontos da curva 0, 1(A(Pl)) (alfnea (ii)) e de
?

s 2 - .
termine a imagem em P desta curva, de maneira explici~

ta.

Exercicio: (i) Mostre gque um subconjunto de anPm € uma
subvariedade de P"yxP" se e sé se & o lu-
gar dos zeros de um conjunto de polinamios
M
GT(XO,...,Xn; Yo,...,Ym) (1 £ r< p) homogéeneos separa-
damente nas varidveis X!s e Y's. (SUGESTEO: se « > 8
s3c os graus de homogeneidade nos X's e Yts respecti-
(o A
vamente, considere os polindmios Y, B . G,, (02 k¥ = m,
(ii) Deduza que os subconjuntos da forma
1. . . .
| {(ao°a19vo'vl) | (vo.vl) € P} e {(uo.ul,bo.bl)]
1 N .
(uozul) € P}, cum (aozal) e (b0=b1) fixos, sfo sub-

variedades de Plel. Mostre que as subvariedades correg

pondentes no modelo de Segre de Plel sfo retas de P3

(chamadas geratrizes da quddrica o, l(Plel)).
- H

(3) Dilataglo em um ponto {"blowing~up", "dclatement’).

Seja P € PZ. Por simplicidade, suporeﬁbs que

P = (0:0:1). O processo de "dilatar P® no ponto PB"
consiste em determinar uma aplicagdo racional de uma cer-

ta superficie B em Pz de modo gque a imagem inversa de
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P seja uma rveta. A superficie B deve preservar, 20 mgl

. . 2 -
ximo, as caracteristicas de @7, exceto numa vizinhang¢a

da citada Teta.

Precisamente, consideramos o produto szPl e a

2.1

‘subvariedade B c P XP~ definida pela equagdo Y X, -T X

1”170
onde X ,X;,X, e Y ¥ s¥o, respectivamente, coordena-

das em P> e PT. A projegdo p2xpt 4 P%, (R,Q)— R,

fornece, por restrigdo, uma aplicagf@o racional f: B 2 P?
que estd, evidentemente, definida em todos os pontq;_de.B.

3 e  PPxeY,

Localmente, isto &€, no pedago afim szcl =
B & um paraboldide hiperbdlico de equagio ZY-X e a reg
trigao de B €& a projegifo usual desta superficie sobre -

plano C2 de coordenadas X,Y.

Em todos os pontos de Cz\(0,0), a imagem inversa de B

1

reduz-se a um tnico ponto do paraboléide. No plane X =0,

B se esmaga a ponto de constituir os eixos X =Z =0 e
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X=Y =0, 0Q0eixo X =Y =0 projeta-se sobre a origem
(0,0) de Cc~.

Globalmente, tem-se S_l((O:O:l)) = {(0:0:1)}xP1.

s e .I 2
A aplicagfio racional- (aozal:az)ka-(aozal) de P em

Pl estd definjda em todos os pontos de Pz exceto

(0:0:1)., Tal aplicagfo induz uma aplicag@o racional

"produto™ (a0=a1=a2)+—*((aozal=a2),(ao:a1)), de ©° em

szpl, que estd definida fora de (0:0:1) e & inversa

de B. Asssim, B\B—l((0:0=l)) e Pz\(O:O:l) estdo em
bijegio por meio de aplicagdes racionais. (isto &, B e

2 . . -
P s30 biracionalmente isocmorfos).

Exercicio: Seja p: (ao:al:az)F—*(ao:al) a aplicagfo ra-

cional de P2 em Pl

acima considerada.
Mostre que B €& o fecho (projetivo ou usual) do grdfico
em (IP2\(0=0=1))X{Pl de p.

A aplicagdo de dilatacfio B: B + P estd intima-
mente ligada & transformacfo quadrdtica local de Cz -+ C2
definida por (x,y)—(x,y/x) (vide Capitulo IL). Com e~
feito, seja O3 ¢ aBn (szcl) a restrigdo a ¢?® da
aplicagdo racional inversa de B. Vimos que 0(x,y) =
= (x,y,y/x), onde X = XO/XZ, Y = xl/xz, Z = Yo/Yl.

Consequentemente, a transforma¢fo quadrdtica local

(x,v) — (x,¥/x) nfo & senflo a composta de ¢ e da res-
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trigdo a B N (szﬁl) = v (X-2ZY) da projecfo (x,,2)— (x,z)

de C3 no plano C2 de coordenadas X,Z.

Qual o efeito de tudo isto sobre uma curva em P2

com uma singularidade ordindria no ponto (0:0:1)?

Consideremos a curva projetiva CC Pz de equa-

gao X%X2 - Xi(XO+X2). Localmente, num entorno de {0:0:l),

a equagio de C & ¥° . X2(X+l)u No ponto (0:0:1), ¢
admite uma singularidade ordindria dupla. Em termos das
coordenadas X,¥,z = y/x, y2 - xz(x+l} =0 € (%)2 = x4l;
em outras palavras, 0(C\(0:1:0)}) c v (X~ZY) & a curva em

3 ge equagles X-7ZY, 7* . {x+1) (intersegfo de um pa-

C
" raboldide hiperbdlico e de um paraboldide de duas folhas).

Formemos a matriz jacobianae dessas equacles. Obtemos a

matriz
I -2 -y
b4
-1 o 2z
1 -Z
que possui o menor det = =z £ 0 (jé que a
-1 0

coordenada =z nfo se anula em nerxhum ponto da curva).

Assim, a curva € topologicamente (e atd analiticamente)

uma superficie sem pontos irregulares.
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~ B

/ // %/ projegio

s
CZZ{/ ¥

—

z
transformagio
- gquadrdtica local

Tal curva ¢ a "resolugSo" da curva C. Sua projegdo so-
bre o plano de coordenadas X,Z tem como imagem a pard-
bola de equagdo z% - (X+1) e tal projegdo é uma aplica-
950 Ppiracional (definida em todog os pontes, bem com2 a
inversa) da curva "resolugdo" em ¢? na curva "vesolugio"
em Cz. Assim, do ponﬁo de wvista local, podemos resolver
uma singularidadé ordindria no prdéprio plano 02. Quando
se trata, porém, de resclver todas as singularidades or-

dindrias (simultaneamente) de uma curva projetiva Ccc Pz,

o modelo resolvido estd em geral contido em P2XP1 e ne-

nhuma projegdo sobre um Pz fornecerd um modelo sem sin-
gularidades. Vemos, desta maneira, que a dilatggao simml

. 2 .
tanea de vdrios pontos de P € éxtremamente comoda, se-



~-141-

Lo d - - >
nfo imprescindivel.
Ainda nio definimos o gue se entende precisamente
'

por uma curva C nioc singular (no caso em que € ndo &

plana).

Definiglo IIT.21 - Seja C_ < ¢ uma curva afim, seja

zr(co) o t[xl,...,xn] o ideal das fun-~
¢Bes polinomiais que se anulam em (todos os ponto de) C_.
Se jam £yseveafy ge?adores de U(CO) e seja (afj/axi)
a matriz jacobiana correspondente., Um ponto o € C0 €

chamado n3o0 singular se a matriz numérica ((3fj/axi)(c))

tem posto mdximo. c, ¢ dita nfio singular se todos seus

pontos s3o-mdo singulares.

Se, entrementes, CC e

¢ uma curva projetiva
e’ P& C, -dizemos que . P..& nfo singular se o fox como
‘ponto.de um pedago afim C,; (verifica~se que isto inde-

pende do pedago afim Ci escolhido).

Definigio ITIT.22 - Seja CC P?  uma curva projetiva. Um

modelo projetivo mio singular {ou uma

resolugfo) de € €& uma curva projetiva € c P nfo sin-
gular, equipada com uma aplicagio C + ¢ biracional defi

nida em todos os pontos de 5.

A nog3o de ponto nZo singular de uma curva Coc:Cn

¢ -puramente local, apesar de ter sido dada em termos das
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euuagﬁes que se anulam em todos os pontos de Co. Se

@ G, D ¢ uma aplicagdo biracional de curvas e se O
estd definida em ¢ € Co, com inve?sa definida em

p(c) € D, s podemos identificar uma vizinhanga aberta de

c em CO com uma vizinhanga aberta de ®(c) em Do'

Em particular, ¢ € ndo singular se e s6 se @(c) € n3o

singular (recomendamos ao leitor verificar esta afirmagfo

com cuidado). Com esta observagfo, podemos demonstrar o

Teorema IILL.23 ~ Toda curva projetiva 0©C'C P° admite um

modelo projetivo ndo singular.

»
~

Demonstragdo: Pelo teorema de Noether-Kronecker, existe

uma curva projetiva D cC QZ admitindo ape~

nas pontos ordindrios e uma aplicagfio biraciomal D + C.

Sejam P, = (aoi:alizl), i = 1,.4.,t, os pontos singula
res ordindrios de D (N.B.: n3o perdemos em generalidade
ao supor que todos eles pertemcem ao aberto x, # 0). Di
latamos Pz simultaneamente em todos estes pontos. Para
tal, procedemos como no exemplo (3), com as devidas modi-
ficagBes. A superficie dilatada B estd contida em

2,51 1 1

PXP™ X,..X P (P~ + vezes) e &€ definida pelas equagdes

Yoi(Xl—alin) - Yli(Xo-aoixz) , i= Lyeeest,
1

onde Yoi’Yli 880 coordenadas do i-dsimo fator P em

e



PN
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pl

XeeoX PT.  As retas "excepcionais" E, = B"l(Pi) iden
ficam=-se com Pl e tem~se que a projegEO biracional

g: B + P? & uma bijegdo de B\ & E; sobre o aberto

i=1

U = 92\{111,..'.,131;}. Seja C' o fecho, em\ B, de

ﬁ-;(D fl U)., Come DN U & um aberto denso da curva afim
DN {x2 # 0}, segue-se que o fecho C' acrescenta a
B-l(D N U) um nimero finito de pontos todos disbribuidos

ao longo das retas "excepcionais™ El""’E Segue~se

t.

que a restrigdo ﬂ : C' + D & biracional, definida em
c!

. t
. toda C' e estabelece uma bijeclo de C™ U B, =

i=1

(D n U) sobfg DN U. O que acomtece com um ponto

Qe c'n Ei.? Cdmb no exemplo (3), vemos imediatamente

que um pedago afim de C' contendo Q aplica=-se biracig

nalmente e bijetivamente sobre uma curva afim plana

Cé c ﬁz. Logo, se provarmos gque C; ¢ ndc singular, Q
serd{ ponto nfo singular de €' pela observagdio anterior
ao teorema. Ora, como no exemplo (3), C; CIC2 € o trang
formade quadrdtico local prdéprio de um pedago afim de D

(X,¥)+4en

r
que comtém 8(Q). Se f£(X,Y) = [] (¥Y-a.X) + F 1
§=1 J T+

rd

€ a equagfo deste pedago afim, a equagdo de Cg é
r
£°(x,%) = TT (Z-aj) + X rr+1(z,1) +oeeey

J=1
r

uma vez que F£(X,XZ) = 1] (Xz-a.X) + F_ . (X,XZ) + ...
5=1 J r+l
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r
= x(TT (2-a,) + x¥F__,(2,1) + ...) & o transformado
j=1 J r+l

r
total. Ora, fr . 3 E} (z-2, ) + X(ee.). Os possiveis
=1 kL3

37 2,
pontos singulares de Cé seriam (O,aj), 1< js r. Mas

et _ _ ) . _
=7 (O,aj) - -ET (aj a, ) # 0 pois, por hipStese, Yw~a X

KL i
(1= jcr) s3o a: tangentes distintas em B8{Q). Logo,
(O,aj) ¢ n¥o singular (I1=sj<z).

Em conclusdo, €' & nfo singular. A composta de
qc' com a aplicagfo biracional D + C do teorema de
Noether-Kronecker, fornece uma aplicagdo biracional

¢' 3 ¢. Tdentificando szPl KewaX Pl com uma subvarie-

dade projetiva de PN, para algum N, temos que ¢! ie
dentifica-se cﬁm uma curva projetiva Cc PN. Temos ain-
da uma apliqagao biracional p: G+ C e .C &, evidente-
mente, nﬁo-%ﬁngular.

Paré concluir, resta mostrar que 5' estd defini-
da em todos os poﬁtos de 5 (o que ndo € evidente, a
priori, a partir de sua construgfo).

Seja, entdo, P € ¢ e seja EO(: ¢ um pedago
afim contendo P tal que 3(50) admita geradores
Tyvevesfe Por hipdtese, a matriz jacobiana

(A% i o sew

teorema das fung3es analiticas implicitas (vdrias fungles

tem posto mdximo. Logo, pelo

e vdrias varidveis), temos que uma vizinhanga (usual) de
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50 é analiticamente homeomorfa a um aberto de C. Se-
gue-se que, numa vizinhanga de P, C admite "pardmetro
uniformizador" +t, a saber, a imagem de um parémetro em C,
Em outras palavras, ¢ admite numa vizinhanga de P uma
parametrizagio (t, n(t),«..), o0 que estende, para curvas
nS%o necessariamente planas, o resultado andlogo de curvas
planas. Dada uma fungdo racional ® £ 0 em ¢, ela en=
tao se desenvolve em série de Laurent numa vizinhanga de
P, o que permite falar do inteiro bem determinado ordP(m}
Além disso, Temos ordP(@) = 0 §é e 86 se @ estd defi~
nido em P. '

Ora, podemos supor que C # ¥ (X)), U(Xl), ¥ (X,).
A conseghéncia Sbvia disto € que X /X, (075 kb < 2)
nao se anulam em todos oé pontos de C, fqg?eégndo, por

-

restrigio, fungdes racionais xk/x% # 0 em-iC, Como B

.

€ biracional, temos um C-isomorfismo.("ﬁull-back")

3*: c(c) = ¢(C) entre os corpos de fungles raciomais.

Segue~se que 5*(xk/;£) £ 0, logo ordpﬁﬁ(xk/xt) estd bem

definida. Digamos, ordp(ﬁ*(xo/xz)) = Eaf{ordp(ﬁ*(;kbi)ﬁ.
¥

EntZo, tem-se:
oz (B¥(x/x,) = ordp (B* (x,/x) -omdy (B (x,/x )20 (0sis2)

Assim, :5*(x6/x2) e ﬁ*(xl/xz) s¥o funglSes bem defini-

das em P, o que fornece a extensfo procurada de P ao
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ponto P € §.
C.Q.D,
Assim, dado wa polindmio (irredutivel) £ € ¢[X,Y],

obtemos um modelo de Riemann associado tomando um modelo

nf¥o singular projetivo O do fecho projetivo - C P?  de

¢, c ¢?, onde C, =u(f). Enfatizemos as propriedades

de C que a tormam propicia para o posto que doravante

ocupars.

(1) € nao tem pontos simgulares. Em outwas palavras,
ndo sé estio separados os "ramos™ em'bada ponto de

5, como também sé hd um dnico "ramo! em dada thto de ErQ

Do ponto de,viéta analftico, C & uma_variedadé.analiti;‘

ca lisa compacta de dimemnsZc (complexa) 1.

(2) Excetuando o caso trivial em que f_:fX—c, c €C,

' temos uma projegdo Co -+ C, restrgggo da pfojeggo
sobre a primeira coordenada., Tal aplicaéao estende~se a
uma aplicagfo racional € -+ Pl,, cuja imagem evita no md-
ximo um mimero finito de pontos de Pl. 'Compondo a apli-
cagfo biracional P: C =+ C com C -+ Pl, ¢btemos uma a-
plicagio biracional m: & + PL, 7a1 aplicacfo estd defi-
nida em todés os pontos de C pois ¢ & ndo singular
(imita-se o argumento ao final da demonstragdo do Teorema

N

IIT.23). Como C c P’ & fechada, & & compacta. Logo,
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sua imagem em Pl € compacta. Por outro lado, tal ima-

1 1

gem ¢ densa em [P, Segue-se que T C»P € sobreje~

tora.
Assim, temos ume aplicagfo (racional) sobrejetora
1

m: C » PT, definida em todos os pontos de G, que € uma

aplicacf®o de revestimento ramificada.

(3) A ordem de ramificagfc em um ponto P € G € o mimero

de folhas do {(Unico) ramo em P. A ordem total de ra

. mificagao.(= ordem total de ramificac¢¥o nfo singular) &

. Qﬁ(P).;‘Sé a€c Pl & unm ponto nfo critico de m (is

PcC

. to &, da funcfo algébrica definida por £(x,y) = 0), o mi
. mero de pontos em n"l(a) "é exatamente igual ac grau da

.. extensdo de corpos ¢ () | H*G(P;). Em‘qualqﬁer caso, pa

PR

ra determinar, os pontos de ﬁ"l(a) explicitamente, proce

demos da seguinte: maneira: assim como toda aplicagfo ra-

. cional de uma variedade projetiﬁa em Pl, m ¢ dada por

- - - = e - A :
(FosFl), onde F_,F, € € [C] s8o homogéneos e do mesmo
grau. Tomemos imagens inversas F_,F, de FO,FI em
CLW_yeee Wy ]. Tais polindmios deherminam, em PN, um

sistema linear de hipersuperficies, um elemento gendrico

1

do qual € da forma a +afF com (aozal) € P~. Po-

1Fo 1?

demoé supor que Fo’Fl nio tém fatores comuns., Seja V

. a variedade intersegfo U(Fo) ﬂ‘U(Fl) e seja VYN GEC =



~148-

= {Pl,...,Png. Temos dois casos a considerar, conforme
ﬂ'l(ao= l) contenha ou nfc algum dentre 08 Pj's; mas,
genericamente, n_l(ao:al) =C N U(alFo + aOFl). Em qual
quer caso, levando em conta as multiplicidades dos pontos
de intersegﬁo, pode-se ver que ﬂ-l(ao=al) admite tantas
solugles quanto € o grau da extensZo € (C) | n*C(Pl).

1

¥ neste sentido que as fibras de m: C+ P tém

todas o mesmo ndmero de pontos.

Exemplos: {1} f = Y*-X. Neste caso, ¢ = U(Yz-XZ), pois

v? - X2 nSo tem singularidades.

o ,
wl\_’/

A aplicagho m & (x:z), onde x =X e 1z = Z.

Vemos que © € a restrigiio da aplicag@o racional (x:2)

de 0~ em Pl, a qual € uma proje¢fo centrada mno ponto

(0:1:0) da reta % = 0 no infinito. O grau de m & 23
. 1

dado um ponto (A:0:1) € P, X # O, os pontos enm

n71((r:0:1)) s8o as intersegSes da reta ‘X - AZ com a

cénica Y° - XZ. Explicitamente, n=l((ns0:1)) =

&
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= {(Axe1),(A:=A:1)} se X £ 0, enquanto que
ﬂ“l((O:O:l)) = {(0:0:1)} (multiplicidade 2) e, analoga-
mente, Tr"l((1=o=o)) = {(1:0:0)} (multiplicidade 2). A

’

ordem total de ramificacfo de m € 1+1 = 2,

Exercicio: Se CC pZ € uma cdnica nfo degenerada (isto
&, uma curva projetiva irrvedutivel de grau 2),
mostre que C ¢& n¥o singular. Quais sdo as possibilida~-
des (efetivas) para o grau da projegao ms C <+ Pl centra
da n§ ponto (0:1:0)? Que dizer da ordem de ramificag¢do
de T 7
() £ = 2 - X(Xz-l). E fdeil verificar gque o fecho pro
jetivo C = U(Yzz - X(Xz-Zz)) c P®° & n¥o singular.

Logo, C = C.

7] ‘

0 grdfico real de C ¢ constituido de dois pedagos, ape-
sar de que €, como superficie de Riemann (dimensio real
2), € constituida de um sé pedago irredutivel, o que se

conclui da irredutibilidade do polinémio ¥~ - X(Xz-l).
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~ ~
A projegdo m: C - Pl €, novamente, a restricdo a C da

projegdo (X:Z) centrada em {0:1:0}, As solugles de
X = AZ

yzz - x(xz-zz)’= 0

s8o, além de (0:1:0), os pontos (X: Jh(lz—l):l) e
(lz-,/?x(?\z-l):l). Logo, o grau de m & 2. Se A = 0,
os d;is pontos acima coincidem, mostrando gue
ﬂ-l((O:O:l)) = {(0:0:1)} e que (0:0:1) & um ponto de
ramificag@io de ordem 1. Analogamente, se A =_£%. Pi-
nalmente, ﬂ-l((1:0=0)) = {(0:1:0)}, o que §e vé calcu-
lando a intersegio VU (Z) n C. Assim, ﬂ'zadmite 4 pontos

de ramificagdo, com ordem de ramificag®o 1 cada um deles.

Exercicio: Mostre que uma cdbica projetiva irredutivel
tem neo mdximo um ponto singular. Que dizer de

uma qudrtica? DEé exemplos.

- - 3 2 = 3 -
Exercicios Seja Cc P uma curva projebiva nfo singular.

(i) Defina a mogfo de zero ¢ polo, com as mul-.
tiplicidades correspondentes, de uma fungfo racional
p € C(C) em C, analogamente 3s nogdes de mesmo nome no

caso em que C €& o plano estendido € U {w]} = pl

(sUGESg
TX0: € &, localmente, analiticamente homeomorfa a C);

(1i) Seja m: C - P! a projegSo (x:z), restrigio de
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(Xx:Z) a 0©. Mostre que o grau de 7 ¢ igual ao mimero
de zeros da fungdo x/z € C{C) (contande multiplicida-
des); (iii) Uma fungfo racional o € C{C) determina uma
aplicag®o racional T: C -+ Pl definida em todos os pone
tos de C (vide demonstragio do Teorema ITI.23). Mostre

que o nudmero de zeros de 1 & igual ac numerc de polos .

de ¢ (contando multiplicidades).

Concluiremos este capitulo com a seguinte obser-

vagao. Wimos nos exemplos acima que a ordem total de Taw

. o E ; -1 1
mificag¢foido recobrimento mw: C + P era um nimero Dpar.

Na verdade, izto vale em geral. PFor conseqﬁéncia,

% (&tot - 2(n-1))‘_é um nidmero inteiro, onde n é o grau
de 1 e o%ot’ a ordem de ramificagfio total &e T« Mais
do que isso, mqsﬁia-se que &, . = 2(n-1). 0 inteiro nfo
_negativo % (&tot.— 2(n-1)) & um invariante da curva C,
isto &, € o mesmovpara qualquer aplicaglo raciomal 6 -+ Pl
nao constante. Tal invariante ¢ chamado o género da cur-
va ¢ (ou da superficie de Riemann subjacente}. Um dos
resultados mais interessantes nesta. ordem de iddias & a

férmula de Riemann-Hurwitz que nos garante a igualdade en

tre o género % (&%ot ~ 2(n-1)) e o ndmero mdximo de di-
ferenciaig de 12 espécie lin. ind. sobre a superficie de

Riemann (vide capftulo seguinte). Mais geralmente,
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Hurwitz provou que se m: S + S' & uma aplicagfo racio-
nal nio constante entre superficies de Riemann (compactas,
[ d - o d .
conexas, nao 51ngu1ares) e se g e g' sao os respecti-
[l . - . - 0
VoS generos (deflnldos, i maneira de Riemann, como o nﬁmg
ro mfximo de diferenciais de 12 espécie linearmente inde-

pendentes ), tem-se:

2g-2 = (2g'=2)n + “ot?

onde n = grau(n) e €, opr & ordem de ramificagfo total,
convenientemente definida.
Do ponto de vista puramente topolégico, g € i

gual a %—(2»x), onde % €& a caracteristica de Euler da

superffcie de Riemann em questdo, calculada por meio de
triangulagido. Sob este dngulo, a férmula de Hurwitz & fd
cil de se deduzir. Enfim, g ¢ tambdm o nifmero de "asas'
da‘superf{cie, ou melhor, a metade do mimero de "cortes!
a serem produzidos na superficie de modo a tornd-la sim-
plesmente conexa.

Se G6c P° & nfo singular, o género coincide com
o inteiro %-(d-l)(d-2), onde d €& o gréu de C. Os e=-
xemplos (1) e (2) apresentam généro 0 e 1, respectivamen-
te. ©Se 5 admite » pontos singulares e tais pontos
sX¥o pontos duplos ordindrios ou cuspidais de 1% espdcie,

o género de C & dado por %—(d-l)(d-E) - r.
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IV. TINTEGRAIS ABELIANAS

iv.1. JIntegrais J’R(t)dt, R(t) wuma fungfo wacional

sobre a esfera de Riemann.

Uma fragdo racional (ou fungio racional) sobre C,
ou sobre a esfera de Riemann C U {=}, ¢ um gquociente
R(t) = Pgt)/q(t), onde P{t),(t) € c[+t], com Q{t) # 0.
¥ claro que R(t) define uma fungdo de c\{a|aq(a) = 0}
em C, gque € analitica. Se tomarmos P(t} e Q(+) sem
fatores comuns'-‘o gue € sempre possivel gragas a que
¢[t] ¢ um anel fatorial - © domfnio de definigfo de R(t)
¢ precisamente c\a | Q(a) = 0}, Neste caso, um « €c
tal Qo) = 0 & denominado um polo de RrR(%t), ao passo
que um @ € C tal que P(a) = 0 € um zero de rR{t)

(x.B. P(a) = afa) =0 ¢ impossivel em virtude de P e

Q serem primos entre si).

Um caminho diferencidvel € em C = m? € a ima-

gem de uma aplicagdo gifevencidvel ©: u+-®(u) de
[uo,ulj cR em C. Se C ndo contém nenhum dos pontos

da fungdo racional R{t), definimos, como de costumes:
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1
[ R(t)dt = [ R(p(u)) §2 au.
c u
o

A integral acima estd bem definida e independe da
parametrizagao ¢ do caminho C. Mais do que isso, a in
tegral acima independe do caminhe © que liga os pontos
m(uo) e w(ul), a menos de constantes. Em outras pala-
vras, se CO!' & outro caminho diferencidvel ligando m(uo)
o w(ul), tem-se

fR(t)dt = ){ R(t)at + consf.
C ¢?

(Supomos sempre que € e Cf evitam os polﬁs de R(t)}).~
Com efeito, R(t) €& analftica no aberto conexo
D = c\{a | @{@) = 0}, 1logo admite primitiva local em +to
dos os pontos do camimho O. Explicitamente, numa vizi-
nhanga circular de um ponto de D, R(t) admite primiti-
va da forma log{p(t)) + S(t), onde S(t) & uma fungdo
racional, p(t) um polindmio da forma (t-2)¥, x = 0, e
log & uma determinacgfo conveniente da fungfio multivalen-
te logaritmo. (Para verificar isto, pode-~se usar a decom
posig@o de R(t) numa parte polinomial e em fragles sim-
Ples, partindo de que C[+t] & fatorial).

Vemos assim que, como fungfo de C\{a|a(a) = 07,

em € a integial ‘(R(t)dt € geralmente multivalente.
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Pode=-se perguntar gqual o comportamento de ]’R(t)dt
nos polos de R(t). Para responder a esta pergunta, so-

mos levados a considerar o desenvolvimento de Laurent de
L

R(t) em um dado polo a € C de ordem m. Seja

a

R(t) = E;ff;ﬁ Foret

Integrando ao longo de um caminho € nfo passando por A,

-1
+ o + ay(t=2) +oon, 0 < [tea|<p.

com extremidade =z, obtemos:

= ‘ z
( rR{t)at = f dt +eeet f -t dt o+
c ¢ (t—a) .
7 Z z
T+ ( a dt + [ al(t-a)dt feao
c C '

N 2 [0 A
(integrar termo a termo & 1fcito J4 que R(t) - I _:A_j
. j=1 (‘b-a)
¢ analftica em a, logo G + al(tna) +... converge uni
formemente num disco centrado em a). Segue-se que, a me

nos de uwma constante,

“ a o
f R(t)dt = - - - N XA =2 +
c

(m-1) (z-a )™t z-a

ra_g log(z-a) + ao(z-a) faen =

Dois casos se apresentam.

12 caso: o residuo a_y de R(t) em a & nulo.

]
Neste caso, [ R(t)dt & uma fun¢fo univalente
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em O < |z-a| < p, admitindo a como polo de ordem m-L,

22 caso: o resfduo de R(t) em a & #O.

¢1
z
Neste caso, J R(t)dt ¢ uma fungao multivalente
em O < |z-a] < p, admitindo tantas determinagSes quan-
tas sho as determinag®es do logaritmo na coroa 0 < lz-d<

< p. Dizemos entd®o que o ponto a € uma singularidade

logaritmica da integral.

Em todas estas consideragdes, podemos incluir o
ponto w.Gﬂ Ora, sabemos que & soma dos res{dﬁ;s de R(t)
em €U {«}] & 0. Logo, ou J’R(t)dt nZo admite nenhuma
singularidade logaritmica em C U {=] (isto acontece pre
cisamente gquando todos os residuos de R(t) s&o nulos
individualmente) ou }-R(t)dt admite pelo menos duas sin-
gularidades logaritmicas em C U {m}. Casos espepiais

L4 a
sdo, respectivamentes:

(a) I-R(t)dt estd definida em todos os pontos de C U {=}
com exceglo de um dnico ponto que & um polo de
fR(t)dt. Dizemos, neste caso, que ]’R(t)dt & uma inte-

gral de 2% espécie.

(B) J,R(t)dt estd definida em todos, menos dois, pontos

* ;
( )Lembremos que R(t) admite um polo de ordem m em o

se R(%J admite um polo de ordem m em O,
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de € U {m}, e estes dois pontos sdo singularidades loga
ritmicas de j’R(t)dt. Tal integral denomina-se de 3% es-
pécie.

Por exemplo, j t™ @t & de 22 espécie para m in
teiro # -1, ao passo que jfgg— € de 32 espdcie. A deéog
posigio em fragdes simples de uma fung&o racional R(t) =

= 353 tal que gr P < gr Q, garante«nos que toda inte-

gral ‘[R(t)dt ¢ soma de integrais de 22 e 3% espécie.

- Tal resultado, convenientemente generalizado, &
tipico da teoria das integrais abelianas sobre superficies

de Riemann guaisguer.

TV.2. TIntegrais abelianas: classificagdo.

As vultosas partes da Matemdtica gque hoje conhecg
mos com os tftulos de Pungles Elfticas, Variedades Abelia
nas, Esquemas em Grupos (“group schemeg“, tschémas en
groupes"), respectivamente, originaram-se nas tentativas
de medir o comprimenfo de um arco de uma elipse. Tal co-
mego € comumente atribuido a Fuler mas, na verdade, a Prg
cedéncia € do matemdtico dtaliano Fagnano (1700-1766}.

Fagnano considerou uma elipse de equagdo xz/a2 + yz/b2 =
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= 1 no plano (real) e propos~se a calcular o comprimento

de um arco., A férmula, para isso, era

X X
L . 2 2\ 2
- / ayy? gy = J/a -(a"-b")x
S = 1+ (g dx = S —dx .
a“(a=x")
0 0

2
Introduzindo~se a excentricidade k da elipse (k =A/1~E§,
a

resulta: ’
x x . o
22 122 22 12,2
S = —5——2—— dx = dx
a” -x ,/ 2 2 2 2 24
(a®-x") (2" ~k"x
O 0
az az
2
= a dz - ak® z dz ,

o J(1-27) (1-1{222 '

o (1-27) (175

onde 2z = x/a.

Infelizmente (para Fagnaho), nenhuma das integrais
acima se exprimia por meio de fungles transcendentes ele-
menbares. Fol precisamente o reconhecimento deste fato,
bem como de suas importantes implicagﬁes para a teoria
das integrais, que levou a Fuler (em 1761) contribuir
substancialmente para o gue hoje chamamos de teoria das
fungfes eliticas e das integrais eliticas.

Se bem que, nas aplicag®es cldssicas A& Mecanica
(e & FPisica, em geral), a varidvel =z seja real, € no ca

S0 em que % " & uma varidvel complexa gque se obtém resul-
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tados profundos. Concentrar-nos-emos, pois, neste Wltimo

caso.

dez zzdz

J(1-22) (1-k227) ’ J(1-22) (1-x727)

20 chamadas integrais normais de Legendre de primeira e

As integrais

de segunda espdcie, respectivamente.

A vigor, as integrais acima estd@o bem definidas
(isto &, sdo fﬁpg3es univalentes de 2z) somente ao longo
de caminhos diférenciéveis contidos num aberto simplesmen

te conexe D C £ gque nfo contenha os pontos criticos da

fungdo algdbrica ;/(1-z2)(1-k222), desde que, evidente-
mente, escolhamos uma das determinagdes (isto &, um dos
ramos ) desta-fu%gio em D, Para evitar tais complicagdes,
olhamos para a ;uperficie de Riemann € em 02 (no com

pacta) associada i equagdo algdbrica Y2 - (1-X2)(1—k2X2).

Sobre C, a fungdo w =Jf(1-z2)(l-k222) € uma fungfo ge
nuinamente univalente e analftica em todos os pontos.

Com efeito, w & entfo a restrigdo da fungdo coordenada

Y a C. Entio, as integrais acima sdc Ide ) fxydx ’
respectivamente, onde supomos que o caminho de integragio
n¥o passa pelos pontos de ramificagZo de C.

Ora, 1/v e xz/y sfo fungSes racionais sobre C.

Vemos que, na verdade, estamos integrando "formas diferen

ciais" de tipo especial. Somos levados, naturalmente, ao
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. ) . . . . 2
seguinte conceito. Uma forma diferencial racional em C

¢ um elemento do espago vetorial (} sobre C(X,Y) gerda-
do pelos simbolos dX, dY. Uma %al forma escreve-se como
pdX + ydY, com ¢, § fungles racionais em ¢?. Tdenti-
ficaremos, como de costume, dX e dY com as formas

1.4X + 0.dY e 0,dX + 1.,dY, respectivamente. Dado

F ¢ c[X,Y], definimos (formalmente) da(¥) = %%—dx N
3T

+ 57 9¥5 onde 3F/3X e 3F/3Y tém o significado usual.

Estendemos tal definig@o a uma fungdo o

F/G € C(X,Y)

gd(F)~Fa(c) _ 1 1
———m =g -5

da maneira esperada: d(p) = ©dG.
Obtemos uma aplicagdo ("derivagfio estrutural")
d: ¢(X,Y) » 0 +al que d(X) = ax e da(Y) = av.

Desta maneira, €& isomorfo ao espage guociente
do espago vetorial sobre C(X,Y) gerado pelos simbolos
[p] (um para cada © € C{X,Y)} pelo subespago gerado pe
los elementos da forma [9+§] -~ [®] ~ [§], [ipl - ile],

(o] - of¢] = $lpl, onde o,§ € C(X,¥) e A€ C.

Se ja, agora, CC C2 uma curva irredutivel e se-
Ja €{x,y) seu corpo de fungSes racionais (recordemos
que C(x,y) €& o corpo de fragBes do anel C[x,y] =
= ¢[X,Y]/(F), onde F & o polindmio irredutivel definip
do C). Seja E o € (x,v)-espage vetorial de base

fle]l | © € C(x,¥)} e seja Q, o espago quociente pelo
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subespago gerado pelos elementos da forma acima descrita.

Por analogia, os elementos de Qc sfo chamados formas

diferenciais (racionais) em C,

Proposigdo IV.1 - Seja CcC ¢% uma curva irredutivel n¥o

vertical (i.e., C # Vv (X-a) para todo
a€C). Se dp € O, designa a classe do elemento [o],

entdo 04 6 gerado pelo elemento dx.

Demonstragio: E fdcil verificar que, para g{x,y) € Clxy],

oG [}
tem-se dg(x,v) = §x(x,y}dx + 35(x,y)ay,
onde G € C[X,¥] & uma imagem inversa de g(x,y). Segue-

se, por um lado, gque QC € gerado por dx e dy sobre

¢c(x,y) e, por outro lado, que ar(x,y) = %%(x,y)dx +
+ %%(x,y)dy, onde F & o polindmio irredutivel que defi

ne €. Ora, f(x,vy} =0 em ¢€[x,¥]. Consegquentemente,
ar
oY
nio & o polinbmio nulo, Logo, sendo F irredutfvel, T

n¥o divide gi . TIsto significa que %%(x,y) £0 om

%%(x,y)dy = = %%(x,y)dx. Finalmente, por hipdtese,

¢[x,v]. Por conseqiéncia, dy = -(%g(x,y)/%%(x,y))dx.

C-Q-D’

Exercicio: Prove que, na Proposigfio IV.l, tem-se dx £ 0

(1ogo, O, tem dimens8o 1 sobre C(x,y)).

Pela proposigdo acima, toda forma diferencial ra-

cional numa curva irredutivel (nfo vertical) C < ¢® ad-
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mite a representagio o(x,y}dx, onde o(x,y)}) ¢ uma fun-
g2o racional em C unicamente determinada.

A fung@o o(x,y) €& contfnua, e até mesmo analfti
ca, no complementar Co dos seus polos e dos pontos de
ramificagdo de C. Dado um caminho (diferencidvel) em ¢
evitando os pontos mencionados, a integral /' e (x,y)dx
estd bem definida. Comeo no §IV.1l, fixemos u; ponto
PO € Co de uma vez por todas. Dado um ponto P & Co’
seja Yy < C  um caminho ligando P_ a P. A4 associagfo
Pb+j' m(x,y)dx parece fornecer uma fungfo de Co em €
mas,yna verdade, depende do caminhoe y. Se v, < Cy &
outro caminho ligando R) a P, um anélqgo ao teorema de
Cauchy pode ser provado para C, no sentido de que a in-
tegral fm(x,y)dx ao lcago do caminho fechado Y-y, ¢
igual a 2mi i ResQk g(x,y)(*l onde Qk percorye O COe=
junto dos polos de g(x,v) no interior de Y~Y,. Segue-

se daf gue f’ p(x,v)dx = j’ p(x,v)dx + const.
Y Y1

Convencionaremos que as integrais acima s8o cal-
culadag ao longo de um mesmo caminho. Desta forma, dada
uma fungfo raciomal 9(x,y¥) em C, estd perfeitamente

definida a integral ]'m(x,y)dx como fungdo de C_ em C.

* L g b d r '
( )A definigao de residuo de wuma fungao num ponto ¢ and-
loga & do caso em que C = C, usando-se os ramos de

c.



~163~

Tal integral chama-se integral abeliana, em homenagem a

Abel, quem primeiro sistematizou o estudo de integrais so
bre uma superficie de Riemann.

0 problema que se poe € o de estudar o comporta=-
mento de uma integral abeliana num ponto de C\CO. Em
qualquer caso, Vemos gue J'¢(x,y)dx admite, quando muito,
singularidades isoladas em C. Mais precisamente, fem~se
a

2

Proposigdo IV.2 - Seja C < €° wuma curva irredutivel

(nfo vertical) e seja o(x,vy) € C(x,y)
uma fungfo racional em C. Dado um ponto P = (a,b) € C
nfo singular, uma e uma s6 das seguintes situagﬁes-tam;;
lugars

(i) <fm(x,y)dx- estd bem-defirida e & analftica em P;

(i) [r@(x,y)dx admite um polo em Pj

(iii) frm(x,y)dx admite uma singularidade logaritmica
em P, isto €, considerada como fungfo de x,

[@(x,y)dx admite o desenvolvimento o log(x~a) +
&
+ z{; ak(x-a)k/r numa viginhanga de a, onde a # O
k=wm=-1

e v € o nimero de folhas de € em P,

Demonstrag¢fo: Temos vdrias possibilidades a considerar:

1, O ramo de C "em P admite uma 88 folha.
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Em outras palavras, usando a notag@o do §TIT.L,"
6%(P) =0 = en(P)-l, onde m: ¢+ Cda proje§ao esbrutu-
ral. Temos dois subcasos, conforme ¢(x,y) esteja ou
n¥o definida em P, Se ®(x,y) estiver bem definida em
P (isto &, se P nfo & polo de o(x,y)), entdo P € C

- e neste caso jd sabemos gue ‘f@(x,y)dx estd bem definida

e € analitica em P. Suponhamos que P ¢ um polo de
o(x,y). Seja x-a = t, v = n(t) um representante do -
nico ramo de C em P (por hipdtese, P. & nfo singu- b
lart}. Isto define wum homomorfismo injetor do anel @P
das fungSes racionais definidas em P no anel C{t} das
séries convergentes em O e tal homomorfismo estende-se
a uma inclusfo €(x,y) ¢ €C({t}) dos respectivos corpos
de fragSes. Ora, os elementos de c({t}) sZo séries de
Laurent convergentes num disco perfurade em a. Logo, rg

sulta

o d
m(x,y) = m? +...+-¥:£-+ ao + alt +tooey num tal disco.
t

Integrando termo a termo (vide §IV.1l), obtemos:

(CP(XsY)dx = [CP(t,n(t))d't = const. + I S +
a(I:ET =1

+ L= 1 .
(1=m) (x-a)m"1

toort O _q log t + alt +ees = conste.

+eaat &g log(x-a) + al(x—a) F oaee ®
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Segue-se que P & um polo de ordem m-1 de me(x,y)dx

se ResP P(x,v) = x_q = 0; se ResP p(x,v) £ 0, P &

uma singularidade logaritmica.

2. 0 ramo de C¢ em P admite = > 1 folhas.

Isto €&, 0&(P) = r~1 > O, Aqui, novamente, temos
'alguns subcasos. Em qualguer hipdtese, C admite uma pa
rametrizagio em P da forma x-a = t , v = n(t) (vide
§IT.2 e §II.3); Obtemos, ainda desta feita, um homomor-
fismo injetor de 6, em C{t},ltque se estende a uma in-
clusfo C(x,y) < €({t}). Temos trés casos, conforme
9(x,y) esteja definida em P, P seja polo de ¢ (x,v)
de ordem <r ou P seja polo de u(x,y) de ordem =r.
Obtemos que ©(x,y)dx € analitica em P nos dois pri-
meiros casos; no terceiro caso, f-m(x,y)dx admite um po~
lo em P se Resy p(x,y)dx = 0 e, uma singularidade lo-
garitmica, caso contrdrio. A andlise dos vdrios casos é
completamente andloga a primeira parte, modificando-se a-
penas a forma do desenvolvimento de ¢(x,y) {em termos
de (#-a)l/r agora, nio mais (x-a)).

C.Q.D.
Observagdo: A proposigfio acima permanece vdlida ainda se

P for um ponto singular de €. Para isto,

passamos a resolugdo local de P e procedemos conforme
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acima. Em particular, se os residuos de ¢(x,y) =80 (in

‘ o
dividualmente) nulos, a demonstragao acima pSe em eviden-

cia que -fm(x,y)dx & uma aplica¢do racional C -~ Pl de-

finida em todos e¢s pontos de €, onde C & um modelo

projetivo nfo singular de C.

Definigfo IV.3 - Uma integral abeliana fcp(x,y)dx sobre
uma curva CC £? & chamada de primeira:

espdcie se for analitica em todos os pontos do modelo no

singular de C. Se ffm(x,y)dx for analitica em todos os

pontos exceto um tvnico ponto, gue admite por polo, serd

chamada integral de segunda espécie, Finalmente, jm(z;yhx

€ de terceira espdcie se for analitica em todos os pontos

exceto em dois pontos distintos, que admite por singulari

dades logaritmicas.

Consideradas como fungBes do modelo nfo singular
5, a valores em C, ag integrais abelianas formam um eg.
pago vetorial sobre (. Para ter-se uma idéia da dimen- ~
s80 deste espago, daremos a seguir um resultado de repre-
sentagfo para integrais de primeira espdcie, devido essen’

cialmente 3 escola de Brill e Noether.

Proposigdo IV.4 ("dos adjuntos especiais") ~ Seja C C c?

uma curva irrvedutivel (nfo vertical, co-

‘mo sempre), seja P € C[X,Y] o polindémio irredutfvel cor-
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respondente e seja m o grau de F (*L Entlo:

(i) Toda integral de primeira espécie sobre C ¢ da

Q(fo)

forma dx, onde Q¢ C[X,Y] & um poli~

g_-lg-(x’Y)
noémio de grau sm-3.
(ii) Reciprocamente, suponhamos que o fecho projetive
de C admite apemas pontos miltiplos ordindrios
ou pontos de reviravolta ordindrios (vide §IT.3). Seja
Q € C[X,Y] de grau m-3 tal que todo ponto singuiér de

C de multiplicidade r seja ponto singular da curva

Qlx,v) .
3F dx

v(Q) c c® de multiplicidade =r-1. Entdo,
Sy(=v)e

¢ uma integral de primeira espdcie.

Demonstracfos (i) Passando ao fecho projetivo de C ' e e

fetuando uma mudanga de “¢oordenadas ho=-

mogéneas, podemos supor que
#(X,¥) = £7° + £, ()T sl £ (X),

com fi(X) € ¢[X] de grau =i. Seja ‘(Q(x,y)dx de pri-
meira espécie. Uma andlise semelhante & da demonstragio
da Proposigio IV.2 pJe em relevo que ¢(x,y) satisfaz as

a ~ L d
seguintes condigoes:

* LA
( )Pelo rau de um polinomio em X,Y enftenderemos sempre
’ P
A - - -
o grau do monomio de maior grau que comparece efetiva-

. - g -
mente no polinomio,
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(1) Numa vizinhanga de o (isto &, do ponto (1:0) € ph)
v(x,v) &, considerada como fungdo de x, da ordem

de l/x2 ao menos.

(2) seja P € C um polo de ¢(x,y). Entdo, como fun-
¢lo de x, o(x,y) & de ordem fraciondria <1 re-
lativamente a 1/(x~-a), onde wn(P) = a. Segue~se que P

¢ um ponto de ramificagio de C (isto &, Gﬁ(P) > 1).

Para todo inteiro positive k, consideremos a

funcgdo
P _o° aka-ul(a)k w(a,ul(a)) teoat um(a)k m(a,um(a)),

onde ul(a),...ium(a) sfoc as raizes dg.polinﬁmio Fla,Y).
Tal fungio estd certamente definida fOr;~dos polos de
¢(x,v). Na verdade, P, _, & uma fungdo racional em ¢C
uma vez que € simétrica nos ui's. Mais do que isso,

Py.o estd definida em Lodo ponto de C. Com efeito, pe-
la condig3o (2) acima, um termo ui(m)m(-,ui(-)) admite .
polo num ponto P € ¢ somente se P ¢ um ponto de rwami-
ficacgio de c e, neste caso, seu desenvolvimento numa vi'
zinhanga perfurads em n(P) = a +tem como parte principal

a3 Cnel

1 2
(x-a)®  (x-a)” (x-a) *

04
+ 2 toeaot

onde QH(P) = n-1. Segue-se que =z scma P admite um

k=2

= lad i 4 - -
desenvolvimento em que nao comparecem potencias inteiras
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de 1/(x-a). Como P, _, ¢ raciomal, P, _, estd necessz
riamente definida em a inclusive. Assim, Pk-2 & um
polindmio.

Por fim, numa vizinhenga de o, ui(-)m(-,ui(-))
€ (por (1)) da ordem de =2 guando muito. Consequente

mente, gr(Pk_z) < k-2 se kz2 e P, =0 se ksl

Por outro lado, temos F(a,Y)/(Y-ul(a)) =
-1 o iome?
= goYm + gl(a)Ym tosat gm_l(a), onde g, = fo,
: ' >
gy(a) = foul(a),+”fl(a)’ gy(a) = £u,(a)” + £,(a)u,(a) +
+ £,(a), etec. Se;a G, =g, G = Gl(X,Y) = £ .Y + flcQ,
2 .

G, = G,(X,¥) = £ Y

2 + fl(X)Y + fz(X), etc. Evidentemente,

Gy & de grau k em X,Y (x = 0,1,e00,m~1). TUm pequeno

cdlculo fornece a relagio

o (a, uy (a))- (F a, ¥ (ul(a)) = Po(a)Gm_3(a,ul(a)+.u+Pm_3@l§r

Y- Uy a

Mas, (@ i Y; )(u (a)) = i(a,ul(a)). Logo, pondc por de

finigdo

Q(x,Y) = PO(X)Bm_B(X,Y) + Pl(X)Bm_z(X,Y)+...+Pm_3(X)G0 ,

obtemos
Q(a, (a))
pla,uy(a)) = 55— »
S(a,uy(a))
o que dd uma determinagio de (x,y), como fungdo de x,

num entornoe de a. Procedendo analogamente para com

uz(a),...,um(a), obtemos finalmente
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Q(xﬂi

(xs ) =-
? 7 g_'g-(xﬂr)

, que € a relagdo procurada.

BEvidentemente, Q(X,Y) & de grau =m-3 em X,Y.

(ii) Seja Q € C[X,Y] satisfazendo as hipéteses do enun-
ciado, Temos vdries casos a considerar. Seja

(a,b) € C.

(1) (a,b) & um ponto simples de tangente vertical
§1T.3).

Neste caso, %%(a,b) # 0. Logo, _ﬂifill_. estd
definida em (a,b), do gue se segue que a integral
Jﬁ%&%&!ﬁfﬁl estd definida em (a,b). Por outro lado,

gﬁ(st)

temos

3F F
Sx(x.y)ax + %?(x,y)dy = O.

Consegquentemente,

Jpgész)dx - . J’Q(X.y)dy

53(=v) g—x(xﬂ’)
estd definida em (a,b).
(2) (a,b) & ordindrio com r tangentes distintas.
Podemos supor que (a,b) = (0,0), de maneira que

F(X,Y) = err(1,§) Feeot mem(1,§§,

onde fr(l,z) € C[Z] €& de grau r com r raizes distin
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tas. Segue~se que
or -1 (. X -1 Y
gT(X,Y) - Xr f;(l,i) R R X@ fﬁ(l,i’o

Ora, € admite r ramos distintos em (0,0) (vide

§11.3), dados por .

y‘(t) = Cjt Teooe » j=1’occ,r,

onde Cyyevs,C s3o0 distintos. Substituindo uma tal pa-=

rametrizagao acima, vemos que —%%(x,y) ¢ da ordem de

T . . A
x 1 como fungfio de x., Se a primeira forma homogenea

nfo nula em Q(X,Y) €& de grau =r-l, resulta que a(x,y)

sy &)
estd definida ao longo de um ramo arbitrdrio em (0,0)..

Passando ao modelo nfo singular C, vemos que —§%§i¥l—
37 (xs7)
estd definida em cada um dos pontos de C que sZo imagens

inversas de (0,0). Logo, %%&ELXlQE_ estd definida em
a_Y(le)

cada um desses mesmos pontos.

Observagio: A condigdo de que a primeira forma homogénea
(n%o nula) de Q(X,Y) tenha grau =r-1 ¢

também necessdria a fim de que ng,y)dx estgja defini-
§§(K,Y)
da em (a,b). Com efeito, se Q(x,y) = qk(x,y) Feee COM

aQ, homogeéneo de grau k < r-l1, tem-se que Q(x,y) & da

U s .
ordem de x (ao substituirmes um dos ramos acima), a me
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mos que qk(l,cl) T qk(l,cr) = 0, o que € também im-
possivel com k < »-1.

Ora, dizer que Q(X,Y) = qr_l(X,Y) fenes Signifi-
ca que (0,0) €& ponto de multiplicidade r~1 de V(Q)

(a0 menos).

(3) (a,b) €& ponto de reviravolta ordindrio.

Deixaremos este caso a titulo de exercicio para o

Jeitor.
C.Q'Dl

.

Vemos que a condigfo acima sobre os polindmios
a(X,¥) de grau m-3 & também necessdria (vide observa~
¢Xo em meio 4 demonstraglo anterior). Como conseqliéncia,
contar o mimero de intvegrais de primeirﬁjespécie sobre
uma curva € c €2 com singularidades ordindrias ¢ equiva

- = bad - I}
lente a contar o nimero de tais polinomios. Precisamentes:

Teorema IV,5 ~ Seja CC Cz uma curva irredutivel de gé-

nero g. Entdo a dimensdoc do C~espago vew~

torial das integrais de primeira espécie sobre C €& =2g.

Demonstrag¢do: Pelo teorema de Noether-Kronecker, C admi

te um modelo D C Pz com singularidades ox
dindrias., Os géneros de ¢ e D coincidem. Sabemos,

por uwm lado, que o género de D €& igual a %(m-l)(m-z) -
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- %JPED rP(rP-l), onde 1, ¢ a multiplicidade de P € D
(vide final do Cap.TII). Por outro lado, os polindmios
Q(XO,XI,XE) homogéneos de grau m~3 formam um C-espago
vetorial de dimensZo % (m-1)(m-2), como se calcula dirg
tamente. A condic¢fo de que um tal polindmio passe por um
ponto P € D com multiplicidade zrpnl traduz~-se por

% rP(rP-I) condigBes lineares (vide resolugfo de singula
ridades, Cap. ITT}. Logo, pelo tecrema anterior, a dimepn
s8o do C-ecspago das integrais de primeira espdcie &

1
= % (mn-1) (m-2) - E.PED rP(rP-l).
C.Q.D.

Observagﬁo: Pode-se mostrar que, na verdade, o género de
¢ € exatamente a dimensZo do C-espago das in
tegrais abelianas de primeira espéeie. Para mostrar que
2 ry = - Y e .
g+l integrais de primeira espécile sao sempre linearmente
dependentes sobre (, Dpode-se usar o m€todo cldssico de
produzir 2g "cortes" convenientes na superficie de
Riemann associada a € e considerar periodos convenien-
tes das g+l dintegrais no complementar dos cortes. Ou=-
tro método, devide a Picard, consiste em fabricar giste=
. . 2 .
mes lineares convenientes em P~., Finalmente, a demons-
tragio mais rdpida € através do célebre teorema de

Riemann-Roch, do qual se deduz que g & a dimensZo do

€ ~espago vetorial dag diferemnciais racionais de primeira
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espécie (a definigfo destas dltimas € andloga 3 das inte-

grais de primeira espdcie).

Finalmente, salientemcs gue os polindmios Q{X,Y)
de gran m=3 +tais que ng,y)dx ¢ de primeira espdcie
ﬁ(st)

s3o0 chamados adjuntos de C de grau m~3 (ou adjuntos

especiais de C).

Exemplos: (1) NiZo existem integrais de primeira espdcie

sobre a esfera de Riemann.

Com efeito, sabemos que a esfera de Riemann & a-

naliticamente isomorfa & reta projetiva Pl. Esta, por

2

sua vez, € (algebricamente) isomorfa a uma reta em P~,

que é de grau 1. O resultado €&, entdo, conseqﬁéncia do
teorema dos adjuntos especiais.

Analogamente, uma conica irredutivel em P° nfo
admite integrais de primeira espdcie. Mais geralmente,
isto € vdlido para qualquer curva de género O, COmMO cON=
seqliéncia da obsorvaglo acima ou, mais diretamente, mos-
trando~se que uma tal curva € racional, isto €, bira-

. . 1
cionalmente isomorfa a [P,

(2) Existe apenas uma (a menos de congtantes)} integral de
primeira espdcie sobre uma cdbica T c Pg sem singu-
laridades.

Com efeito, os adjuntos especiais de ¢ s&o os
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polinamios constantes! Pode-se mostrar que toda curva de
género 1 € biracionalmente isomorfa a uma cibica nfo sin~
gular em Pz. Logo, uma tal curve admite apenas uma integ
gral de primeira espdcie.

Atengfo, contudo! Uma cibica §c P*® com um POnLa
to singular P n¥o admite integrais de primeira espécie.
Com efeito, caso contrdrio um adjunto especial terla de
passar no pontoe P, o0 que § impossivel pois os adjuntos
especiais sobre uma cubica s@a as constantes. Na verda-
de, uma ctbica irredutivel admitindo um poentoe singular

tem género O.

(3) Seja k€ C. tal que %k # 0, #1. BEntdo, a curva OC
de equagio 2 . (1-X2)(1—k2X2) admite uma Unica ine

tegral de primeira espécie. (a mepos de fatores constantes)

Com efeito, mostraremos que C admite um tnico
pon%o singular que € um ponto de reviravolia nfio ordind-
rio (“higher cusp"). Para isso, consideremos o fecho prg
jetivo Y272 - (22x2)(ZP*x¥®) de ¢, Um cdlculo fdeil
mostra que o unico ponto singular & o ponto (0:1:0) na
reta =z = O. Numa vizinhanga de (0:1:0), a equagdo
afim de C & 2% - (Zz—Xz)(Zz-kzxz), gue n2o tem termo
em X2, Logo, (0:1:0) ¢& um ponto de reviravolta nfo

ordindrio (vide §IT.3). A resolugfo deste ponto consis-
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te em duas etapas, na primeira das guais ele € substitui-
do por um pontce duplo ordindrio P. O teorema dos adjun-
tos especiais pode ser adaptado a este caso, desde que
convenientemente interpretado: um adjunto especial de C
deve passar nfo sé por P (com multiplicidade 1), mas
também pelo ponto P '"na vizinhanga de 12 ordem de C".
Ora, tais adjuntos especiais s8o, em outras palavras, as
retas que passam pelo ponto P e cujas fransformadas pré
prias (na 12 etapa) passam por P. O ?épago das formas
homogéneas correspondentes tem dimensié?%(h-l)(h-2)-(1+1)=
= 1 exatamente, logo C admite uma ﬁﬁica integral de
primeira espécia.

N&#o podemos aplicar diretamente ¢ teorema dos ad-

jmtos a €, para concluir gque € admite uwma integral

ax + By + ¥ a
¥ *e
dx . e e .
5 € de primeira espe-

de primeira espdcie da forma Contudo,
pode-se mostrar diretamente que

cie sobre C.

Exercicios Determine os pontos de ramificaglo da curva C

de equacgdo Y* - (l-Xz)(l-kaxz), onde k#0, %1,

Mostre que J’%f € de primeira espdcie sobre C.

Bxercicio: Mostre que a curva C de equagio
v? - (1~-x%)(1-x*%%), % £ 0, 1, & biracional

mente isomorfa a uma cdbica. Deduza gque C +tem gﬁnero 1.
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(SugestB®os use a aplicagfio racional (1/(x-1), Y/(X-l)z)).

xdx .

| J(1-x7) (1-6%%)
nzo exprimivel por meio das fungBes transcendentes elemen

Exercicios Decida se a integral £ ou

$ares.

Para terminar este pardgrafo, mencionaremos o e~
sultado fundamental sobre a sgtrutura das integrais abe-

lianas.

Teorema IV.6 - Seija C d}cz uma’ curva irredutivel. Toda
5 , :
iﬁ?egra

‘aﬁeliana£90bre C ¢ uma combina=-

£l

¢Zo C-linear (finita) de integrais de primeira, de segun=

da e de terceira espdcie.

NSo demonstraremos este teorema, mas forneceremos

uma receita para a demonstrag@o. A saber:

(1) No modelo nfo singular g, seja £c € o conjunto
das singularidades logaritmicas da integral
f‘w(x,y,)dx em questio. Seja Ry, = Resp p(x,y), PE€E £.
Se ja P0 € E\S. Mostra-se que existe uma integral de tegx
ceira espdcie I(P,Po) sobre C com singularidades em

P e P com expansoes, respectivamente, da forma

07
log x + O + alt Feas © wmlog x + Bo + ByX teer o Além
disso, a integral de terceira espécie mais geral nestas

condigBes & da forma I(P,Po) + integral de 12 espdcie.

o
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{2) A integral J,m(x,y)dx - % RP-I(P,P } nfo tem sine
PeS °
gularidades logaritmicas em £ U fPO} (de vez due

I Rp = 0) e, portanto, quande muito polos em 8, com
Pcl
expansoes da fTorma

c io) © 1
o Feest ” + G 4 CgX dees

X

Seja ® o conjunto de tais polos,.

(3) Para cada P € ¥ o para todo = = 0, mostra-se que
existe uma integral de segunda espdcie com expanso

da forma

r!

Jr(P) = xr+1

+do+dlx taas

e a mais geral & da forma Jr(P) + integral de primeira

sspdecie.

(4) A integral

[Cp(x,‘y)dx - I RP'I(P!PO) -
Pl
Cor
- s ey P et J (P
ng((r-l)! 21 (P) 4eet oy T,(2))
¢ certamente de primeira espdoie, o gque termina a demons-

tragfo.

e

3 ,{\' Ty
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IV.3. Funcles Elfticas e o problema da inversio em

~
genero 1.

Seja f: € + € uma fungdo meromorfa. Nos casos
mais simples, f €& racional: evidentemente, uma tal fun-
¢Zo nfo admite periodos #£O. Em seguida, temos o caso em
que f & simplesmente periddica, isto &, existe um com-
plexo w # O +tal que f£(z+w) = £(2) para todo z € C
onde f estiver definida. E o caso, por exemplo, das
transcendentes elementares sen z, CoO8 z,'ez, log =z.

Consideremos sen z mais de perto. Trata-gse de
uma fung¥o inteira (isto &, holomorfa em todo C) admi-
tindo por periodos exatamente os miltiplos inteiros de 2r.
Se tentarmos inverter w = sen =z (*) encontraremos uma ‘
fungfo multivalente =z = z(w). Precisamente, acharemos
z = -i log(iw & Jl-wz) usando a expressao

sen z = (e?? - e”1%), ora, -i log(iw Ji-w2) & a in

21
1
tegral (indefinida) de —=== . Logo,

: o L=w
w

dw

z = ——
0 l=w

Podemos, revertendo ¢ processo, a partir da integral mul-

(*)

Dentro de uma faixa de periodos, evidentemente.
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dw
Jluﬁz

vel complexa w), criar a fungEQ univalente e holomorfa

W
tivalente { {(multivalente como fungfo da varid-

w = sen z, que € simplesmente periddica (isto &, todos

os perfodos sfo miltiplos inteiros de um mesmo periodo).

- rd . ~ 2 YZ
Se considerarmes ¢ circulo de equagao X + - 1, vere
mos que a integral acima expressa exatamente o comprimen-

to de arco em fungdo de x (ou w, na notagfio acima),

dai o nome de fungfo circular adquirido pela fung¢do sen z.

Com um pouceo mais de entusiasmo, poderemos até cal

cular diretamente a integral acima. Para isto, usamos a
2%

parametrizagio racional do circulo dada por x = -.37_2?,
2 +t
v = 3:327, gque pode ser obtida facilmente considerando-se
1+t

as intersegdes do circulo com o feixe de retas Y-1 = tX

passando pelo ponto (0,1) (vide figura abaixo).

2 2
Ora, --—-dx——z [d—_;_-c* = [l+t2 (- 2(1-2 %)d‘t = =2 dtz =
Tex? 1=t (14t7) 1+t
= =2 arc tg t. Por outro lado, t = YZr, Substituindo,

vem finalmente

Jl—xz-l

= =2 arc tg X ’

[
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expressa em termos da inversa de uma fungfdo transcendente
elementar. Recuperamos, assim a fungfo arc sen.
Consideremos a elipse xz/a2 + y2/b2 =1 ou
x> 4 a?yz - a°b?, Vimos (§TV.1) que Fagnano tentou cal
cular o comprimento de arco da elipse, encontrando sérias
dificuldades. Na wverdade, apesar da elipse também admi-
tir parametri#agao racional, a substituigdo de tal para-
metrizagiio em /1 + (%%Jz nfo conduz a uma fungfo racio=-
nal, O© prqblema ¢ que, ao contrdrio do circulo, agui

2
J1 o+ (%%J n3o0 € mais fungfo racional de x e ¥y =

2
=a/b2(1—(§) ) e simde x e ,;/(az-xz)(az—kzx2 . Asggim,

na verdade, somos levados a uma curva de equagdo Y* = g(x)
onde g{x) & de grau 4 com raizes distintas (a nfo ser
quando a elipse degenera num efrculo). Uma tal curva ﬁgo

admite parametrizagio racional, do que se segue gque a in=
dx

J (1-x2) (1-x2x?) ,

¢ nfo elemen

X
tegral de Fagnano-Euler 'J
tar.

0 que fawmer, em seguida? Tem-se dois caminhos.

Um deles consiste em definir, diretamente, uma no
va fungfo (necessariamente multivalente) por meio da intg'
gral acima, digamos, u = u(x), e tentar mostrar que ela
admite uma inversa =x = x{u). Como a integral nio € ele=
mentar, seria tolice esperar gue x = x(u) fosse uma fun

¢fo transcendente elementar. Segue-se disso que n&o pode
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mos considerar fungBes gimplesmente periddicas como s
rios candidatos ao posto de x = x(u); com efeito, um re
sultado cldssico mostra que as fungBes f£(u) meromorfas
em C, simplesmente periddicas de perfodo fundamental w,

tais que « € singularidade egsencial e tais que a equa-~

¢fo f(u) = X, tem sempre um mimero finito de solugdes,
‘ and i
s%0 elementos do corpo C(e @ ) das fungSes racionais
2ri
n~ W °
na fungac e .

Assim, devemos buscar candidatos para x = x(u)
entre as fungEes meromorfas “duplamenté" periddicas em C.

Precisamente:

Definigdo IV.7 = Uma fungfo meromorfa f em C & dita

duplamente periddica se admitir periodos

Wy, € €, ambos #£0, tais que wl/iﬂ2 ¢ nfo real. Nes=
te caso, 08 periodogs de T s80 precisamente os elementos
do grupo abeliano livre (dito discreto) Q = Zwl + W, e

Uma fungfo elitica € uma fungdo meromorfa duplamente pe-

riddica em C.

0 problema de determinaxr a inversa x = x(u), en
tre as vdrias fungBes elfticas, € conhecido como o problg

ma da inversfo (de Jacobi). Observemos gque, uma vez re=-

solvido este problema, resulta f4cil determinar y como

- a~ . } A dx . du I
fungao de uj; com efeito, de u = J'_§7 tiramos ax = 7!
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O outro caminho consiste em estudar, sistematica~
mente, certas fungdes eliticas, através das propriedades
deo subgrupo discreto de periodos. Nesta direg&o, existem
dezenas de textos cldssicos, contendoe tabelas quase inine

teligiveis para o leitor pouco iniciado.

Como ndggéiintento € uma introdugdo ao assunto,
optaremos por uﬁéequilibrio modesto entre os dois caminhos.
Precisamente, apﬁgsentaremps resultados sobre a fungdo P
de Weierstrass, ﬁéstrando que elas servem para inverter,

dx 55— s+ mas outra integral
(1-k b 4

"e1ftica" igualmente importante. No final da segfio, enun

ndo mais a integral ‘[ 5
‘- (1-x7)

ciaremos o problgma da inversdo em termos modermnos.

Se jam, entdo, wysw, € C tais que wfw, § R e
seja Q = W, + Zwy. O conjunto E, das fungdes eliti-
cas com periodos em ()} forxmam, evidentemente, um subcor-
po do corpo de todas as fungSes meromorfas em C. O quo-
ciente €/ tem uma estrutura canlbnica de variedade ana-
1ftica compacta (topologicamente, um toro) tal que a a-
plicagfo quociente € =+ €/0 & uma aplicagfo analitica.
As fungles elfticas sfo, entdo, as funcbes meromorfas so-

bre C/Q. Em particular, as unicas fungSes elfticas holg

morfas em € s&o as constantes (teorema de Liouville),
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Comegaremos pondo em relevo uma fungfo fundamental.

. — r'd .
lema IV.8 « Seja wm,n = MY, o+ Mg A série

Q 1 12 } € uniformemente
(mym)£(0,0) **m, ) Uit,n

convergente em todo compacto disjunto de Q.

Demonstragio: Mogtremos, primeiramente, que a série numé-
1
o, ol°
(m,n)#(0,0) = M7

Para isto, observemos que o mimero de pontos mm n Bo in
s =

rica ¢ convergente,

terior de um disco D{r) de centro O e raio T = 0 §
< c.r2, onde ¢ € R depende somente de wy e Wy Se ja
¢(r) a corca r° < l|z| = (1+r)2. Numa tal coroa, o nd=

mero de pontos w_ g sc'(r+l)h, logo
, ;

W 3
(m,n;0,0) l/l m’nl

(soma parcial), do gue segue-se a convergéncia.

c o (r+1)*/rl = (o/2?) (1+(1/r))*

Passando & série original, temos:

1 1 2 2
)

oz | = Uellsm2ey o)/ ey ) 9f Ll 7
m,n m,n
ra um ponte wm,n tal gue |wm,n| = Ar, tem~se:

|z - 2wm,n| < |z| + 2]wm’n[ < v+ 2|wm’n|

1
FRTN (S T I P (RS PR - N P

desde que |z| £ ». Resulta, entfo,
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1 1 3
m - w2 = 6r/|wm’n| [} IZI = T
Myl m,n

Logo, a série dada ¢ uniformemente convergente em todo
compacto disjunto de Q.

Segue~se, de um teorema conhecido, que a sdrie

_]_'__.'. ( 1 _ 1)
2 2 2
z (m,n)#(0,0) (Z4ﬂm,n) Um,n
define uma fungfo $(z) holomorfa em C\(} e que a deri=-
vada P1(z) €& obtida "derivando termo a temo", Mais

aindas

Lema IV.9 - B(z) e Pt(z) sHo fungles eliticas com perip

‘dos em i, 0Os pontos de  s2o polos duplos

de P(z) e polos triplos de Pt(z).

Demonstracios Fixando um par (mo,no) € ZXZ, +vemos que

1

p(z) =

( 7 + n(z),
Z =)
m,n
onde h(z) €& holomorfa numa vizinhanga de W . Isto
Mgsfly
mostra que ¢ um polo duplo de P (z). Assim,
mg,n,

B(z) & meromorfa em €. Por outro lado, pela observagfo'

acima,
1 1
$i(z)=—2 E = =2 2 —3——13'(Z+UJ ).
m,n (z-wm’n)3 m,n (Z*ﬂm_l'n) .
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Analogamente, $'(z+w2) = B1(z). E claroc que cada Wnn
¢ um polo triplo de $t(z). Assim, P'(z) ¢ uma fungdo
elftica. TFinalmente, P(z) também tem perfodos em Q.
Com efeito, como Pt{z) +tem perfodos em Q, wesulta

$(zﬁﬂl) -3(z) =c € ¢ (constante). Por ouitro lado,

$(z) €& uma fungfo par., Logo, ¢ = ﬁ(wl/E) +p(~w,/2)=0,
C.eQdD,

Observemos que B(z) & uma fung56”£ranscendente,
isto ¢, nfo satisfaz nenhume equagfo algébrica a coefi-
cientes complexos (por gue?). Assim, C(p) tem grau de
transcendéneia 1 sobre €. Como B & par, toda fungao
pertencente a C(P) E € uma func¢io elftica par. A
reciproca deste fato € vdlida. Com efeito, seja g ¢ By
uma fung@o elftica par. Como funglo mefomoffa em C/0
(compacto), g .admite apenas um mimero finits de rolos
£ 0; sejam estes Bipeses8 , COM respectivas multipli-
cidades e;5...,6 4 Consideremos a fgngao elitica .
gy € By definida por g () = g(z) jj; (P (=)~ pla,)) i
Evidentemente, g; € par e O & o uvnico polo de 8;.
Seje 2g a multiplicidade de O como polo de 8y Tem=se

1 2)

$(z) =—5 + ho(z

_ _2qg 2 2
gl(z) = cq/z- Fowot cl/z + go(Z )
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numa vizinhan¢a de 0, com ho e g, helomorfas em tal
vizinhanga (inclusive em 0). A fungfo .gl(z)-cq('p (z))¢
€ elitica, par e admite O como unico polo. A ordem deg
te polo € = 2(g-1) certamente. Por indugfo sobre g,

vemos que gl(z) - cq(fp (z))q‘ ¢ uma fun¢fo pertencente a

C{pl. Logo, g, € [P, do que se segue g ¢ ¢ (p Y.

- + 4+ ’
Come conseqliencia, temos o seguinte resultado fun

damental.

Teorema IV.1l0 ~ O corpo das fungdes e¢liticas com perfodos
em () & gerado por P e P! sobre C,
isto &, EQ =C(D, BPt). Além disso, a extensfo EQIC(']'})

¢ algdbrica de grau 2.

Demonstragio: Primeiramente, toda g € By satisfaz um po

linomio de grau 2 sobre C(',p). Com efeito,
g(z) + g(-z) e g(z)g(-z) s8o0 eliticas e pares, e g(=z)

€ raiz do polindmio
Y2~ (g(z) + a(~2))Y + g(2)g(-z) € c(p)Y].

Em particular, o grau da extensSo C(P)(P*)|C(P) & 2 uma
vez que B!, sendo fmpar (derivada de uma fung¢o par),
nf¥o pertence a C(p). Seja h € E,. Entdo, o grau de
cCP)(Mr,n) [ c(p) € =<k, Seja g€ E, um elemento pri-
mitivo desta extensfo. Entdo, C(p)(p',h) =c(p)(g). Lo
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go, o grau de C(p){p',h) sobre C(p) & 2; em outras

palavras, h € C(p, Pp!).
C.Q.D.

Vemos, assim, que o corpo E, das fungles eliti=-
cas com perfodos em (O & isomorfo a um corpo de fungles
3
ARICTATR O
xI)T? -
(% 8 %%

[}

algébricas. Precisamente, seja $'(z)2

M

c(p(z)). Consideremos o polindmio F

E aiXi ¢ ¢[X,Y] e o anel de coordenadas C{x,y] =

1

c(x,Y]/(F) associado. Entdo E, & isomorfo a Clx,v)s

como extensdes de C, atravds do homomorfismo tal que

x «» B(z), ¥ -—=B1(z). Poder-se-ia orer que os polindmios

Zp Xj e X a.Xi dependen de (. Isto € verdade atd
3 3 i 1 .

certo ponto; mostraremos, contudo, que pode-se tomar

z ajxj =1 e § aiXi de grau 3. Mais precisamente:

Toorema IV.1ll - Para todo z ¢ 1 tem-se $'(z)2 = 4$(z)3-

- 20a, P(z) - 28a),, onde a, =

=3 1/wf;'n, ay =5 J./wg’n.
(myn 0,0) (m,n 0,0)

Além disso, a aplicagdo z+ (p(z),p'(2z)) induz uma bi-
jegilo entre €/0 e o fecho projetivo da curva algébrica

de equagio Y - ux? +'20a2X + 28ay .

Demonstragdo: Como P(z) €& par e P(z) --iz § holomorfa
z
e se anula na orlgem, resulta que o desen-
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*

volvimento de Laurent de $(z) em 0 & da forma

1 4 4

|B(Z) ='_2+ azz +a’+Z + see o

Logo, (p!* (z)) _TT —E—a l6a4 +ess {(derivagio termo
a termo).

3 _1 “82
Como  (p(z))” = =g+ -5+ 33, +..., resulta que
Z Z

q}l(z)2 - l[_ $(Z)3 = 20“3%0" 283‘4 + 22(100)0
z

Consequentemente, a fungio g(z) = $'(z)2 - I $(z)3 +

+ 20a, p(z) + 28a), & holomorfa e se anula em O. Ora,
evidentemente g € EQ. Segue-se que g & elftica e holg
morfa em todo €. Logo, g & constante., Mas, g(O) =
portanto, g ¢€ a fungdoc nula., Isto &, $'2 - i $3

+ 20a,p + 28a; = O.

Para calcular os coeficientes a e ay, deriva

a—— 2

mos a série P(=z) -t - ( 1 " )
2 (m,n)#£(0,0) (Z-wm,n)2 wi,n

termo a termo sucessivamente.

Estabelegamos a \ltima parte do toerema. Primei-
ramente, consideradas como fungoes meromorfas ém C/b, B
e P' admitem um dnico polo - a classe 0 de 0 (modq) -
de ordem 2 e 3, respectivamente, Entfo, ($,$') definem
uma aplicac®o de (C/0N\{0} em c? cuja imagem estd con

tida na curva de equagdio T = * oo s 20a, + 28a, (ve,
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la primeira parte do teorema).

Inversamente, seja (a!b) ¢ ¢® tal que F(a,b)=0.
Evidentemente, $(z)-a € Eb. Logo, o nmimero de zeros e o
nimero de polos ({incluindo multiplicidades) de B{(z)-a
coincidem: isto segue~se facilmente do teorema dos resi-
duos, por consideragaq de um paralelogramo de periodos
conveniente e da integral jf%%égggz— ao 16ngo do perime
tro do paralelogramo (vide, pdr exemplo,?L,'Ahlfors,
"complex Analysis", Ch. 7). Como $(z);5: tem um polo du
' plo (a menos de perfodos), segue~se que a equagdo 3{z)=a
tem duas solugles 51,52 em C/0 (nfo necessariamente
distiﬁtas)(' Como P & par, E; = :EI. Temos, entdo,
dois c#sos conforme 2z, g0 ou 2z, € Q. Se 2z, g0,
entdo Z_l # —_z_;.. Ora, da equagdo b2 = ha’ . 20a, - 28a,
e desta mesma equaggo com P e $', tiramos b = = $f(z).
Gomo $! & impar, vemos que existe um s Z € C/Q tal
que (a,b) = (p(=),p1(2)).

Se 2z, € 0, tem-se Z; = -z logo Pf(zy) =
= $'(-zl) = -$'(zl), isto g, $’(zl) = 0., Segue=se que
b=0 e gue, portanto, a - & uma raiz do polindmio
4x3 . 20a,X - 28&#' Vemos gque El € a classe de um dos
trés complexos wl/2, w2/2, (wl+w2)/2) e que essas classes
sfo distintas. Em particular, wl/z, wz/é, (wl+w2)/2 s80 as

raizes distintas de 4X° - 20a,X - 28a,.
Assim, estabelecemos uma .bijegHo entre (C/Q)\{0}
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e a curva afim de equagfo v* - x4 20a,% + 28a),. O feg
cho projetivo GC{(Q) +tem equagdo YW - 4% 4 20a2XW2 +
+ 28aaW3, logo admite apenas o ponto {0:1:0) mno infini
to. A tUnica maneira de estender a bijegfo acima a c/a,

de maneira que o diagrama de aplicagles

c/o — G(a)

N’) n

seja ciclico (onde m ¢ a projeglo estrutural e

B: C/0 = Pt estende p:(C/QN[{C} -+ el por meio de
B(3) = (1:0)) ¢ deeretar que a imagem de 6?hseja (0:1:0).
Desta forma, obtemos a bijegao procurada entre C/h e

c@).
C.Q.D,

Observagfos A fungfo p(z) & chamada a fungfo elitica de

Weierstrass (relativamente a ). Se munir-
mos C€/Q da estrutura de variedade analitica compacta pg
la aplicag@o quociente e se counsiderarmos 5(9) com a es,
srutura canonica de variedade analfitica compacta (teorema
da fungfo implicita), teremos que a bijegfio C/Q - ()
acima construida € um isomorfismo analitico. Por abuso
de expressio, dizemos que C/0 tem estrutura de curva

algébrica.
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A curva E(Q) acima € chamada elitica (relativa-
mente a Q), ¥ fdcil ver que 0(Q) nfo tem pontos sinw
gulares e, como € umza cudbica, tem género 1., Reciprocamen
te, dada uma cuxrva Cc P2 nfo singular de grau n e de
género 1, vemos, pela fdérmula %—(n-l)(n~2) =1, que
n = 3. Na verdade, por uma mudanga de coordenadas (homo-

géneas), ¢ tem equagio W - 4% 4 20b2xw2

3
+ 28b4W
para alguns b2’bh € C. Como superffcie topoldgica, C €&
duplamente conexa, isto €, fazem-se necesadrios. dois
ncortes" (caminhos fechados) para tornd-la simplesmente

conexa (figura abaixo). Se jam Cl’ 02 taig caminhos.

dax : -
Se jam wl = ‘f ¥ w, = i? « Pode-se, entao, mos-
C1 C2

trar que wy; e Wy 880 linearmente independentes sobre

R e geram, portanto, um subgrupo discreto maximal Q C (.

Por outro lado, se fixarmos um ponto P _ = (xo,yo) € C e
tomarmos caminhos ¥,,¥, ligando P a um ponto arbitrd
rio (x,y) € 5, poderemos mostrar que ff. %?—- %;—E
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(=,v)
€ 0. Consequentemente, a integral f %;— naoc ¢ uma
fungdo bem definida a valores em €, mas bem define uma
aplicagio ®: C =+ €/ que & analitica. Na verdade, tal
aplicagfo ¢ localmente uma imersZo, Para mostrar que €
um isomorfismo analitico sobre uma subvariedade (fechada)

de €/Q, basta salientar que C €& compacta e provar que

a aplicag@o & injetora., Owa, suponhamos que 9{(x,v)) =

= @((xl,yl)). Por definig®o, segue-se que f’ %?——[’ %?G
e Y Y1
€Q, onde Y e Y, s80 caminlos diferencidveils de
(xo,yo) a (x,y) ea (xl,yl)J respectivamente. Pode=
mos deformar Y-Yl num arco diferenciével 8 ligando
dx dx
(xl,yl) a (x,v), de modo que 3 = [‘ 5
& Y‘Yl
dx dx . .
= { 5 - f’ 5 (flgusé abaixo).
Y vy ! _
(X’Y) (xl’yl)
(xo lyo)

Segue~se que f’%g € 0., O ponto delicado, agora, &€ mMos=

trar que a existencia de um caminho diferencidvel ligando
dois pontos, tal que a integral de primeira espdcie € nu-
la ao longo deste caminho (a2 menos de soma de integrais

f%% ao longo de miltiplos inteiros dos cortes fundamen-
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tais Cl’ 02), implica na coincidéncia destes dois pon-
tos. Bste resultado € uma reformulagio do teorema de
Abel, cuja demonstragio nio cabe no presente contexto (vi

de, por exemplo, G, Bliss, "Algebraic Functions", Ch,VI).

Assim, ¢ & um isomorfismo analitico de C so-
bre uma subvariedade de C€/). Por um argumento de dimen-
sZo, ® & um isomorfismo sobre (/1. Seja pic/0 » C[Q)

o isomorfismo analitico obtido no Teorema IV.1ll. Compone

do, obtemos um isomorfismo analitico w?mé‘a +6().

A fortiori, Ye® € um isomorfismo racioﬁal (este € um
principic geral que se aplica ds curvas algdbricas proje-
tivas n¥o singulares). Na verdade, podemos ver quel b, =
=a, e b, =a (onde a, e a) ~sdo os coeficientes
da equagio de C(0)) e que {-¢ & a aplicagdo identidade!

Cong¢luindo, temes o

Teorema IV.1l2 - Toda curva CC P2 n&o singular, de géng

ro 1, € uma curva elitica (para algum sub

grupo discreto < C).

Observagfo: I um exercicic interessante determinar a rela
¢Xo entre dois subgrupos discretos (maximais)
Ql e Qz a fim de gque as curvas eliticas associadas

E(Ql) e 6(02) se jam isomorfas (vide, por exemplo,

R. Gunning, "Lectures on Riemamn Surfaces" §1, Princeton
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Math. Notes ou, altermativamente, L. Ahlfors, "Complex

Analysis™", Ch. 7).

Para concluir, queremos tornar cristalino gque o
Teorema IV.12 resolve, em particular, o problema da inver
[y ) 3
s#%o de Jacobi no caso de genero 1. Mais precisamente, a

Solugﬁo afirmativa deste problema, isto €, a invertibili-

- ’Y) dx s :
dade da fungaq (X,Y)F* s € equivalente ao fa-

to de que a apllcagao p: C » Cﬂ} ¢ um isomorfismo analf

tico. Com efeitb, temos -

(xs.Y) -4
dx _ dz -
f 2 [ T

onde f(z) = bz - 20a,z - 28a, tbem todas as raizes dis-
tintas. Inverter significa, entfo, exibir =z como fungdo
da integral. .Isto é obtido pela fungfo P de Weierstrass.
pssando a C/0, isto significa que ($,P!) €& a inversa

da aplicagdo w©.

Originalmente, o problema da inversfio (género 1)
foi resolvido por Jacobi em meados de 1820, mas numa for-
ma um pouco diferente., Jacobi, bem comc seus contempora-
neos e sucessores (até Weierstrass), concentraram~se na

integral elitica

(forma normal de Legendre)
f J(1-27) (1-x72%)
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‘ou em alguma de suas formas equivalentes. Por analogia

4+ ~ o [ d .
com a invers&o mno caso do circulo, onde a fungao inversa

. . ) e

€ sen z, Jacobi designou por sn z a fungao que efe-
tua a inversSo no caso elftico. Assim como a fungdo
de Weierstrass, a fungSo sn z de Jacobi & uma funglo
elitica relativamente a um subgrupo discreto (Q < C con-
veniente. Como toda fungdo meromorfa em (, sn z pode
ser expressa como quociente de fung®es holdmorfas. Um
dos pesultados cldssicos (também obtido por Jacobi) ¢ que
numerador e denominador podem ser exXpressos como séries

" do tipo %

2mi
kTZ

o
n e
. Ak .
-CD
Tais séries, ou séries andlogas, s3o em esséncia

as séries @ (teta) e as fungSes holomorfas assim defini-

das, asgfungBes @. A teoria dessas fungSes, numa.forma
mais sofisticada, € objeto de trabalhos recentes e scgue
gendo tdpico efervescente em Geometria Algdbrica. O lei-
tor interessado em prosseguir nesta linha de estudos podeg

rd consultar a bibliografia ao fim deste trabalho.

Uma palavra sobre o problema da inversdic de Jacobi

(*)Na verdade, esata notagfio fol posteriormente introduzi-
da por Gudermann, Jacobi usou a notagdo sin am z
(vide C.G.J. Jacobi, Gesammelte Werke, "Demonstratio
theorematis ad theoriam functionum ellipticarum
apectantis, p. 37-48).
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-~ ) 0] s -
no caso de género g = 2. Aqui nfo existe uma unica intg

gral de primeira espdcie, mas sim g tais integrais
=TT (1 = is g) linearmente independentos so-
'g?(x,Y)

bre C, onde F & a equagfio afim da curva em questdo

(vide Teorema IV.5 e a observagdo que se lhe segue).

A superficie de Riemann associada C tem g asas (topo-

logicamente), logo sd@lo necessdrioz R2g caminhos fechados

para tornd-~la simplesmente conexa, Cl""'czg‘ Se ja
jS(st)dx ‘ .

wj = | =55, (1 = J= Zg). (os modulos de perdiodi~-
ﬁ(XQY) '

J
cidade da superficie C)., Exatamente como no caso de

e =1, uJ]_,...,mag geram um subgrupo discreto maximal 2
de C® = € X.ouX C (g vezes). 0 grupo guociente Cth
tam uma. estrutura naturallde variedade agaliyica,compacta

de dimens3o g (chamada toro complexo de dimensdo g).

Ainda como no caso de g = 1, aqul também o vetor cuja

, Qi (x,y)ax
i-€sima componente ¢ —p—— determina (uma vez fi-
_?(XQY)

xado um mesno ponto inicial para todos os caminhos de in-
tegracgio) uma aplicagfo @: ¢+ c8M que € analftica.
Seria tolice esperar que ¢ fosse um isomorfismo analiti
co sobfe Cg/Q uma vez que ¢ tem dimengao 1 enquanto

que €&/0 tem dimensfio g = 2.
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A esta altura (se bem que numa linguagem menos
sofisticada) entra Jacobi no cendrio: a aplicag@o nio
tem seguer chance de ser sobrejetora para g = 2., Em ou-~
tras palavras, E & "para'" demais a fim de que um vetor
arbitrdrio de €& se ja um vetor de integrais, todas com
o mesmo limite superior de integragfo, Porque nfo consi-
derar mais de um limite superior simultaneamente? A per-

gunta era, entSo, como fazé~lo?

Jacobli comegou a escrever equagdes tais como

E2m) (o R o
—5"‘""'-""_' +ouet —r‘—“‘""_: n i<
g’%(x!'ﬁi") _-I;-(x’Y) a ®

|

as guais esperava resolver simultaneamente nos (El,ﬂl),.",
(gg,ng) como fungles de Ujseee i . Pode-se imaginar o
atrevimenio desta conjetura naquele tempo!s..:

Em terminoclogia moderna, a conjetura de Jacobi
traduz~se da seguinte forma: a aplicaglo ©:3 ¢ - c&m
acima (dita de Jacogi) estende=se imediatamente a uma a-
plicagfo P () C8 4 ¢/, onde CF = 8 Xeoax C (g ve-
zes), a saber, m(g)(Pl""’Pg) = m(Pl) Howat m(Pg), ofL-
de + € a operaglo do grupo quociente c®/. Mais ain-
da! Seja E(g) = E?/c“g, onde G; € o grupo simdtrico

em g letras e a agfo de Gé sobre C5 €& a usual:
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G(Pl,..,,Pg) = (Pd(l),...,PU(g)). como €%/n ¢ abelia-

ne, m(g) induz uma aplicacgfo
E(g) - CgVQ

e a conjetura de Jacobi (chamada, por abuso de linguagem,
prob;ema da inversfioc em ggnero 22) ¢ equivalente & con-
Jetura de que tal aplicagfo & sobrejetoral...

A conjetura de Jacobi foi provada, pela primeira
vez, por Riemanﬁ e Weierstrass independentemente. Contuw-
do, trabalho nesta drea continua incessante (vide biblio=-

grafia).

APENDICE

Enunciaremos, precisamente, os teoremas usados no

texto que, por uma ou outra razdo, ndo couberam 1d. Nio
A »

faremos as“demonstragﬁes, mas daremos referencias acessi-

veis.
(A) Andlise Complexa (de uma varidvel):

Teorema dos Resfduos - Seja D um aberto de € ou de

€ U {»} e seja f uma fungfo ana-
1{tica em D exceto, pogsivelmente, em pontos isolados

de D. BSeja ¥ o bordo orientado de um compacto contido
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em D +al que Y ndc contdm nenhuma singularidade de f.

Entfo tem-se

f(z)dz = 2mi ¥ Res £
f() P Res,
¥

onde ak percorre ¢ conjunto das singularidades de f

no compacto (necessariamente em mimero finito).,

Principio do Argumento - Sejam D e ¥ como acima e se-

ja £ meromorfa em D, sem po-

los nem zeros em Y. Entdo

(ne de zewos, _ (nQ de polosy _ 1 £1(z)dz
no compacito no compacto’ = ZTL £{z) !
EY .

. onde as multiplicidades dos zercs e dos polos s&o inclui-

das.

Principio do Argumento (generalizado) - Além disso, se g

‘ ¢ uma fungfo ana~
1ftica em D e se 'aj,bk s8o0 os zerés e os polos de f,
respectivamente, com multiplicidades ms,nk, regpectiva~

mente, tem-se

% mjg(aj) - )13{ ne(b, ) = zilfy f'(zg%‘;?)dz

A generalizagdo acima do principio do argumento

aplica~se, notadamente, quande g(z) = z (cf. demonstra-
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¢#o da Proposigfo II.1).

Principio do Prolongamento Analitico. Sejam f e g

fungSes analiticas
num aberto conmexo Dc €. As condigdes seguintes sfo e-

quivalentes:

(1) £ e g coincidem numa vizinhanga de um ponto

(2) £ e g coincidem em todo D,

Convergéncia Uniforme de Séries de FungSes (Weierstrass)

"Seja Dc € um aberto e seja ﬁ £, ume gérie
de fungBes meromorfas em D.”.Se E fk converge unifor-
memente (resp. em morma) em todo compacto contido em D,

tem=-se:

{(a) A soma £ de E £, € uma fungdo meromorfa em D,

(b} A sdrie E £} das fungBes derivadas converge uni=-
formemente (resp. en norma) em todo compacto conti-
do em D,

(¢c) A soma da série I f} & a derivada f!' de f.
k

Referdnciast [1] e [4] da bibliografia.
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(B) Z41gebra:

Sobre o anel X[X] de polinodomios a uma varidvel sobre

um corpo K,

K[X] € um anel euclideano, isto €, um algoritmo
de Ruclides € wvdlido em X[X]. Precisamente, dados
£(X),g(x) € K[X], com g(X) #Z 0, existem (e sfo vnicos)
q(X),r(X) € K[X] tais que gr v(X) < gr g(X) e £(X) =
= g(xX}a(x) + »(X) (N.B. Por conveng3o, o grau do poli-

ndmio nulo & -1).

Como conseqiiéncia, todo ideal de K[X] pode ser
gerado por um polindmio (necessariamente de menor grau en
tre os polinamios dq ideal);. Segue~se também que todo Do
lindmio f£(X) € K{X] fatora~se de maneira Unica na forma
Ig'%i(X)ri' onde fi(¥)4 iﬁdw%rredutiveis, fi(X) # fj(X)
/se i%jz e T, sflo inteiros ndo negativos; dizemqs’qué
‘K[Xﬂ é um anel fatorial,

Finalmente, um mdximo divisor comum de £,z £ K[X]

escreve=se na forma f-fl + 88y, Para certos fl,g

1€ K[X].

Sobre o anel de X[X,Y] de polindmios a duas varidveis.

K[X,Y] € um anel fatorial (no sentido acima),

mas ndo euclideanc., Vale a seguinte variante do Lema de
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Gauss: se f(X,Y) € XK[X,¥Y] ent¥o £(X,Y) & irredutivel
em X[X,¥] se e sé se € irredutivel comsiderado como po=
lindmios em Y a coeficientes no corpo X(X) das fra-
¢Oes racionais em X.

Estas propriedades de X[X,Y] generalizam-se fa-

cilmente para o anel K[Xl,...,Xn] a n varidveis,

Sobre homomorfismos de andis e ideais (os andis serdo sem

pre comutativos com identidade multiplicativa),

Um homomorfismo ®: A+ A', onde A e A!' s3o

andis comutativos com identidades multiplicativas 1A e

1 respectivamente, € uma aplicagio tal que ¢(atb) =

A’
=¢(a) + 9(b), o(ap) =ola)e(v), o(1,) = Tare

Bejﬁulﬂ = KEXl"“’Xn] e A' contendo X. Unm

K-homomorfismo A + A! & um homomoxrfismo de A em A!

cuja restriglo a K & a aplicag¢@o idéntica. Um (e um sd)

K-homomorfismo A =+ At fica intgiramente definido desde
que se prescrevam as imagens de Xl,;..,Xn.

Se A € um corpo, todo homomorfismo A = A1 &
injetor. Porissoc, todo homomorfismo X =+ K!' entre cor-
pos ¢ uma extensfo X![XK.

Se T < A € um ideal, um homomorfismo ©@: A + Af

induz um homomorfismo s A/I + A! tal que &(a) = gp(a)
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se e sé se o(I) = {0o}. (N.B. & designa a classe de e-
gquivaléncia de a ¢ A mddulo o ideal I).

Um anel A € um domfnio de integridade se lA;éO

¢ se a*'b = 0 dmplicar a =0 ou b =0, Um ideal T c A

€ primo se A/I & um dominio de integridade.

Sobre extensOes de corpos.

0 teorema do elemento primitive afirma gue se
K‘|K ¢ uma extensﬁo finita algébrica e se K tem caracte
ristica ©, entfio existe um elemento a £ K! que gera
K' sobre K (isto &, K!' = K(a}).

Elementos a,,...,a, € K! sdo ditos algebrica-

mente independentes sobre K se todo polindmio

f(xl"‘*’xn) € K[Xl,...,Xh] tal que f(al,...,an) =0 &
o polinamio nulo.
0 numero mdximo de elementos algebricamente inde-

pendentes numa extensfo K!'|K € o grau de transcendéncia

de K'|K. Por exemplo, o0 grau de transcendéncia do corpo

das fragBes racionais K(Xl,...,Xn) scbre X & n.

Sobre o teorema da base (Hilbert).

Este teorema afirma que todo ideal I do anel

K[Xl,...,Xn] admite vm conjunto finito de geradores. Em
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outras palavras, existem fl""'fr € I +ais que todo
£f € I escreve-se na forma £ = flogl Foeaost fr-gr, para

cexrtos glgna-,gr € K[Xl’.-n,xn] .

Referéncias: Excluindo a noglo de grau de transcendéncia
¢ o teorema da base, os resultados acima so
todos elementares. O leitor poderd consuliar qualguexn
Introdugdo & Algebra Moderna do seu agrado. Quanto ao
restante, recomendamos o livro: O. Zariski e P. Samuel,
Commutative Algébra, vol, I, Ch, II, §12, Ch,IV, §1,

D, Van Nostrand Co., Inc., Princeton, N. Jersey, 1958, .
.

(C) Geometria Algébricas

Teorema de Bézout - Se ¢ e D sdo0 curvas projetivas

planas, sem componentes comuns, de
granu m e n, respectivamente, ent2o tem~se
m = 5 mP(C,D), onde mP(C,D) ¢ a multiplicidade do pon
) =

to P sobre a intersegdo C N D.

Observacio: A melhor maneira de definir mP(G,D) & olhar
para o amel 6, das fungdes racionais em
X,Y gque n®o tem polos em P, considerar egquagdes ndo ho

mogéneas f,g € C[X,Y] de C e D, respectivamente, nu



=206=

ma vizinhanga de P e tomar o anel guociente -GP/(f’g)
pelo ideal (f,g) gerado por f e g, A definigdo €,
entfo: my(c,D) = dim, 6,/(f,g), onde a dimensfo aqui &
a dimens@o vetorial sobre €. Pode-se mostrar que tal de
finiglo generaliza a definigdo usual de multiplicidade de
interse¢io de uma curva € com uma reta D (substituin-
do uma parametrizag@o de D na equagSo de C e calculan

do as raizes com as respectivas multiplicidades).

Dadas curvaz C e D, sem componentes comuns,
pode~se mostrar gue mP(C)me(D) = mP(C,D). Segue-se a
desigunaldade mn = % mP(C)-mP(D) que, muitas vezes, €
suficiente para substituir o teorema de Bézout (of. Capi-

tulo TII).

Referéncias: [11] la Bibliografia.

(D) Variedades Analiticas:

Vide referéncia [4], Cch.vI, §84,5, da Bibliografia
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[3]. G.A, Bliss, Algebraic Punctions, Dover Publ,, Inc.,

New York, 1966,
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Riemann,
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Somplexes, Hermann, Paris, 1961.
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forma;ista (¢ primeiro capftulo € scbre séries formaisi)
e de sofisticaﬁo. Quanto a mim,lacho que oé exercicios
& que.sao deﬁasiadamente sofisticados para o texto; éste
ﬁltimé €, alida, de fdeil leitura (o que & perigoso!)f
Em todo caso, M, Cartan € um especialista em Andlise Com-

plexa, O advdrbio "plusierus" foi uma triste iddia...
b
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[5]. C. Chevalley, Introduction to the theory of algebraio
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Soc. Coll, Publications, New York, 1951.
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recomenddvel como introdugdo ao assunto.
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tos (O dos mais variados formatos (quadrados, retangula-
res, rombicos). Apesar do tftulo, o papel das curvas elf
ticas nSo tem qualquer destaque. Ao contrdrio, as fungdes
el{ticas de Jacobi e Weierstrass, bem como as fungles teta,
‘sigma, zeta, ki, consiituem o principal polo demogrdfico

no texto. Recomendo a bibliografia ao final do texto.
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Varieties, Mathematical Notes, Prince-

ton University Press, Princeton, N. Jersey, 1972,
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Escrito num estilo nervoso e pessoal, trata do ag
pecto analitico das curvas algdbricas. Pressupde um tex-
to anterior, pelo mesmo autor e da mesma série. A énfase
-é na estrutura da variedade de Jacobi de uma superficie
de Riemann. O autor chega a expor o teorema de Torelli,
mas nfo menciona o problema dos "moduli®. Pressupfe uma
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Publ., Inc. . N,o_‘o 19580

Publicado originalmente em 1909, constitui uma
leitura amena mesmo para o sofisticado leitor modexno.
Meu contacto pessoal com o livro resume-se aos nove prie-
meiros capitulos; os capitulos restantes repetem o estri-
bilho das milhares de formas para as fungldes @, £, X, 8,

H (ef. Ref. [6]), O Capftulo V & delicioso,

[9]. C.G.J. Jacobi, Gesammelte Werke, erster Band, Chelsea

Publ. Co., N.Y. 1969.

Existe um prefdcio de Weierstrass e wn discurso
de gratidfo de Dirichlet nesta obra, smbos em alemdo, Os
trabaihos de Jacobi, contudo estfc em latim—(como, alids,

era comum na época), com excegdo de um artigo ac final do

"~
volume e da correspondéncia entre Jacobi e Legendre {(em



=211~

~ ] s 3 .
francés). Sem comentdrios adicionais...

[10] + E. Picard, Quelgues applications analytiques de la
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algébriques, Gauthier-Villars et Cie., Paris 193L.

De interesse para ¢ assunto s80 os Capitulos T e
TIT. Pressupde o Traitd d'Analyse, Tome II, do mesmo au-
tor, O estilo & ligeiro (superficial ds vezmes). ¥ inte=
ressante pelas solugbes inventivas e surpreendentes que
M, Picard df a certos problemas. A redagdo € de J. Dieu~
donnég, quando o mesmo era "agxegé” da quversidade de Pa-

ris.

[11]. R.J. Walker, Algebraic curves, Ddyer Publ., Inc.,
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Gtima introdugfo & teoria das curvas algdbricas e
de suas singularidades, de leitura acegsivel (em nivel
mesmo de Graduagao).! 0 autor tem tra?élhos sobre resolu-
gdo de singularidades de superficies élgébrioas e o livro
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fonctions théta, Séminaire';\ %iourbaki .

Expos€ 16, 1948/1949,
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Baseando~se em artigos de Frobenius e Poincaré, o
autor demonstra com o rigor e elegéncia que lhe sfo carag
perfsticos, o fato de que uma fungdo meromorfa em c™,
com periodos num subgrupo discreto maximal (isto é, de
posto 2n), € quociente de uma maneira essencialmente
Ynica de fungdes ®. M. Weil ¢ autor das c€lebres "con-
jecturas de Weil"? (algumas das quais sé recentemente fow
ram resolvidas) e € renomado especialista em teoria des

nimeros.
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