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EREFACIO

Dos charmes da Teoria dos Nimeros, muitos matematicos
cantaram. Da sua importancia, basta-nos dizer que uma parte a
precidvel da drvore matemitica brotou-se de probliemas  sobre

os numeros inteiros.

Pretendemos com o presente trabalho apresentar certos
aspectos da teoria, considerados elemeritares, e que sao rela

cionados a esses problemas.

- 3 . 3 - -
Supomos de pre-requlsitcs um bom primeiro curso de al

gebra (por exemplo, do livro de autoria de Jacy Monteiro [15]),

e o5 primeiros cursos universais de calculo. Em certos pontos

uSamos oS numeres complexos.

Nas referéncias, o leitor encontrara um farto materi

al para estudos posteriores ou complementares.

Finalmente, extendemos 0S NOSSOS agradecimentos a co
miss3o organizadora do 10¢ Coldquio Brasileiro de Matematica
que nos encarregou para dar este curso, e ao IMPA onde essas

notas foram preparadas.
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CAPITULO T
DIVISED

1.1. Divisibilidade

Definigd@o 1. Sejam a, b inteiros. Dizemos que
divide b, denotado por alb, se e somente se existe um
teiro ¢ tal que b = ac. A notagdc afb significa que
n3o divide b. Notamos que c & ﬁﬂigg quando a # 0j

se e! & um outro inteiro satisfazendo b = ac', entdo,
6 = ac - ac' = ale - '},
donde, pela lei do cancelamento, ¢ = e’

Teorema Y. Sejam a, b e ¢ inteiros. Entac,

a
in

a

pois

va

lem as seguintes implicagdes para B, ¢ inteiros quaisquer.

{1) afp, b >0 =—=>a < b,
(2) ab = 1 ===> a = %1,

(3) alb, alb + ¢ =—>alc, e

a|pb, afc —> atb + ¢,

{4) ajb, ¢ ==> a|pb + oc .

Demonstragao. (1) Existe um inteiro ¢ tal

b = ac. Suponhamos que b < a; entadoc de
0 <b < a e 0 <ec
obtemos
0<be<ac = b ,

e portanto,

que
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0<egc< 1l 3
um absurdo pelo Exercicio 1, I.
{2) Tendo em vista que
ab = 1 —=> (-a)(-b) =1 ,

podemos supor que a e b sdo ambos positives. Da primeira

parte deste teorema, obtem-se
0<a<l , D<h=<1l ,
e assim, pelo Teorema s a=17= b.

(3) e (4) (Exercicio 6, I}

c. q. d.

Teorema 3. (Algoritmo da Divisao) Dados os intei

ros a, b com a # 0, existe um par de inteiros gq, r tal

que
b=ga+r
com
0<p< |al.
Além do mais, este par & o unico satisfazendo essas condi
goes,

Demonstragdo. Pelo Exereicio 2,I, existe um  inteiro

d tal que b - da > 0. Seja
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S = {sls =b-ia com s > 0}.
Entico S n3o & vazio, e portanto possui um elemento minimo
r; r =b - ga para algum inteiro q. Afirmamos que r < lal;

pois no caso contrdrio teremos um absurde a saber: r-lal € S

e r - |a}l < r.

Seja q', r' um outro par satisfazendo as condigdes
do teorema. Podemos supor que 0 < r € p' < [a[; entao »

0<e' -r< fal.

ba igualdade

b=ga+r=q'a+r ,

obtemos
0 =b-b=2(-qg'a+{r-1r")
e
(q-gq'la=r-1'3
dai

alpter .
Pela parte (1)} do teorema anterior, vale

laj €' - >

ou

) 0 - = fad N C -
0 primeiro caso e 1mpossivel; entdac r = r', e dal segue-se

que q = q'. c.q.d.



I-4

Algoritmo 4. 0 algoritmo para dividir b por a
{digamos b > a > 0} baseia-se na aplicagdo repetida da sub

tragdo, e se procede da seguinte maneira:
(o) seja b = bl s

(1) caleule bi+l *b; -a,

(ii) (a) se b > 0, entdo volte para (i) trocan

i+l

do i por i+ 1,

(b) se b, . < 0, pare; o resultado &
i+l
ia , se bi+1 =0

(i~1)a + bi, se b,

Por exemplo, sejam b =6 e a = 2. Entd3o, b; =6,

by = 4, by = 2, b, =0, e daf i+1=14 e b = 3a.

Outro exemplo. $ejam b =7 e a = 2. Entio, by =7,
b, = 5, by = 3, by =1, by = -1, e dal 1 +1=5 a b =
= 3a + 1,
1.2, Representagio Posicional dos Inteiros

1.2.1. Genesis do Sistema Decimal. O nosso sistema decimal

de numeragdo € conhecido como Hindu-Arabe e foi desenvolvido
na sua forma final cerca de 500 DC pelos astronomos calculis
tas Hindus, entrie os quais destacam-se pBhiskara I e Yinabha

dra Gani. A aritmética Hindu foi adotada e divulgada no mun
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islamico cerca de 825 DC pelo matematico arabe Mohamad Ben

Mussa Al Khawarismi.

No inicio do seculo XII, o monge inglés Adelard de
Bath traduziu o livro de aritmeética de Al Khawarismi para o
latim sob o titule de Algoritmi de Numero Indiorum ("Algaris

mo" e "Algoritme" sdo corruptelas Obvias de "Al Khawarismi").

0 sistema numérico usade na Europa n3o Hispdnica até
entio, foi o Romano; os cdlculos eram feitos com a ajuda do
abacus. Houve um choque entre os dois sistemas, com que se
eriou dois campos de "guerra numeérica”, os "Abacistas" e os
"Algoristas". Foi um conflito longo que terminou no século

XVI com a supremacia do sistema Hindu-Arabe.

A titulo de comparagdo, daremos a seguir uma ideia

rapida do sistema Romano.

Listamos primeiro os numerais romanos Com as Tepre

sentagoes correspondentes.

romavo | 1 |v|x|L|e | PS5 GRea | 2D |cadd

DECIMAL 1 [5]10 50 100 500 1000 5000 16000

Os nimeros foram representados aditivamente, e ate
Subtrativamente:

T {2y, III (3), IIII ou IV (%), ..., VIIII ou IX (9),etc.

A vepresentagdo Romana de 1975 seria MCMLXXV.
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Para somar os nimeros CDLXXVII (477) e LXIX (6%)

procedeu-se da seguinte maneira:

CCCCLXXVII
L XVIITI?I

C C C C LLXXXVY II.IIII)
cccccxxxxirr)
DXXXXVI¥ (588)

0 sistema Hindu-Arabe & deecimal por ter dez algaris
mos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), e & éosiciona , no senti
do de que o nimerc se representa como uma sequéncia ordenada
e finita de algarismos. O zero & o indicador da falta de cer
tas poténcias de dez; um artificio que demorou muito para

ser realizado.

0 sistema posicional mais antigo conhecido na histd
ria & o sistema sexagesimal {de base 60) da Babilonia (cerca
1800 AC). O grande astrongmo grego Ptolomeu (cerca 150 DC) u
sava~o no seu famoso livro Almagest. VestIgios da influéncia
Babildonica sdo aparentes na divisdo da hora em 60 minutos

do minuto em 60 segundos e da circunferéncia em 260 graus.

Nesta parte do mundo, os Mayas da América Central u
savam (cerca 300 AC)} um sistema posicional vigesimal (em ba

se 20), e até tinham um simbolo para o zero.

0 leitor interessado em prosseguir este assunto deve

consultar as referéncias [10] e [20].
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1.2.2. Representagdo na Base a

Seja a um numero natural maior que 1. Mostraremos
a seguir um algoritmo para expressar os numercs inteiros na

base a.

Teorema 5. Dadoc b um numero natural, existem k,

Tos Tys <o T inteiros tais que

com k>0, 0 ¢r;<a para 0% igk e 1 £ 0.

Aldm do mais, esta representagdo de b & unica.

Demonstragdo. (L) O algoritmo da divisdo serd wusa
do repetidas vezes para obter a expressdo desejada. 0 proceg

so & o seguinte:
(o) seja b = q, »

(i) calcule qi*l, r; : gq; T Q4,8 + r; com

USri<a,
(ii) (a) se q; 2 a, entdo volte para (i) trocando
i por i+ 1.

(b) se q; < a, pare; o resultado é b = p

al™l 4 ...+

+ .
Ti-1 [}

A afirmagio feita sobre o resultado final baseia-se

na observagdo,
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= qatr = (q2a+r1)a tr, =

((qaa + rola+ rl)a +r, 7 eta...

0 processo descrite € destinado a parar, porque 1, > a3 > ..

ve > g .

(2) A unieidade da representagio serda  demonstrada
por indugdo sobre b. Se b = 1, entdo evidentemente k=0
2 T, = 1. Suponhamos que o teorema € valido para todo intedi

ro ¢ tal que 1 € ¢ < b, e sejam

k k-1
ma +r, _.a LAER R

% £-1

sga” + s, ja + ...+ 8

duas representacces de b satisfazendo as condigces do teo
rema. Sejam também u e v os primeircos Indices para o8

quais T # 0 # SV' Ent3o temos,
u
b = bta" = pmg¥ s

onde

- k-u k=1-u
b' = ra +ry_qa LERRETRE

. Ry 2=1-v
b¥ = s,a + 8, 18 t .o k5,

Primeiro, vamos supor que um dos u, v & diferente de Zero;

digamos w > v, Entdo,



e pertantoe b" possui as representagoes,

kv k_lak_l_v Foaa. + rua“_V ,

Se b" < b, entdo a hipotese da indugdo nos dard k = &, u=v
e r; = s; para todo i: u< i<k, da-qual se conclui fa
cilmente que as duas representagdes de Db sdo idénticas. A

- PR
mesma conclusac sera tirada se Vv 2 u.

Falta-nos considerar o caso u = v = 0. Neste caso ,

b = abl +r, = ab2 + 5,
onde
by = rkak"l + r'k‘__]_ak'2 IRERIR I S
b, = szal 1, sgl__la’z’_2 * oo ¥ 5y
Temos,

a(bl-bz) = S,7Tg 3

e portanto, also—ro. Lembrando que 0 < s ,r, < a, obtemos
que s, " T, = 0; entdo, 85 % Ty e bl = b2. As duas repre
sentagbes de Dby sao idénticas, porque by < b3 dal chega
mos a0 fim da demonstragdo.

c.q.d.
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A representagac na base a de b, para b <0 & a

seguinte:

Lk k-1 . .
(a r +a L ro), ou simplesmente

PyTy_y et Ty, s S& b <0, onde

_ _ .k k-1
(-b) = a meta T, .- o
Exemplc €. Representaremos o nimero decimal b = 125

nas bases a = 2, 12.

(i) Sejama =2 e 0, 1 os algarismos (mantemos os
seus significados usuais: 0+ 0 =0, 0 + 1 =1, 1.0 = 0 ’
1.1 = l,ete...). Seguinde o algoritmo da demonstracdo do teo

rema anterior temos,

125 = 62.2 + 1
62 = 31.2 + O
31 = 15.2 +
18 = 7.2 +

EntSo, 125 = 62.2 + 1 = (31.2 + 0)2 + 1 = ... = 1.28 & 1.2%

3

+ 1.2% + 1.2% + 1,22 + 0.2 + 1, ou simplesmente 1111101.

(ii) Seja a = 12 e sejam 0, 1, 2, 3, ..., 9 .

a(=10), g(=11) os algarismos. Entao,
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125 = a.12 + 5,

ou simplesmente aS.

E bem conhecido que quando o ultimo algarismo na

pansio decimal de um nimero a & um miltiplo de dois,

cinco, entic o mesmo & certo para a. Apresentaremos a

guir alguns critérios deste género.

Teorema 7. Seja b um numerc natural' e seja

+ k-1

(1} para 2 %k,

&1

10

A £
27]b < > 27 |ry 4 *oo o4y 1040

(2) para & <k,
£-1

5% <> 5%|r,_ 10 he. L an 1000

(3) pafa ic2,

i i
37 |b < > 3 Ir'O ey e+ T

(v) 11|p <

> 11fp, = vy + Py -~y ¥ ..

k

Demonstragde. (1) ¢ = r 107 + ... + rzlﬂz & divi

sivel por 22, tendo em vista que k > %. Entdo, ZLIb L

Zglb-c; dai a conclusdo desejada.

(2) A demonstragidc & igual a de (1), sd que

mos 2 por 5.

k-110 + ... +r  asua expansio decimal. Entéo,

3

H

T 10k+
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(3} Notamos aqui que para i » 0,

.

10% = (9 + 1)t

"

N GO L e S G LI I

- ¢qi-1 1ygi-2 i
= (9 + (]9 oo b GIN8 + ]

sig + 1.

Substituindo essas expressdes para as diversas poténcias de

10 na expansao de b, obtemos,

b = (r'ksk Ty y8pp *oeee + P94

+ (r-k + T + a. ro).

k-1

Assim chegamos a

i i
37fb cm===> 371 + 1yt ...t T

para i = 1, 2.

(4) A demonstragdo desta parte & inteiramente andlp

ga a de (3); em vez de 10, escrevemos (1l - 1).
c.q.d.

1.3, Maximo Divisor Comum - Minimo Miltiplo Comum

1.3.1. Existéncia e Forma

0 propdsito desta secgic & de estudar formalmente as
nogdes de maximo divisor comum (m.d.c.) e do minimo miltiplo

comum (m.m.c.) de quaisquer dois inteiros ndo nulos; o  lei
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tor sem ditvida, conheceu essas nogdes na infancia.

Definigdo 8. (i) Sejam a, b inteiros nac simulta
neamente nules. Um numero natural d chama-se o maximo divi
sor comum (m.d.c.) de a e b, denotado por (a,b), se e

somente se
(1) dla, b,
(2) e inteiro, cl|a,b =—> eld.

(ii) Sejam a, b inteiros ndc nulos. Um namero na

- . - .
tural ¢ chama-se o minimo multiplo comum (m.m.c.} de a e

b, denotado por [a,b}, se e somente se
(1) a,blec ,

(2) f inteiroc, a,b|f —> c|f .

Observagao 9. A segunda parte da definigao do m.d.c.
garante a unicidade de d; porque se d' & um outro, entdo
por (2) dld' e d&'ld e portanto d = d'. Fazemos o mesmo

comentidrio a respeitc do m.m.c..

Teorema 10. Sejam a, b inteiros ndo simultaneamen
te nules. Entdo existe d, o miaximo divisor comum de a e b.
Além do mais, d & uma combinagio linear de a e b; isto

&, existem inteiros @, B tais que d = oa + Eb.

Demonstracdc. Consideremos I = {aa + Bbla, B € Zl.
Eis alguns elementos de I: a(= la + 0.b), -a(= =1a + 0.b),

tb, a + b{(=l.a + 1l.b).
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I & um subeconjunto ndo trivial de Z com as seguin

tes propriedades notaveis,

(1) I & fechado para a soma:
(ala + Bb) + (aya + B,b) = (al+a2)a + (Bl+32)b >

{(2) dado c €2 e f (saa + Bb) e I, entdo cf e I:
ef = eloa + Bb) = (cada + (cB)b ; em sintese, I & um ideal

de 2.

I contém inteiros; peis a, -a, b e =-b e I. Entdo

+ _ - . . :
I, a parte positiva de I, ndo é vazia. Assim, pele axioma
. + - +
da boa ordem, existe d e I que € ¢ menor elemento de I .

4 3ja tem a forma certa:
d = a'a + B'b para alguns inteiros a', B' .

Todo elemento de I, e em particular a e b, & unm
miltiplo de d: pelo algoritmo da divisio, existem inteiros

q, r tais que
a = gd+r, 0<r<d ;

pela propriedade (2) de I, (~gq)d ¢ I, e pela propriedade
(1), tendo em vista que a, {(~q)d ¢ I, obtem-se a~qd(=r)el ;
dedo a minimalidade de d, r = 0. Finalmente, se c € 2 e

cla, b, entdo comc d = a'a + B'b , cld.

c.q.d.
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Comentario 11. O ideal I foi construido a partir
de todas as combinagoes linsares de a e D3 o que se ex
pressa diferentemente dizendo que I foi gerado por a e b.
A demonstragdo revelou a possibilidade de substituir os dois

geradores por d, um s& gerador.

Perguntamos: "Que tal se I fosse gerado por trés,
ou quatro, ete... elementos? Sera que & sempre possivel ar
ranjar um 56 gerador para I?". Para colocar a resposta numa

forma exata, seria conveniente dar a seguinte definigdo:

Seja R um anel comutative com identidade, e seja

T um ideal de R. I chama-se ideal principal, se existir

a e R tal que
I =Ra = {rafjr € R} .

Se todos os ideais de R sdo principais entdo R chama-se

um anel principal.

A resposta a pergunta & um resultado importante.
Teorema 12. Z & um anel principal.
Demonstragao. (Exercicio 17, I ; modifique a de

monstragio deo teorema anterior).

2.3.,2. 0 Algoritmo Euclidiano

Nota Histdrica 13. Euclides, conhecido como o maior

mestre de geometria de todos os tempos, era um professor de
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matemdtica em Alexandria~Egito, por volta de 300 AC. Ele co
lecionou, ordenou e explicou o conhecimento matematico -arit
mética, geometria - de seu tempo, em treze livros chamados
Os Elementos; trés desses tratavam de aritmética. 0 algorit
mo Euclideano, para calcular o maior divisor comum, encontra

se no inicio do Livro YII dos Elementos.

Algoritme 1l4. Sejam a, b uwm par de numeros natu
rais nd3o nulos ((0,0) ndo tem sentido, e (a,0) = a, se

a # 0). Para produzir (a,b) seguiremos o seguinte processo:
(o) sejam a = a;s b =a,,

(i} caleule @Q;, a;,, ¢

com

(ii) (a) se a # 0, entdo volte para (i) trocan

i+2

do i por i + 1,

(b) se a = 0, pare; o resultado e a,

i+2 i+l

= (a,b).
Verificaremos a seguir que o resultado & realmente
(a,b)., Primeiro notamos que a,.> a3 > ... , e portanto o
processc para depeis de um certo numero m + 2 de passos

(am+2 = 0). 0 processo nos dard o seguinte "out-put"



al = qla2 + a3 , 0 <« a3 < a2 )

a, = dpazg*+a, , 0<a <a

ap-1 % Ipe1®mtiperr 0 3Fpea < g >
an ¥ 9pfmel + 0.

De
Aol T Q=18 t 8p4a 0 am+1|am »

concluimos que am+1|am_1. Subindo o sistema (*), chegamos a
conclusdo que am+1!al, a, . Falta-nos considerar um niumero
natural ¢ tal que c{al, a, e mostrar que Clam+l' Nota
mos que cla3 e ao descermes as equagoes de (%), pararemos

necessariamente no fato de que c}am+1.

As equagdes (*) nos fornecem também com

inteiros a, 8 tais que a

mel C 98 + Ba2 . Subinde (nova -

mente!) o sistema (*) obtemos as combinagGes lineares seguin

tes,

mel T qm-l T Ap-1%m

a )

m-1 qm-l(am—z S e

K19t a_g) = ap e, o

4 (qm_lqm_2+1)am_3

az + Bb .
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Observagdo 15. Lamé deu em 184% uma estimativa
niimerc n das divisdes necessarias para calcular (a,b).
le mostrou que se a < b e k & o numero das cifras de

entdo n < Sk. (veja [1%]).

Exemplo 16. Sejam a = 255 e b = 221. Entao,

~
[4;]
w
n

1.221 + 34

a1
1
[
b |
n

221 - 6.34

H

221 - 6(255 - 1.221)

7(221) - 6(255)

7b - ba.

Teorema 17. Sejam a, b, ¢ € Z. Entdo,
(i) elab, (ec,b) = 1 ==> cla ,
{(ii) (a,c) = 1 = (b,c} —=> (ab,c) =1,

(iii) a,b]lec = T%)- e,

(iv) a,ble , (a,b) = 1 —> able.

do
E

2,

Demonstragdc. (i) Existem inteiros o, B, tais

que oc + Bb = 1. Entac, afuc + Bb) = (ao)e + (aR)b = a

3

desta equagac, tendc em vista que clc, ab, obtem-se c[a .
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{ii) Seja (f{ab,c) = d. Pe (b,c) = 1, obtem-se que
(b,d) = 1. Como dlab e (b,d) = 1, pela parte (i}, dila. Fi

nalmente, dos fatos dlc e dla, d = 1.

(iii) Seja (a,b} = d. Entdo existem a,, by e Z, tais
que a = da;, b = dbj. Existem também cq, ¢, € Z, tais que

c = ac, = bcz. Juntando ambos sistemas obtemos,

o = da,e, = db,c

171 172 ?
dai
g a0 ¢ P1%
Como (al, bl) = 1, entao por (i}, bllcl e naturalmente .

_ ab . s
dalbl(— TETET) divide .c.

(iv) Esta parte & uma consequéncia direta de (iii).

c.q.d.

Teorema 18. Sejam a, b e Z, nio nulos. Entdo,
- ab
[ﬁ,ﬁ] = T%:S%l

Demonstragdo. Evidentemente,

Ialfé%%y e b‘T%%%T jp] -

Por outro lado, se c & um inteiro divisivel por a e b, en

a

t3o usamos a parte (iii) do teorema anterior para concluir que



ab| -
a,b

1.4, 0 Teorema Fundamental da Aritmética

1.4.1. TFatorizacdo em Primos

- H - .
O0s numeros primos sio os elementos minimos da estruty

ra multiplicativa dos inteiros. Por exenplo,

1978 = 5 x § x 79

onde 5 e 72 s3o "minimos", pois eles nio podem ser fatoriza

dos.
Definigdo 19. a2 £ 2 & primo se
(i) a» 2,
e
(ii) b, c e N, a =be =—>b ou o = 1.

Precisaremos do seguinte fato:

Para a, b ¢ N vale

aghbn alb, b 5 1 —=» a ¢ b.

Teorema 20, Seja ae N com a > 1. Entio existe um

pPimo p divisor de a.

Demonstragdo. Por inducdo sobre a. Se a

entao ndo temos nada a demonstrar., Podemos supor que
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com b, ¢ inteiros maiores que 1. Como
se da indugiao, b possui um primo divisor
um divisor de a.

c.q.d.

Teorema 21.

1. Tode numerc natural n > 1 tem
noniea
o, o ]
172 K
n = Py Py =e- Py »
onde k > 0, os pi's sac primos tails que

e o, >0 i.

; para todo

b < a, pela hipdte

p aque & também

(0 Teorema Fundamental da Aritmetica)

uma fatorizagdo ca

Py < Pq < '-°<Pk>

2. A fatorizagdo candnica & inica.

Por indugdo sobre

Demonstragio.

ou até uma poténcia de primo, entdo temos

Podemos supor que n & composto, e que o

para tode m < n; isto &,

n = ab com a, b>»1

n. S¢e n & primo,

nada a demonstrar.

teorema € valido

e ambos possuindo "boas" fatorizagdes. Dessas fatorizagBesob

temos uma fatorizagdo de n que pode ser

7

a unido do conjunto dos primos divisores de a

nac canonica. Seja

com © con

juntd correspondente de b. Seja ‘Tj= {pl, Ppy «e+a pk} com

Py € Py € eee P -
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Para cada Indice i, somamos o expoente de p; na fatoriza

gdo de a com o expoente de p, na fatorizagdo de bj; indi
e, o o

camos o resultado por @;. Entdo, p;~ Pp° ... Py kK ga fa

torizagdo canonica de n.

Para demonstrar a unicidade da fatorizagado canénica,
basta-nos observar que qualquer fatorizagao candnica de n
produz fatorizagdes candnicas de a e b, e que s3o inicas
pela hipotese de indugdo.

c.q.d.

Exemplo 22. Seja n = ab onde a = 175 e b = 275
Fatorizamos a e b edepois n, seguinde fielmente & de

monstracdo do teorema.

1
w

5 x 35 =86x5x7

1]
n

b=5x55=58x 5=x11

1
w

entao G’: {pl, Pyo pS} onde Py * 5, p, =7 e Ppg = 11. 0

expoente de p, na fatorizagdo de a € 2 e na fatoriza -
gdo de b & 2, entao @ =2+ 2=, ete... n = s*. 71,11t
Observagdc 23. A fatorizagdo de um inteiro negative

-n & simplesmente (-1} x fatorizag¢do(-n).

2.4.2, Q Crivo de Eratosthenes

Nota Histdrica 24%. Eratosthenes {276-19u4 AC) nasceu

em Cyrene da Africa do Norte, estudou filosofia em Atenas ,
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tornou-se o dirvetor da famosa biblioteca de Alexandria. Ele
era eminente como matemdtico, geogréfo, historiador, filélo—

go e poeta. (veja [20]).

0 Teorema Fundamental da Aritmética nos garante a ¢
xisténcia duma fatorizagdo candnica para quaiquer n>1, po
rém o problema concreto de achi-la pode ser bastante traba -
thosa. A maneira direta de proceder & de veprificar, bragal -
mente ou pelo uso de um computador, a divisibilidade de n
por inteiros m menores que T Realmente, e suficiente ve
rificar a divisibilidade de n peleos primos menores ou i

guais a /n.

Teorema 25. Seja n um numero natural composto. En

tio n +tem um divisor primo p tal que p < vn.

Demonstragdoc. Seja p o menor divisor primo de n.
Entio n = pa para algum a € N. f claro que p € a e logo

p? < pa = n.

c.q.d.

Exemplo 26. Seja n = 1989, Enti3o vm = 4u4,.. . Pa
ra fatorizar n & preciso experimentar com oS primos £ Uk,
Verifica-se que 1969 = 11.179. Agora para fatorizar 179, ob
servamos que ¢iI749 = 13,.., e testamos a divisibilidade de

178 pelos primos £ 13; a conclusio & que 179 & primo. A

fatorizagdo 1869 = 11 x 179 estd completa.
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Uma parte substancial do trabalho envolvido na fato
rizagdo de n gasta-se na determinagdo dos primos < vh.Por
esta razao, serda muito Gtil ter a nossa disposigdc uma lista
de primos. Existem virias tabelas para os primos, naturalmen
te, até certo limite, A mais moderna & uma lista completa dos

primeiros seis milhSes de primos [2].

0 cdlculo dessas tabelas baseia-se num algoritmo, ou
crivo, desenvolyido por Eratosthenes, e cujo principio abor

daremos a seguir.

Para determinar todos os primos menores que n, pri
meiro calculamos X, o maior inteiro tal que k < ¥n. Segun
do, eserevemos todos os inteiros entre 2 e n. Entdo apli-

camcs o seguinte esquema:
(o) seja P, = 2,

(1) elimine da lista todos os multiples 2p;» para
52Pi, *
(1i) (&) se p; 2 k, pare ,

(b) se op.

< i , imei u
i k, seja Pj;1 © primeiro numero

maior que P; na lista modificada; volte’

para. (i) trocando i por i + 1.

Exemplo 27. Seja n = 30. Entdo k = 5. Eis a lista

dos nimeros entre 2 e 30, com as modificacdes:

SIS ST IR N A ]
11, ¥, 13, W, £, 16, 17, )6, 19, #
A ¥, 23, o, %, Y. :J/é'? 29, 36.
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1.5. A Funcae do Maior Inteiro
Definigao 28.  Seja a um numerc real. Denotamos

por [a] o maior inteirc que & ¢ a. Por exemplo, [—%] = =2,

[1] =1, ['g'] =1, [/g] = 2.

Coletamos no teorema seguinte algumas propriedades

da fungio [ }: R + Z.

Teorema 29. Sejam a, b numeros reais e m um in
teiro. Entdo,

(1) [a] ca< [a] + 1,

(ii) a < b —=> [a] < [b] (ou seja, [] & uma fun
¢do crescente),

Gty [a] + [] € [a# 3] ¢ [s] + 8 + 1,

A

[a+mj=[a]+m,

(iv) para m > 0, [[%] = [%] .

Demonstragdo. As partes (i) e (ii) sao obvias.

(iii) Sejam a = [a] +a ,b=[b] + B, e a+Db-=

[a + b] + &3 entdo, o, B, § < 1. Considerande os fatos,

([2] + [p]) + (a + B),

a+hb

[a+b] +& ,

e que
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0O<a+Bh<2 ,
¢ resultado fica provado.

(iv) Seja a = [a] + a. Entdo, 2 = Eiw

m m
osheds et [3 [

c.q.d.

cQm

gie

Derivamos no teorema seguinte uma formula que facili

te a fatorizacdoc de n!

Teorema 30. Sejam n: inteiro positivo, p: primo ,
k: inteiro tal que pk <n < pk+1, e al(p} o expoente de

r na fatorizagac de n! . Entdo,

k
(i) a(p) = J [Jl] (como [1L} =0 para i > k,
21

jo1lpt pl
alp) & igual a Z [3% )3 e
i=llp
Ik e+l
- p =1 1
(ii} =T < alp) < T -

Demonstragao. Tendo em vista que n = [%Jp + r com

0 <r < p, os miltiplos de p em n! sdo
1D, 2Dy eeny iDs sses [g]p .
Entdo,

n! = (1pX(2p) ... (ip) ... ('[%]p).nl



= [E]! p[%]. ny onde

(p,nl) = 1. O nimero [%]! pode conter poténcias nao tri

viais de p. Pela parte (iii) do teorema anterior,

Lt
Bl .
P '_f]’
e assim, repetindo o mesmo argumento de antes,

[51]: = [_1]; P[ﬁ_ n

7 2
P P

com (p,nz) = 1. Juntando as duas partes,

-

n! = [_E‘f]' p[%]+[;%] n,

)

Entaco procedendo por indugﬁo sobre n, cobtemos

nt = p*P)

k n
onde alp) = ] E?J .
=1

(ii) Como a fungio [ ] & monStona e pk5n<pk+l s

s k k+1 s

entao, pk oz P%J < E%] < El7fJ = pk+l 1. este fato com
P P P

a formula para a soma de uma progressido geométrica nos dara

o resultado.

c.q.d.
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Exemplo 31. (i) TIlustramos o processo de coleta

das poteéncias de p., Sejam n = 10, p = 2. Entdo,

10! 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10

(2.4.6.8.10).3.5.7.9,
2%(2.2.3.4.5).3.5.7.9

2% (2.4)3.5.7.9
5

2% 22(1.2)3.5.7.9

8

1

2%,3.5.3.5.7.9 ;

= - 10 10 10
da formula «(2) = E?] + Eﬁ] + [8]

(ii) A fatorizagdo de 10! &

5+ 2 + 1= 8.

8 .4 2_7

10! = 27,37.5

(iii) Se n = 100! fosse representado na forma deei

mal, em quantos zeros ele terminaria?

Evidentemente, a quantidade & igual ao maior expoen
te B tal que 208|nI. seja 2*(P3gu(8) . rotoriza

gdo candnica de n! . Entdo, B = min(a(2), w(S)). Alids ,

e e . n n n n n
B = al(5); pois [—i-] [S—i-:l [;i-] > [—s—i-:l se [-2—1-_-] 0.,

2
Portanto, B = af{5) = [E%%] +FE%5 = 20 + 4 = 24,

Corolarlo 32. Seja n, =0y +n, + ..l 4 n, , onde

n; e N para 0 ¢ i < k. Entdo,

() (ny!) ol (D)
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Demonstragio. Sejam p um primo e ui(p) 0  expo
ente de p na fatorizagdo candnica de n; para 0% i< k.
Entdo B(p) = @ (P + ..ov 4 . (p) & o expoente de p na fa
torizagdo candnica de (nl!)(nzl) e (nki). Para demonstrar

a divisibilidade, serd suficiente mostrar- que qualquer que

seja o primo p, B(p)= %§p).

Pela propriedade (iii) da fungio [ ],

da qual obtemos,
@ In «
2]
D B
i=1 |p* i=

Pelo teorema anterior,

o, (P} > a,(p) + .. o (p) .

c.q.d.’
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Exercicios

Use a boa ordenagdo dos nimeros naturais para mostrar

que

a: natural, 0 < a € 1 =—=> a=1.

(Por contradigdo; considere d o menor elemento de A

{clc e N e 0 < ¢ < 1}; prove que 0 < a% < ay.

Sejam a e b inteiros com a £ 0.
(i) Mostre que existe um inteiro d tal que da-b > 0.

(ii) Mostre que existe um inteiro d tal que b=da > 0.

Demonstre por indugdo as seguintes formulas:

(i) 142 +3+ ...%n1n = Eiﬂgi—ll

(ii) 12 + 22 432 4 .., + n2 200 ¢ 13(2n + 1)
2

(iii) 13 + 28 + 33 4 .., +nd = [Diﬂgi—lll

Sejam n, k dinteiros ndo negatives com k < n. 0 simbo

N.

o - %7 ° Mostre que

1o (2) define-se por i

(i) (kfl) + (2) = (nzl) para k > 1lj
(ii) (E) € inteiro positivo.

Mostre a formula de Newton
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11.

1z,

13.
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@+ =a+ (Db v Ll e Maiple, ",
onde a e b s3o dois inteiros quaisquer.

Demonstrar as partes (3) e (4) do Tecrema 2, I.

Representar, somar e multiplicar os nimercos decimais 15,

72 nos sistemas: Romano, de base 2, de base 20 e de base

60.

. - . . ~ k k-1
Sejam a, b numeros inteiros, b = raT + 1y _qa +.oao
+ r;a + r, © desenvolvimento de b na base a e rk#U.

Demonstre que ak < b < ak+l.

Dado o numero decimal a = TETq *or Do mostre que a

€ divisivel por 7, 11 ou 13 < > Py T, T Ty Ty +

Pelolc oo & divisivel vespectivamente por 7, 11 ou 13

(observe que 1001 = 7.11.313).

Considerando o fato que 999 = 27.37, formule um teste

para decidir quando 37 divide um numerc representado em

forma decimal.

Caleular {a,b) e [a,b] para a= 7469 e b = 2L6hL.

Sejam a, b inteiros ndo nulos e seja m um nimero na

tural. Mostrar que (ma, mb) = m(a,b).

0 maximo divisor comum dos inteiros Ay 855 +eey dp ndo

todos nulos, denotado por (a;, @,, +e.s a5), ¢ um nime
ro natural 4 tal que dial, A5 +eey Apy € S C in

teiro, e cfa;, a5, «ves 85 entio c|d. Mostre que
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15,

16,

17.

1s.

19,

20,

21.

22,

23,
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(ay, @55 «vss ay) = ((ag, ay;, «vvy an;l)’ ad.

Sejam a,, a,; ..., 4_ inteiros ni3o nulos. Defina o mi
] 1 2 2 1

n
nimo miltiple comum desses inteiros, Mostre que
[al, By wees an] = [[al, Bpy eans an—lj’ an] .

Calcular (a), a,, a;) e [al, a,, a3] para a; = 91,

s
a, = 1001, a; = 1008.

3
Demonstre que {a,b) = (a,b,ax + by) ¥ inteiros x, v.
Demonstrar o Teorema 12, I.

Aplicar o algoritmo Euclideanc ao par a = 7469, b =
= 2464, pondo em evidéncia todos os passos. Encontre

a, B inteiros tais que
aa + Bb = (a,b)

Mostrar que para gquaisquer inteiro k, a = 4k + 3 e
b = 5k + 4 s3o primos entre si (isto &, (a,b) = 1).
Determine todos os primos menores que 200 (tem 46 deles),

Mostrar que 3856, 38567, 38569 sdo nimeros primos (u

se o resultado do exercicio anterior).
Mostrar que trés inteiros Impares consectitivos ndo PO

dem ser todos primos, com exceg¢io de (3,5,7).

Seja & wum nimerc real. Mostre que [a + %J &€ o intei

ro mais proximo ac nimero a,
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25,
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Determine a maior poténcia de 1% que divide 100!.

Mostrar que

(i) o & racional <—==> existe um nimero natural m

tal que [ma] = mo ,

o
(ii) a constante de Euler e = ] %+ & irracional
j=0 -°
¥
(observe que [(k!de] = k! ] Fr < (ke

=0 °°






cariTULD II

PROBLEMAS SOBRE_PRIMOS

2.1. A Sequéncia dos Primos - Alguns Problemas Famesos

Seja V= {Pys Bys «vvs Pps ---3 2 sequencia dos
primos, onde p_ & o n-ésimoc primo a aparecer na sequéncia
dos nimeros naturais. Consideraremos nesta secgdo varias prg

Priedades impocrtantes de (P.

2.1.1. © Nimero dos Primos

Teorema 1. O niimero dos inteiros primos & infinito.

Apresentaremos duas demonstragoes. A primeira que e
mais simples foi dada por Euclides (Proposigao 20, Livro IX
dos Elementos). A segunda, de Leonard Euler (1707-1783, um
dos herdis de todos os matemiticos; veja[l?], p. 148 ), da
ta-se dos meados do século 18.e represénta o primeiro passo

na Teoria Analitica dos Nimeros.

Demonstragac 1. Sejam Py» Pys «++5 Py OS primei

ros k primos. Consideremos a fatorizagdo de n = (plp2 e
pk) + 1. Pelo Tecrema 20, Cap. I, existe um primo q divi

sor de nj; gq nao pode dividir 1 e portanto a diferente
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de gqualquer dos pi's. Entao qualquer que seja k, o conjun

to {pl, Pys enes pk} nido pode conter todos os primos.

c.qg.4d.

Demonstragdo 2. Recordamos certos fatos elementares

sobre séries:

-
. 1 1
(i) reR, |r| <1— T ¢ i,
i=0
Tl
(ii) a série harménica S & divergente,
n=1
o [~
(iii) sejam J a; 7 b, duas séries  convergen
i=0 i=0 "
tes com valores a e b respectivamente, ¢ ¢, = J a,__:b.
k 120 k=373
© ;,_
Para k > 0. Entdo, Ie {indicada também por )} a.b. )
B k=0 ¥ i,5=0 *

ceonverge para o valor ab,

Sejam p e q dois nimeros primos. Entdo, como % s

% < 1, pelos fatos (i), e (iii),
- %)‘1(1 - 271 [ b é%}[ 3 AEJ = ] e
q izo ptiliZp g i,3=0 p'q?

Observamos que qualquer inteiroc n > 0 cujos fatores primos
830 p ou q, encontra-se nesta série e uma vez s3. Ou  se
Ja,

- %)_l(l - %)_l = {Z% n = Piq] para alguns 1,j>01}.
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Generalizando, temos para os primos Py» Pgs »eex Py >
k _ k o

no(1 —-3} 1 Z{iln = I p,° com a; 2 0.
i=1 P i=p *

Se ﬁ’ fosse finito, digames de ordem k, entdo terfamos pelo

Teorema Fundamental da Aritmética,

==
o~
—t
1
[H
1
l.-.l
]
e~ 8
S

um zbsurde, tendo em vista que ¢ lado direito € a série har

monica e o lado esquerdo & um numero racional.

c.q.d.

- - . PP 7

As questoes que se poem sobre o conjunto infinito ‘)
tratam-se, entre varias, de seu crescimento, densidade, dis
tribuicdo dentro de N e também de suas subsequéncias espe

ciais.

2.1.2. Saltos entre os Primos

Teorema 2. (i) Dado n > 1, existem n numeros com

postos consecutivos,
(i1) 1imlp, 4 - pk[k € N} & infinito.
Demonstragio. (i)} A sequénecia

T

(n+1)! + 2, N+l + 3, ..., (n+l)l + (n+l)
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estd formada de nimeros compostos; peis (n+l)! & divisivel

por i+ 1 para 1 ¢ 1 < n.

(ii) Tendo em vista que Pr+1 ~ Pk € finito para
.tode k, precisamos mostrar que dado n > 1, existe k ¢ N
tal gue Py+1 ~ P > n. Escolhemos P o maior primo tal que
P < (n+l)! + 2. Seja k a posigdo de p na sequéencia dos
primos. Entdo, pela parte (i),

Py < (n+ld! 4+ 2 < ... < (n+1)! + (n+l) < Ps1 3

a demonstragac esta terminada.

c.q.d.

2.1.3. A sépie

i~ g

g% e divergente (veja Coroliarie 5, Ca
i

i=1

pitule II).

2.1.4. Primos Gémeos
Qual & o valor de
llm{pk+l - pklk e N} 2

0 menor elemento do conjunto das diferengas {pk+1—pk|k e N}

€ 1; pois p, - p; = 3 - 2 = 1. Além do mais,
infip,,q = pelk > 1}, oo, inf{p, ., - pk[k > 9}

sdo todos iguais a 2. A razdo atrds deste fato & que em ca
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da um dos conjuntos considerados existem primos gé€meos: Py »

Py, tais que p,.. - py = 2. Exemplos de primos gémeos 530
(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,3L).

Para termos uma idéia da frequéncia desses pares mencionamos
que existem 1.224 primos gémeos entre os 9.592 primos  meno
res que 10° e existem §.169 primos gémeos entre os 78,498
primos menores gque 10%. Essas cogitagdes nos levam i conjec

tura seguinte,
lim{p, . - pk]k e N} =2

ou numa forma mals simples,

existe um nimero infinito de primos gémeos.

A seaquéncia j_ dos primos gémeos & menos densa que

a dos primos; pois

I{%!p € é} & convergente!!

(veja [7], Theorem 5.1.1., pagina 107), contrastando dramati

camente com o fate j3 menciocnade de que

):{%Ip eP} & divergente .

2.1.5., A Distribuigdoc dos Primos

- Sejam x e R, x > 0 e w(x) o nimero dos primos < x.
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A. M. Legendre declarou em 1808 [13] que w(x) pare

. X - .
cla ter a forma (Togx) ¥ Alx ondge A{x) e aproximadamen
te 1,08366. ‘

Apesar de que Legendre foi o primeire a publicar for
mas possiveis para w{x), C. F. Gauss (1777-18B55,"o principe
dos matemiticos", veja [17, pp. 296-339¢]), j& tinha trabalha
do meticulosamente sobre o assunto em 1792-1793, mas nunca
chegou‘a publicid~lo. Ele tabulou detalhadamente a distribui
gdo dos primos em intervalos de 1000, de 1 até 3.000.000 H
por exemplo, existem 168 pfimos entre 1 e 1000, 135 entre
10060 e 2000, 127 entre 2000 e 3000, etc.; nesta tarefa e
numa €poca "pré-computacional” ele cometeu pouguissimos er

T0s5.

Usando essa estatistica Gauss chegou a conclusdo de

que a densidade dos primos numa vizinhangca de n foi da or

1 ,
dem de IBE_E , & dai
X 2
m(x) ~ Jz Tog at
(£ AP . £O(x) | )
x) % g(x) significa que lim o S 1}; por exemplo, en
Yom 8

tre a = 2.600.000 e b = 2.700.000, ele encontrou 6,762 pri
b
dx

4 Ia§—¥ = 5.751,332.

mes, e calculou I

Depois das contribuigGes significativas de Legendré,
Gauss,. Dirichlet, Chebychev e Riemann, o Teorema do Numero

Primo
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X
X 1
m{x) ~ Tog X " Jz Tog & dt ,

foi simultaneamente demonstrado por Ch. de la Vallée Poussin
e Jaques Hadamard no ano 183%6. Para uma pesquisa historica

mais detalhada recomendamos a leitura de [9].

A demonstragde do teorema geral esta fora das possi
bilidades deste livro. 0 leitor interessado, conhecendo as
"ocoisas" bisicas da andlise, pode consultar [1] ou [8]. Po
rém, cabe a nos apresentar aqui um tecrema de Chebychev, que
e uma forma fraca, mas interessante, do Teorema do Nﬁmerqui
mno. |
Y,

X

A fungao f(x)=1—5g-—-)—{

& estritamente crescente,
e f(x) < x, quando x > e.
Por outro lado f£(x) cres er
ce mais rapidamente que x
para qualquer 0 < e <1 3

em termos mals exatos,

X 1
Tog % &

x

quando x = w, Esta afirma

gdo pode ser verificada u

sando a lei de L'Hospital .

. S
og X

Grafico de f(x) = T
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Teorema 3 (Chebychev). Existem constantes positivas

a, b tais que

A Toa X < w{x) < b Tog %

para todo x > 2.

Demonstragdo. Investigaremos umas propriedades de

fatorizagdo e limites de (2n), para n > 1.

n
. 2n -~ . 2n
(i) ( n) aparece na expansao binomial de (1+1)°",
e portanto,
2n 2n
(L) 22 (1)
.. 2n, _ o) _ ® n+ i n+ i
(iiy 9 = arar = I =5—= . Como =5—=3>2 pa
=1
ra 1 < i < n, cbtem-se
n 2n
2 5(n). (2)

(iii) Seja p um primo menor que 2n e seja  w(p)

vipl+l

o numerc natural tal que pv(P) < 2n < p Seja também

a(p) o expoente do prime p na fatorizagio de (i?); entio

(i?) = I pu(P). Pelo Teorema 30, Cap. I, conclui-se que
p<2n ‘
v(p)
o "8 - o[
i=1'p o

Seja n = tp1 + €, onde t, € sdo inteires nio negativos
com 0 < e < p'. Ent3o, 2n = (2€)pT + 2¢ com O < 2e < 2pn.

Portanto,



Por conseguinte,

alp) < v(p)
para todo primo p com P g I, €
alp) = 1

para tedo prime p com n < p <€ Zn. Assim obtemos,

(Zn) - I pu(p) < T Pv(p) ,

n p<2n T p<?n

< 0 (2n) ’
P<Zn

7(2n?}

(2N < (2nm) . (3)

A

T p = T Pu(p) <

(2ny
n<p<2n n<p<2n -on

nﬂ(?n)uw(n) < (2n) . (%)

n
(iv) As desigualdades (2} e (3) produzem,
w(2n)

2% < (2n)

portanto,

nlog 2 < w(2n)log 2n 3

ou seja,

.
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log 2 2n
5 Tos 2n < 7{2n) . (5}
Dado =« > 2, existe n um numerc natural tal que

2n £ x < 2(n+1).

Injetande x na desigualdade (5), obtemos as seguintes de

sigualdades
log 2 2n
3 Tog x S m{2n) < w(x) ,
log 2 x/2
2 log x g i),
log 2 X
n Tog % < wl{x) , (6)
assim um lado da desigualdade de Chebychev foi facilmente
provado.

{(v) Para produzir o outro lado combinamos as desi

gualdades (1) e (4),

nw(?n)—n(n) < 22n ;

dai temos,

(m(2n) - m(n))log n < (2n)log 2 . (7)
Tendo em viéta que para n > 2, n2 > 2n wvale, obtemos
log n > EQ%QE 3

portanto,



2n

11(2n) - q1ln} < < m

2log 2 (8

Sejam x > 2 e n um numero hatural tal que 2(n-1)<

< % < 2n. Entdo,

m(2n) =1 ou w{(2n),

Tix)

)

i ménl ou w{n) - l.

o) X

Portanto,

2n
logn

m(x) - (w(%)+l) < w({2n} - w(n) < log? ;
ou seja,

m(x) - 1) < Iggﬁ(log 2) +1 . (9)

Tendo em vista que e uma fungio crescente para x*re,

—
log x

1 2n
e dai,
X 3 2n
w(x) - n(3) < 35 Togn log 2
Tambeém,
3 % +1
*
m(x) - 7(3) £ 5 Tog & log 2 ,
< % x+ 2 log 2 .
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Tendo em vista que 2log % > log x para x > % e gue E%g<x
obtemos,
plx) —ay < 2EXE 209 ¢4 log 2 (10)
2° = 2 log X log pd g

para x > U.

Uma cota superior para w(x) pode ser obtida pela
soma telescopica
- - ax Xy Lop(X
mlx} = (al{x) - 7(5)) + (W(3) ﬂ(q)) +

x/2
log x logx/2 * )

1A

3log Z(

porém, a expressio do lado direito na Fforma desejada apresen
ta dificuldades. Superemos esta dificuldade mediante  outra
desigualdade que vamos desenvolver a seguir.

7(x)logx - m(3)log %

L'y

= {(r(x) - w(%))logx + n(%)(logx - log %)

< 3(log 2) Tag—; log x + ﬂ(%) log 2 ,
por (10). Como w(%) < % s

m{x)logx - ﬂ(%)log % < % xlog 2 . (11)
Finalmente,

m(x)logx = (n(x)logx ~ m(Hlog 3 + (n(F)log} -

S

w3

- )log—) + ... < 5 log2ix +

LS
+
Flx
+
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7
< 5llog 2)(2x) < 7(log 2)x 3
isto e,

X

que & valida para x > 2.

c.q.d.

Coroldrio 4. Existem constantes positi&as c,d tais

que

cklogk < Pl < dklogk

para Py € q) e k= 2.

Demonstragao. Pelc teorema anterior,

By
2 log Py < 1T(Pk) <b log Py *
Notamos que v(pk) =k e k<P
(i) kx < b __EE__ —> 1k 1ogk < Ly logp, < P
log Dy b b k k*

(ii)} Para obter o outrc lado da desigualdade seria ©

caso de tentar trocar log P, por log k¥ em
1
P < gk log pp. -

Existe um nimero m tal que

1/2
Py

ldg pk > a
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para tode k > m.
Entao valem as seguintes desigualdades,

1 1 /2
P <3 k log Py < Ek.apkl ?

lég Py < 2 logk ,

para k > m. Utilizande a dltima desigualdade obtemos

1 2
Py < Ek 1ogpk < Ek logk ,

para k > m. Naturalmente, uma constante d pode ser achada

tal que
Py < dklogk ,

para k » 2.

c.q.d.
T

Corolirio 5. [ = & divergente.
1Pk

Demonstragdo. Tendo em vista que

1 1
m(g para k » 2

e que
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1

fix) = Xiogx

& uma fungi3o positiva e decrescente para x > 1, valem as de

sigualdades,

1
dx‘:a

;J"" 1
d 2 xlogx
£ ficil achar o valor da integral, pois

o0

[--]
Jz QT%EE dx = log(logx) , = o,

dal segue o resultado procurado.

c.q.d.

2.1.6. Progressdes Aritméticas

Legendre publicou em 1808, no mesmo trabalho
acima, uma outra conjectura:
se a>0 e ({(a,b) = 1, entdo a progressio

n ¢ 2} contém um nimero infinito de primos.

citado

{an+b|

Dirichlet demonstrou esta conjectura em 1837 com mé

todos analiticos revolucionarios baseados na demonstragdc de
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Euler da infinitude dos primos {veja [1}).

Demonstraremos no Capitulo IV, e por métodos sim
ples, a existéncia de uma infinitude de primos da forma an+
+ 1 para qualquer a e N. Outros casos particulares do Teg
remz de Dirichlet pecdem ser provades por pequenas variagoes

sobre a demonstracac de Euclides.

Teorema 6. Existe um nimero infinito de primos da

forma u4n - 1.

Demonstrag&o. Usamos a mesma teécnica de Euclides
Sejam 3, Ty -y P, o8 primeiros k primos da forma 4n-1.

Consideremos,
a = 4(3.7...pk) -1,

que tem & forma 4n - 1. Como todo primo Impar & da forma
bn + 1 e como {4n + Yim + 1) = 4(4nm + m + n) + 1 = 4% +
+ 1, um dos primos divisores gq de a deve ter a forma

Bn ~ 1. Naturalmente, q # 3, 7, «.., Py -

c.q.d.

2.1.7. A Conjectura_de_Soldbach

Goldbach escreveu em 1742 numa carta dirigida a Eu

ler a seguinte conjectura que continua sem demonstracgio.

se n epare n > U, entdo n & a soma de dois

primos Impares.
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Por exemplo, 6 = 3 + 3, 8 = 3 + 5, 10 = 5+ 5, 12 =5+ 7 .

Se a conjectura de Goldbach for verdadesira entdo va

lera,

todo nimeroc n que & Impar tal gue n > 9, &€ a soma

de trés primos Impares;

pois, n = 3 sera par e pela conjectura de Goldbach, n = 3 =

= p, +p, para certos primos Impares Py» Pye

Em 1937, Vinogradov demonstrou por metodos de aproxi
magoes bastante delicados, que existe um nimeroc natural n

a partir do qual a Gltima afirmativa & valida.

Existem outros problemas sobre os primos (veja Capi
tulo II de [11]). Um deles & encontrar uma formula geradora
dos primos. Matiyasevié construiu em 1970 um polindmioc de vé
rias variaveis com coeficientes inteiros cujo conjunto ima
gem {quando as variaveis tomam valores inteiros) consiste de

todos os primos e inteiros negativos (veja o Capitulo VI).

2.2. Fatorizagio em 2z[vn] e K[x]

Para termos uma melhor apreciagac do Teorema Funda
mental da Aritmética seria bom pesquisarmos a questao da fa

torizagdo em outros dominios de integridade.

Pois bem, qual g a situagao no dominio dos numerosra
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clonais Q? Consideremos por exemplo a fatorizacdo de 6 em

Q:

-t B _ = 2 21 -
6 =5 T 2.3 = o1y ¢ 11 = ...
. : 68 2 21 = . ) .
as qual des 2, 3, 5, 11, Ts 72 T © Primo em Q? E eviden

te que dado a ¢ 0, a # 0, ele tem uma fatorizagao: a:az.% .
Ndo vamos olhar para este tipo de fatorizagdo como sendo uma

"boa" fatorizagio.

Definicdo 7. Seja D um dominio de integridade. agD

chama-se primo ou jrredutivel se

(1) a ndo & inversivel (isto &, nio existe a' tal

que a.a' = 1), e
(2) se b, c e D satisfazem
ae= bc ,

entdo um deles & inversivel.

Assim pela definigdo dada @ nio possul nenhum pri
mo; uma situagdo radical. Porém, Q neste sentido & igual a

qualquer outro corpo.

2,2.1. 0O Dominio 2z[vm]

Encontram-se muitos dominios nao corpes dentro do

conjunte dos nimeros complexos €. Esbogamos a seguir um de
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les. Sejam n um inteiro ndo quadrado e
D = {a + bv/n|a, be Z} .

D contém todos o$ inteiros; basta colocar b = 0 e variar

a. D denota-se por Z[vm] .

Antes de comecar a operar com ot elementos de D se’

ria necessarioc saber se
a+b/m=a'+b'vne==>a=a'",bs=zb.

A resposta & sim e fica a carge do leitori ndo € trivial! (E

cercicio 11).

D & um dominio.

0 conjunto D & fechado pelas operagdes de C:
(a + b¥n) + (¢ + d¥n) = (ate) + (b+d)Vm ,

(a + b/)(c + d/A) = (ac+bdn) + (ad+be)/m.

M3o & nada diffcil verificar que D & um anel comutativo
com identidade. Para provar que D & dominio falta-nos veri

ficar,

6, BeD com af = 0 =—> a ou B = 0.

Sejam @ = a; + byv/n e B =a, t b,/n, dois elementos de D

tais que aB = 0. Entdo valem as seguintes igualdades,
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aB = (a;a,+bib,m) + (alb2+a2b1)/r_l =0+ 0yn ,

172
aja, + b1b2n = 0,
alb2 + a2bl =0 .

Suponhames que o # 03 entdo ou by # 0. Se by =0 en

a; n
t3o & fieil concluir que a, =b, =0 e B = 0. Ficamos com

o easo bl # 0. Ao multiplicar a primeira equagao por b, e
a segunda por a, e depois de considerar a diferenga entre

os dois resultados, concluimos que

2 _ 2 _ 2 2 .
blb2n - agbl = (bzn a2)b1 0;

entdo pelo fato de que b, # 0, tem-se

cuja Gnica solugac & a, = b, = 0.

D possui uma norma

Seja ¢: D + D a fungdo conjugagdo definida por
o{a + b/n) = a - b/n .

6 & uma fungao bijetora e preserva as- operagdes, isto €, pa
ra todos a, B e D, ola + B) = ala) + a(B), o(ap)=c(ado(p)

(verifique!l).

Finalmente (paciencial!) definimos a norma

3
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v: D+ %
por
vla) = jactal|
Por exemplo, se & = a + b/n para a, b g 2,
via) = |a2 - b2n| .

v satisfaz as seguintes propriedades (& por isto que v se

conhece por normal,

via) > 0
vig) = 0 ¢==> a = 0
v(af) = vla)v(B) (verifique!).

A norma v & util em identificar os elementos inver

siveis de D. Mais exatamente,

Teorema 8. Seja « & D. Entde

vwig) = 1 <

- - -
> g € inversivel.

Demonstragac. Suponhamos que v(o) = 1. Ent3o pela

definigdo de v,

via) = |Jaclad| = 1,
da qual obtemos of(a) ou -~ofla) e o inverso de «.

Reciprocamente, suponhamos que o tenha um inverso
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B. Entadc af = 1 e

viaB) = vladww(p) = v(1) = 1 .

Portanto, v} = v(g) = 1.

4 . —
Teorema de Fatorizacgao.

Achamo-nos numa posigao de demonstrar o seguinte teo

rema.

Teorema 8. Seja ae D, a #0 e g ndo inversivel.

Entdo existem primos Gys Bgy +ney oy em/ D, tais que
@ T 0gly au. Oy
(Nada dizemos sobre a unicidade desta fatorizagdo).

Demonstracdo. Procedemos por indugdo scbre vwia) .
Se v{a) = 1, entdo a € inversfvel emD e nio hi mais nada a
provar. Suponhamos que « ndo & primoc, entdc o = By, onde
B Ie Y s3o0 elementos ndo inversiveis de Dj; portants, v(R),

v(y) > 1. Entao,

via) = v(B) viy) e vw(B), viy) < via) .
Para terminar, aplicamos a hipotese da indugdo a B e Y
conseguindo assim uma fatorizagao de «.

c.q.d.
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Eis um exemplo de DI onde falha a unicidade.

Exemplo 10. Seja D = Z[/-%]. Entac

10 = 2 x 5= (2 + /<B)(2 - /=B) .

Os elementos 2, 5, 2 + ¥=6, 2 - /-6 sdo todos primos em
D. Vamos verificar este fato para o = 2 + /-6 (o leitor po
derd encontrar argumentos para os outros casos). v(a) = 10 ,

¢ se B8|o entdo v(B)|10. Considerando que v(B) = a° + 6b2

para inteiros a, b, obtemos que a2 +6b2!lG e daqui, a=x2,

b = 1.

J3 que a unicidade da fatorizagdo dos elementos de
Zz[v/n], dependendo de n, pode falhar, procura-se uma saida
A procura leva a Teoria Algébrica dos Nimeros {(veia [22]), on
de desenvolve-se uma teoria de fatorizacdo para os ideais de
dominios. Certos tipos de dominios chamados Dominios de Dede

kind admitem um teorema de fatorizagdo Unica para seus ide

ais.
2.2.2. K[x]

Mostraremos sucintamente que o conjunto dos  polind
mios numa varidvel, com coeficientes vindo de um corpo K,

forma um dominio de fatorizagio uniea. Outras prepriedades

importantes serdo também demonstradas.
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1. Seja D um dominio de integridade e D[x] o con

junte dos polindmios

t .
_ t _ 1
F(x) = aj + ajx + ...+ ax = .Z a;x
1=0
com coeficientes a; ¢ D. Os polincmios
- t - t t+1
fix) = agtapxr ... tax; e Flx) = ata Xt...tacx + 0x 3

sdo considerados iguais. Mantendo este acordo, dizemos que

t . S :
f(x) = aix1 g igual a gi{x) = 7} bix:L se e somente  se
i=0 i=0

a; = b; para todo i.

Chamaremos ©s eleméntos de D por constantes.

t . 5

2. Sejam f(x) = 7} aixl, glxy = J bixl e D{x]
i=0 i=0
se s < t, acrescentamos alguns zeros ao polindmio g(x) fa
t .
zendo com que g(x) = .J bixl. Definimos as duas operagoes +
i=D
e . por
E i
£(x) + glx) = § (a; + bo)x
. i
i=0
f(x).g(x) z aob0 + (aob1 + albo)x + (aob2 + albl +
2t
2 k
+ab ¥x + ... = ] co.x
270 k=0 k ?
onde
= a.b. .
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Verifica-se que (D[{], +, .) & um anel comutativo com iden

tidade.

3. D[x] €& um dominio; pois se f(xJ, g{x) sdo dois

polinfmios ndo nulos e a,, bj sio seus primeiros coeficien

tes nic nulos, entdc o cceficiente de xl+:| no produto
Flxdglx) &
Ci+j E aobi+j + ... F ai-lbj+1 ey bj + ai+lbj*l+"'+ai+jbo
=0+ ... +0 +a.,b, +0+ ... +0#0
1]

+ .
¥, Seja f(x) = ] aixl . Se a, # 0, entdo t cha
i=0

ma-se o grau do polinomioc f(x) e jindica-se por 8(f(x)). A
fungdo 3: D[x] - {0} » Z,, satisfaz as seguintes proprieda

des:

(i 3CE(x)) = 0 <= fx) = a £0, a D,

(ii) 3(FG0) + glx)) < max.{a(£(x)), alglx)}

(iii) 3(FCx)g{x)) = alE(x)) + 3lglx)).

5. Seja K um corpo. Entdo X[x] admite um algo

ritmo de divisdo,

dado um par f{x), gi{x) ¢ K[x] com g{x) # 0, exis

te um outro par gq(x), r{x) e K[x], Gnico tal que

F(x) = qlxlg(x) + r(x) com a(r(x)) < 3(g(x)) ou ri{x)=0
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am+l(X) e o malor divisor comum de al(x) e az(x) (deno

ta-se por (al(x), a,{x}), no sentido de que

am+l(x)Ial(x), a, (x)

ulx)|a; (x), a,(x) ==> ulxda 4 (x)

Também, com o mesmo argumento usado para 4, existem  a(x),

Bix) e K[x] ‘tais que

am+1(x) = u(x)al(x) + 5(x)a2(x) .

9. Seja f(x) e K[x], ndo constante. Entfo, existem
Dp (XY, Pplx)y uy Py (x) polindmios irredutiveis e oy 50y,

srey O E N tais que

o o o
f{x) = pl(x) ! pz(x) 2 . pk(x) k.

. *
A fatorizagdo & lnieca a menos de uma permutagdo dos fatores

o .

pil(x) e de uma multiplicagdo por uma constante.

Demonstrag&o. A demonstragdc faz-se por indugdo S0
bre 3(f(x}) e segue as mesmas linhas do Teorema Fundamen

tal da Aritmética.
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EXERCICIOS

Encontrar o menor n tal que PyP, .-+ P * 1 nic e

primo, onde Py, Pys -++» Pp sdo os primeiros n pri
mos. '
Use a demonstracao de Euclides para a infinitude dos

primos para concluir que

Py < 2
Qual & o menor n para o qual
n, n+l, n + 2, n + 3, n + 4, n + 5

s3o todos compostos?

. - . . . .
Demonstre que existe um numero infinite de pares de pri

mos. consecutives ndo gémeos.

Para cada numero real x > 0, defina k(x) = nimero dos
inteiros quadrados menores que x. Mostre que ki{x) =

= [/x]. Mostre também que

s k(x) .
1lim m = 4] 3
X-+t0

isto &, os guadrados sdo mais raros que oS primes.

Dado o Tegrema do Nimero Primo, mostre que © nimero dos

primos entre x e 2X tende para o infinito com x.

Observagio: Encontra-se em [18, paginal7l] &  demons
tragdo de Chebychev do postulado de Bertrand:
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existe um primo entre n e 2n rpara gqualqguer

nimero natural n > 2.
Demonstre que o niimero dos primos tendo a forma 6n + 5§
& infinito.
Verifique a conjectura de Goldbach para n < 50.

Verifique que o polindmio

pix} = x% - x + u1

€ primo para todo inteiro n tal que 0 < n < 80

Demonstre que ndo existe um polindmic f(x) eom coefi

cientes inteiros tal que f£(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = &,

Seja n um inteiro ndo quadrado. Demonstre que ndo e

xistem inteiros a, b tais que a = b/RA.

Seja D = Z[/n] um dominio de fatorizacdo finica, e n

um primo em D. Demonstre que existe P um primo em Z,
LJ

Unico tal que yip.

Mostrar que os elementos inversiveis em z[/Z7] sdo 1,

1 + /DN,

Mostrar que 3 & primo em Z[v~I] mas nio & primo em
Z[/B].

Sejam fix) = 2x + 1, gix) = X2 & x4 1. Mostre que

ndo existem a(x), B(x) ¢ Z[x] tais que al(x)F(x) +
B(x)g(x) = 1, embora £f(x) e g{x} nao possuam fato

res comuns em Z[x].
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Demonstrar o Teorema da Fatorizagdo {nica em X[x] (pid

gina TII-28).

Sejam K um corpo, Bys Qgs =ses O elementos distin-

tos de K e By, By, -.-» Bg € K. Sejam também

elx) = (x - al)(x - “2) vee (x - “s)
g.(x} = _£lx) 1<1i<
i = g oy para < <85,
s si(x)
£(x) = ACR R

i=1 *i*7i

Mostre que f(ai) = Bi para tado 1.

Seiam t, n numeros naturais. Demonstre,

(i)  t|n <= xt - 1[x" -1,

(ii) t]n, % : Impar <=—> x© + 1|x" + 1.

(os polindmios estdo consideradns como elementos de
Q[x]r.

Sejam a, n numeros naturais cem n > 1. Demonstre,

a" - 1 & primo >a = 2, n: primo.

Observagao: Os nimeros Hp = 22 - 1 onde p e primo

sao conhecidos por numeros de Mersenne (Marin Mersenne

1588-1648). Na sequéncia dos Mp's, o primeiro nimero
composto tem Indice p = 11, e o maior nimero primo co

nhecido tem Iindice p = 18837.
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Um nimerc natural n chama-se perfeito quande n = Z{d]
dln e 1 < @& < n} . Demonstre que se ¥, & primo  en

tdo n = 2p_lMp é perfeito.

Observacio: Ndo & dificil mostrar que n &  perfeito

par <—==» n = Zp_lMP onde MP & primo.

A existéncia de nlumeros perfeitos Impares e um  proble
ma clissico em aberto. Sabe-se que se existir tal nime

ro, ele deve ter pelo menos 36 algarismos.
Sejam a 1 e n nimeros naturais. Demonstre que

a" + 1 & prime ——> a: par, n = 27,

. k
Observagdo: 0Os nimeros F = 227 + 1 sdo conhecidos

por numeros de Fermat (Pierre Fermat 1601-1665, advo
gado, juiz,e grande matem3tico em tempo parcial) Fermat
conjecturou que Fk e sempre primo. Sabe-se hoje que
Fy € primo para 1 < k € 4 e & composto para 5¢k<lE,

e para vériqs outreos k's maiores que 16,
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CONGRUENCIAS .

3.1. Congruéncias

A divisibilidade ganhard neste capitule uma nova fan

tasia: ela vai desfilar como uma congruéncia!l

Definigdo 1. Seja m um inteiro nae nulo. Para
gquaisquer inteiros a, b, dizemos que & & congruente com

b modulo m, denotamos por

a b (mod., m),

se e somente se ml|a-b.

Por exemplo, 70 2 -2 (mod. 9), 70 = 0 (mod. 10} s

70

4 (mod. 11).

Verifica-se laogo que para inteiros a, b e @,

a = a {mod. m)
a=b (mod. m) ==> b = a {mod. m)
2 =b tmod. m) e b = ¢ (mod. m) —=> a = ¢ (mod. m);

em outras palavras, a congruéncia & uma relacdo de equivalén

cia. Esta relagdo satisfaz outras propriedades importantes :

d (mod. m)

b {mod. m) s c

1]
i

—>a+cz=2b+d (mod. m}, a.c = b.d (mod. my,
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para quaisquer inteiros =z, b, ¢, d; isto &, a congruéncia
Preserva as operagoes soma e produto. Mostraremos apenas a
ultima, e deixaremos a outra a cargo do leitor. De az=h,
¢ £ d (mod. m), concluimos que existem inteiros a, % tais
que a =b +qgm e ¢ =d+ &m; entdo ac = (b + qm){d + £&m)
= bd + bim + qmd + qmem = bd + (b& + qd + qfmlm, e pela de

finigdo de congruénecia, ac = bd (mod. m).

A teoria das congruéncia médule (-m) coincide com a

de module m, Por isso, e para simplificar nossas considera
P =3

ghes, reservaremos neste capitulo o simbolo m para indiecar

um inteirec positivo.

Pelo algoritmo da divisdo, o restc »r da divisdo de
um inteirc a por m satisfaz 0 < r < m. Ent3o todo intei
ro a & congruente com um elemento inico de

M, = {0, 1,2, ..., m - 1}.

.
Definicdo 2. Seja S um conjunte de inteiros. s

chama-se um sistema completo de residuos (S.C.R.) mddulo m se

e somente se

(1) s, tesS e s#t=>5%t (mod. m),

(1) a € Z =—> existe s £ 8 tal que a = s(mod m).

Chamamos M, um sistema de residuos minimos médulo m.

Para n um inteiro fixe, o conjunto
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Mn: n, ntl, ..., n+m-1

% um S.C.R. mdédulo m.

Precisamos verificar duas condigdes. A primeira diz
que dois elementos distintos de M, nao.podem ser congruen

tes module m; isto € valido pois se
n+izn+3j (mod. md

para 1, J com 0 < i, j £ m1l, ent3c somando a esta

-n -n {(mod. m)

obtemos

i g 3j (mod. m) .
Para verificar a segunda condigido, usamos o seguinte teorema.

Teorema 3. Seja S um conjunto de m inteiros )
dois a dois nao congruentes mddulo m. Entdo S & um S.C.R.

modulo m.

Demonstragao. Tode elemento s de S & congruente
a algum elemento i de M; i é Unico. Entdo definimos
f: § =+ Mo
por

.

f(s) = i <===> 5 = i (mod. m}.

f & injetora, pois se para Sy, 5, € S
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f(sl) =1 = fis,)
entac
sy £ 8, (mod. m) e dal §1 % S,
Agora o fato que S e MO possuem ¢ mesmo numerc de elemen
tos m, implica que f & sobrejetora; em outras palavras ,

todo elemento de Mo

Finalmente, consideramos

existem i e Mo, s £ § tais que

a = i
(med.
1 E s
e assim
a = s (mod.
»
Teorema 4., Seja f(x) =

polindmio com coeficientes a;'s

plicagao

2 b (mod.

[}
i}

m)

para quaisquer inteiros a, b.

Demonstragdd.

n

fla) - £f(b)

= al(a-b) +

(ao +aja + ...

e congruente com algum elemento de 8.

qualquer inteiro a. Entao
m) )

m)

a_ + a.x + + ayx© um
° 1 ven "

inteiros. Entdo vale a im

fla) = £(B) (mod. m),

k
+ aa ) (ao + alb +

+o... # akbk)

az(az—bz) L.l F ak(ak-bk).
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Em virtude da fatorizagdo

i-2

at - pl oz (a-pyateat % v L. o4 bi_l),

que & vialida para qualquer inteiro i > 1, concliuimos que
(a-b)|£(a) - £(b)

Entio se m|a-b, evidentemente

m|£Ca) - £(b).

c.q.d.

Exemplo 5. Seja a = (72)B + (72)5 + 2. Mostraremos
que 7la.

Seja' fix) = x6 + x° + 2. Dado o fato que

11}

72 2 {mod. 7) ,

£(72)

[1}]

£(2) (mod. 7) .
Calculemos £(2),

£e2) = 25 + 2% + 2 = su+3242 = 98 = 1b.7.

. - k
Teorema 6. Sejam f£(x) = a, + 83X + ... F X e

gix) = b, + byx + ... ¥ blxg dois polindmios com coeficien

tes inteiros. Dados a, b e Z , vale a implicagao
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f{al+gla) = f(b)+g(b)
a = b (mod, m) =e—> (mod. m).
flalg(a) = £(b)g(b)

H

Demonstragdo. Seja a = b (mod. m). Entdo, pelo teo

rema anterior,

f(a) = £f(b), gla) = g(b) (mod. m)
Como a congruéncia preserva as operagdes + e ., obtemos

Elad+gla) = £(bl+g(b) , flalg(a) = f(blg(b) (mod. m)

c.q.d.

Nota Historica 7. A teoria das congruéncias foi a

presentada rigorosamente por C. F. Bauss, aos vinte e guatro
anos, no seu livro famoso Disquisitiones Arithmeticae de
1801. Esta obra foi traduzida em léBB para o inglés [6].
Cutros matem3ticos como Pierre Fermat que precederanm
Gauss, conheciam o calculo de congruencias e usavam-no impli
citamente. Alids, a idéia da congruéneia evidencia-se em cer
tas regras praticas, tais come a "prova dos noves fora", pa
ra a verificagdo dos cdleulos aritméticos; essas sdo prova -~

velmente herangas da antiguidade.

A "prova dos noves fora" funciona do seguinte modo
g

93 x 74 # 6782 porque:
9+ 33, 7+Y4+2e3x2-=8
entretanto,

6 +7+ 8+ 2+5 queeé diferente de 6.
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5
A verificagdo coloca-se na forma i>X<§ . A ‘trans-
B

- - . - -
formagdo a *+ b, como € evidente, e a redugac de a modulo 8

-
para o menor numero b > O possivel.

Esta prova baseia-~se na aplicagdo repetida do seguin

‘te teorema.

Teorema 8. Sejam

o = aklok + ak_llok-l oae. +oag

g = bgloz + bl_llog_l # uaa *+ b,

o + B = c 10™ + cm_llum'l L S S
aB = d 20" + a__,10%h 4 44,

as formas decimais dos inteiros o, B, @ + B e aB. Entdo,

m

(aptay_q *+ -»0 ¥ a ) + (bp+bg y + «o0 b,)

R co) {mod. 9),

e

(ay + a_q *+ ... * a by + by o et b))

(d + d g + «»o t d,} (mod. 9).

- -~ i i
Demonstragao. Trocando as potenclas 10 por X

nas formas decimais de o e B obtemos polinomios Fix} ,



ITI-8

g(x) tais que @« = f(10), B = g(10). Como 10 = 1 {(mod. 9),

obtemos que
£{10) = £(1) e g(10} = g(1) {(mod. 9}

Entao, pelo teorema provado acima,

£(10) + g(10) = £(1) + g(1d
e (mod. 9)

£(10).g(10) = £(1)g(l)

Finalmente notamos que £(1) (wespectivamente g(1l)) & i
gual a soma dos algarismos de o« (resp. BJ), o que nos leva
a conclusdo desejada.

c.q.d.

A lei do eancelamento nem sempre & valida no calculo

de congruencias, por ex®Bmplo

21 = 6 {(mod. 15) ,
porem,

7 £ 2 (mod. 15) .

Teorema 9. (i) ab = ac (mod. m) < > bEc(mod(ﬁEET)
b

(ii} (a,m) =1, ab = ac (mod. m) =—=—> b=c(mod. m})

onde a, b, ¢ s&do inteiros.

Demonstragdo. Sejam 4@, myy ay inteiros tais que



(m,a) =d, m= mld , a = ald .

Entao, (al, %) = 1 e verificam-se as seguintes implicagdes
- m m
m|ab-ac(= ald(b—cJ) <=—=> g|a,(b-e) <=——=> 7 b-¢

o que demonstra (i). A afirmagdc (ii) & apenas uma consequeén
cia direta de (i)

c.g.d.

Descreveremes no teorema seguinte os elementos inver

siveis médulo m.

Teorema 10. Dado um inteiro a, entdo a congruencia
ax 2 1 (mod. m)

admite solugdo se e somente seé {a,m) = 1.

Demonstragio. Sejam a, b inteiros. Entdo ab =
1 (mod. m) equivale a ab - cm = 1 para algum inteiro C,
ou seja (a,m) = 1. Por outro lado, se (a,n) = 1, entao a

existéneia de b estd garantida pelo algoritmo Euclideano .

Observagdo 11. O inverso b de a médulo. m, foi
determinado mdédulo mj; os ouvtros sio todos congruentes entre
si. Assim por abuso de linguagem falaremos do inverso de a

1 (mod. m), e o indicaremos

n

mod. m, ou da solugao de ax

1
por (H)m .

- RO . A S, S AP

.



IiI-10

Teorema 12. Sejam a, b inteiros primos com m..En

tdo temos as seguintes congruéncias mddulo m,

n
o]
-

(iii) o = (F)  —=> (2
. 1 ~ 41 1
(lV) ('a'S)m = (E)m ('B‘)m

Demonstragio. (Exercicio 6§, III).

Exemplos 13. (i) Consideremos m = 5. Entio os

versos modulo 5 de

sdo vespectivamente

*
1, 3, 2, 4

=4
1]

in

(ii) Seja m = 6. Entdc a = 0, 2, 3, 4 ndo sio in

versiveis. Os inversos de a = 1, 5 s3c 1 e 5 respectiva-

mente.
(iii) Sejam m =51 e a = 35. Entao,

L, - _
(), = -16 .

Teorema 14% (0 Teorema de Wilson). Seja p um primo.

Entdo,



III-11

(p-1)! = -1 (mod. p)

Demonstracdo.

Seja M, = {1, 2, 3, +.., p-1l}. Defi-
na

n: Mo -+ Mo por

O
ni) = (I)p (mod. p)

>

para cada i e M_. Pelo teorema anterior & bijetora. A
lém do mais

n(i) = i ¢<—> i% = 1 (mod. p)

Quammmm=> | (3-1)(141)

Cmmmeep] = 21 (mod. p) .

Entao,

(p-1)1 = 1.2.3...(p=1) & 1[2(%)p.3(%)p...](p-1)

sp=-1%2 -1 (mod. p}.

c.q.d.

Definigdo 15. S$eja $ um sistema completo de resi
duos médule m. 0 subcenjunto

s' = {ala £ §, (a,m) = 1}
de S chama-se um sistema reduzido de residucs (S.R.R.)

mo
dulc me.
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Exemplo 16, Seja m =210 e § = {0, 1, 2, ..., %}.

Fntdoc, 8' = {1, 3, 7, 9}.

Teorema 17. Sejam Sl’ 52 dois sistemas completos

de residuos moédulo m e 81» 53

5 ©8 S.R.R. correspondentes.

Seja tambem
f: 8§, + §

a fungao definida por

f(sl) = 5, <

2 > 8 = 5, (mod., m).

Entac f restringida a Si estabelece uma correspondéncia

biunivoca entre Si e S5 .

Demonstragdo. (Exercieio 9, III).

Definigcdo 18. Seja S um S.R.R. module m. Defini
mos Y(m) come sendo a ordem de S. ¥ chama-se a fungao_de

Euler.

0 teorema anterior garante que Y{(m) & independente

da escolha de S. Assim, por exemplo,

Y(m) & o nimero dos menores inteiros positivos

que sdo primos com m. Eis alguns dos valores de Y,
(1) = 1, &€2) = 1, @3) = 2, ¢4) = 2, f(5) = 4,

e no caso de um prime p, (p) = p-1.
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Teorema 19 (0 Teorema de Fermat). Seja p um primo

e seja a um inteiro nio divisivel por p. Entao,

p|ap_l -1

ou seja, na linguagem das congruéncias,

aP™! = 1 (mod. p) .
Uma generalizagéo foi publicada por Leonard Euler em
1747. Apresentaremos esta versac, da qual o Teorema de Fer

mat poderd ser concluido facilmente.

Teoprema 20 (FEuler). Seja a um inteire que € primo

com m. Entdc

a?(m) = 1 (med. m) .

Demonstragdo. Seja R = {ry, rp, ..« rk} um siste
ma reduzido de residucs médulo m e k = Y(m). Fabricamos un

outro S.R.R.,
aR = {ary, ary, :--s ark} 3

istoe & verdade porque (ari,m) = 1 para todo i, e oS ele
mentos de aR sdo nio congruentes entre si. Sabemos, pelo
Teorema 17,Cap.III, que todo elemento de aR & congruente
com algum elemento de R, e que a correspondéncia resultante

entre aR e R & biunivoca. Entdo temos,
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(arl)(arz) aea (ark) trry...ry (mod. m) ,

ou seja
k k
a@(m)[ I ri] = I r; {mod. m}.
i=1 i=]1
k - - - - -
Como I v e primg com m, ele e inversivel mddule m, dai
i=1
a&(m) = 1 (mod. m).
c.q.d.
Exemplos e Observacdes:
(i) 71]27% -1, 235 - 1. A primeira & uma conse

7007 .« (235.3) 23841y

quencia do Teorema de Fermat. Como 2
71i235-1 ou 235+1; a primeira possibilidade & valida e po

de ser verificada diretamente.

(ii) Sejam a e m dois inteires primos entre si,

e tais que
aml $1 (mod. m).

Entdo, pelo Teorema de Fermat, m ndo e primo. Usando um
computador, este critério & Nitil para decidir se certos niime
ros grandes ndo sdc primos. A vantagem deste método & que e
le evita o uso de uma tabela extensa de numeros primos.
(iii) A reciproca do Teorema de Fermat ndo & vilida;
pois existem nimeros m compostos tais que a™ i1 {mod. m)

para todo inteiroc a primoc com m; o primeirc desses nﬁmg

ros & m = 561. Retornaremos a este assunto na secgao 4.3.4.
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3.2. Resolucdo de Congruéncias

3.2.1. Congruéncias Lineares . O Teorema do Resto Chines

Teorema 21. A congruéncia
ax = b (mod. m)

& solilvel se e somente se (a,m)|b.Quaisquer duas soluges

-

(se existirem) sio congruentes modulc m.

Demonstragdo. Seja d o maximo divisor comum de a
e m. Se existir uma solugdo < da congruéncia axzb (mod m),
entio mjac - b, e dai, necessariamente, d[b. Por outro lado,

se d|b, entdo resolver ax = b (mod. m) equivale a resolu

gdac de a'x = b' (med. m'), onde a' = 2, p' = b o m =5
d d d
Fois, se x_ fosse uma solugdo da primeira congruéncia, ele

o
seria tambdm uma solucdo da segunda e vice versa. A solugdo

da segunda & a = (é%)m‘b'e & facilmente verificavel, e que

X, = @ & uma solucdo de ax = b. (mod. m).

A G1tima afirmacdo do teorema, colocamo-la cOmMoO Exer-

cicio 11, III.

Teorema 22. Seja f£(x) um polindmio com coeficien

tes inteiros. Sejam ry, r uma colegde de  intei

g3 +ers Ty

ros positivos primos entre si e m = pr,r

1 r

g v Tk Entao, re

solver

fix) = 0 (mod. m)
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equivale resclver o sistema simultdneo das congruéncias

f{x) = 0 (mod. ri), i=1,2, ..., k.

Demonstragde. Seja X, uma solugdo de f(x) = 0
(mod. m). Entdo, m[fl(x ) e obviamente r;|£(x,} para todo
i; ou seja, f(xo) = 0 (mod. r;) para todo i. Reciprocamen-
te, se flx,) = 0 (mod. r;), ou seja ri|f(xo) para todo i,

entdao m = m.m.c.(rl, ey rk)|f(x0), e assim f(xo)EU(mod ml.
Exemplo 23. Consideremos a congruéncia

35x =2 1 (meod. 51)

Tendo em vista que 51 = 3.17, entdoc peleo teorema  anterior

basta-nos resolver o sistema simultaneo,

35%x = 1 (mod. 3) , 35x 1 (mod. 17) .

Hi

Este em si reduz-s5e ac

u

x £ -1 {(mod. 3) , b'e 1 (mod. 17).

As solugbes da primeira congruéncia sao X, = -1 + 3k para
qualquer inteiro k. Dessas procuramos aquelas que satisfa

zem a segunda congruéncia. Logo, k deve satisfazer

=1 + 3k 21 (mod. 17);

2 (mod. 17).

i.e., 3k

Dado o fato que (%)17 = 6, obtemos ko = 2.(%)17 = 12 que
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& uma solugdo da Ultima congruéncia. Entdo, x = -1 + 3k, =

35 & uma solugdo da congruéncia original.

Sejam Ty, Tps «ers T UM colegdo de inteiros posi

tivos primos entre si e seja m = Py «se Ty - Para cada i,
m _ 1 - .

(;;, ri) = 1 e portanto, (ﬁ7gz)ri existe. Para cada i, es

colhamos o menor inverso positive e denotemes

evidentemente, &; = 1 (mod. ri) e €

0 (mod. rj) se

1#£7.

0s inteiros €95 €53 +roy By satisfazem as seguin

tes propriedades de "ortogonalidade".

Teorema 24. (i) e;ey =0 (mod. m} <=—===> 1 # J.

i
k k
(ii) izlaiei & iglbiai (mod. m) <====> a =b;(mod r;)
k
para todo 1i; portanto, { Z aje;|0°¢a; <r; para i=1,

2, +.., k} forma um S.C.R. mddulo m.

X
(iii) 1 g =1 (mod. m).
i=1
Demonstragido. (Exerciecio 12, III).

Teorema 25. (0 Teorema do Resto Chines). Sejam 8y
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@55 +r+s @) uma colegdo de inteiros. 0 sistema simultdnec

de equagdes

tem a solugdo
%
X = a.e.
o T ;L i

Além do mais, todas as solugdes sdo congruentes entre si me

dule m.

Demonstragéo. Para cada j, tendo em vista que Ej =

1 (med. 1),
J
xoej Z x, (mod. rj) .

Por outro lado,

(mod. m)

e N

Entdo, para cada J,

X, = xosj = aj {mod. rj) .

A Gltima afirmagdo & uma simples aplicagdoc da parte
(ii) do teorema anterior.

c.q.d.

Exemplo 26. Consideremos novamente a congruéncia

35x

"

1 (mod. 51), cuja resolugdo foi mostrada equivalente &

do sistema x = -1 (mod. 3}, x 2 1 {mod. 17). Peloc Teorema
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do Resto Chines as solucdes ndo congruentes da congruéncia o

riginal &

1

- oL - 1
Xy = (17)3.17.( 1) + (3)17.3.1 R

x_ = 35

Manteremos no seguinte ‘teorema a notagdo do Teorema

do Resto Chines.

Teorema 27. Seja f£{x) um polindmic com coeficien

tes inteiros. Para cada i, 1 < i ¢k, seja a; uma solu

gdo de £(x) = 0 (mod. ri). Entado,

& uma solugao de f£(x) = 0 (mod. m).

Demonstracdo. O Teorema do Resto Chines afirma que

X

[£1)

- . L
o a; (mod. ri) para tode i. Dai,

f(xo) f(ai) £ 0 (mod. ri)
para todo i. Come ri]f(xo) para i = 1, 2, ..., k,

m = m.m.c.(rl,rz,...,rk)[f(xo) H

11]
f=]

ou seja, f(xo) {mod. m).

c.q.d.

Corolario 28. Sejam f£(x) um polinomioc com coefici
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entes inteiros, e m um inteire positivo tendo a fatoriza

. R o, o, o ~
¢ao canonica P;” Py" .-+ P . Entao,

i

£f(x) = 0 {mod. m) tem.solugdo

o,
f({x) = 0 (med. pil) tem solugdo para cada i.

1t

Exemplo 29. Encontrar todas as solugdes de

£(x) = x> + 5x + 9 = 0 (mod. 15).
Consideremos o sistema

f(x) 0 (mod. 32

13
E
}
b
1]

f{x) = 0 (mod. §)

1]
*
1
'_l
I

As solugdes ndo congruentes modulo 3 da primeira sdo ay=0 ,
a, = 1 e da segunda que sdc ndo congruentes modulo 5, bl =
= -1, b, = 1.

Entdo pelo Teorema do Resto Chines,
£f(x} = 0 (mod. 15)
admite quatro sclugbes ndo congruentes modulo 15, elas sdo

= (L L
a3 = (§lge8.a; + (Pg-3.by

i, j = 1, 2. Logo, eyp = -6, Cp = B, Cyy = b, Cyy = 16,
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4.2.2. Congruencias de Graus Gerais (Métodos de redugdo).

A resolucdo de f(x) = 0 (med. p%) onde a > 2, po
de ser reduzida a de f£(x) = 0 (mod. p). Alids, tendo em vis
ta que f(x) = 0 (mod. p%*) implica em f(x) = 0 (mod. %™,

o método para achar as solugoes da primeira seria encontrar

inicialmente as solugbes 415 @ps ey Agy ndo  congruentes
- a- - . .
modulo P l, da segunda e depois voltar para a primelra e
o-1

testar x = a; + tp

i onde 0 < t <p.

Ent3o o método geral consiste na construgac a partir
das solugdes de f(x) = 0 (mod. p) as de £(x)20 (mod. pz),
e com essas subir gradativamente até chegar as de Fix) =
0 (mod. pa). Esta subida serda facilitada pelos resultados sg

guintes.

: k L oa
Seja f(x) = a, + a;x + a2f2+ +++ + @3 X um polino

mic com coeficientes inteiros. Consideremos f£(x + yJ.

a, + al(x+y) + az(x+y)2 + a3(x+y)3 + .. 4 ak(x+y)k

fx+y)

a, + al(x+y) + a2(x2+2xy+y2)+a3(x3+3x2y+3xy2+y3)+...

= ao + alx + at2x2 + a3x3 + ...

+ y(a1 + 2a,x + 3agx” + )

+ yz(a2+3a3x+ ced) y3(a3 4 oeee)

Esta expansa@o inicial sugere que
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(3
£(xty) = £(x) + y£'(x) + y2 £_§>,<_)_ + 3 LTS.XJ_ + o,

gque nada mais € que a expansdo de Taylor!
1 Wy
Teorema 30. f£xty) = £(x) + y£'(xX) + ... +y T

(x) .
o+ g8 ﬁ——E%El 3
f(i)(x) ~ ~ : :

para cada i, =——3== & um polinomio com coeficientes in

i
teiros.

Demonstragéo. (Exercicioc 16, III 3 Proceda por
indugde sobre k, escreva f{x) = £i(x) + akxk, use a hipéte
se da indug3o para desenvolver fl(x-i-y) e a expansdo  bino

mial para desenvolver (x + y)k).

Teorema 31. Seja f{a) = 0 {mod. pB). Entao para

a' = a + th s

f(a') = 0 (mod pB+1) ¢=—=> tf'(a) = —ii%l-&wd. p)
P

£1¢a) = £2) 2 g (moa. p)

o= ou

(f'(a),p) = 1.

B

Demonstracao. Seja a' = a + tp*, onde t serd de

terminade para que £(a') = 0 (mod. pB+1). Pela expansaoc de

Taylor,
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flat) = £lartpP) = £a) + epPrrrcay + (x phy? Tl
+ ..

B+l

n
==

Intdo, de f(a') = (mod. p , obtem-se

fla)+(tp )€'(a) (mod pP*h).

<o
m

Tendo em vista que pBIf(a), esta congruencia pode ser posta

na forma
' () = -E2 (moa. p)
P
e ela possui solugbes se e somente se (f'(a),p) =1 ou
PIf‘(a)’ E‘(—g—) .
P

c.q.d.

Exemplo 32. Seja fix) = x2 + 6x - 9; entao,

f1ix) = 2x + 5 .

Desejamos encontrar teodas as solugdes de

1

f(x) 2 0 (mod. 25).

As solucdes de

fi{x) = x%+1 = 0 (mod. 5)
sdo x = #2 (mod. 5).
Sejam a; = -2, a5, = 2. Entao,

f(al) = -15, fla,) = 5, f'(al) =1, f'(az) = 9,
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Resolvamos
f(al)
t = o
tlf (al) = g
e (mod. 5)
f(az)
T =
tzf (az) = 5
Entdo, t, 53 e t, 51 (mod. 5); dal as solugdes de f{x)=
D (mod. 52) sdo congruentes com aj = -2 + 3.5 = 13, aj =

=2+ 5 =7, mddulo 25.

Embora ndo tenhamos meios de resolver f£(x)=0 (modp)
para um polindomic f de grau geral, & ainda possivel redu

zir f para um outro de grau menor que p.

Tecrema 33. Seja p um primo. Entdoc todo inteiro

satisfaz a congruénecia
xP = x (med. p) .

Demonstragdo. O que temos aqui nada mais & que uma

variacde do Teorema de Fermat.

Corolario 3%, Seja p um prime., Dade um polinémio
£(x) com coeficientes inteiros, existe g(x) um polindmio

com coeficientes inteiros e de grau menor que p tal que
fla) = ga) (mod. D)
para qualquer inteiro a.

Demonstragaoc. Pelo teorema anterior,



X.xT = x1+l {mod. p}

1]

estd satisfeita para todos os inteiros. Entac g(x) obtem-se

xp+i 1+i

trocando por X no polindmio f£{x).

c.q.d.

Exemplo 35. Seja p =5 e f(x) = 2% +xB+axdsl. En

tdo a corgruéncia

f{x)

1}
A
>
+
*
+
o>
®
+
—

15 x° + 1 (mod. 5)

m
o
b
+
S
+

esth satisfeita por todos os inteiros.

3.2.3. Congrudncias Quadraticas

Sejam p um primo e f(x) = ax? + bx + ¢ um polind

mie com coeficientes inteiros tal que (a,p) = 1.

A nossa primeira observagdo, que & uma conseguencia

direta do Teorema 33,Cap. III, € que para p = 2, £(x) e e

quivalente a um polindomio linear. Dagui por diante p sera

um primo Impar.

As seguintes congruéncias sdo equivalentes modulo p,

f{x) = ax2 + bx + ¢ =0,

e vmb i ke T
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2 . .1 1 -
X + (a-)p.bx + (g)p.(} =0 3

2 2
2 1 1 1 - 1
by (G = (] -de,

2
2 - w2
ba [X + (E)p ] = b Lac .

Portante, f(x) = 0 (mod. p) tem solugdes se e somente  se
4(= b2 - hac) tem raiz quadratica médulo p (isto &, exis

te um inteiro n tal que n% z & (med. pll.

Quando existirem as raizes quadrdticas médulo p de

um inteiro d, as denotaremos por +(d)l/2

Assim, as solugoes de f(x) = 0 {med. p) sdo:

- (L 1/2
X = (Za)p[ b % (A)p ]

2

Exemplo 36. Seja f(x) = 3x” + 7x + 1 e seja p=13.
Entdo, 6 = b2 - bac = 49 - 12 = 37 = -2 (mod. 13). Para de
cidir a questao da existencia de (-2)1/2, consideremos o
S.C.R.
S = {0, %1, %2, ..., 6}
e

;U /3 ;l ;3
s ‘4 7.
s? = {0, 1, 4, 9, 16, 25, 36} .

- P 2 -
Entac, como -2 e nac congruente a nenhum elementc de 3° mo

(_2)1/2

dulo 13, ndo existe e f(x) = 0 (mod. 13} nde tem

solugdo.
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Apresentaremos a seguir um ecriterio para decidir se

-1 tem raizes quadraticas modulo p.

Decidir se um inteiro tem ou ndo raizes quadraticas

médule p serd assunto exclusive do Capitulo VI.

Teorema 37. x2 = -1 (mod. p) tem solugdo se e so

mente se p = bk + 1 para algum inteiro k.

Demonstragdo. (=—==>) Seja a um inttiro tal que

a2 = =1 (mod. pJ.

Ent3o, pelo Teorema de Fermat,

...1 -
(-1 (mod. P} ;

[ ]

2y

a = 1= (a

{¢==) Esta parte € uma aplicagdo do Teorema de Wil

son: (p - 1)! = -1 (mod. pJ.

1

1.(p-1).2.(p=23... (BxL) (BtL)

1.2.3...(p-3)(p-2) (p-1) =) (55

1

=15 2% ... - BghY

2ol -
-1 2 @.2...B50? (mod. p).

1t

Como Bol & par e (p-1)! = -1 (mod. p), obtemos

B1y2 = 21 (mod. p).
c.q.d.
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3.3. A Funcdo de Euler (FSrmula)

. % % x ;
Teorema 38. Seja m = Dy7 Py" -ee Py a fatoriza
¢3o canonica de m como produto de poiéncias de primos. En
tido,
Glm) = 1ot e, -1
i1t *

Apresentaremos a seguir duas demonstragdes; a primei
ra € direta e depende de consideragbes sobre a ordem da u
nide de varios conjuntos; a segunda é uma aplicagdo do Teore

ma do Resto Chines.

Demonstracao 1. Consideremos os conjuntos T ={i |

0 <i<n} e T'={ij[0 <i <n e (i,n) = 1}. Em vez de
calcular |T'|, calculamos a ordem de seu complemente U em
T (Cliaro que |T']| = [T]| - |U|}. U consiste dos nimercs a
tais que 1l <a<m, e ;a,m) £ 1. Ent3o, a e U =——>a &
divisivel por algum p., 1 < 3 < k. Expressamos este fato

J
como

onde, pavra rim e »r > 1, definimos

UI‘

{ala e U e =x[a} .
Observamos que

U ={l.r, 2.7, ..., %.r}
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e portanto

il

Observamos tambem que

Ur 0 Us = Urs ?

quando (r,s) = 1.

Interrompemos a demonstra¢io para fazermos umas con
sideracdes sobre a ordem da unido de varios conjuntos fini -

tos.

Nota-se a seguinte formula para calecular a ordem da

unido dos conjuntos finitos A e B:
[A0B] = [aA] + [B] - |A0B] 3

a qual pode ser generalizada, com a ajuda da lei distributi

va
AuymnNcec=GanNou BN,
onde C & um terceiro conjunto:

a0 B Uc| = (JA[+[Bl+|c)-(ja N Bl+[a ncl+[BNC] +
+ ]an BOC|

De modo geral, considerando Al’ A2, ceay Ak conjuntos fini

tos, €

= A, ) A N eee DA
iy i, i

S Rar L t
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para 1 ¢ iy < i, < ... < i, € k, obtem-se a formula

x K X
(*) A.] = 7 A - A, . | + ...
&:% 1 izl 1 iE: 111,
t+]1 £
+ (-1) [y © . |+...4(-1)|A |
i£=t 1112"°1t 12,...k

onde € =1 se k €par e -1 se k & impar.

Voltemos para a demonstracdo. Ao aplicar a  fdrmula
(#) a U e depois de incorporar o resultado em |[T'| = [T|-

- |U|, obtemos

[T*] = m{1 -

II.M?T'

Aoy
i=1 Pi

(-1 1 )
+ ... + - —_— .
PyPy+ -+ Py,

Surpresal! A expressdo Entre os paréntesis nada mais é que

o desenvolvimento de

dai

i

k
T'| =) = 1 (p; - 1).
T = g = 1 ;

c.g.d.

Demonstragdc 2. Dividamos a demonstracio em dois le
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Lema 1. «f & multiplicativa no sentido seguinte:
m=rs, (r,s) = 1 ==> (m) = P(r)g(s).

Consideramos um exemplo. Seja m = 15 = 3.5, e seja

M= {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}, que & um S.R.R. mddulo 15.

Construamos o seguinte quadro, onde 1 € Mé :

i 1{ 20 w) 78} 211 13) 1%

mod. 5

s
I-—I
o)
&=
[N
w
=
o)
N4

Notamos que as colunas formadas por i (mod. 3), i(mod. 5)

sdo todas distintas.

Demonstracao do Lema 1. Sejam Mé ) Ré s Sé os

S.R.R. minimos mdédulo m, r e s respectivamente, Defini

mos ,
. ] ] T
p.Mo+R°xS°
por p(i) = (35 350 -

onde 1 = jl {med. »)} , 1= j2 {mod. s). Mostraremos que

& bijetora e de tal fato concluiremos que
Yim) = M| = [RY x SL] = [RE 8L = Y(r)f(s).

Sejam i, e R] e i, e 853 entdo pelo Teorema do
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Resto Chines existe X, tal que

X = i1 (med. ), x

o = i2 {mod. s).

(o]

E claro que (x,,m) = 1. Agora seja 1 o minimo residuo de

Xq (mod. m). Entao temos

pli)’= (il’ iz) ; ou seja,

p € sobrejetora. O que falta agora & mostrar que o & inje

tora. Mas isto & facil: se p(i) = p(i') = (4, J,), entdo ,

it = j, (mod. s) ,

i=i jl (mod. r) , 1

e dai,

r, s|i-i' , m[i-4i'.,
c.q.d

Lema 2. Seja p umprimo e a > 0. Entdo
" = p* o - .

(A demonstracao faz~-se por contagem. Neste particular, as

duas demonstragoes do teorema coincidem).

Terminando, consideremos a fatorizagdao candnica de m,

=]

k .
m= I pil . Ent3oc por aplicagdes repetidas dos Lemas 1 e 2,
i=1

obtemos,
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

73

8)
9
10D
11)
12}

13)
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Exerclcios

Encontrar todo n tal que n = 5 (mod. 19), com 0 <n

< 100.

DE um sistema completo de residuos médulols cujos

mentos sic todos multiplos de 5.

D& um exemplo que mostre a falibilidade da "prova

nove fora".

Mostrar gue
sa = sb (mod. sp) =—> a = b {mod. r)} .

Encontre as solugdes das congruéncias

5x = 1 (med. 193, 5x = 16 (mod. 19) .

Demonstrar o Teorema 12, IXL.

ele

dos

D& um exemplo de um sistema reduzido de resTduos modulo

50.

Mostre que m > 1 & primo se e somente se mj (m-1)1+1.

Demonstrar o Teorema 17, ITI.

Demonstrar que u2|n7 - n para todo inteiro n.
Demonstrar a dltima afirmagdo do Teorema 21, III.
Demonstrar o Teorema 24, IXI.

Encontre todas as solugdes nio congruentes de cada

das seguintes congruéncias

ax = 1% (mod. 35), #7x = 85 (mod. 100).

uma



14)

15)

16)

173

18)

19)

20)
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Resolver as congruéncias

x2 + 5x + 6 = 0 (mod. 5)

x2 + 5x + 6 = 0 (mod. 7)

x2 + 5x + B

0 (mod. 35).

Seja f(x) e Z[x], m = TPy +-» P onde Iy, P,y ...,
r, sdo niimeros naturais primos entre si. Sejam tambem

N, o nimero das solugdes n3o congruentes mbédulo r; de
fi{x) = 0 (mod. ri) para tode i. Encontre uma formula
para o nimero N das solugdes ndo congruentes médulo m

de f{x) = 0 {(mod. m) em termos dos Ni's.
Demonstre o Teorema 30, III.

Encontre todas as solugdes ndo congruentes da congruég

eia  x? 4y 5x + 6 = 0 (mod. 75).
Sejam r, s nilimercs naturais e t = (r,s). Mostre que

s t

r 1= a” (mod. m) ==> a~ = 1 (mod. m)

a

Sejam 91s Qps -+-> G OS primeiros k oprimos da for

ma Un + 1. Use o Teorema 37, IV para mostrar

k
p: primo, p|{ 1 qi) + 1 ==>p = Us+1l para algum
i=1

inteiro &,

Assim, pode coneluir que existe uma infinitude de pri

mos da forma' hn + 1.

Calcule 4{(n) para n = 5, 10, 206, 3.600.
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21) Encontre todo n tal que 4(n) & Impar.

22) Dado n um numero natural, mostre que @(x) = n tem

um nimero finito de solugdes.
23) Pesquisar as propriedades do numerc n para o qual
Px) = n

tem somente uma solugao.



Iv-2

A colegdo das classes distintas indica-se pon R/I = {I + af

ae S, onde §

distintas. 5&

(T +a) + (I+1Db)=

(I 4+ a).(I + b)

e o conjunto dos representantes das classes

faz-se num anel simplesmente por

I *_(a + b)

=1+ a.b

5& chama-se um anel quociente de R. (verifique que (5& s

+, .) & um anel!).

Congruéncia médulo m define uma relagio de

leéncia sobre

equiva

Z, o que nos fornece uma partigic dos inteiros

z = U{s(a)]a ¢ 2}

onde

8(a) = {b|b =

costuma-se indicar S(a) por

completo de residuos, digamos

Z=0UT U ...

Assim por exemplo, quando m

Z =00

onde

ol
"

]
1

a (mod. m)} ;

a. Ao escolhermos um sistema

Ro: 2, 1, ..

.» m - 1, obtemos
OUm -1 .

2,

1T,

{soo, -4,-2,0,2,4, ...} ,

{.o0y =3,-1,1,3,5, ...}
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Notamos que 0 & um ideal de 2 gerade por m, e que

=0 + i

Hq

, para 0 < 1<m-1

Entao

H[ea

-{0,71, ..., ®m - 1} ,

denotade por Zm , faz-se um anel mediante o processo defini
do acima. Zm & um anel comutative possuindo m elementos,

onde a identidade da soma & U, e a identidade do produto &
T.

Apesar de que 7Z seja um dominio, Z, pode deixar
de sé-lo, isto &, dependendo de m, pode existir divisores

de zero em Zm .

Por -exemplo, Se m = 6, entd3o 3 e © sdo diferen

tes de 0, mas
Iy o= 17

e como 12 £ 0 (mod. 61},

ol

7 =

Teorema 1. .Seja a # 0 . Entdo, -

(i) 3 & um divisor de zepro. <==—=> (a,m) ¥ I,

(ii) a & inversivel < > {aym) = 1.

Demonstragdo. Seja (a,m} = d. Entdo,

() A0 <> d £1 .
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Quando d # 1, podemos verificar que 3.(%) =0 ; ou

igualmente, que a & um divisor de zero.

Quande d = 1, existem inteiros a, B tais que

1 = aa + Bm; ou na linguagem de congruéncia,

ca 1 (mod. m) ,

o que se traduz em
da=1.

Entio & & o inverso multiplicativo de a; em particular fi
ca mostrado que a ndo pode ser um divisor de =zero: se

D = 2.b, entdo

T=a.0=a.a.b = (z.a)Jb = b .
c.q.d.
Sejam
D{m) = {3]a e Zn a divisor de zerol ,
Ulm) = {E|Ele [ a inversivell} .

Corclario 2. (i) z. = D(m) U Ulm),
(i) D) N uUlm) = ¢ ,

(iii) D(m) & fechado para o produto,

(iv) U(m) & um grupo de ordem Y(m).
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Corolaric 3. Se 7. 2 um dominio, entic m & pri

mo e Z € um corpo.

As demonstragoes desses corolirios serdo relegados

- )
aos Exerclcios 2 e 3,1V,

5.2. Estrutura do Anel Zm .

Sejam A e B dois aneis com identidades. 0 conjun

to
c=AxB={(a,b)lae A, be B}

pode ser transformado num anel com identidade, definindo as

operagdes na seguinte forma,
(a,b} + (a',b') = (a +a', b+ b')
(a,b).(a',b') = (aa', bb') 3

a identidade de A x B & (1,1).

0 novo anel contém "cdpias™ de A e B. Pois valem

as afirmativas

Al

{(a,0)]a ¢ A} & isomorfo com A,

B' = {(0,b)|[b ¢ B} & isomorfo com B,

A', B S C .

Além do mais, todo elemento de C & a soma de um  elemento
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de A' com um elemento de BR',
(a,b) = (a,0) + (b,0);
um fato que exprime-se por
C = A" + B'

alids esta expressié de (a,b) & Unica para todo a e A

b € B, o que se exprime por

¢C = A'®B' .

Teorema 4. Seja m = rs, onde » e s sdo intef

Tos primos entre si. Entdo,

(i) zm=sz®zm§,
(ii) Z, T 7 e
'szEzr ,
(iii) zmszsxzr .

Antes de dar a demonstragac vamos experimentanr com

um exemplo.

Exemplo 5. Sejam m =6, » = 2, s = 3. Entdo,

o
]
n
-y
of
-
™|
-
|
-
o)
-
@}
-
&l
gt
b1
——
=]
-
i
-
+|
Nt
-
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Um fato que & bragalmente verificivel & que todo elg

mento de Z5 & a soma de elementos {nicos de ZB 2 e Z6 33

dito diferentemente, Z; = Zg I® Zg 3.

Seja A = I 73 A € umanel. A igualdade

T T =T =T ,

sugere que § & a identidade multiplicativa de A. Alids,

temos

Notamos que

I.% +» J.T = (I+370.% = k.&% ,
onde k satisfaz
i+j = k (mod. 3)
0<k<3 ,
e no caso do produto que
I.5.3.5 = T.3.F = .7 ,
onde k satisfaz
ij = k (med. 3)
D <k <3

Ora, a conclusdo & evidente:
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Z. 2 = {0.%, 1.0, Z.%}

€ um Z, disfarqado! Isto e,

Numa maneira semelhante concluimos que

7
3

6 2

n
[n0]

Z

Demonstracio do Teorema 4. Sejam

_ 1 mn _ .1

&1 Grelrr = Ep s o
- 1 m . (1

©2° Gr5lss T @ T

Entdc, pelo Teorema do Resto Chines, o conjunto

s = {alel + a2£210 fa; <r, 0<%a,c< s}

contém s (= m) elementos nZo congruentes mddulo m; ou se

ja , S & um SCR modulo m.

Recordamos que em Zm valem

e que |2 ell =r, |2 e, | = s.
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Definamos as fungOes

por

El(g) = E.El ’ €, (a) = 3. »

respectivamente. €, 1 € estabelecem os isomorfismos

respectivamente. Finalmente,a fungao

e, X &

1 : Zr x ZS + Z

2 m

definida por €, X e,(a,b) = a.g) + 5.32 , & um isomorfismo
de Zr X Zs sobre Zm .

c.q.d.

s s % % %% -
Corolarioc 5. Seja m = p;” Py -+« Pg - Entao,

Daremcs nesta secgdo uma descrigac bem detalhada da

estrutura algébrica do grupe Ulm) das unidades (elementos
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inversiveis) do anel Z .

Sabemos que U(m) & um grupc comuwtative de ordem
Y(m). Apresentaremos a seguir o primeiro resultado sobre a

decomposigdo de Uf{m).

Teorema 6., Seja m = rs, cem (r,s) = 1, Entdo,

L]

Ulm) Ulr) x Us) ,
donde,

sy .

)

if{m)

Demonstragdo. Sejam u = (uy,u,), u' = (ui,ué),dois

elementos de Z, % Z_ . Entao,

uu' = (1,1) (a identidade multiplicativa de erzs)

< > ului =1 % u2u£ =1

em outras palavras, o grupo das unidades do anel Zr x ZS e

Ulr) x U(s).

‘Ae restringir
el X ezz'Zr x Zs hd Zm
o isomorfismo definido na Secgdo 5.2, pag. 9, a U(r) x U(s),

obtemos um isomorfismo entre U(r) x U(s} e Ulm).

c.q.d.
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o . . %y % %% .
Corolaric 7. Sejam m = Py” Py” +e- P @ fatoriza

¢d3o candnica de m. Entdo,

[+ [+ [+1
Um) F UGyt % Ulp,B) x ... x UCR) .

Demonstracgdo. {(Obvia).

Tendo em vista a decomposigao de U(m), a nossa tare

fa de descrever U(m)} limita~se a investigar a estrutura
de U(pa), onde p & primo. Para este fim injetaremos em
nosso discurso uma dose (esperamos que ndo esteja forte de

mais) de Teoria dos Grupos.

4.3.1. Variantes da Notagao (G, *).

Sabemos que um grupo e um par (G, %) formado por
um conjunto ndoc vazio @, e uma operacdo *. Costuma-se tro
car o simbolo "*" por "." e passar logo a fazer as se

guintes permutagces

a*b por a.b ou ab
a identidade e 1

a*ata*...*a (k vezes) a

o inverso de a a_l

£ um habito comum, suprimir o simbolo da operagdo "."

da notagdo (G,.); assim fala-se simplemente do grupe 6 .
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Quando o grupe (G,*) & comutativo (a*b = b#%a

pa

ra todoes a, b € G), convem muitas vezes fazer as seguintes

trocas
a*h por a.+b
a identidade e " ]
a*a*.,.%*a (k vezes) " ka
o inverso de a " -a H

a notagdo aditiva & preferivel quando & preciso considerar

a.a...a(= a ); pois a forma aditiva & k'a.

4%.3.2, Grupes Ciclios - 0 Teorema de Lagrange

Definigdo 8. Sejam (G, .) um grupo e a €

(i) <a> indica o eonjunto {ak[k € Z}, que e

subgrupo de G.

um

(ii) A ordem de a , denotada por ofa), define-se

como sendo a ordem do grupo <a>.

(iii) Se G = <a> entdo diz-se que & € um

cleclico.

0s dois exemplos candnicos de grupos ciclicos

(Z, +), de ordem infinita, e (Zn, +), de ordem n.

Denotames o grupe (Z_, +) por C(n).

n?

TUupo

sao
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Teorema 9. Seja G um grupo ciclico de ordem n .En

tdo, G = C{(n).
Demonstracgac. Seja a € 6 tal que G = <a>. Defina

g: G + C{n)

por 6(aF) = K para qualquer inteirc k. ¢ & um isomorfis

mo de G sobre C(n). c.q.d.

Teorema 1l0. Sejam r e s dois inteiros naturais

ppimos entre si. Entao

Cl{r} x C(s) Clrs?

Demonstracdo. Definamos o: Ci{r) X C{s) =+ C(rs) por
UCI, ﬁ) = ;{_ ]

O

onde

), rm 3

o
X_ = (E)r st o+ ( s

(v

H

recordemos que X & a solugac do sistema

*x 2 (mod. 1)

x Em (mod. s8)

como temos visto no Teorema do Resto Chines. E facil verifi
car que o estabelece o isomorfismo desejado.

c.q.d.

s
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Teorema 11. Sejam 6 um grupo, a ¢ € de ordem £i
nita e m, r inteiros nio negativos. Entdo,
(i) a™ = 1 <==—=> ola)m ,

(ii) ofa) = n == o(a®) : G“_ﬂ .

Demonstragao. (i) Lembremos que o{a) denota a or

dem do conjunto falli e Z}. Per consequéncia da finitude de

ofa), existem k, £ inteiros distintos tais que ak = az
Entao,
af.a™% s L gR L
e
1= (2K %1l . &K .

dai segue-se que

t

={t[t>0 e a° =1}

nio € vazio. Estudemos o menor elemento n de 6. Em primei

ro lugar,
<a> = {a'|0 < i <n} ;

pois, qualquer que seja j e Z,

n+j n
a™d s gt gl

= l.a.:I .
Dado a minimilidade de n, nic pode haver coincidéncias no

conjunto <a*> desepito acima; i.e., ofa) = n, Em segundo

lugar,
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t e & —=~—> n|t

pelo algoritmo da divisdo, existem q, s inteiros tais

t =ng+s com 0 < s < n; portanto,
1=a® =" o (g™%..% = 1,58
e da minimalidade de n, s = 0.
(i1} Seja u e Z. Pela parte (i) tem-se
Tyu

' = 1 <—> n|ru

e c¢laro,
n
njru <=—> .
(n,:oi[u

¢.q.d.

Teorema 12. (0 Teorema de Lagrange) Sejla 6

grupo finito e seja H um subgrupe de 6. Entao

mboolel .

Demonstragéo. Definamos uma relagdo ~ sobre

dados a, b e G ,

anvb <—>ab teH ;

que

um

verifica-se diretamente que ~ & uma relagac de equivalén -

¢ia.
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Seja a e G. Entdo,
a = {bjlbe G, bn~a}

€ uma classe de equivaléncia representada por a. Dado b g a
tem-se que ba-l =h eque b =ha para algum h € H. Por

conseguinte vale
a = {halh e H}

0 conjunto a & denctado por Ha e & chamado uma classe la

teral a direita de H em G.

Nota-se que, para h, h' e H,
ha = h'a => ha.a % = h'a.a”

e portanto,

[Hal

11
El

Naturalmente, <~ sendo uma relacao de equivaléncia
sobre G, as classes de equivaléncia (de nilmerc necessaria

mente finito, pois €& & finito} formam uma particio de  G.

Sejam A9 gy s B £ G, representantes das diferentes
classes (k chama-se Indice de H em G e denota-se por

[6:H]). Entao,

G = Ha; UHa, U ... 0 Ha,

com

Hai 0 Haj = ¢ se 143 .
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Finalmente, contamos a ordem de G,

fa] = |Haj| + |Hap{ + ...+ [Ha, |

kiH] .

c.q.d.

Copolario 13. Seja G um grupc finito de ordem n.

Entae vale

para qualquer a € G.

(Na linguagem de equagdes: todo elemento de G € uma solu
gio da eguagdo = 1).

Demonstragic. Pelo Teorema de Lagrange, ofadin e

. n
assim, a = 1.

c.q.d.

Corolirioc 14. (Teorema de Euler} Seja e Ulm). En
tae,

_¥(m)
a

isto &,

(a,m) = 1 ==—> a@(m) = 1 (mod. m).

Demonstragdo. E suficiente mencionar que IU(mj=qu)g
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§.3.3. Teoremas de Decomposicac para Grupos Comutatives Fi

Sejam {(A,+), (B,+} dois grupos comutativeos. 0 gru
po (A x B, +} definido por
(a,b) + (a',b') =(a + a', b + bt")
para quaisquer a, a' € A, b, b' e B, € um grupo comutativo.
Mostraremos nos dois teoremas seguintes que o grupo
c2) x c2?) x ¢s) x c(m x c7%)
€ um exemnlo tipico de um grupo comutative finito.
Teorema 15. Sejam & um grupc comutativo finito
nao trivial (]G] > 1) e p um primo., Suponhamos que todo e
lemento de G € de ordem poténcia de p. Entdo existem intei
ros positivos Bys 825 -»+, By tais que
Gz C(pal) Xx o 2) x ... x ccht) )

]
G| = nde = + Foaee + ,
Demonstragdo., A operagao de G sera "+". Descreve
remos em seguida um processo iterative para conseguir a decom

posigdo desejada.

Escolha a; € G com a maior ordem possivel. Seja

A; = <a;>. Se B; = {b|b e 6, <> () A, = {0}} for vazio pa
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ramos a construgdo; no caso contrario, escolhemos a, € B;
com a maior ordem possivel. Seja A, = <a> @ <ay>. Se
B, = {b|[b e G, <b> (} A, = {0}} for vazio, paramos a constru
¢d0; no caso contrério, escolhemos a; € B2 com a maior or
dem possivel. Seja A, = <a;> @ <a,> ®<ay>. Ete... 0 fato

que 6 & finito implica na existéncia de k +tal que B, e

vazio; pois [A; ] = [A;].0la; ).

Mostraremos que A, = G. Serd suficiente provar uma
proposigdo que nos dé b e G com <b> () A; = {0} toda wvez
que G - Ai ¢ . Em termos exatos: se b g 6 - Ai onde

.

1 <1<k, entdo existe a e A; tal que <b-a> (} A; = {0}.

Procedemos por indugdo scbre 1. Seja i = 1. Seja
também ¢ o menor inteire tal que pﬁb e Ay, Entdo, pzb =
upma1 para u, me 2, fu,p) =1 e m> 0. De 0(3132 o(db)

obtemos m > & ; porque,

ofa.)
o(pzb) - o) | o{up™a,) = o(pma ) = L s
£ 1 1 m
P P
donde, p" > pg e m> L . Assim,
p*up™ ~ zal -b) = 0.
Sejam a = upm-g‘a1 e b' = a-b; entdo, <b'>{JA= {0} (ve

rifique!}.
Agora suponhamos que a proposigdc esteja valida para

i > 1, Vamos mostrd-la para i + 1. Pois bem, seja DbeG-A; 3
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y <b» Ajyy ¢ {0}, escolhemos simplesmente a = 0. Por ou
tro lado, se <b> () A; # {0}, entao pela hipotese da indugdo
existe a ¢ Ai tal que, para b' = a - by <b'> Ai = {0};
claroc que b' g G - A, - Pela escolha de a; .4, o{b') <
< ola;,y). Se <b'> r}Ai+1 = {0}, entdo "missao cumprida"
Caso econtrario, escolhemos £ minime tal que pgb' e Ai+1 .

Entdo,
p*b! = pfa' + upsai+l
onde a' e 4,, L <s<r e (u,p) = 1., Assim,

0.

fu
o+
=
o
w
b
[
+
ja
[
o
o —
11}

entdo,
<1|> . = .
b"> () A; 4 {0} ;
com gue terminamos a demonstragac da proposigde e do teorema.

c.q.d.

Teorema 16. Seja 6 um grupo comutativo finito de
a, o o

ordem m. Seja m = pll p22 . pkk a fatorizagdo candnica
de m em poténcias de primos Dys Pps vy Py Entdo exis -
tem grupos comutativos Gi (1 =21, 2, «.., K) tais que
s 3
= 1 z
651 =p;”" e 626 x 6 x ... x G .
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Demonstragic. A operagao de G sera "+". Sejam
a€eG e n = ola). Pelo Teorema de Lagrange, n = pTLl pzz...
plk com 0 < y; £ o; para i=1, 2, .., k . Para cada i,
definimos a; = —%; a. Entic, sem maiores dificuldades, te

Pi
mos
Ti
olaj} = p;7 . <a;> ] <aj> = {0} quando i # ] ,
e
<a> = <a;> D] <a,> ... % <a >,

Agora definimos para cada i,

¢ = {b]be G e p;'b =0}

Gi € um subgrupo de G constituido por elementos de ordem

alguma potencia de Py - Por conseguinte, pelo teorema ante

. o
. 1 - 1q
rior, IGi| = p; para algum &, 2 0. Também,como p; a; =
RERRET
= P; na = 0, a; ¢ Gi . Assim, em vista do primeiro parg

grafo, valem

Finalmente, pela unicidade da fatorizagdo de m, deduzimos

que Gi = a; para todo 1.
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Coroldria 17. Seja (G,+) um grupo comutativo de

ordem m > 1.

(i) se m=p, p primo, entde px = 1 tem exa

tamente p solugles em € <==> G & cieclico.

(ii) @ & ciclico <==> para cada s|n, s > 0, sx =

= 1 tem exatamente s solucoes.

Demonstragdo. (i)} Pelo Teorema 15, deste capitulo,

G = <al>©<a2>@...©<at> R

B

onde para cada i, <a;> & de ordem p *, B; # 0. As solu

i
gbes de px = 1 em 6 formam o subgrupo

Gy = D> @ <> @ ... @ <b, >

onde

Evidentemente Gy € de ordem pt; daf 6] = p €=t =1

ol
(isto &, G & cieclico).

(ii) (¢==) Pelos Teoremas 15 ¢ 16 , & suficiente
mostrar que cada Gi € ciclio, o que pode ser feito faeil

mente pondo s = p; na parte (i).

(—>) Seja 6 = <a>. Entdo as solugbes da equa

gdo formam o subgrupo de G
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que tem ordem s.

Observacdao 18. A palavra "exatamente" no corolario

ode ser trocada por "no maximo" (verifique!).
P P q

Trocando a operagdo aditiva pela-operagdo multiplica

tiva o corolaric que acabamos de mostrar lé-se assim.

Corolaric 19. Seja (G,.) um grupo comutativo de

ordem m > 1.

(i) Seja m=p* , p primo. Entdc xF = 1 tem

1o

xatamente p Ssolugbes <—=—> @ & ciclico.

s

n

(ii) €& & ciclico «<—> para cada s|n, s > 0, x

= 1, tem exatamente s solugoes.

Definigdo 20. Seja (G,.} um grupo de ordem m > 1,

e seja t o menor inteiro positivo tal que

esta satisfeita para todos os elementos de G. Entdo +t, de

notado por e{(G), chama-se o expoente de G.

Observagac 21. Sabemos que a equagao

x[G] =1

estd satisfeita para todos os elementos do grupo (G,.). En

t3o, pelo algoritme da divisao,

e(@|]sf .
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Teorema 22, (i) Sejam A e B grupos finitos de
ordens relativamente primas, e G o grupo produte cartesia

no A x B, Entdo,
e(B) = e(A) x 2(B).

(ii) Seja A um grupo de ordem poténcia de primo.

Entao, e(A) = a maior ordem de todos os elementos de G.

Demonstragdo. Exercicic 9,1y,

Juntande as duas partes do tecorema enunciado acima
torna-se possivel calcular e(G) para qualquer grupo comuta
tivo finito; por exemplo, para G = C(2) x C(22) x €(5) x

2 3

ce7) x ¢(7%), e(e) = 22.5.73,

4,.3.4, U(p™

Sejam p um primo e o wum inteiro > 1.

Teorema 23. (i) p impar > uep®) £ C(p-l)XC(pa-l)
€{1) se o =1
(i) v@e* ¥ {c@ se a =2

£(2) x (2%%) se a2

Aplicagdo 24. Esclarecemos aqui o mistério do Exem

plo (iii), III-14, onde m = 561 (compostoc) e a" 121 (mod m)

para todo a que & primo com m.
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Como m = 561 = 3.11.17,

Ulmd % U(3) x U{11l) x U(17}

C(2) x C(10) = C(16)

ni

C(2)y x C{2) x C(5) x C(16) ;
portanto, o expoente de U{m) & 5.16 = 80. Logo,

a80 = 1 {mod. 561)

para qualquer inteiro a que & prime com 561, Dado o fato

que 560 & um miltiplo de 80, naturalmente obtem-se

a0z 1 (mod. s61)

para todo a tal que (a,561) = 1.

A demonstragdo do teorema serda parcelada em varios

lemas.

Lema 25. U{p) % C{p - 1J.

Demonstragio. Zp & um corpo; pois ZP = upy U {o0}.
Seja plx) = xP~1 - 1, p(x) = 0 possui no miximo p-1  solu
g¢Oes em Zp. Todas elas existem em Zp, formam o grupo U(p),
e sac distintas.

Seja t um inteiro positivo divisor de p - 1; en
tdo xt - llxp_l - 1. Por conseguinte, xt = 1 tem exatamente

t solucdes em U(p). Ora, essa & a condigdo estipulada no Co
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rolario 17 para que U(p) seja um grupo ciclico.

c.q.d.

Lema 26. As solugdes de xP ™% =1 em UGD®) formam

um grupo ciclico de ordem p - 1.

Demonstragao. U(pa) tem ordem (p—l)pa“l; portanto,
up®) % Uy x U, , onde |U1| =p-1 a [U2| = p% .

xP"" = 1 tem p ~ 1 solugdes em U(p*). Precisamos

mostrar que para cada s > 0 com s|p-1,

tem no miximo s solugdes em U(p%).

Seja a um inteiro tal que a° = 1 (mod. p*); en

tdo, a° = 1 (mod. p}. Usando o lema anterior, € suficiente
o~ = s

moestrar que duas solugoes a, b nao congruentes de x =1

(mod. p ), =sdo ndo eongruentes médulo p. Mostraremos o con

tra~positivo. Sejam a, b inteiros tais que

a=">h+ lpB
com {(£,p) =1 e 1< B<a, e tais que
a® = b% =z 1 (mod. "),

Usando a expansao binomial,

a® = (b + 2p%)% = pSet.p5 " eaph) + L.+ t.bap®)She (apB)S,
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m
=3

Consideremos esta igualdade mdduloe pY¥; visto que a

(mod. pa), temos,

0 = s.55Teepfy + ...+ 0pP)®  (mod. DM .

B, obtemos

Ao "dividir" esta congruencia por p
s~-1 54,.8=2,2 B | s_B(s-1) |
s.b + (2)b LpY + ... + 27D i

m-B,

"

0 (med. p

A hipdtese a # B nos levard ao absurdo pls b L,

Portan
to, a =B .

c.q.d.

Lema 27. {i) Sejam p Impar, e a = 1 + p. Entdo,

para tode B 2 1,

o
1

=1+ tp
com (f;p) =”1.
(ii) Sejam p =2 e a =25 (= 1+ pz). Entdo, para

toedo B8 2> 2,

[s1}
]

= 1 + t2B

com {(t,2) = 1.

Demonstragdo. (i) Procederemos por inducdo sobre B.

0 caso B = 1 & evidentemente valido. Supcnhamos
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que B > 1 e

g8-1
aP =1+ th

com (t,p) = 1. Entdo,

B

P (x + tpHHP

a

1+ Eepf e Bycepr? 4 L+ (PP

1+ [t + (g)t2p28'8“1+(§)t3p38_8—1+ ...JpB+l

0s termos,dentro do parenteses, do terceirc em diante sdo to
deos multiples de p. O segundo terme (g)tZPB-l pode deixar
de sé-lo somente para B = 1 e p = 2. Portanto, a expres

s30 dentro do parenteses & primo com p.

(ii) Exercicio 11,IV.

Coroldrio 28. Mantendo a notagdo do lema anterior
em cada uma das suas partes, temos,

(i) o(a) em Ul & pF1

(ii) o(@ em u2P)y & 2P°7 |
Demonstracgdo. FExercicio 12, IV.

Chamamos a atencdo do leitor para o fato de que a
parte "p Impardo teorema estid feita. Falta-nos considerar

o caso p = 2.
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Para p = 2 e o< 2 as afirmagoes do teorema  pg

dem ser verificadas diretamente., Quando o > 2, 8 tem a or

dem 2&-2 em U(2a), logo precisamos apenas de encontrar um

elemento de ordem dois fora de <5> , e dal o _isomorfismo
ue2®y T c(2) x c(2®"2) gerd estabelecido.
Lema 29. Seja p > 2. Entao

(i) =1 & de ordem dois em U(ZB),

(ii) 5% f -1 (mod. 28y para nenhum inteiro iz0

Demonstragae. (i) (esta parte & evidente).

(ii) Suponhamos gque

z -1 (mod. 28y,

o
11

para algum inteiro 1 > 0. Entac

w
m

-1 {mod. 4} 3
porgue 4]2f. Mas,

5 =1 (mod. W)

55 = 1 (mod. u4)
como 1 ¥ -1 (mod. %), chegamos a uma contradigao.

c.q.d.
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Em sfntese, o teorema estd demonstrado.

by, A expansao decimal de %

Sejam m, n inteiros positivos com m< n e (m,n) =

Aplicaremos nesta seccdo resultados sobre congruég
cias para analisar as regularidades que aparecem nha expanséo
decimal de %. Diz~se que parte das investigagdes aritméti

Cas de Gauss baseou-se neste problema.

Daremos primeiro alguns exemplos.

- 2 -~ 1

%:0,50 , %:o,s » 3= 0,8, § = 0,287,
3=0,20, 2 = 0,u4T, 2 - 0,60, $= 0,07,

5 * 1 e
1-90,15, 2= 0,83, = =0,T92857 ,
2 —
7 = 0,285718, 3 - o,57%5 1, 5 = 0,57I57%
2 - 0,71578s § - o,55712
7 = E) 3 7 = ) +

Neste calculo, o simbolo i indica uma repeticdo su

cessiva do ciclo i.

A nossa primeira observagdo, que & bem conhecida, &
que todas as representagbes terminam com I {(quer dizer )
tornam-se periddicas); reciprocamente, um nimero cuja repre
sentagdo decimal & eventualmente periddica & vacional (Exer-

cieio 17, Iv,
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A periodiecidade explica-se pele fato que no  proces
so de expansdo, a divisdo aplica-se um numero ilimitade de
vezes, produzindo sempre restos pertencentes ao conjunto fi
nite 0, 1, 2, ..., n, e portanto necessariamente um deles
reaparece; consequentemente, o processo da divisdo reproduz

os quocientes conseguidos inicialmente e com a mesma ordem .

~ m
Os restos encontrados no processo da expansac de o

sdo simplesmente os valores naoc negativos minimos de

m, 1O0m, le.m, ey lﬂk.m (mcd. n) .
Algumas expansGes, como no caso de n = 3, 7 s3o pu
ramente periodicas. Qutras como nos casos n = 2, %, 5, 6sao
eventualmente periodicas.

Se n = 2a5b e ¢

n

max{a,b}, entio 10° = 0 (med nJ,
e a representagdo dara zeros a partir da c-€sima posigdo ;

isto ocorre nos casos n = 2, 4, 5.

Se (n,10) = 1, entdc 10 € inversivel médule 1. Se

ja k a opdem de 10 em U{n); entio 10 2 1 (mod. n) e

m

donde concluimos que a expansdo de n & puramente pericdica

de periodo ki nota-se que o periocdo k & independente de
m.
Para a situagdo mista n = 2a5bq com {g,10) =1 ,

max{a,b} e concluimos

colocamos cC

10 =25d, == % com (d&,q) =1
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entdo a partir do c—ésimg lugar, comegam os algarismos

- d
expansac de a-

Acabamos de demonstrar o

Teorema 30. Seja um nimero racional tal

n
n
m<n, {mn) =1 e seja n
a expansdo decimal de % e da forma

0., g8y e acb1b2 . bk

onde ¢ = maxfa,b} e k = ordem de 10 modulo q.

da

que

= Zasbq com (q,10) = L. Entao

m

0 caso n = 7, chama a nossa atengdc: o cicle de 7 é

uma permutagdo ciclica do cielo de % .

Acontece que 10 & um gerador do grupc U(7):

£1, 101 =3, 102 230 =22, 10 =20 =6, 10" =60 = u
105 =40 =5, 106 E 50 = (mod. 7); assim,

m = 109 (mod. 7) para algum J
e

10Mm 2100 * 3 (mod. 73,
e portanto, o ciclo de % consegue-se dando um salto
os Jj primeiros lugares no ciclo de % . Por exemplo,

2

m=s 2, 2210° (mod. 7),
o ciclo de 3 & 142857 e
o ciclo de % e 285714

10°

sobre

para
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Empregamos o5 mesmos argumentos para demonstrar um

resultado geral.

Teorema 31. Sejam (n,10) = 1, % = U,ala2 cee By

os restos ordenades na mesma ordem como eles

1
n

€ Tqyy eess T

aparecem no processo da expansdo de . Entdo

.
1 .
= = 0,ai+lai+2...akala2...ai :

4,5. 0 Problema dos Elementos Primitivos

Gauss se interessou no problema dos primos P para
os quais 10 & uma raiz primitiva da unidade modulo  pjquer
dizer, 10 & um gerader de U(p). Ele chegou a convicgdo

de que o numero destes primos & infinito.

Eis os primeiros dez destes primos,

7, 1%, 19, 23, 29, y7, 59, 61, 97, 109 .

Emil Artin (1898-1962) deu em 1927, argumentos proba
bilisticos para justificar a

Conjectura 32. BSeja a um inteiro diferente de -1
e ndo gquadrade. Entdo o nimero dos primos para os guais a

- s . . > 3 - - - - -
& uma raiz primitiva da unidade module p e Infinito.
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Foi demonstrado por C. Hooley em 1967 que a conjecty
ra de Artin & verdadeira dada a veracidade de uma outra cha
mada pela Hipotese de Riemann (data-se desde 1860 e originou
com uma tentativa de Riemann para demonstrar o Teorema do NG
mero Primo$ considerada um dos problemas mais importantes da

matemdtica contemporineal.

§.6. Infinitude dos primos da forma an + 1

- - .
Mostraremos nesta secgao, Ccom métodos algebricos a

nosso dispor, um caso particular do Teorema de Dirichlet.

Teorema 33. Seja a um inteiro positivo. Entdo a
progressdo {an + 1|n ¢ Z} contém um nimero infinito de pri

mos,
Dividiremos a demonstragdo em varios passos.

1. Dado f(x) € Z[x] ndo constante, existem infini
tos primos p para os quais f£(x) = 0 (mod. p) tem uma so

lucdo.

Demonstragao. Seja f£(x) = a, + a;x + ... + atxt .

Se a, =0, entdo f(0) = 0 = 0 (mod. p), para qualquer pri

]

mo  p. Suponhamos que a, #0 eque f{x) =0 (mod. p) te

nha solugdes para os primos Pys Pos +eey D (entre esses
1 2 k

encontram-se certamente os primos fatores de ab). Daremos a
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seguir um método para aumentar o conjunto destes primos.

Seja x' = a pPiP, +e. PyX 3 entio,

fix'})

1]

t
ay + 242 PPy +ee PpX * ... # ay{a PPy --+ PyX)

ao(l + blx . S btxt) = aog(x) .

Tendo em vista que g(x) ndo & constante, existe um inteiro
x, tal que y, = glx,) # *1. Como g{0) = 1 e PyPy.-.Py | by
para 1 < 1 < t, resulta que (P1P2 e+ Py yo) = 1; assim,

para qualquer primo g divisor de Yo >

£y, =0 (mod. q) e eclaro, q # py 1 <1iz<k.
2. Seja a como no teorema e seja A(x) = x2 - 1.
Entdo por 1., existem infinitos primos p para os quais

A(x) = 0, ou seja x® = 1 (mod. p) tem solugdo. Seja xg =
2 1 (mod. p) para um inteiro X, € um prime p e seja tam
Dém b = o(ig) em U(p). Entdo, pelos Teoremas de Fermat e
de Lagrange, blp-1 e p = bn + 1 para algum inteiro n

Tendo em vista que bja , seria interessante reduzir o poli
némic A(x) para um outro que nac admita solugdes com or

dens < a, module p.

3. A{x) = 0 tem solugdes distintas em &. Elas sdo

2ri » 2ni (a-1) 2L

a a a
1, e s eeny © 4 arey € N
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que formam um grupo ciclico multiplicative de ordem a (lem
i

bramos que i = /-1 e e = cosf + isenf para qualquer @
numero real).
3 2ri
Um elemento e 2  que tem ordem a (isto aconte

ce quande (j,a) = 1) sera chamado uma raiz a-8sima primiti

va da unidade.

4, Seja w(x) = m.m.c.{x - 1] <« b <a e blal em

Q[x]. Dados os fatos,

quando bla e b > 0, obtem-se evidentemente que
p(xI[Alx) e p(x} # Afx).

Seja £(x) e Q{x] tal que A(x) = P(x)E(x). As rai
zes de £{x) em € s3o justamente as raizes a-ésimas primi
tivas da unidade. Este & um fatoc em ¢ e, para certos pri

mos p, pode deixar de s8-lo em U(p).

5. ¢x) e E{x) sdo primos entre si em €[x] e
logo também em Q[x]. Por » existem al(x), B(x) £ Q[x]

tais que

a(xIPdx) + B(xX)E(x)Y = 1 .
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Precisamos transformar af(x), B{x), £(x) em polind
mios com coeficientes inteiros (E{(x), realmente, & um ele
mento de Z[x] , mas para efeito deste argumento podemos vi
ver com menos). Existem a, b, ¢ inteiros positivos tais
que aa(x), bA(x), cE(x) e Z[x]. Sejam d = abe, a;{x) =
= da{x), Bl(x).= abB{xJ, El(x) = ¢E(x). Entdo,

al(x)¢‘x) + Bl(x)El(x) =4 .

6. Sejam w(a): o conjunto dos primos para os quais
El(x) = 0 (mod. p) tem solugdes, &: os primos divisores de

d. Entio obviamente, m(a) - § & infinito.

Seja p ¢ w{a) - &, e seja X, um inteiro tal que

£, (x)=0 (mod. p). Verificaremos que o(x;) = a em Ulp) .

Tendo em vista que El(x)[dA(x),

m
[}

dA(xo) =0 . A(xo) =0 e X

sdo validas médulo p. Suponhamos por absurdo que ofx.) = b

com b < a. Entdo,

nr
(=)

b .
x, = 1, x> -1%20 e ¢(xo)
médulo p. Dai, obtemos que

d = al(xo)w(xo) + 3l(xo)51(xo) g2 0 (mod. p);

um absurdo, pois pld .

c.q.d.
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4,7, EXERCICIOS

1. Sejam D = 2[V/7] e 1 = {2a + b¥7|a, b e Z}. Mostre que
D -
T = 22.

2, Demonstrar o Corolirio 2, IV.

3. Demonstrar o Corolarioc 3, IV.

’

%, Sejam A e B aneis, Seja C = A x B o anel com as ope

ragdes definidas por
(a,b) + (a',b') = (a+a', b+b")
| (a,b).(a',b') = (aa', bb').
Hostfe que A' = {(a,0)|a e A} ¢ um ideal em C,
5. BSejam A e B ideais £ {0} de Zy5 tais que

Zys = A®B .

n
]

Mostre que A Z, e B = Z; ou vice versa.

-

6. Demonstre que a fungao ¢ definida no Teorema 10, IV, &

um isomorfismo.

7. Seja (@, +) um grupo comutative, Sejam A, B subgrupos

ciclicos de G tais que
G=A®B com o(A) = n, o(B) = m ,

Mostre que G & ciclico se e somente se (n,m)

I
[}



11.

12,

13,

1,

15,

16.

17.
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Verifique a afirmagie da Observagde 21, IV,
Demonstre o Teorema 22, IV.

Seja m um numero natural composto tal que
a’ - =1 (mod., m)

para todo inteiro a que & primo com m. Mostre que

(i) m & Impar, sem fatores quadrados # 1.

(ii) m & divisivel por pelo menos tres primos distin

tos.

Demonstre (ii) do Lema 27 , IV,
Demonstrar Coroldrio 28, IV,

Demonstre: U(m) & ciclico se e somente se m= 2, 4

p* ou 2p%, onde p € um piimo Impar.

4

Mostrar que a®* = 1 (mod. 735) para todo inteiro a que

¢ primo com 735,
Quantas solugoes ndo congruentes tem a congruencia

%% 2 1 (mod. 735)?

Pesquisar a questdo: "Quantas solugoes ndo congruentes

tem
x" = 1 (mod, m)?"

- . - . -
Demonstre que um numero cuja representacao decimal e

ventualmente periodica € racional,

e



18.

19,

20.
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Mostrar que
(i) 10 € uma raiz primitiva médulo 17,

(ii) o ciclo de ‘fﬁ & 0588235294117647,

-

(iii) o ciclo de {; & 2352941176470588,

Sejam a, b numeros naturais primes entre si. Mostre
que {an + bjn =0, 1, 2, ,..} contem um aumero infini-

to de elementos que sao mutuamente primos entre si.

Demonstrar que f{an + l|n =0, 1, 2, ...} contem um nu
mero infinito de elementos fatordveis em exatamente s

primos distintos, qualquer que seja o numerc natural s,



caPITULO Vv

5.1. ResTduos Quadraticos

Sejam f(x) = ax? + bx + ¢ um polinomio com coefici

entes inteiros de grau dois e p um primo que ndo divide a.
Foi demonstrado em 4.2.3 a redugdo de f{x) = 0 (mod. p) pa

2 . 2

ra y° = A (mod. p), onde A = b" - RKac.

0 proposito deste capitulo & de derivar a lei de re-
eciprocidade quadritica com que poderemos decidir rapidamente

quando x? = a (mod. p) (dito de uma outra forma, quando
x? - a se fatoriza em fatores de grau um médulo p) & soli
vel, para qualquer inteiro a e qualquer primo p. Se a con
gruéncia tem solugdo entdo dizemos que a € um residuo qua

-, - -, . - -
dratico module p; caso contrario, dizemos que a e um resi

duo ndo quadratico modulo p. As mesmas definigoes fazem-se

ac trocar p por um inteiro m > 0.

Exemplo 1. Sejam p =7 e S = {0, 21, 2, #3}. Os

residuos quadraticos module 7 sido
0, 1, # (= =3), 9 (22),

- - - - ~
e os residuos nao quadraticos sdo

-1, =2, 3 .

A reciprocidade quadrdtica enquadra-se dentro do sg
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n=-1
+ootae Z[x]

guinte problema geral: dado f(x) = xn+an_lx
irredutivel, descrever os primos p para os quais f(x) de
compoe-se em fatores de grau um modulo p. Este problema foi
resolvido para uma classe de polindomlos chamados abelianos ,

onde a lei conhece~se por a Lei de Reciprocidade de Artin.

Como x? = x (mod. 2) nossas consideragdes tém subs

tdncia ndo trivial somente para p, primo Impar. Para o res

to do ecapitule p significard um prime Impar.

Seja U = U(p). Lembramos que U e um grupo ciclico

de ordem p - 1. Seja g um gerador de U. Entao,
v = {52|5 e U} = <g°>

€ um subgrupo de U de ordem R—%—E . v? consiste de todas
as classes representadas por resIduos quadraticos mddulo D3

em outras palavras, para (b,p) = 1,

b @ quadratico médulo p <—> b2 ¢ U2

Pelc Teorema de Lagrange, [U:Uz} =2 edal U é&a unido

de duas classes laterais. Seja h € U - U®; entdo
u=ul0us.

Uzﬂ consiste de todas as classes representadas por residucs
nio quadraticos mddulo p.

Observames gque o produto de um elemento de -U2 com

um elemento de U?R & um elemento de UZH, e que o produto
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de dois elementos guaisquer de UZH pertence a U2.

Teorema 2. Seja a um inteiro ndo divisivel por p.

Entao,

(i) a = 21 (mod. p)

(ii) a & residuo quadratico modulc p <====>

p-l
a? s ? (mod. pl,

(iii) a & residuoc ndc quadratico médulo p <——

pl
a 2 = -1 (mod. p).

Demonstragao. (i) As solugdes de %% = 1 (mod. p)

sao x = $1 (mod. p). Tendo em vista que

pz1
(a 2 )2 = aP_1 = 1 (mod. p),
segue que
p-l
a ? =l (med. P .
(ii} Se a & residuc guadratico, entdo a € vt e

E(p-—l)/Z

assim = I. Por outro lado, se a (P12 (mod.p),

entio o(@) [Pl ; o fato de que U & ciclico implica que

2
ae <g2> = Ul

(iii) A demonstragdo desta parte faz-se juntando as

partes (i) e (ii).
c.q.d.
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-

Exemplo 3. Verificaremos que a = 3 e um residuo

nio quadritice médulo 7, mas & residuo quadratico médulo 11.

7-1

32 =272 -1 (mod. T}

11-1

3 2 =3%:-3%23% 2 5¢-2) 21 (mod. 11)

Pt

Seja T = U 2 - (=T, T}. T & um subgrupo de U de
ordem dois. 0 teorema anterior mostra que a fungdo A: U T
definida por A(d)= (P12 joya U2 sobre T e UMR so

bre TT. Como (zb)P71)/2 . zlp-1)/2 pP-12/2

momorfismo de U sobre T.

Defini¢do 4. Seja (a,p) = 1. Definimos o simbolo

de Legendre por

1 se a & um residuc guadritico médule p

(

ek 10
A
i}

-1 se a e um residuc ndc quadrdtico mddulo p.

Notamos que um inteiro a & residuo quadratico médulo p, se

ay _
pla ou (p) = 1.

No teorema Seguinte colocamos as varias propriedades

de residucs quadrdtico em termo do simbolo de Legendre.

Teorema 5. Sejam a, b inteircsprimos com p.. Entdo,

() azb (mod. p) > &) = (%) .



2
(ii) (%) =1 ,

p-l p-Ll
)y za (mod. p), Ly = (-1 s

(iiiy 5

a2
P

. ab, _ (a,.b
(iv) (p = (P)(P)

Demonstragaoc. Exercicio 4, V.

5.2. 0 Lema de Gauss

Seja (a,p) = 1. Definimos os seguintes conjuntos:

B = {1, 25 +or» P_:_l}
$ = Ba = {a, 2a; ..+ p-1a.y

§,: os elementos do $.C.R. minimeo M, que sdo

congruentes com algum ia S,

8. .= {sl, Sy eres Bpi Ty Pos +een ¥ }

o n
onde
B < s; < g para 1<ic<k ,
% <r; <P para 1<ign ,

(observamcs que n = e 1.0,

51 ={sl, Sy sees Sy P = Tya P Pyy +ee3 B~ rn} .
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Se A = {al, Ays vees ak} € um subconjunto de k in
teiros, entdao A indica 18, ... 3, e JA indica a; +
tay t ...+,

Teorema 6. (0 lema de Gauss)

&) = -1

a
P

Demonstragde. B = S, porque 8, consiste de E—%“i

inteiros positivos distintos todos < E&%—l .

As seguintes afirmativas s3o .faceis de provar,

p-1
ns = agB ,

e modulo p,

(-8 = S, = IS

1
1]
=]
[sv]

Tendo em vista os deois extremos da Gltima congruéncia e como

(1B, p) = 1, obtemos que

logo,

c.q.d.
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Exemplo 7. Sejam p = 17, a = 5. Entao,
B= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ,
S = Ba = {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40} ,

S, {5, 10, 15, 3, 8, 13, 1, 6}

= {1, 3, 5, 6, 8; 10, 13, 15}

Assim obtemos n = 3 e dal (f%) = (-l)3 = ~l% ou seja, 5 &

uma raiz nde quadratica madulo 17.

0 teorema anterior foi conseguido através de aplicar
T ao conjunto Ba. Desta vez consideraremos a aplicagioc de

Z a0 mesmo conjunto.

Teorema 8. (i) Seja (a,2p) =1 e t =

(encontra-se uma interpretagio geometrica de + na  secgdo
seguinte). Entao,

a t

=l = (1)~ .

2]

? (p2-1)/8

(ii) (E) = (-1)

Demonstragio. JB & uma progressdo aritmética e por

tanto,
2
_1lp=-1,p =1 _ -1
Pl
2
Jjs= 7 ja = a}B . (2)

j=1
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De outro modo, como ja = [lé]p + pa(j) com 0 < pa(j) < D,

D
p-i
2 .
- Jja N
- T+
prl p-1
2 . 2
- [ Zl[%i]}p RGN (3)
J: i J:

Tendo em vista que pa(j) ja (mod. p), obtemos,

p-1
i Is, = ) )
p (i) = }8_ = s. + r. o, ()
321 2 ©  iz; 01 iz1 1
Encorporames (4) em (3), -
k n
Zs = tp + .Z s, + Z T, (5}
i=) i=1
Is, = 1+ 3
S, = s5. + P-1r
ogan b 55 *
(6}
i )
= S$: + np - r. .
iz1 * ~i=p *
Lembramos que B = Sy+ assim por (6),
k n
In= } s; +np - } r; . (73
i=1 i=1
De (2) e (5) resulta,
k n
aj]B = tp+ s; + 7 ;o (8)
i=1 i=1
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Subtraindo (7) de (8), obtemos que

n
(a ~ 1)JB = (t - n)p + 2] r;. (9)
i=1

A equagdo (9) mddulo 2, lé-se ,
0= (t - n)+d {(mod. 2}
se a & impar; ou seja

a Impar ===—> t = n (mod. 2)
&) = D" = D
P
Quando a = 2, a equagdo (S) lé-se como

n
(t-mp+25%7r:
- 1
i=1

JB

[%3] <p para 1 <3 < B—%—E , tem-se t = 0 e

como Pkﬂ
p

portanto,

n
-np + 2 ] v

IB

i=1
e
JB=n (mod. 2) (10).
Assim por (13,
2

ou seja,



t
—
r—-In—-
~ o
[Me o |
+
—
l—llm
~3|a,
| I |
3
—
|~y
~3|-E
"
(9]
.

Assim temos,

3y _ o9yt o
(377 -1 1
B v _ (24,3 o 1318, 113 _ _
(77 = M) = (D777 = -1 .
Corolarie 10, (i) (%) = 1 <==—==> p & da forma 8k+l
ou 8k - 1.
(i1) x% = 2 (mod. m) tem solugdes < >

4Tm e se p[m, p: Impar, entdo p = 8k + 1

ou 8k - 1.

Demenstragdo. (i) Pelo teorema anterior,

2
(%) = 1 <= B—Tf—i & par
2 _
<¢—=> p~ = 1 (meod. 16) .

De antemdo, p tem uma das formas &4h +# 1, U4h - 1. Se
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2

p = Uh+ 1, entdo p° = 16h% + Bh + 1 5 8h + 1 (mod. 16) 3

dal para p = sh + 1,
p? = 1 (mod. 18) <=> 2|h

<===> p @& da forma Bk+l.

0 argumento para o caso p = 4h - 1 2 inteiramente semelhan

te ao caso anterior.

(ii) (Exereicio 8, V).

c.q.cd.

Corclarie 1l. (i) (%%) = 1 <=> p & da forma 8k+l
ou B8k + 3.
(ii) x? = -2 (mod. m) tem solugdo < >

ytm e se pim, p: Impar, ent3o p = 8k+l ou

8k + 3.

p-l  p-1
2 8

Demonstragdo. () = c-‘p—l)c%) -2 ¥l e

£O,

2
(é? =1 <= B ; 1,DR g 1 2 par

L= p2 + 4p - § =0 {mod. 186)
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Para completar, repetimos o métode do coroldric anterior.

c.q.d.

0s corolarios acima enunciados foram conhecidos por
Fermat. Ele ndo deu as demonstragoes, embora tenha afirmado
'que as obteve. Depois, Euler procurou-ds sem exito, e foi La

grange quem publicou as primeiras demonstragces rigorosas.

5.3. 0 Teorema da Reciprocidade Quadriatica

Teorema 12. Sejam p e g primos distintos. Entao,

; - 51
Pydy - (- .
(q)(p) -1 H

uma outra forma &

By = (9y¢-
(q) (p)( 1)

Nota Historica 13. A primeira demonstracdoc deste

teorema fol dada por Gauss e encontra-se nc seu livro Dis
quisitiones Arithmeticae onde mencionra-se que Euler conhecia
o resultado em 1775 e que Legendre publicou uma demonstragac
deficiente (minuciosamente analisada com certc humor nas sec

¢oes 151, 296, 297 de Disq. Arith.) em 1785.

Contam que Gauss encontrou 8§ demonstragdes diferen

tes e que existem atualmente ndo menos que 152 delas!
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Apresentaremos uma demonstragdo que & essenclalmente
de Eisenstein (aluno brilhante de Gauss, morreu aos 29 anos

de idade). Primeiro vamos introduzir umas nogdes geométricas.

seja & = {{a,b)|a,beN}.

sera ccnsiderado como um sub y‘
conjunto do plano RZ. Para efel 4
to desta secgdo, nos convém ado 3
tar a seguinte notagdo: ) c

seja C uma curva 1
L~ - ]

fechada (triangulo, retangulo ,
etc.) no plano, entdo 1 : g W5 x

v{C) = o nimero dos pon
tos de <Z dentro e schre a bor-

da de C.

Lema 1. Seja T o trifngulo definido (ou ladeado)
por y =0, y =Dbx, X = c, onde b e ¢ sdo reais pesiti

vos. Entao

(]

w(Ty = § [p3]
3=1
il sendo uma variavel com valores inteiros.

Demenstragioc. 0s pontos de &£ que estdo no triangy
lo- T se encontram sobre as retas x = 1, 25 «..> [c]. Cada
segmento de x = j no tridngulo T contém [bj] pontos de

&, Entdo




j=1
c.q.d.
Pelo que acabamos de mostrar, podemos interpretar
Rl
2 ta .
t= J [%;] do Teorema 8, como sendo v(T), onde T & o
j=1

tridngulo definido por y = 0, y =

b
"
"

5.

Demonstragido do Teorema 12. Seja Q o retdngulo la

deado por x = 0, X = g N

y =0, y= % . Entdo  exis

1 e 4 ; 1 intei % -

—

- q
l Yot

. .

D -
tem 7

ros positivos sobre os lados
x =0, vy =0 vrespectivamen-

te; assim "t Ty

v =2 1a -1 ~x

~id

Avreta y = %x € uma diago
nal de Q. Sejam Tl e Ty
os tridngulos debaixo e em cima o diagenal. Observamos que
y = gx & inteiro somente quande x & um miltiple de p. As

sim esta diagonal de Q ndo contem pontos de &. Portanto N
v(Q) = V(T ) + v(T,).

Pelo lema anterior



p-1
Z .
v(T.) = [19]
1 ]§1 P
© gzl
2 .
v(T,) = Euq .
2 ]él q
Entao,
v(T.) v(T,) v(T,)+v(T,)
ARy = -1y r -1y 2 o= (1) L 2
P 4
p-1 g-1
= -1V Q@ ey 272
c.q.d.

Exemplo 15. Mostraremos que 30 & um residuc ndo qua

dratico modulo 53.

30y ., 2y,34,5, .
(§§) = (gx) (gg) (530 3
(é%) = -1, pelo Corolirio , ¢ o Tato que 53Z5{(mod.B);
3-1 53-1
3y s ey DT 83y - 8% - (@) - -
(550 = (-1) (=) = (3 = () = -1
5-1 53-1
5y ey 2 7 83y - 3y = -
(530 = (1) ) =y =-1
. 30, _ _
entdo gz} = -1 .

Juntamos no seguinte teorema as caracterizagoes dos

primos p tais que (%) =1 para a = -1, 2, 3, 5, 7.
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Teorema 16. Seja p um primo.

(%}) = 1 €==> p = +1 (mod. 4)

(%) = 1 ¢===> p = 1 (mod. 8§}

(g) = 1 <=—> p = =1 (mod.12)

(%) = 1 ¢===> p = %1 (mod. 10)

(%) =1 <==> p = 21, £3, 9, -11 (mod. 28).

Demonstragdo. (Exercicio 11, V).

B4, Testar se n & primo

Para saber se um certo inteiro n @& primo, & sufieci
ente testar a divisibilidade de n pelos primes p < /7 s
que chamamos por primos testes, A quantidade dos primos tes
tes cresce com n. Portante quande n & "grande" torna-se im
portante encontrar meios,diferentes e mais eficientes que o

da divisdo longa, para reduzir o conjunto dos primos testes.

A lei de Reciprocidade Quadratica nos fornece um des

ses meios.

Teorema 17. Seja p um primo Impar menor que n.

Ent3o, p|n < > para qualquer inteiro a, vale que

a & um residuoc quadratico (mod. n) —> a & um residuo quadra-

tico (mod. pJ).



V=17

Demonstragac. (—=»)  Como pin, b = a (mod. n)
— b2 =z a (mod. pl.

(¢—==—)} kn = 0 (mod. n) para qualquer inteire k, e
assim pela hipdtese do teorema, plkn ou (%? = 1. Como p
& impar, (%) = -1 para algum inteiro s. Entd3o sn € qua

dratico module n e nic serd quadrdtico modulo P, 2  menos

que pln.

Assim por exemplo, seja 2 um residuc quadratico mg
dulo n; entfo dos primos testes Impares, precisamos conside
rar somente aqueles que satisfazem p = 1 (mod. 8). Se 3 e

um outro residuc quadratico mddulo n, reduzimos o  conjunto

desses primos ainda mais pela condigao
p=3 ou p= xl (mod. 12)
as duas condighes simultdneas sdo equivalente a

p = %1 (mod. 24).

0s primocs menores que 200 satisfazendo esta congruég

cia sao
23, 47, 71, 73, 97 .

Dai, se n & Impar < 40.000 e se 2 e 3 sdo residuos qua

driticos médulo n, entic & precisc testar no maxime 5 pri

mog em vez de 46 !
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Um método para gerar residuos quadréticos "pequenos"

baseia-se nas seguintes observagdes:

(i) %n =b% - a=——> a & residuo quadratico mddu
le n,

{ii) a, b residuos quadrdticos médulo n (b pode
ser simplesmente um quadrado) e a = bc =—=> ¢ & residue

quadratico médule n.
Por exemplo, seja n = 39569. Entdo,

n = (199)2 - 32

n

(201)% - 832
dessas equagdes obtemos os residuos quadraticos

32 (= 42

.2) , 832 (= u3.13) ,

e deles os residucs quadraticos

2, 13 .
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- .
Exerclclos

Seja p um primo. Mostre que

x2 ¢+ x + 15 0 (mod. Pl

& soluvel se e somente se p = 3 ou p tema forma

6k + 1.

Generalizar o problema anterior.

Encontre todos os residuos quadraticos modulo 29,
Demonstrar o Teorema 5, V.

Calcule os valores de (%), quando a = 2, 3, 5 e bz7 ,

11, 13,

Seja p um primo. Demonstre que todo residuo quadratico
modulo p e congruente com 12 para algum i onde

0cig By

Sejam p um primo e {a_ , a3, ..., @ } um conjunto

p-l
7

de residuos quadrdticos modulo p que sdo mutuamente ndo

congruentes. Demonstre que

P> 3r===>a +a; +...ta ;= 0 (mod. pl.
2

Demonstrar a parte (ii) do Coroldrio 10, V.



10.

11.

1z2.

V-20

Seja € um circulo centrado na origem com raio um in

teiro n > 0. Mostre que

w(C) = (2n - 1Z + 4.

Calcule (-%%).

Demonstrar as partes do Tecrema 16, V, correspondentes

3 5 7
a (p), (P), (P).

Fatorizar os nimeros 9997, 10003 usando o teste exposto

na seecdo 5.4,



capiTULO VI

6.1. Diofantus-Hilbert

Diofantus de Alexandria (?250 DC) escreveu uma obra
importante entitulada Arithmetica na qual ele tratou certas

equagoes algebricas tais como ax + by = ¢, x2 + y2 = 22 ,

x* o+ yu + 2% = u? e suas solugBes inteiras, ou racionais
positivas. (veja [12])

A equagdo
f(X‘l, Xgs rrea Xk) = 0

chama-se uma equacdo Diofantina, quando £ & um polindmiode

coeficientes inteiros e quando se exige que as solugoes se

jam inteiras.

Nio pretendemos discutir a solugio da equagdo Diofan
tina geral. Aliis, ndo existem melos para faze-lo. Por exem
plo, relativamente pouco Z conhecido sobre as solugdes da e

quagdo Diofantina
f(xl, X5 x3) =0

onde f & o polindmio cibico geral. Em particular, nio se

sabe se

3 3 3 _
x] * Xy + X3 T 30

admite solugdes inteiras.
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Trataremos neste capitulo das equagoes ap;x, + ayxyt

toa.. + akxk = c, xn + yn = zn para n = 2, U4, x2 - y2 =

= Ty X2 + y2 = n, xi+x§+x§+ xﬁ

bre equagdes Diofantinas & de Mordell [16].

= n. 0 livro referéncia so

0 grande matemitico alemdo David Hilbert (1862-1943)
enuncicu, no Congressp Internacional dos Matemiticoes de 1200
em Paris, varios problemas que influenciavram e continuam a
influenciar o rume da matemdtica moderna. 0 décimo prcblema

de Hilbert foi encontrar um algoritmo que pode decidir se u

ma equagdo Diofantina geral possui ou n3oc solugdes inteiras.

Uma teoria de Conjuntos Diofantines foi desenvolvida
por Julia Robinson, Martin Davis e ocutros para lidar com f}
décimo problema de Hilbert. Um conjunto S de inteiros posi

tivos chama-se um conjunto Diofantino se e somente se existe

un polindmio f de virias variiveis com coeficientes intei
ros tal que S = os valores positivos de f quando as varii

vels de f tomam valores inteiros.

0 toque final que acabou com o problema foi dado pe
lo matemdtico russe Yuri Matiyasevi€ em 1970. 0 resultado £i
nal:

ndo existe um tal algoritmc!

Un co-produte do trabalho de Matiyasevie foi a cons
trugdo de um polindmioc P(xl, cens xn) de coeficientes in

teiros com n = 21, de grau 21 tal que



VI-3

13t X naturais , P(xl, ey xn) > 0

—— P(xl, ...,xn) primo,

e todos os primos podem ser assim gerados. Salientamos que
P(xl, . xn) assume valores negativos para um conjunto in

finito de inteiros Rys oves Xy > 0.

Depois de ter estudado este capitulo © }eitor pode
ra apreciar o artigo de Martin Davis "Hilbert's tenth pre

blem is unsolvable" (veja [3]).

Consideremos primeiro o caso
ax + by = ¢ (1)

onde a, b sd3c inteiros ndo nulos. Seja d = (a,b). Eviden-

temente, (1) nio tem solugdo se df(a,b).

Suponhamos que di{a,b}; vamos mostrar que (1} tem

solugoes e vamos determind-las. Podemos supor que d = 1 5
pois, (x5, ¥,) & uma solugdo de (1) <=—> (x_,y,) & uma
solugdo de % x + % y = % . Da equagdo (1) obtemos a congru
&ncia ax = ¢ (mod. b), cujas solugdes sdo
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onde X, = c(%)b e t & qualquer inteiro. Tendo em vista

que ble - ax,, obtemos de (1),

¢ - ax
= ° _
¥y = 5 at

Por exemplo, as solugdes de 10x + 6y = 8 sdo as
mesmas de 5x + 3y = U4; ponde a = 5, b = 3, ¢ = 4, obtemos

que

=, =2 , x_ =8

|

e as solugbes sdo
x =84+ 3t , y = -12 - 5t
para qualquer inteiro t.
Agora consideremos a equacdo geral

.
A%y + dgXy t ... kax =c (2)

L]
onde os as

§ sdo inteiros ndo nulos. Seja d = (@15 @gseen,s
a, ). Evidentemente, se dfc, (2) n3o admite solugbes  intei
ras. Por outro lado, se d|e, podemos supor 4 = 1. Daremos
a seguir um método para diminuir o nimero das varidveis da e
quagao (2). Aproveltando este metodo podemos usar indugdo 50

bre o numero das variaveis de (2) para demonstrar a existén

cia de suas solugSes.

Lema 1. Sejam o, 8, v, 6§ inteiros tais que ad~By=1.
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Sejam tambem X) T @y + Bu2 s Xy T YU + 6u2 . Entao, Xy

Xy~ sdo inteiros <=—> u;, u, sdo inteiros.

Demonstragdo. Basta resolver essas equagdes para Uy

e Uy, Uy = éxl - sz 2 Uy T TYXg F eXy .

c.q.d.

Substituimos as expressdes de x,, %, do lema ante

rior na equagdoc (2), obtendo

(ala+a27)ul + (a18+a26)u2 t agxy 4 ... tax =¢ (3)

0 mesme lema nos garante que

(Ups Uys Xgp oees x;) & uma solugdo de (3)

gm==>

(X5 X5 Kgs vees Xy ) & uma solugdo de (2).

Temos a liberdade de escolher o, B, Y, 6, poréem mantendo a

condigdc ad - By = 1. Sejam

29 _ 21

a = (al,azi » ¥ =" (al,az) *

Entdo, (a,y) = 1 e pelo uso do algoritme Euclideano obte
mos os valores de 8 e B. Essas escolhas transformam a &

quagdc (2) no seguinte sistema equivalente,
x = aul + Bu2 »

Xy = Yup + 8uy
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a a
o = 2 Y = - —
¥ - ?
(al,a25 (al,az)
ad - By =1 ,

(al,az)uz + 33)(3 + ..+ akxk = c 3

na dltima vale ((a,,a,), a,, eeey @,y €) = 1., Repetindo es
1292 3 k -

te processo conseguiremos as solugoes na forma parameétrica,
Xp ® QyqYp F Gpplp b oeee Oy g gt By

x2 = u?lul + a22u2 toaa. a2 k-luk—l + 52

kT %ka¥a t %oy F e ooy g Uy OBy

onde os aij e os Bi's sdo inteiros e os ui's sdo varia
L - =

veis tomando valores inteiros.

Exemple 2. Encontrar todas as solugdes inteiras de

n
[o=)
.

lel + 6x2 + Sxa

N
{
(S )
']
=
u
[}
n
'_.l
=]
»
1]
1}
[=2]
]
n
o
-
0
[F]

8. Ent3o,

@ =3, y=-5 e a8 - By = 36 + 58 = 13

dal
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Também,

Xy = 3u1 T -5ul + 2u2

Zuy + 5%y = 8.
A solugdo da Qltima equagdo é

u, = v + 24 5, %5 = -2v ~ 8

Assim as solugdes da equagdo original sdo
%X, = 3u - 5v - 24

~5u + 10v + 48

»
(8]
"

Ou - 2v - 8

>
w
n

para quaisquer inteires u e V.

6.3. A Fguacdo de Fermat x +y =z

6.3.1, x2 4 y2 = 3%

0 teorema de Pitagoras afirma que, dado um triangulo
rete com as medidas, 2z para a hipotenusa, %, y para os
outros lados, entdo x? + y2 = z2, Esta equacdo admite solu
gdes inteiras, tais como X =0, y = %z e Xx = #z, ¥y = 0
que vamos chamar solug¢des triviais, e outras ndo triviais co

mo, x = 3,y =14, 2z = 5. A férmula para gerar todas as solu

gdes inteiras foi conhecida desde a antiguidade e acha-se
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provada na Arithmética de Diofantus.

Seja (x,y,z) uma tripla de inteiros tais que xy #

£0 e
x° + y° =z 1),

e seja d = (x,y). Entdo,

(xz,yg) = a? d2|z2 e dlz .
0s inteiros x!' = g y y' o= % s z' = g sdo primos  entre

si e formam uma solugdo de (1); chamamos (x',¥',2') uma so

lugdc reduzida. Determinaremos a seguir as solugbes  reduzi

das (x,y,z) de (1}.

Reescrevendo (1) como
x° = z° - y2 = (z ~y)(z + y) (2)

nos permita estudar a fatorizagdoc de x. Seja p um primo
divisor de x; entdo, pzix2 e dail tem-se as trés possibili

dades seguintes,
2 2
P°lz-y ou p°fzty ou plzty , z-y .

Da 0ltima possibilidade tiramos a conclusdo que p = 2; pois,
plz+y)+(z-y), (z+y)-(z-y) e assim pl2{z,y). Por conseguin

te, se p & Impar entdo
2 2
p7lz+ty ou plz-y .

Em outras palavras, (u,v) = 1 e existe um inteiro o >0
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tal que

portanto temos,

2z = ™ (uf + v

(3).
2y = 2%(-u? + v9)

Lembrames que {z,y) = 1 e assim de (3},

Do caso « = 1, surge o primeiro tipo de solugdo,
z = u2 + v2, y = - u2 + vz, X = 2uv

onde, (%)

u, v s3c de paridades distintas e (u,v) =1 .

Do easc o = 0, surge o segundo tipo de solugdo,

uv

[y
w
"

~
»
u

onde, (5)

u, v Sao ambos impares e (u,v) =1 .

Notamos gque em (4), x: par, ¥: impar e que em (5),
%+ Impar, vy: par. Notamos também que x e ¥ sdo simétri
cos na equagao (1). Consequentemente, as solugoes reduzidas

podem ser reexpressas nas seguintes formas

(i) X = 2uv , y = -u2 + v2 , 2 T u2 + v2 com u e Vv

inteiros quaisquer de paridades distintas com {u,v)=

=1,
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ou

(ii) {a forma (i}.com x e y +trocados).

6.3.2. 0 Ultimo Teorema de Fermat

Foi em 1637 quando Pierre Fermat anotou na margem de

uma das pdginas de Arithmetica por Dieofantus que a equaglo
Ty o= gD (1

tem solugbes triviais para n > 2 e se desculpou de escre~
ver a demonétrag&o por falta de espago suficiente. Apesar
dos esforgos de geragdes sucessivas de matematicos o "{ltimo
teorema de Fermat" continua em aberto. Nem tudo foi em wviaoj
por exemplo, as tentativas de Ernst Eduard Kummer {1810 -
1893) resultaram no desenvolvimento da Teoria Algébrica dos

Nimeros.

Seja m um inteiro posi%ivo divisor de n e seja
n' = % . De uma selugdo (x,y,z) ndo trivial de (1) obtem-

m

_n| r - - A .
5,y uma solugdo ndo trivial de x™ + y™ = 2™,

]
se »z )
Logo, para mostrar o "Ultimo teorema de Fermat" seria sufi
ciente considerar n = & ou um primo impar. No que se segue

vamos resolver o primeiro caso.

Para uma exposigdc mais detalhada do problema de Fer

mat recomendamos a leitura de [21].
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6.3.3. No seguinte demonstraremes que as solugdes de

X t+ty =z (2)

sdo triviais. Este resultado implica evidentemente o caso

n = 4 da conjectura de Fermat.

Suponhamos por absurdo que (2) tenha solugbes ndo
triviais. Entd3c se encontram enire elas solugdes (x,y,z) que
sdo reduzidas com X, ¥, z ndo nulas. Dessas escolhemos

(x,y,z) com o menor z possivel.

Notamos que (x2,y’,z) & uma solugde da equagido
+ Y2 = 2%, (3)

Entac, pela secgde anterior, podemos supor que x: par, y:
impar e que existem U, v inteiros primos entre si e de pa

ridades distintas tais que

2

x° = 2uv 4)
y2 - u2 _ VZ (5)
z = u+v?, (5)

Da equagdo (5), observa-se que (v,y,u) & uma solugdo redy
zida de (3); assim, obtemos v: par do fato y: impar. Da e
quagdo (4), existem inteiros positivos Xys Xy tais que

2

u = xj,

. 2
v = 2x2 . (7)

Substituindo as expressdes de u e v de (7) em (5) obtem-

se
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(2x,)° + y° = (x%)2 . (8)

Tendo em vista que (2x§, ¥, xi) e uma solugdo redu
zida de (3), existem X3y Xy inteiros primos entre si e de

paridades distintas tais que

v o= 2x, 3 2 xg%, (3)
o2 2
y = %3 Xy, (10)
2 _ .2 2
X] T Xyt Xy 8 (11)
De (9), tiramos a conclusdo crucial de que
- 12 - 12
Xy = %30, Xy T Xy . (12}

Voltamos para (11} onde substituimos as expressoes de Xy e

Ky s abtendo

(13)

* - .
Assim surgiu (xé, x&, xl) uma nova solugao reduzida da e-

quagdo original (2). Observamos finalmente que 0 < x; <z ,

em choque com a escolha inicilal de =z.

6.4. 0s Inteiros n de Forma £(X)

. -+ P
Seja flxy, ..., x,) (= £(x)) um polinomio em k va
ridveis com coeficientes inteiros. Quando os xi’s sao in
. > . - .
teiros, f(x) toma valores inteiros;.procura-se uma descri

¢do desses valores.
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Os polindmios f£(x) que vamos considerar sdo

z g ’ xi + xg , xi + xg + xg + xﬁ .

Teorema 3. Existem inteiros Xy Xy tais que

se e somente se n = ab para inteiros a, b de mesma pari
dade. Em particular, todo inteiro Impar tem esta representa-

gao.

- . 2 2 _ .
Demonstragac. Sejam %y X, = I, %y X, = & e
Xy + Xy = b. Entao,

Para que X, e X, sejam inteires, evidentemente a e b
devem ser da mesma paridade; esta condigac & tambem suficien
te.

Quando n & impar, pode existir virias escolhas pa

ra a e b; porém, a mais simples & a =1, b = n,

c.q.d.
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6.4.2. %2 +

[
»
(XYM
"
=
H

Teorema 4. Seja n um inteiro positivo

n = xg + xg <==«=> n quadrado
ou
exigtem inteiros g, n,» S tais que n =
= g2n° e 52 = =1 (mod. no).
Demonstragido. (==>) Suponhamos que n € ndc qua
drado; entdo x; # 0 # x, . Seja g = (n,x;); entdo, glx, »

X
2 2 . S N
g°ln e n=g n, para um inteiro n,. Pondo xj = == X}

X
i .
- e n, =5 obtemos
24
12 2
x;© 4 x" = ng
Portanto,
12 a2
xy" E %y {mod. no),
e
11 2:-
(xl'(§;)n 2= -1 (mod. n) .
o
(¢=-=) Podemos supor que n & nao quadrade. Além

do mais, para efeito da demonstragdo, n & redutivel a n,-

Pois se X, X, sdo inteiros tais que

entdo,
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2

n
=)

(xlg) + (ng)2 = N g

Sejam

s = -1 (mod. nJ),

T = {a + sb|la, b inteiros com 0 ¢ a, b < ¥Y1i}.

n sendo nao quadrado,

[fﬁ]</ﬁ<1+[/ﬁ],

IT| = 2+ A2 >n.
Existem dois elementos a + sb, a' + sb' de T tais
a + sb = a' + sb' {mod. nl,.

Sejam a, = a - a', bo = b' -~ b. 0s inteiros s, a,;

tisfazem as seguintes condigdes

2

5 -1 {mod. n)

a

o sbO (mod. n}

0 < lagl, Ib | < v .
Pelas condigGes (1), (2),

ag £ 0 £ b,

b

=]

que

sa

(L

(2)

(3)
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0 < Jagl, Ipy| < /n. (4)

A (ltima desigualdade da

2 2
0 < a, + by < 2n . (5)
Por (2),
2 _ 2,2
a, 7 s'b, (mod. n) ,
e por (1),
ag - szbg = ag + bg =0 (mod. n) . (6)

c.q.d.

8.4.3. ‘0 Problema de Waring

Waring afirmou em 1792 que todo inteiro positive € a
soma de 4 quadrados, 9 cubos, 17 poténeias quartas, assim su
gerindo que para cada k existe um inteiro s dependendo so

mente de k para os quais a equagac diofantina

n = x§ + xg + ... xg

tem pelo menos uma solugdo de inteiros Xps Xps -eey Xg 2 0.

A maneira de resolver este problema nde foi nada &b
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vio. 0 caso k = 2 que vamos expor apresentou dificuldades
inesperadas a ambos Euler e Lagrange. Outros casos especifi
cos foram resolvidos até que em 1309 Hilbert deu a primeira

solugao completa para cada k. Fara este fim Hilbert mostrou

que dado k, existem inteiros m, n > 0 e a4 > G tais
que
2 2 2 2.k
(x] + x5 + x3 ¢ x,) n =

? (a,,xq + a + @:.X, T a;,X y2K
s£p7%027 T %i2%2 T %isTa T Taatwt o

Apresentaremos a seguir a demonstragdo do caso k=2

Teorema 5 (Euler-Lagrange). Todo inteiro positivo pe
de ser pealizado como a soma dos quadradcs de no maximo qua-

tro inteiros.

Seja v(X) = v(xl,xz,xs,xu) = xi + xg + xg + xﬁ . An

tes de dar a demonstragio do teorema vamos notar algumas das

propriedades de wX).

Lema 6.- v(i)v(;) = v(E), onde as coordenadas de z

sdo
7y T XYy F Xp¥p o Xg¥a b XYy
2y = Xy¥o T Xp¥y F Xg¥y T Xy¥3 o o

Zg T X¥3 T Kg¥p * XYy T Xp¥y o o
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2y T OXg¥y T XYy ot Xo¥a - Xy,

Lema 7. Seja @ um nimero real. Entdo,

viaX) = azv(;) .
>
Lema 8. v(xl+x2, Xg=Xys Ka*Xy, xq—xa) = 2v(x).

Lema -8. Seja m um inteiroc > 1. Sejam X33 Y3 in
teires tais que x5 2 ys (mod. m), para i =1, 2, 3, 4. En
tao,

vCOWE) = W,
e z satisfaz,

V(%) (mod. m)

N
[}
[H]

Sz, 0 (mod. m).

[y~]
i
N

(7]

0s lemas enunciados acima podem ser verificadeos dire

tamente (Exercicio 9, VI).

Demonstragdo do Teorema 5. Dado o primeiroc lema, &

suficiente demonstrar o teorema para n um primo, € até um

primo impar. Seja P um primo Impar.

Primeiramente mostraremos que existem inteiros m ,
. -
X1s X5 Xgs X tais que vi(x) = mp, com 0 < m < p. Com es

te fim, sejam
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A = {a2§0 <ac< E—%—l}

k)

[#s]
1

(-b%-1]0 < b < B4y

Os elementos de A sao nao congruentes modulo p; igualmen
te dito para os elementos de B. O conjunto AU B contém
p + 1 elementos distintos. Portanto, a2 = —b2 - 1 (med. p)
para certos inteiros a, b satisfazendo, 0 < a,b ¢ 2—%—l .
Expressamos a congruéncia anterior na forma

a2 + b2 + 1 = mp

para algum inteiro m. Eis uma estimativa de m,

- - 132
m = a? e b e 1 s BhT e @hT 1 BB

2
+ 1 < p2
e assim, m < D.
Im segundo lugar, escolhemos de todos os multi
ples de p produzidos por Vv © minimo m' > 0. Desejamos
mostrar que m' = 1. Seja X tal que w(X)} = m'p.

Suponhamos que 2|m'. O nimero dos inteiros pares en
tre  Xp, Xp, Xgs Xy 2 0, 2 ou 4. Quando exatamente dois
dos xi's sdc paves, reenumeramo-os fazendo com que X e

Xy sejam pares. Mantendo este acordo podemos afirmar que em

todos os casos,
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Xyt Xpy Ky T Xpy Xy ¥ Xy, Xy = Xq

s3o nilmeros pares. Usando os lemas 7 e 8, obtemos

X1+X2

VS T T T

= %v(i) = %— P H

contradizende a minimalidade de m'.
Suponhamos gque 3 < m' < p. Para 1 < i < L4, conside
remos Y. inteiro tal que

- m' -1
y; = x; (mod. m") e 0 < |yi| £ = -

Tendo em vista que v(?) = w(X) (mod. n'y, v(y) = m para

L
algum inteiro £. Naturalmente, m' < M(El——z-———]l)2 = (m’—l)z,
(m' - 1)° 2 2
e portanto, 0 < & < g < m'. Se & =0, Yyt Y, +

+ yg + yﬁ = 0 e desta igualdade se desencadeiam as  seguin

tes conclusces,
Yy =¥y =¥z =y, =0,

0 (med. m'),

1
=
o
1]
x
=
It

X 2 %Xy F
2,

e m>2 =mp , mw=p

aa

a ultima esta em contradicio com m' < p.

Chegamos a ultima etapa da demonstragio. Considera
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mos o produto v(X)}v(y¥). Pelo lema 6, v(?)v(?) = v(Z),

portanto,

m'p. m'% = viz) .
Usando o lema 9, obtemos que
z. = v(X) =0 z, = 2z, =z, =0 (mod. m'} ;
17 =70 2 % 237 Fy T : 5
dail,
- 1 > '
phk = v(ET z) com L <m' ;

contradizendo a minimalidade de m'.

c.q.d.



6.

1.

5.
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Exercicios

Seja ¢ um inteiro positivo Impar. Demonstre que

¥ +1 = y3 + (20)8

ndo tem solugSes inteiras, (Fatorize o lado direito e
observe que o5 primos divisores do lade esquerdo sac da

forma uk + 1).

Seja f{x) € Z[x]. Mostre que se f{n} & primo para
n >N, onde N €& algum nimere natural, entd3c f(x) & um
primo. {Suponha f{(x) nao constante; seja f(xo) 7Y, €
observe que fix, * ty ) = flx ) + f'(xo)(tyo) + e +
£ %y ) 5

~—xr—— (ty )y = Yok + £1{x ) + ...0).

Encontre todas as solugdes inteiras de cada uma das se

guintes equagdes

2x + 3y = 5, 2x + 3y + 4z = 7 ,

2% + 3y + 4z + Sw = 11

Demonstre que se n & um inteire > 3, entdo n & um

elemento de alguma tripla de inteiros (x,y,z) que sa

tisfazem xZ + y2 = 22,

Mosire que a equivaléneia entre "o ultimo teorema de Fer

n - . ~ X . -
mat" e "x" + y" = 1 n3o admite solugoes racionais nao

triviais para n > 2". Tragar os graficos de x° + y3 =1,
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xu + yu = 1, no plano.

4

Demonstre que X + uy“ = z2

nio tem solugdes inteiras

nao triviais.

Demonstre que todo inteiro n pode ser colocado na for

ma x? + y2 - 22,

Verifique a identidade

y ; Y
RO RN R x;)° = 8z + 523(_2 xiz) .

1 * i=1
Demenstre os lemas 6, 7, 8, 9, VI,

Mostrar que nenhum inteiro da forma 4"(8k + 7) & a so

ma de trés quadrados.
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