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INTRODUCXO

1, ,,cette étude qualitative
{des dquations différenti-
elles] aura par elle~méme

un intérét du premier

ordre..."

Henri Poincard, 1881.

Apresentamos neste livro uma vis8o atual da Teo-
ria Qualitativa dos Sistemas Dindmicos, gque desejamos se-
ja ao mesmo tempo introdutdria e bastante ampla em sua
perspectiva.

A partir de Poincaré, Liapunov e Birkhoff esta
teoria tem ocupado a atengdo de indmeros matemdticos.
Mas, foi em anos recentes gque ela teve suas metas gerais
ostabelecidas, tomou forma e experimenfou um desenvolvi-
mento marcante.

Mais de duas décadas se passaram entre dois polos
importantes: o trabalho de Andronov e Pontryagin (1937)
introduzindo o conceito bisico de estabilidade estrutural
e os trabalhos de Peixoto (1958-1962) provando a densida-

de dos campos de vetores estdveis em superffcies. Toi en



t8c que Smale enriqueceu substancialmente a teoria, defi-
nindo como objetivo central a busca de propriedades gend-
ricas e estdveis, obtendo resultados e propondo problemas
da maior relevancia. Nesta mesma época, Hartman e Grobman
mostraram que a estabilidade local € uma propriedade gend
rica, Logo a seguir, Kupka e Smale atacaram com sucesso
o problema para drbitas periddicas.

Pretendemos aqui indicar ao leitor o que € a Teo-
ria dos Sistemas Dinamicos, atravds de muitos exemplos e,
principalmente, da prova sistemdtica dos Teoremas de
Hartman-Grobman (Capitulo IT)}, Kupka-Smale (Capftulo ITI)
e Peixoto (Capftulo IV). Vdrias das demonstragdes que a-
presentamos s8o mais simples do que as originais e se
prestam a generalizagdes importantes.

Para a leitura deste texto consideramos necessd-
rios apenas um curso bdsico sobre EquagBes Diferenciais e
outro sobre Variedades Diferencidveis, cujoé resultados
mais relevantes estdo relacionados no Capitulo i. No Ca-
pitulo IT pouco mais se exige que tépicos de Aigebra Li=
near e os Teoremas da Fungfo Implicita e da Contragdo em
espagos dé Banach. O Capitulo IIT & o menos elementar,
mas ndo nece;sariameﬁte o mais diffcil. Nele fazemos uso

sistemdtico do Teorema de Transversalidade de Thom. For-
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malmente o Capitulo IV depende do Capitulo IIL; no entan-
to, o0 gque se utiliza deste capitulo € a versdo, mais ele-~
mentar, do Tecrema de Kupka-Smale para superficies bidi-
mensionais.

Muitos resultados importantes e diversas linhas
de pesquisa surgiram apds os resuliados aqui discutidos.
Esperamos gque este livro dé ao leitor uma perspectiva ini

cial da teoria e facilite o acesso & sua literatura.

Rio de Janeiro, Junho de 1975

Jacob Palis Jr.

Welington de Melo
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Estas notas foram motivadas por cursos dados pe-
los autores no Departamento de Matemdtica da Universida-
de Federal de Minas Gerais e no Instituto de Matemdtica
_Pura e Aplicada. Além das imdimeras sugestSes de nossos
colegas e alunos, ressaltamos a colaboragfo de Alcides
Lins Netoe que redigiu uma primeira versdo. Agradecemos
também a Wilson Gdes pelo excelente trabalho de datilo-

grafia.
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CAPTTULO I

VARIEDADES DIFERENCIAVEIS E CAMPOS DE VETORES

Este capitulo destina-se a estabelecer a lingua-
gem e os fatos bdsicos necessdrios a compreensaoc dos ca-
pitulos subsequentes.

De inficio enunciamos resultadeos cldssicos de Cdl-
culo no Rn,- Bquag¢les Diferenciais Ordindrias e Superfi-
cies do R, Em seguida definimos campos de vetlores em
superficies e traduzimos para este contexto os resultados
locais da Teoria de Fquagdes Diferenciais em ®"., Intro=
duzimos o estudo gqualitativo de campos de Vvetores com o0s
conceitos de ¢ e w=limites e demonstramos o importante
teorema de Poincard-Bendixon.

Na Segﬁo 2 definimos a topologia de classe c®
no conjunto das aplicagdes diferencidveis entre varieda-
des. Mostramos que o conjunto das aplicages de classe
¢ com a topologia ¢ & um espago de Baire separdvel
e nele as aplicagaes de classe ¢® 830 densas. Deduzi-
mos daf uma topologia para os espagos de campos de veto-
res e difeomorfismos com as mesmas propriedades.

Toda a Seglio 3 € dedicada ao Teorema de Transver-

salidade que utilizaremos com freg#iéncia.
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Terminamos o capitulo estabelecendo as metas ge-
rais da Teoria dos Sistemas Dindmicos. Em particular dig
cutimos os conceitos de equivaléncia topoldgica e estabi-
lidade estrutural para equagles diferenciais definidas em

. n
superficies do R,

80. Cdlculo no R e Variedades Diferencidveis.

Nesta segdo recordaremos alguns conceitos e resul
tados bdsicos de Cdlcunlo no Rn, Equ%gaes Diferenciais
e Variedades Diferencidveis, As demonstragdes dos fatos
aqui enunciados podem ser encontradas em [10],[11],[12],[8].

seja f: Uc R® » B uma aplicagdo definida no
aberto U de Rm. Dizemos que f € diferencidvel em um
ponto p de U se existe uma transformacfo linear
T: R® 4+ R® ta1 que, para vy pequeno, f{p+v) = £(p) + Tv + R(v)
com lim—ﬁiﬁl = 0. Dizemos que a aplicag¢fo linear T &
a derzzgda de £ em p e a indicamos por df(p) ou
Df(p). A existénecia da derivada de £ em p implica,
em particular, que f & continmua em p. Se £ for deri
vdvel em cada ponto de U, <+temos uma aplicagio
df: T + L(Rm,Rk) que a cada p € U associa a derivada
de f em p. Aqui L(Rm,Rk) indica o gspago vetorial

das aplicagles linecares de R™ em R* munido da norma
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o)l = supf{l[zvll; [|¥ll = 1}. Se df for continua dizemos

que £ & de classe ¢ em U. T fdeil ver gque f €

1

Cc se e somente se as derivadas parciais das fungSes co-~

i
ordenadas de fv'%%f‘ U + R, existirem e forem continuas.

A m?friz de df(p) mnas bases candnicas de R e rR¥ ¢
(%%i(p)). De maneira andloga definimos dzf(p) como a

derivada de df em p., Assim dgf(p) € um elemento do
espago L(R", L(Rm,Rk)) o0 qual € isomorfo ac espago das
aplicagaes bilineares Lz(Rm;Rk) de HmXRk
norma induzida em L>(R™:RY)

8] = sup{liB(u,v)|ls lul = llvl = 1}. Dizemos que £ ¢ de

2

classe C° em U se d°f: U -+ Lz(RP;Rk) for continua,

em Rk. A

por este isomorfisme &

Por indugSo definimos d*f(p) como a derivada em p de
a® 1 £, Temos que a¥f(p) € Lr(Rm;Rk), onde Lr(Rm;Rk)

§ o espago das aplicagles r-lineares munido da norma

ficl = sup{llc(vyseessv M3 vyl = «0v = [v I = 1}. =Pambém
dizemos que f & de classe ¢ em U se

atf: U + Lr(ﬂm;Rk) for continua., Finalmente, £ & de
classe ¢ em U se for de classe 'vRl para todoe 1 =2 0.
Observamos que £ & de classe ¢* se e somente se todas
as derivadas parciais atd ordem =z das fungSes coordena-
das de f existirem e forem continuas. Sejam U, V a-

bertos de R® e £: U+ V uma aplicagfo sobre de classe

¢Y. Dizemos que f € um difeomorfismo de classe ¢t se
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exigtir uma aplicagEO g: VU de classe ¢t tal que

fog €& a identidade em U,

0.0 PROPOSIGXO - Sejam U< R™ wn aberto e £.: U+ R
uma segiténcia de aplicacgBes de classe

Cl. Suponhamos que :E‘n + £: U »+ R pontualmente e que a

gseqliéncia af =+ g: U - L(R™®,R") uniformemente. Ent3o

f ¢ de classe et e df = g.

0.1 PROPOSICXO (Regra da Cadeia) - Sejam Uc R™ e
vc rR" subconjuntos abertos. Se
f: U+ R" & diferencidvel em p € U, £(U)C Vv e

g: V -+ RY & diferencidvel em g = f(p), entdo

gef: U + R® & diferencidvel em p e d{eg-f£)(p) =

= ag(2(p)) - ar(p).

COROLARIO 1 -~ Se f e g s3o ambas de classe CF entao

gef & de classe 0F.

COROLARIO 2 - Se f: U+ R” & diferencidvel em p € U e
at (-1,1) » U & uma curva tal que o(0)=p

d ~ 4
q% ©(0) = v ent¥o foou & uma curva diferencidvel em
e

Se(£2a)(0) = as(p)-ar(p)v.

=]

0

0.2 TEOREMA (Fungfo Inversa) -~ Seja f: Uc R® + R® de

classe €°, r > 1., Se df(p): R® 4+ R® &
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um isomorfismq ent3c f & um difeomorfismo local de clas
se ¢¥ em p € U. Isto €, existem vizinhangas VC U

m . ~ r
de p, Wc R" de f(p) e uma aplicagdo € g3 W=+ V

tal que go f = Iv e f g = IW’ onde I denota a identidade.

0.3 TEOREMA (Fungfo Implfcita) - Sejam UC R™R" um a-
berto e f: U -+ R® uma funcdo de classe
¢, r= 1. Seja z, = (xo,yo) €U e ¢ = f(zo). Supo-
nha que a derivada parcial em relaéao i segunda varidvel
3, f(zo)z R® + R seja um isomorfismo. Entdo existem a-
bertos V C R™ contendo X0 Wo U contendo Z, tais
gue para cada x € V existe um Unico §(x) € R com
(x, E(x)) € W e f(x, §(x)) =c. A aplicagfo E: V =+ R™

assim definida € de classe ¢¥ e sua derivada & dada por

aE (x) = [3,7(x, 8(x))1 7 e 3, 8 (x, &(x)).

OBSERVACXO: Os teoremas enunciados acima sac vdlidos tam-

bém em espagos de Banach.

0.4 TEOREMA (Forma Local das Imers3es} = Sejam U C r™

TR-+I1

um aberto e f: U<+ R x

de classe C7,
r= 1. Suponha que para algum x, € U a derivada
df(xo)s R® + %™ seja biunfvoca. EntfZo existem vizi-

nhangas V C U de X, we RY da origem, Z C [kl

de
£(x,) e um difeomorfismo de classe C° h: Z =+ VXW tal

que hof(x) = (x,0) para todo x € V.



6=

0.5 TEOREMA (Forma Local das Submersdes) = Sejam U c B™
um aberto e f: U+ R® de classe Cr, r zl.
Suponha que para algum z_ € U a derivada df(z ) seja
sobre jetiva. Entfo existem vizinhangas Z < U de Z 0
WS R de ¢ = f(zo), Vc R da origem e um difeomor=
fismo C° h: VXW 4+ Z tal que £ h(x,w) = w, xcV o weW.
Seja f3: UC R® + R® uma aplicagao de classe Cr,
r =2 1., Um ponto x € U & regular se df(x) for sobre-
jetiva. Caso contrdriec x ¢ um ponto critico. TUm pon-
to o € B & um valor regular se todo x € f-l(c) for
um ponto regular. Caso contrdrio ¢ ¢ um valor critico.
Um subconjunto de R° & residual se contém uma interse=
¢do enumerdvel de subconjuntos abertos e densos. Pelo

el

Teorema de Baire, todo subconjunto residual de R € den

S50.
0.6 TEOREMA (Sard, [14] -~ Se f: Uc R" + R" & de clas-
se ¢ ent¥o o conjunto de valores regula-

res de f € residual em R.

Cabe aqui observar que se £ “(c) =¢ entdo o
¢ um valor regular. Para que exista um ponto regular
x € U € necessdrio que m = n. Se m< n, todos os pon
tos de U sf8o criticos e portanto £(U) & "magro" em

”, I
R®, isto § R = £(U)} ¢ residual.
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Vamos agora recordar alguns resultados hdsicos S0
bre equagdes diferenciais. Um campo de vetores em um a-
berto UC R™ €& uma aplicagio X: U -+ R™., Consideramos
apenas campos de classe Cr, T = l. Uma curva integral
de X por um ponto p € U & uma aplicag¢do diferencidvel
g: T + U, I um intervalo aberto contendo O, tal que
a{0) =p e ar(t) = X(a(t)) para todo + € I. Isto &,

o & uma solugdo da equagdo diferencial g% = X(x) com

condigdo inicial =x(0) = p.

0.7 TEOREMA (Existéncia e Unicidade) - Sejam X um cam-
po de classe Cr, r =1, em um aberto

vc R® e p € U, Existe uma curva integral de X

a: T+ U com af(0) =p. Se B: J+ U & outra curva in-

tegral de X com B(0) = p entfo a(t) = B(%) para to-

do t€ IN J.

Um fluxo local de X em p € U & uma aplicagHo
P (-s,e)xvp + U, Vp uma vizinhanga de p em U, tal
que pata cada q € v, @ aplicagfio Py (-e,e) » U defi-
nida pox mq(t) = m(t,q) € uma curva integral passando
por q. Tsto d, ©(0,q) =a e §3o(ta) = X(e(s,a))

para todo (t,q) € (-E,e)xvp.

0.8 TEOREMA - Seja X um campo de classe ¢t em U,

rz 1. Para todoe p € U existe um fluxo
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local @©: (—e,e)xvp + U que € de classe C°., Indicando
por D; e D, as derivadas parciais em relacdo &4 primei

ra e segunda varidveis, temos:

D, D, @(t,q) = px{p{t,q))-D, ?(t,q)

D, 9(0,q) = identidade de r™.

Podemos também considerar campos que dependem de
um pardmetro e a dependéncia das solugdes em relag@o ao
parametro. Seja E um espago de Banach e F: EXU - L
uma aplicagdio de classe Gr, rz= 1., Para cada e € E,

n P »
F,+ U+ R definida por Fe(p) = F(e,p) & um campo de

classe CT em U.

0,9 TEOREMA = Para todo e € E e p € U existem vizi-
nhangas W de e em E, V de p em U
e uma aplicacfo de classe C° @: (-€,¢)XVxXW + U tais
que
v(0,q,A) = q
Dl v(t,q9,0) = F(A,0(t,q,1))

para todo {t,q,A) € (-€,6) X V X W.

A seguir introduzimos o conceito de wvariedade di-
ferencidvel. Para simplificar a exposigao, definimos va-=
riedades como subconjuntos de Rk. No final desta segfo

discutiremos a definig¢fo abstrata.
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Seja M um subconjunto do espago euclideano Rk.

Consideremos em M a topologia induzida, isto. é§, AC M

& aberto se existir um aberto A' C R tal que A = A'NM.

Dizemos que M C RX ¢ uma variedade diferencidvel de di~
mens3c m se para cada ponto p € M existirem uma vizi-
nhanga UcC M de p e um homeomorfismo xi U= v, U,
um aberto de Rm, tais que o homeomorfismo inverso

=L, U, + Uc R & uma imersXo de classe C . Isto &,

para cada u € U a derivada dx_l(u): R+ g ¢ biuni
voca., Dizemos neste caso que (x,U) & uma caprta local
em torno de p e U & uma vizinhanga coordenada de pD.
’Se os homeomorfismos x L acima forem de classe ¢t ai-
gemos que M & uma variedade de classe €., © que deno~
minamos de variedade diferencidvel corresponde i classe
a”, Segue~se da Forma Local das Tmersdes que se (x,U)
for uma carta local em tormo de p € M, entZo existem
vizinhangas A de p em Rk, Vv de x(p), W da ori-
gem O em REM o um difeomorfisme € h: A + VXW tal
que para todo q € AN M temos b(q) = (x(q),0). Em

particular, uma carta local é a restrigio de uma aplica-

¢do ¢ de um aberto de & em ®R".
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Da cobservaglio acima concluimos a seguinte

0.10 PROPOSIGXD - Sejam x: U+ R® e v: V + R" cartas
locais em M. Se UN V Z¢p entdo a
mudanga de coordenadas ¥ o x L: x(Un V) » y(UnN V)& wn ai

- <0
feomorfismo de classe € ,

7
———————
L&-(UQV)

(U aAv) I.2
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Vamos definir agora aplicag8es diferenciéveis.en-
tre variedades. Sejam M e N?' variedades e £:M° 4 N
Dizemos que £ & de classe ¢t se para cada ponto pEM
existirem cartas locais x: U + R™ eom torno de p,

v: V+ R com £(U)c V tais gue yefex T: x(U) 4+ ¥(V)

& de classe CF. Como as mudangas de coordenadas sdo de
classe C°, esta definigio independe da escolha de car-
tas.

Consideremos uma curva diferencidvel a: (~€,e) »
+ Mc RS com a(0) = p. E fdeil ver que « é diferen-
cidvel segundo a definigfo acima se e somente se & &
diferencidvel como uma curva em Rk. Portanto existe o
vetor tangente %%(0) = at(0). O conjunto dos vetores
tangentes a todas as curvas @& como acima € chamado de
espago tangente a M em p e denotado por TMP. Consi-
deremos uma carta local x: U =+ ®", x{p}) = 0. E fdeil
ver que a imagem da deriwvada dx'l(o) coincide com TMP.
Logo TMb ¢ um espago vetorial de dimensdo m.

Sejam f: M + N uma aplicagdo diferencidvel e
v € TMP’ p € M, Consideremos uma curva diferencidvel
a: (e,6) + M com a(0) =p e a'{0) =v., Temos que
foatz (-€,6) + N & uma curva diferencidvel. Definimos
entJo df(p)v = %%(fem)(o). Esta definigdo independe da

curva o utilizada, a aplicaglo daf(p): TMP -+ TNf(p) 1
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linear e € denominada de derivada de £ em bp.

Como uma variedade diferencidvel € localmente um
aberto de um espago euclideano, todos os teoremas de Cdl-
culo que enunciamos anteriormente estendem«se para varie-
dades.

0.11 PROPOSICAO (Regra da Cadeia) - Sejam f: M+ N e

g: N » P aplicagBes de classe C° en-
tre variedades diferencidveis., Entflo gof: M+ P & de
classe €5 e d(gef)(p) = dg(£(p)) e af(p).

Uma aplicagiio £f: M+ N & um difeomorfismos de
classe €T se for de classe C° o tiver uma inversa £+
de¢ mesma classe. Neste caso, para cada p € M df(p):
TMP -+ TNf(p) € um isomorfismo cujo inverso €& df“l(f(p)).
Em particular M e N +1ém a mesma dimens3c. Dizemos
que f: M9 N € um difeomorfismo local em p € M se e-

xistirem vizinhangas U(p) c M e V(£f(p)) c N tais que

a restrigio de £ a U seja um difeomorfismo sobre V.,

0.12 PROPOSIGAO (Fungfo Inversa) - Se f: M+ N & de
classe C°, r»=21, e df(p) & um iso
morfismo para p € M entfo £ €& um difeomorfismo local

de classe C¥ em Pe

Consideremos um subconjunto S de uma variedade M.

S €& uma subvariedade de classe € de M de dimensSo s
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se para cada p € S existem abertos UC M contendoe p,
ve R® contendo 0, Wc R™® contendo O e um difeo~
morfismo de classe €~ o©: U<+ WW tal que (SN U) =

=vyx {0},

P I.3

k . . .
Observamos que R & uma variedade diferencidvel e que

k . . . .
se MC R & uma variedade como definimos acima entdo M

& uma subvariedade de Rk. As subvariedades de M C Rk

s30 as subvariedades de RX contidas em M.

0.13 PROPOSIGXO (Forma Local das Imers3es) = Sejam

£: M@ + N™? 46 classe Cr, rz1l, e

p €M tal que df(p) € biunivoca. Existem vizinhangas
u(p), V(£(p)), U,(0) em R", V. (0) em R" e difeo-

ko

morfismos de classe C ¢: U+ U, s Vv U XV, tais

que 1| e fasm-l(x) = (x,O).
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Uma aplicagSo de classe C° f£: M+ N & uma imer
s80 se df(p) ¢ biunivoca para todo p € M. TUma imersZo
biunivoca f£: M + N & um mergulho se f: M+ f(M)c N
for um homeomorfismo, f£(M)} munido da topologia induzida
de N, Neste caso f(M) & uma subvariedade de N. Ca-
so Ff: M+ N seja apenas uma imersdo biunivoca dizemos
que f(M) & uma subvariedade imersa. Os exemplos abaixo

indicam subvariedades imersas que nZo sZo merzgulhos,.

0.14 PROPOSIGRO (Forma Local das Submersdes) - Sejam

£: MU, N de classe Cr, r=1l, e
pE€ M tal que df(p) & sobrejetiva. Existem vizinban-—
sas U(p), V(£(p)), U, (0) em R", V_(0) em R e di-
feomorfismos ©®: U -+ onvo e 3 V o vV, tais que

bofoo t(x,y) = y.

Um ponto ¢ € N & um valor regular de f£:M" - Nn,
de classe C° com r = 1, se para todo p € M com
f(p) = q tivermos df(p) sobre jetiva. Segue-se da pro-

posigdo anterior que f_l(q) ¢ uma subvariedade C* de

M de dimensfo m-n,
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0.15 PROPOSICXO (Sard) -~ Seja f: M+ N de classe C .
0 conjunto de valores regularves de T

€ residual, em particular densc em N,

A demonstragfo da Proposigdo 0.15 segue-se do
Teorema de Sard (tomando cartas locais) e do fato de que
toda cobertura por abertos de uma variedade admite uma
subcobertura enumerdvel.

Observemos que se M for compacta o conjunto de
valores vegulares de f: M + N €& aberito e denso em N.

Consideremos uma cobertura enumerdvel por abertos
{Uh} de uma variedade M. Uma partig8o da unidade subor
dinada a esta cobertura € uma colegio enumerdvel {mn}

- - e -
de fungBes reais, nfo negativas e de classe C tais que

a) para cada fndice n, o suporte de Pn estd conti
do em U . Lembramos que o suporte de o, € o fe

cho do conjunto de pontos onde @ € positiva.

b) I mn(P) = 1 para todo p € M,
n

0.16 PROPOSIGXO - Dada uma cobertura enumerdvel de M
por abertos existe uma partig¢fo da uni

dade subordinada a esta cobertura.

COROLARIO 1 - Seja K c M fechado. Existe uma aplicagdo

f: M+ R de classe C° tal que £ 1(0)= K
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COROLARIO 2 ~ Seja f: M + R® wuma aplicagfo de classe

¢¥, onde McC RX ¢ uma variedade. EntHo

r

existe uma aplicagfo C° f: R + R® tal que T/M = r.

A partir desta proposigio segue-~se que dados abep
tos U e V de M tais que UC V existe uma funcgio
real =0 de g¢lasse ¢ com =1 em U e ® =0 em
M-V, Tal fungfo é chamada de fungdo auxiliar.

Vamos agora definir o fibrado tangente TM de
uma variedade M® c RX. Colocamos TM = {(p,v) € RRY
PEM e vE TMP}. Considerando TM com a topologia in
duzida de Rk, temos que a projeg¢@o natural T:TM + TM,
n(p,v) = p, ¢ contfnua. Mostremos que TM & uma varie
dade diferencidvel e que T € na verdade de classe ¢,
Seja x: U =2 R™ uma carta local de M. Definimos a apli
cagio Tx: 1 1(U) » R™%R™ por Tx(p,v) = (x(p), ax(p)v).
E fdcil ver que (Tx, m 2(U)) ¢ uma carta local de TM
e portanto TM ¢ kaRk ¢ uma variedade. Observe gque a
expressZo de T em relag¥o ds cartas locais (Tx,m L (U) &
simplesmente a proje¢Sio natural de R'XR"™ no primeiro fa
tor; logo m € C®. ¥ fdeil ver que se f: M+ N for

r+1

de classe C entf¥o dfs TM » TN, df(p,v) = (:E‘(p),dfp-v),

r
d de classe C~.

Como jd observamos, existe um conceito abstrato
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de variedades gue a priori seria mais geral do que aquele
gue apresentamos anteriormente. Assim, seja M um espa-~
¢o topoldgico de Hausdorff com base enumerdvel. Uma car-
ta local em M €& um par (x,U)} onde UGC M € um aberto

>

e x: U=~ U < R™ ¢ um homeomorfismo sobre um aberto Uo
de R™. Dizemos que U & uma vizinhanga parametrizada
em M. Se (x,U) e (y,V) s3o cartas locais em M com
UnN V #£¢, a mudanga de coordenadas Ve ™t x(Un v) 4
+ y(Un V) ¢ um homeomorfismo, Uma variedade diferencid
vel de classe €Y, r = 1, & um espago topoldgico munido
de uma coleg¢®o de cartas locais tais que: a) as vizinhap
gas parametrizadas cobrem M; b) as mudangas de coordena
das sSZo difeomorfismos de classe C*, Uma tal colego
de cartas locais & chamada um atlas C° de M.
Utilizando cartas locais podemos definir diferen-
ciabilidade de aplicagles entre variedades de forma andlo
ga ao gque fizemos anbteriormente. Em particular uma curva
a: (-€,e) »+ M & diferencidvel se xea: (-€,€) + R" for
diferencidvel, onde (x,U) & uma carta local com
U2 a(~€,£). O vetor tangente a a em P = a(0) & defi
nido como o conjunto das curvas diferencidveis p:(-e,e)*M
tais que B(0) = p e d(xp)(0) = a(x.a}(0). Esta defi-
nigio n¥o depende da escolha da carta local (x,U). O es

pagce tangente a M em p, TMP, d o conjuntoc dos vetores
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tangentes a curvas diferencidveis passando por Pe Se-
gue-se que TMb tem uma estrutura natural de espago ve-
torial de dimensfo m. Se £: M+ N & uma aplicacfo di-
ferencidvel entre variedades com f(p) = g, definimos
df(p): TMP -+ TNq como a aplicagldo que go vetor tangente
em p & curva (-e,e) + M associa o vetor tangente
em ¢ & curva feu: (~€,e) + N. F fdcil ver que esta
definigio nfo depende da escolha da curva & e que dfp
¢ uma aplicaggo linear. Dizemos que f: M9 N € uma i-
mersZo se dfp for biunfvoca para todo p € M. Um mergu

lho ¢ uma imersfo biunfvoca prépria., Se £: M - EX ¢ um

k

mergulho de classe C  entfo (M) ¢ R® & uma subvario-

dade de Rk como definida anteriormente.

0 teorema abaixo relaciona o conceito de varieda-=

de abstrata com o de subvariedade de um espago euclideano.

0.17 TEOREMA (Whitney) - Se M €& uma variedade diferen-
cidvel de dimensfo m, existe um mewgulbo

£1 M+ REMFL

Sejam M uma variedade diferencidvel e S c M
uma subvariedade. Uma vizinhanga tubular de S €& um par
(V,m) onde V & uma vizinhanga de S em M o sV - S
€ uma submers@io de classe C° +tal que n(p) = p para

P E S.
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.18 TEOREMA - Toda subvariedade S C M possui uma vi-

zinhanga tubular.

Finalmente, toda variedade de classe Cr, = 1,
pode ser considerada de maneira natural como uma varieda-

do de classe Cw.

0.19 TEOREMA (Whitney) -~ Seja M uma variedade de clas-

se C¢Y, v = 1. Entd3o existe um mergulho

de classe CF, =1, £: M- R 4a1 que £(M) ¢

uma subvariedade de classe ¢©  de R2m+1.

Usando o Teorema 0,17, o resultado acima ¢ equiva
lente ao seguinte, Se G & um atlas ¢ em M existe

um atlas C€° G em M tal que se (x,U) €G e (%,U)ecd

com UN U £¢ entdo X ext e xt. X %o de classe

c’.

§1. Campos de Vetores em Variedades.

Iniciamos agui o estudo qualitativo das equagﬁes
diferencidveis. Tal estudo envolve tanto aspectos locais
como globais. Neste sentido o ambiente natural a ser con
siderado € uma variedade diferencidvel., Um primeiro re~

sultado bdsico de cardter global € o Teorema de Poincard-
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Bendixon, com o gual finalizaremos esta segdo.

Seja M- cC R uma variedade diferencidvel. Um
" campo de vetores de classe ¢ em M € uma aplicagdo de
classe Cr X: M Rk gue a cada ponto p € M associa
um vetor X(p) € TMb. Isto corresponde a uma aplicagfo
¢ X: M+ T™ +tal que mX & a identidade em M, onde
m & a projegfio natural de TM em M. Denotamos por
£°(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C° em
M,

Uma curva integral de X € ¥7(M) passando por um

ponto p € M € uma aplicagdo diferencidvel O: I -+ M,

onde I & um intervalo contendo O, tal gque a{0) = p

e oat(t) = X(a(t)) para todo + € I. A imagem de uma

curva integral € chamada de drbita ou twrajetdria.

Se f: M+ N for um difeomorfismo de classe Cr+1

o]

X € 2°(M) entfo Y = f X, definido por Y(q) =

dfp-X(p) com q = f(p), € um campo de classe C* em
N pois f,X = dfe Xof"l, Se 0: I+ M for uma curva
integral de X entdo foa: T+ N & uma curva integral
de Y. Em particular £ leva trajetdrias de X em tra-
jetdrias de Y. Assim-se x: U+ U C R® for uma carta

local, Y = x, X & um campo de classe ol

em U ;3 dize=
Q
mos que Y & a expressfio de X na carta local (x,U).

Com estas consideragles, os teoremas locais sobre existén
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¢ia, unicidade e diferenciabilidade de solugles estendem~-
se a campos em variedades. Isto se traduz na seguinte

proposigfo:

1.1 PROPOSIGXO - Sejam E wum espago de Banach e

F: ExM + TM uma aplicagdo ¢, r=1,
tal que T F(l,p) =p onde w: TM + M € a projegao natu
ral. Para todo Ko €E e p, € M existem vizinhangas

W de X em E, V de p

° em M, um mimero real € >0

o
e uma fungfo de classe ¢t @: (e,e)XVXW + M tais que
9(0,p,A) =p e %% o(t,p,A} = F(x,o(t,p,A}) para todo

t € (-€,6), p€ V, A€ W. Além disto, se a:(-c,e) + M
¢ uma curva integral do campo Fy = F(r,*) com «(0) =p

eentao @ = mp,l = ¢(':P:l)-

1.2 PROPOSIGXO - Sejam I, J intervalos abexrtos e

%t I + M, B: J-+ M curvas integrais
de x¢€ (M), r= 1. Se a(to) = B(to) para algum
t,€INJ entZo a(t) = () em I N J. Consequente-
mente existe uma curva integral Y: I UJ+ M gue coin-

cide com & em I e com B em J.

Demonstragho: Pela unicidade local, se a(tl) = B(tl)

existe € > 0 tal que af(t) = p{t) para
|t-t1| < €. Poptanto o conjunto TcINJ onde 0 co-

incide com B ¢ aberto. Como o complementar de I €



-22a
também aberto e I N J & conexo, temos que I=1In J.

1.3 PROPOSIGXO - Seja M uma variedade compacta e
X € KT(M). Existe um fluxo global de
classe C° para X em M. Isto &, uma aplicagSo

®: RXM » M tal que ®(0,8) =p o 5t 9(t,p) = X(2(t,p))

Demonstragfio: Consideremos um ponto p gqualquer em M.

Vamos mostrar que existe uma curva integral
definida em R passando por p. Seja (a,b) C R um in-
tervalo de definig¢fo de uma curva integral O: (a,b)-a M
com 0 € (a,b) e a(0) = p. Dizemos que (a,b) & maxi-
mal se para todo intervale J com a mesma propriedade +i
vermos J cC (a,b), Afirmemos que se (a,b) for maximal
entdo b = +o. Caso contrdrio, consideremos uma seqliéne-
cia t,+ b, t ¢ (a,b). Como M & compacta podemos su
por, passando a uma subsequéncia, que a(tn) converge pa
ra g € M. Seja (-e,e)qu 4+ M wum fluxo local de X
em q. Tomemos n_ tal que b-ty < %— e a(tno) € V_.

q

Seja ¥: (a,tn°+e) + M gom ¥(t) =a(t) se t < tn_ e

y(t) = ¢(t-tn°, G(tno)) se t = tno. Pelo teorema da u-
nicidade local segue=se gue Y ¢€ uma curva integral de

X, o que € uma contradig¢fo pois (a,tn°+e) D (a,b). Da
mesma forma mostramos que a = +» e portanto existe uma

curva integral ©&: R + M,” a(0) = p. Pela ProposigHo 1.2,
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esta curva integral € Unica. Definimos 9 {t,p) = a(s).

I

E claro que %(0,p) = p ¢ 33 @(+,p) = X(@(t,p)). Va-

mos mostrar que O(t+s,p) = v(t,9(s,p)) para +t,s € R
e p€E M, ‘De fato, sejam a(t) = ¢(t+s,p} e B(t) =
= ¢o(t,0(s,p)). Temos que o e B sHo curvas integrais

de X e a(0) = g(0) = ¢(s,p), o que prova a afirmativa.

Pinalmente mostremos que ® & de classe ct. Se jam peM

e T (-ep,ep)xvp + M um fluxo local de X, o gual € de
classe €7 pela Proposigao 1.1, Tambdm, pela unicidade
das solugles, | & a restrigio de © a (—ep,ep) X Vp.

r
em V D, me
P P

Em particular, @, = w{t,+) & de classe C
ra [t]| < € Pela compacidade de M, existe e > 0
tal que @, € de clasée ¢’ em M para |t <e. Por
outro lado para qualquer + € R, tomando ];H < & para

algum inteiro n, temos que P, = Qg .iue @ é de clag

n
se ¢Y, Para qualquer t,€R e p €M, @ g de clasm

se € em uma vizinhanga de (to,po). De fato, para
- <
[t-t | < e e p€V,

Py o

’ r .
¢ de classe C uma vez que O, e @/(-Sp 1€p ) X VP
o o) o o

temos que ©@(t,p) = CPtO" 0{t -t sP)

. ¢ -
s8o de classe C . Isto termina a demonstragfo.

COROLARIO - Sejam X € £7(M) e ©: RXM » M o fluxo de X.

Para cada t € R, a aplicacgfo X,: MM,

X, (p) = o(¢,p), € um difeomorfismo de classe c¢T. Além
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disto XD = identidade, xt+s = Xto Xs para todo t,s€ R,

Sejam X € ¥°(M) e X t € R, o fluxo de X.

£
A drbita de X por P E M € o conunto #(p) = {Xt(p);
t€Rl. Se X(p) =0 =a érbita de p se reduz a b.
Neste caso dizemos que P € uma singularidade de X. Ca
so contrdrio a aplicagho a: R -+ M, a(t) = Xt(P)’ € uma
imersZo. Se & ndo for biunivoca, existe ®w > 0 tal
que a() =a{0) =p e aft) #p para O0< t<w. Nes-

te casoc a 6rbita de p ¢€ difeomorfa ao circule Sl e di

’

zemos que a dSrbita ¢ fechada de perfodec w. Caso a drbi=-
ta nSo seja singular ou fechada, ela & dita regular.
Assim, uma Srbita regular € a imagem de uma imers@o biuni
voca da reta.

Seja X ¢ ¥°(M). O w-limite de um ponte p € M,
w(p) & o conjunto dos pontes q € M tais que existe uma
seqﬁéncia tn + @ com th(p) 4+ gq. Analogamente, defini
mos o O-limite de p, a(p) = {q € M; existe t -+ ~= com
th(p) 4+ g}. Observamos que o G-limite de p ¢ o w-limi

te de p para o campo -X. Também w(p) = w(P) se D

pertence & drbita de p. De fato, P = X, (p) e portan-
o

to se th(p) +aq com t, =+ o entdo th_to(p) +q e

b ~t, e Definimos entdo o w-limite da drbita de p

como @(p). Tntuitivamente, a(p) & onde a érbita de p

tnasce” e w{p) onde ela "morre".
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EXEMPLO 1 - Consideremos a esfera unitdria s? c r3.
Chamamos Py = (0,0,1) de polo mnorte e

Py = (0,0,-1) de polo sul de s®. Definimos o campo X

em S° por X(x,v,z) = (-xz, -y=z, x2+y2). E claro que X

§ de classe C° e & fdecil verificar que as singularida-

des de X sdo Py+» Pge Como X ¢ tapgente aos meridia-

nos de S° apontando para cima, w(p) = Py © a(p) = pg

2
se pé€ s” - {pppgl. Py
I.
P 5
EXEMPLO 2 - Fluxos Racionais e Irracionais no Toro.

Seja i R> * T C RO

p(u,v) = ((2¢cos 2nv)cos 2ru, (2+cos 2Mv)sen 2nu,sen 2nv)

1.6
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Temos que ¢ € um difeomorfismo local, leva retas hori-
zontais de R2 em paralelos de T2, as retas verticais
em meridianos e o guadrado [0,1]x[0,1] sobre ™, Além
disto, f(u,v) = £(1,¥) se e somente se u-i=m e

v-¥ = n onde m e n sfo inteiros. Para cada o € R,
consideremos em R~ o campo de vetores X*(u,v) = (1,2).
¥ rfdcil ver gque ™ = ¢*Xg estd bem definido e € um cam-
po ¢ em T2. As drbitas de Yﬂ sdo as imagens por @
das drbitas de Xg, sendo estas as retas de inclinac@o o
em Rz. Vamos mostrar que para o »acional itoda Srbita
de Y* ¢ fechada e para  irracicnal toda drbita de b
¢ densa em T°. Para cada ¢ € R, denotemos por A a
reta de R° que passa por (0,c) e tem inclinag®o a3
A, = {(u,c+qu); u € R}, Como jd observamos m(Ac) ¢ uma
drbita de Y*. Se @ & racional esta drbita & fechada,
qualquer que seja ¢ € R. De fato, se O = %- entfo

(m, c + %-m) €A, e ©(mye+n) = 9(0,c). Suponhamos ago-
ra @ irracional e fixemos ¢ € R. Afirmamos que

C ={c € Rj m(ﬂc) = w(AE)} ¢ denso em R. Segue-se que

r

U Ac € denso em R~ e portanto o(A_) = (U A ) &
cEC 2 c ccc ©
denso em T", Para mostrar que ¢ € denso em R hasta
provar que G = {ma+n; m,n € Z} & denso enm R, pois

c € C se e somente se c~G € G, Como G & um subgrupo

de R,+ temos que G ou € denso ou & discreto. Resta
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assim mostrar que G nﬁq & discreto. De fato, para ca=
da m€ Z existe n€ Z tal que u =mt +n pertence
ao intervalo L0,1]. A seqtiéncia u ~tem um ponto de
acumulacio e como 0o & irracional seus elementos sdo dig

tintos. Logo G & denso.

0 campo v* como acima & chamado de campo racio-
nal ou irracional em T2 conforme O - seja racional ou
nSc. Se a for racional, o w-limite de gualquer drbita
& ela prépria. Se a for irracional, o w-limite de qual

quer drbita € todo o toro 2,

EXEMPLO 3 - Campos Gradientes.
. . k
Consideremos uma variedade M" < RC. Em cada
ponto p € M +Gomemos em TMP o produto interno ¢{ , )p
induzido de Rk. Se X e Y sf&oc campos de vetores ¢
em M ent¥o a fungdo g: M+ R, g(p) = (X(p),Y(p))p g

de classe C°. Seja f: M+ R de classe Cr+l

« Para ca
da p€ M existe um dnico vetor X(p) € TMP tal que

dfp v = (X(p),v}P para todo Vv € TMP. 0 campo de veto=
res X assim definido € de classe ¢T e & chamado de
gradiente de f. Denotaremos X = grad £. Indicaremos
agora algumas propriedades bdsicas de campos gradientes.

Temos que grad £(p) = O se e somente se dfp = 0. Ao

longo de &rbitas nfo singulares de X = grad f, £ € es-
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tritamente crescente pois dfP x(p) = nX(p)”z. Em parti-
cular grad £ nfo possue drbitas fechadas. Além disto,
o W~limite de qualquer dSrbita € constituide de singulari-
dades. De fato, suponhamos que X(gq) #0 e g € w(p)
para algsum p € M. Seja S a intersecgdo de f-l(f(q))
com uma pequena vizinhanga de q. Temos que S € uma
subvariedade de dimensfo m~l ortogonal a X = grad ¥

e, pela continuidade do fluxo, a drbita por qualquer pon-~
to préximo a q interseta S. Como gq € w(p) existe u-
ma seqfiéncia p, na Srbita de Pp convergindo a ¢q. Lo-
go a d6rbita de p interseta S em mais de um ponto (na
verdade uma infinidade), o que & absurdo pois f & cres-
cente ao longo das drbitas.

0O campo em 52 do Exemple 1 € o gradiente da fun
¢2o altura em relaglfio ao plano tangente & esfera s? pew
lo ponto Pg-

Outros exemplos simples podem ser obtidos conside
rando a fungSo distdncia de uma superficie em R®5 a um
plano., Alguns destes exemplos serfio considerados mais
adiante.

A seguir discutiremos algumas propriedades gerais

dos conJjuntos w-ilimites.

1,4 PROPOSIGXO - Sejam X € ¥ (M), M wuma variedade com

pacta, e D E€ M. Temos:
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a) w(p) # ¢.

b) w(p) € fechado.

¢) w(p) € invariante pelo fluxo de X, isto &
w{p) € uma unifo de Srbitas de X.

d) w(p) & conexo,

Demonstragdo: Sejam &, + o e p, = X, (p). Como M €&
n

I

compacta, P, possue uma subseqliéncia con~
vergente cujo limite pertence a w(p). Suponbamos agora
gue g ¢ w(p). EntSo existe uma vizinhanga V(q) disjun
ta da drbita de p. ZIsto implica que os pontos de V(q)}
n3o pertencem a w(p) e portanto w{p) €& fechado. Seja
agora q € w(p) e q = Xs(q). Tomemos &, + = com
th(p) + q. Entfo th+s(p) = X th(p) converge a
Xs(q) = § e portanto & € w(p). Isto mostra que w (p)
¢ invariante pelo fluxo. Suponhamos que uw({p) no seja
conexo, Podemos entfio escolhexr abertos Vl e V2 tais
que w(p) < v U Vy, wi{p) N v, £Ze, wl(p)n v, A0 e
V. = ¢. Como a drbita de p se acumula em pontos
de V; e V,, dado T > 0 existe + > T tal que
Xt(P) €M~ (vy U Vz) = K. Logo existe uma seqliéncia
tn + @ com th(p) € K., Passando a uma subseqﬂénc;a se

necessdrio, temos que Xt (p) » @ para algum ¢ € K. Ig
n

to implica que q € w(p) c VlJU V,y 0 que ¢ absurdo.
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OBSERVAGXO: As propriedades acima sfo obviamente %dlidas
para o conjunto ¢=limite. Por outro lado, se
a variedade nfo for compacta devemos nos restringir a uma
Srbita que positivamente (ou negativamente) permanega em
um compacto., O exemplo abaixo exibe uma drbita de um cam

po de R? cujo w-limite € desconexo.

o

L
o

L
Cal

T.7

Como j4 vimos, o w-limite de uma drbita de um flu
xo irracional no tono_~T2 ¢ todo o toro. Existem exem~
plos mais complexos de campos em T2 com uvm conjunto
w-limite de estrutura bastante complicada [3], [2] . En-
tretanto, para a esfera 82 a situa@io ¢ bem mais sim=-
ples., Isto se deve ao seguinte fato topoldgico: toda
curva continua e fechada separa s  em duas regides ho-
meomorfas a discos (Teorema de Jordan). A estrutura de
um conjunto wW~limite de campos em Sz € descrita pelo
Teorema de Poincard-Bendixon que mostraremos a seguir.

Seja X € £T(s®), r = 1.

1.5 'LEMA -~ Consideremos um segmento I C 82 transversal
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a X. A drbita positiva por um ponto p € 82, a;(p), in

terseta I em uma seqliéncia mondtona; isto &, se Py -3
a i-€sima intersegfo de C:(p) com £ entdo

Demonstragﬁo: Considere o arco de trajetdria Pj.1*P; ©

¢ segmento [pi_l,pi] c £. Esta curva li-

mita um disco D e como I € transversal ao campo, o qual

P

I.8

aponta para ¢ interior de D, a drbita positiva de Py

1.

estd contida em D. Assim p; € Epi-l’pi+l

COROLARIO = O w<limite de uma +trajetdria y intersecta I

no maximo em um ponto,.

Demonstragfo: Suponhamos que w{Y) contenha dois pontos

Q; e q, em £. Seja p, a seqiiéncia de
intersegﬁes de ¥ com . Entio existem subseqliéncias
de P, convergindoe a q; e a d5y, O que contraria a

monotonicidade de P,
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1.6 LEMA - Se o w-limite de uma trajetdria ¥ nido con=
tém singularidades entdo w(y) € uma drbita
fechada. Se p € ¥, as drbitas por pontos prdximos a p

tém esta mesma Srbita fechada como w-limite.

Demonstragio: Seja ¢q € w(y). Mostremos que a Jdrbita de

q € fechada., Tomemos x € w(g) e portan-
to x nAo € uwma singularidade. Consideremos we segmento
(sego) transversal ¥ contendo x. Pelo lema anterior a
Srbita positiva de q interseta ¥ segundo uma seqliéncia
mondtona q + x. Como q_ € w({y), segue-se do coroldrio
acima que q = x para todo n. Logo a Srbita de q €
fechada. Tomando agora um segmento transversal contendo

q con¢luimos, como no Lema 1.5, que w(Y) se reduz i Jdr-

bita de gq. A segunda parte da afirmativa € imediata.

I.9

1.7 LEMA -~ Sejam P, © Py singularidades distintas do
campo contidas no w~limite de um ponto p efg.

Existe no mfximo uma dérbita ¥y € w(p) tal que a(y) = P,
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e w(*{) = Pgs

Demonstragaoz Suponhamos, por absurdo, que existam duas

drbitas Y,,Y, C w(p) tais que a(Yi) = py

e uw(y;) =pys i=1,2.

I.10

Lo

A curva C; formada pelas d&Sxbitas ¥,:¥, © pe=

los pontos pl,p2 separa 82 em dois discos um deles
contendc p, come mostra a figura. Sejam 21 © 22
segmentos transversais a  X pelos pontos .ql € Yl e

a, € Y, respectivamente. Como ¥,,¥, w{p), a drbita
positiva de p interseta El em um ponto a e em segui
da interseta 22 em um ponto b. Consideremos a cuxrva.

~~ — = —
c determinada pelos arcos ab C @(p), qu c 22, 4,P, <

2
N —

C Yo 9qPp < Yl’ Q2 C El e pelo ponto Poe Temos que

C separa 82 em dois discos A e B. A Srbita positi-

va do ponte b fica inteiramente contida no disco A, ©

que € uma contradigdo pois Y 0¥y © wip).

1.8 TROREMA (Poincaré-Bendixon) -~ Seja X € Ir(sz)- um
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campo com um nimero finito de singularidades. Se jam
pe s e w(p) o conjunto w-limite de p. Ent3o ocorre
uwma das seguintes alternativas

1) w(p) & uma singularidade.

2) w(p) & uma Srbita fechada.

3) w(p) & constituido por singularidades PyresesP,

e érbitas regulares tais que se ¥ c w(p) entdo

a(y) =3, o w(¥) =p,.

Demonstragio: Se w(p) nfo contdm singularidade entio pe

1o Lema 1.6 w(p) & uma Srbita fechada.
Se w(p) nJo contdm pontos regulares entSo wrp) ¢ uma
uUnica singularidade, pois X +tem um ndmero finito de sin
gularidades e w(p) & conexo.
Suponhamos entfo que w(p) contém pontos regulares o sin
gularidades. Seja Y wuma trajetdria regular contida em
w(p). Se w(y) possui algum ponto regular q +tomemos

um segmento transversal £ 2 q.

l 3
Z: I.11
Como ¥ ¢ w(p) +emos pelo Coroldrio do Lema 1.5 que ¥
interseta I em apenas um ponto. Pelo Lema 1.6 Y &
una trajetdria fechada e w(p) = y., Isto € um absurdo

pois w(p) possue singularidades. Logo w(y¥) & uma sin



~35=
gularidade. Analogamente, a(y) ¢ uma singularidade.

EXEMPLO - Seja X um campo em 82 como na figura abaixo

I.l12

Seja ©: s 3 R uma fungo ¢ que se anula exatamente
no equador da esfera. Consideremos o campo Y = P-X,
Todo ponto do equador ¢ uma singularidade de Y e o con=-
junto w~iimite de um pontc Pp gque nao esteja nos polos
nem no equador & todo o equador. Este exemplo mostra que
o Teorema de Poincaré-Bendixon nfo ¢ vdlido sem a hipdéte-

se de um nuimero finito de singularidades.

EXEMPLO = Seja X o campo en 52 como na figura.

¥

.13
0 campe X possui duas singularidades Pg © Py e uma

Srbita fechada Y. As drbitas do hemisfério norte da es-
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fera tem como o~limite Py © como w~limite ¥. No hemis
fério sul temos a singularidade Py que € o centro de
uma rosa com uma infinjdade de pdtalas limitadas por 6rbi
tas que nascem em ps e morrem em Pge. No interior de

cada pétala a situagdic € como a da figura abaixo

fs T.1h

As demais dSrbitas do hemisférip sul tem como o-limite ¥
e como W~limite o bordo da rosa, Portanto o Ww=limite de
uma drbita pode conter uma infinidade de drbitas regula-~

res o que mostra gque o Lema 1.7 nf¥o & vZlido quando p1=p2

§2. Topologia no Espago de Aplicag¢les (F.

Introduzimos aqui uma topologia natural no espago
£T(M) ge campos de vetores de classe €' em uma vériedg
de compacta M. ﬁesta topologia, dois campos X,Y € £¥(M)
estardo prdéximos se os campos e suas déri;adas até ordem

r estiverem prdéximos em todos og pontos de M,
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Consideremos inicialmente o espago C  (M,R®) -de
aplicagBes de classe ¢, 05 r< », definidas em uma
variedade compacta M. Temos em CT(M,R°) wuma estrutura
natural de espago vetorial: (f+g)(p) = £(p)+&(p), (A £)p) =
= Af(p) para f,g € C"(M,R®) e A € R. Tomemos em M
uma cobertura finita por abertos vl’“"’vk tal que cada
Vi esteja contido no dominio de uma carta local (xi’Ui)
com xi(Ui) = B(2) e xi(Vi) = B(1}, onde“.B(l) e B(2)
s%o0 as bolas de raios 1 e 2 e centro na origem de g, "
“Para £ € ¢°(M,R®) denotamos por £ = fox™1: B(2) » R®.

Definimos

Tl = max sup et ()ll, last@)l,....lla®e @3 .
i (1)

u€EB(1
2,1 PROPOSIGXO - || “r ¢ uma norma completa em CT (M,R%).
Demonstragio: ¥ imediato que || Hr ¢ uma norma em

¢*(M,R®). Resta mostrar que toda seqﬁancié
dé Cauchy & convergente. Seja fn: M Ré wma, seqﬁﬁncia
de Cauchy na morme || "r' Se p€& M entdo fn(p) ¢ uma
seqlidnicia de Cauchy em R® e portanto & convergente.
-Co;géamos f(p) = lim fn(p). Em particular fi(u) + £i)
para u € B(1) e i = l,...;ks Por outro 1adorpara cada
u € B(1), dfi(u) ¢ uma seqgfidncia de Cauchy em L(®",R°)

e portanto converge a uma transformagdo linear Ti(u).
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Af'irmamos que a convergéncia df; -+ Ti ¢ uniforme. De

fato,

lagk(u) - ' (@)l < agi() - aed, )| + agd,(u) - v (w)|

Dade € > O existe n, tal que se n,n' > n, entdo
"dfi(u) df;(u)" < % para todo u € B(l). Por outro la

do para cada u € B(1l) existe =n! 2 n,, o qual depende

de wu, tal que ”dfi.(u) - T ()| < % . Assim para
n = mn,  +temos ”dfi(u) - Ti(u)” < € para todo wu € B{1l).
1

* & de classe C e aft = ol,

Pela Proposigio 0.0, £
Segue-se que fn + £ na norma H “1. Com o mesmo argu-

mento, mostramos por indugfo que £ & de classe C°¥ e

f < £ na norma ” ” .
n T

¥ fdcil ver que a topologia induzida pela norma
[ ”r em C'(M,R®) nZo depende da cobertura Viresa,V, de
M utilizada.

Ve jamos a seguilr algumas propriedades importantes
de ¢T(M,R*) com a topologia ¢~,

Un subconjunto de um espago topoldgico € residual
se contém uma intersegfo enumerdvel de subconjuntos aber-
tos e densos. Um espago topoldgico € de Baire se todo

subconjunto residual & denso. Como CT(M,R%) & um espa-

go métrico completo, temos imediatamente a seguinte
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2.2 PROPOSIGXO - ¢¥(M,R®°) & um espago de Baire.

Mostremos que CT(M,RS) contédm subconjunto enu-
i 1

merdvel denso. Sejam £ € CT(M,R®) e £ = Ffox":

B(2) ¢ R™ + R°. Observemos que a aplicagio

el B(2) » B(2) x R® x LE,R®) x...x L'(R™,R®) = E dg

finida por jrfi(u) (u,fi(u),dfi(u),...,drfi(u)) & con

tinna, Assim Jrﬁﬁ jrfi(B(l)) ¢ um subconjunto com-

pacto de E, ¥ fdcil ver que se B & uma vizinhanga de
£f em CT(M,R®°) existe uma vizinhanga W de J5(e) =
*)

= Jr(fl) XeooX JT(£ em EXE X...X E tal que se

g € Cr(M,RS) e Jrg = Jrg1 XoooX Jrgk_c W entlo g € W.

2.3 PROPOSIGXO - Cr(M,Rs) ¢ separdvel; isto &, possie

uma base enumerdvel de abertos.

Demonstragdo: Como EX = E X...X E & um aberto de um es-

pago euclideano, existe uma base enumerdvel
de abertos El""’Ei"" para a topologia de E, Sejam
El""’ﬁj"" a colegdo de abertos de E comstituida
das uniles finitas dos E;. Para cada se ja
€= {g € ¢“(M,R®)s T5(e) < ﬁj}' I claro que Sj € um
aberto em ¢F(M,R°). Sejam W ume vizinhanga de f em
¢*(M,R°) e W uma vizinhanga de -Jr(f) tal que se
J¥(g) c W entdo g € Ww. Como J7(£) & compacto existe

uma cobertura finita de J'(f) por abertos E; contidos
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~
em W. Seja Ej a unifo destes E;; €& claro que

J(£) ¢ E, © W. Portanto € contém f e estd contido

J

em W. Isto mostra que {sl,...,sj,...} ¢ uma base enu~

merdvel da topologia de ¢T(M,RS).

A seguir mostramos que toda aplicagfo de classe

r

Cc pode ser aproximada por uma de classe ¢® na topolo=

gia Cr.

2.4 LEMA - Seja f: Uc R" +» R® uma aplicagio de classe
¢’, U aberto. Seja K C U compacto. Dade
€ > 0 existe uma aplicagZo ¢ g: R™ 4+ R® tal que

l£-gll < ¢ em x.

Demonstragfo: Consideremos uma fungfo auxiliar ¢:R™ + R

que vale 1 em K e O fora de uma vizinhan-
¢a de K contida em VU, Tomando h = @f +temos que
hef em K e h=0 forade U, Comog h & de classe

r

c e K € compacto existe & > 0 +tal que

sup{[|adn(uwv) - djh(u)”; u€ K, fiv] <8} <e

Para ly...,r. Seja P R"™ 4+ R uma fungfo auxiliar tal
ps(v) = 0 se vl > 8 e j’ws(v)dv = 1, Definimos
g: R™ + R® por g(u) =‘[m6(v)h(u+v)dv =d[m6(z-u)h(z)dz.

Segue«se que

djg(u) = fma(v) djh(u+v) dv
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ddga) = (-1)9 [ ado, (2-u) n(z) az.

Da segunda expressio segue-se que g 6 ¢®., Por outreo

lado temos da primeira expressio que
lade(a) - an(u)l| = ||feg(v) a¥p(usv) av - [og(v)adn(u)av]
= ”Iﬁa(v) (a9n(usv) - djh(u))dv” < € para u € K,

Como h = f em uma vizinhanga de K, g satisfaz a don—

dig¢8o desejada.

2.5 PROPOSIGXO - O subconjunto das aplicagles de classe

¢ & denso em ¢ (M,R%).

Demonstracdos Sejam (xi,Ui), i = 1,...,k, cartas locais
com xi(Ui) = (B(2)) e M= UV, onde

v, = x;l(B(l)). Tomemos {wiz M-+ R} uma partigdo da

unidade subordinada & cobertura {Vi}. Sejam f € CIIM,E?)

e €& > 0, Pelo lema anterior, dado § > O existe

Eiz R® + R® de olasse C° tal que ”fi-'i”r <5 em

B(1), onde £* = fex~t, Tomando & suficientemente pe,
i, €
queno, temos que [p,f - @ & o xi”r <% + Logo
gE=20 5l. x., & de classe C e |f-g]. =
i i r

. . s
Consideremos agora uma variedade N < R™, GCome N
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¢ um subconjunto fechado de R°, ¢T(M,N) & fechado em

¢*(M,R®). Portanto CT(M,N) com a topologia induzida de
¢*(M,R®) & um espago de Baire separdvel.
1

8 s
Sejam Ny c R ™, N,cC R 2 variedades e @:Nl—iNé

uma aplicagfo CL, r<d < o, Tomemos @,: CT(M,Nl) -

+ C°(M,N,) definida por §,f = §o .

2.6 PROPOSIGEO - A aplicagio &, €& continma.

Demonstrag@io: Pelo Coroldrio 2 da Proposigfio 0,16 existe

s VA J | °2
uma aplicagao de classe C, §: R~ + R °,

tal que & =% em N,. Sejam (xi'Ui)' i = L,ee.sk,
cartas locais em M como anteriormente, ¥ fdcil ver que
dagdo € > O existe § > 0 tal que se Hfox;l - gox;l”r<5
em B(1) entdo [[(fer -750g)o xglﬂr <€ em B(L). Por~
tanto se ”f-g”r < 8 temos que [Zeof - §°g"r =

= ”5°f - 5ogﬂr < €, o0 que mostra a continuidade de ¢,.

Sejam agora M e N variedades abstratas, M

compacta. Podemos definir uma topologia de classe ¢t em
Cr(M,N). Para tanto basta mergulahrmos N em um espago
euclideano R® (Teorema 0.17). A proposiggo acima mog-

tra que a topologia assim definida independe do mergulho.

2.7 PROPOSIGX0O -~ O subconjunto de aplicagles de classe

c® & denso em ¢T(M,N).
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Demonstragao: Suponhamos N C Rr®. Sejam V C R® uma via-

zinhanga tubular de V e 1m7: V4 N a pro-
jegZo associada. Seja f € ¢¥(M,N); pela Proposiglo 2.5
podemos aproximar £ por uma aplicagfo ¢® g: M+ R®,
Logo Teg: M+ N & de classe ¢® e como Ty ¢ continua

segue=-se que Tog aproxima f,

2.8 PROPOSICXO - O conjunto Difr(M) dos difeomorfismos
de classe C° em M & aberto em

c¥(M,u).

Demonstragio: Seja f € Dif*(M). Podemos supor que

Mc R®, Se p € M, existe pelo Teorema da
Fungdo Inversa vizinhangas V, de p em M e Y, de
f em C*(M,M) tal que se g€ Up entdo g/Vp ¢ um di-

feomorfismo. Seja V

""’VP- uma, subcobertura finita
J

de M e ¥ = ¥p,+ Se 8 € o ndmero de Lebesgue deg
i

ta cobertura s:;ie-se a(p,q) < 8 ent¥o glp) # gla) pa
ra todo g € ¥. Por outro lado p = inf{d(f(p), £(q));
p,a€ M e d(p,g) » 8} & positivo. Diminuindo U podg
mos portanto supor que se g &€ U entdo g ¢ biunivoca.
Como g & um difeomorfismo local temos que g é um dia-
feomorfismo.

Segue~-se da proposigdo anterior que Diff(M) €

um espago de Baire separdvel e que o subconjunto dos di-
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feomorfismos de classe C & denso.

Finalmente consideremos o espago ir(M) dos cam-
pos de vetores de classe ¢T em uma variedade compacta M,
Supondo que M C R® & £dcil ver gue %r(M) € um subespa
go fechado de C*(M,R®). Logo %T(M) & um espago de
Baire separdvel. Mostremos gque todo campo de vetores
X € ¥7(M) pode ser aproximado por um campo C . De fa=-
to, X pode ser aproximado por uma aplicagfo € Y:M-+TM.
Seja m: T™M + M a projegio natural. Como Ty, & conti-
nuwa, mWeY eosatd CT préximo de meX = idM. Pela Proposi
gdo 2.8, ©® = moY & um difeomorfismo. Seja Z = Ye w—l.
Como ¢ & de classe Cm, % € um campo de vetores C°

pois meZ = idy. Além disto Z aproxima X.

§3. Transversalidade.

Sejam S8 C N uma subvariedade de classe ¢t e
f: M3 N uma aplicagfo c®X  onde k,r = 1., Dizemos que
f € transversal a S em um ponto p € M se £(p) ¢ s
ou df_(T™ + TS = 3 1 i
p( p) £(p) TNf(p), isto €, se a imagem de
™ ar 3
D por p contém um subespago complementar a TSf(p)

em TNf(p). Dizemos que f & transversal a S, £ fi S,
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se o for em cada ponto P € M. Observemos que se a dimen

.

s80 de M € menor do que a codimens@o de S entdo F €&
transversal a S se e somente se f£(M)N S = 9.

Um caso particular interessante € quando f3: M+ N & uma
submersfo: f ¢ entdo transversal a toda subvariedade

S c N. Analogamente definimos transversalidade entre duas

subvariedades S 82 o Nio Sl ¢ transversal a S se

1? 2

a inclusfo it S, #+ N for transversal a S,.
Recordamos gue toda subvariedade &€ localmente a

imagem inversa de um valor regular. Mais precisamente,

se q € SC N existem uma vizinhanga Vq de q em N

- r

e um difeomorfismo @ Vd -+ Rsxﬂn de classe C tal

que g{sn Vq) =R®° x {0}; assim SN Vg = (ﬂ2pm)-l(0)

1=-9 -]

onde : R°XR + R?™® ¢ a proje¢fo natural, Sejam

T2
agora f: M+ N e UP C M uma vizinhanga de p com
f(Uﬁ) C Vy» sendo q = £(p). Consideremos a aplicagdo T,

o f/Up como na figura

=5

(s} —
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A proposiglo abaixo &€ imediata.

3.1 PROPCSICXO - A aplicagdo f: M+ N & transversal a
S em pPEM se e somente se 0O for
valor regular de T,o @ of/UP para alguma vizinhanga v,

como acima.

COROLARTO - Sejam £ € CN(M,N%) e s°

uma subvariedade
de classe C° de N com kyr 2 1, Se f
for transversal a S entdo fnl(S) ou € vazio ou ¢ uma

L .
subvariedade de classe C e codimens3o0 n-s, onde

4 = min(k,r).

3.2 PROPOSIQKO - Se M for compacta e S C N for fecha
' da entdo o subconjunto de aplicagSes em

Ck(M,N) transversais a S & aberto.

Demonstraglo: Seja f € Ck(M,N) transversal a S, Para

cada gq € S tomamos uma vizinhanga Vq e

um difeomorfismo Py’ Vq + ROxR™"S

= RY x {o}. Para cada p € fdl(q) consideremos uma vi-

tal S A2 =
al que mq( n q)

zinhanga UP tal que f(ﬁp) c Vq e que a derivada de
nzomqvf se ja sobrejetiva em todos os pontos de ﬁb.
Existe uma vizinhanga Up(f) c Ck(M,N) tal que o mesmo
ocorre para T em T a . j

p zomqog Vs para todo g € Up Se jam

19 ’u-o’U

1 p, Uma subcobertura finita do compaoto 271 (s),
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U = UplU-..U Uy © v (£) =1;pln...n Yoy * E claro que
se g€V entdo g € transversal a S em pontos de U,
Como M-U € compacto e f(M-U)N S =¢ +temos que, dimi-
nuindoe U se necessdrio, g{(M-U) N S =¢ para todo

g €V, Logo todo g €l & transversal a S o que demous

tra a proposigfo.

Observamos que se S C N n3o for fechada, a pro-
posiglo permance v#lida em partes fechadas de S. Isto -4
se Sc S & um subconjunto fechade em N entdo o conjun
to das aplicagles f3: M+ N transversais a S em £~1(3)

¢ aberto em C°(M,N).

Sejam A, M, N variedades e Fi: AxM + N uma a-
plicagfo de classe ¢®. Para A € A, indicamos por
Fpt M3 N a aplicaglo definida por Fk(p) =F(A,p). Se=
jam S < N uma subvariedade e Tg C A o conjunto dos
pontos A tais que F7L se ja transversal a S.

3.3 PROPOSIGXO - Se F: AXM + N for transversal a Sc N

entZo Ty ¢ residual em A.

Demonstragfio: Seja Tt AXM + A a projegfo natural. Como

F & transversal a S, 8 = F 1(s) & uma
subvariedade de AXM e Tg = ﬁ/gz S+ A & de classe C .
I ffcil ver que Fy ¢ transversal a S =se e somente se

A for valor regular de Tge A proposigio segue=se ent3o
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do Teorema de Saxrd.

COROLARTIO 1 - Sejam f: M + R® de classe ¢ e Sc R™
uma subvariedade. © conjunto dos vetores

v € RY tais que f+v € transversal a S & vesidual,

Demonstragdo: A aplicagfo f£: R™M + R® definida por
F{v,p) = £f(p) + v &€ uma submersio e portan
+0 transversal a S. O coroldrio & agora imediato a par-

tir da proposigdo.

UOROLARIO 2 = Se M & uma variedade compacta entdo o con

junto T, c Ck(M,RF) das aplicagdes trans~

s
versais a uma subvariedade S C rR™ € aberto e denso.

Demonstraciio: A abertura de T segue~se da Proposigao

S

3.2 enquanto que a densidade segue-se do Go
roldrio 1 e da densidade das aplicagﬁes de classe C° em
o (m,R?).

Ressaltamog gue as variedades A, M e N consi~
deradas na Proposigio 3.3 ndo sfo necessariamente compac-
tas. Observamos ainda que na Proposigao 3.3 e no Corold-
rio 1 exigimos que as aplicagaes fossem de classe C .

Isto porque para demonstrd=los utilizamos o Teorema de Samd.

3.4 TEOREMA - Suponhamos .M compacte e S C N uma subw

variedade fechada. 0 conjunto das aplica-~
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¢Bes f € o¥(M,N) +transversais a S ¢ aberto e denso.

Demonstragdo: Como jd mostramos a abertura, resta provar

a densidade das aplicagles transversais a S.
Seja f € Ck(M,N). Basta mostrar que para cada P E M g

xistem vizinhangas Up de p em M e lfp de £ em

Ck(M,N) tais que o conjunto de g & Irp transversais a S

. em pr ¢ abexrto e denso em lrp. De fato, se UP]_"“’UPL
& uma subcobertura finita de M e V(f)

Upl MNaaai UP,g,

entdo o conjunto de g € ¥ +transversais a S em todos

os pontos de M £ aberto e denso. Em particular podemos
aproximar £ por uma aplicagé'o trangversal a S. Resta
portanto construir as vizinhangas UP e 'pr como acima.
Seja y: V -+ R' uma carta local em torno de (p). Toma
mos uma vizinhanga de p, UP,
uma vizinhanga de f +tal que f(ﬁp) < V paxra todo

U )c
tal que d(UP) v en'l.s'p

g € UP. Segue-se do mesmo argumento usado na prova da

Proposig3oc 3.2 que o conjunto dos & € 'lrp transversais a
S5 em '[-Ip & aberto. Quanto & densidade, podemos partir
de uma aplicag@o g € lrp de olasse C uma vez que as

aplicagles de classe ¢® constituem um subconjunto denso
dé Gk(M,N). ¥ fdoil ver que se v € R +tem norma peque
na existe & ¢ I;P tal que Y.g = ¥eg + vV em ﬂp, £,

estd préximo de g e g =& fora de uma vigzinhanga de

ﬁp. Pelo Coroldrio 1 da Proposig@o 3.3, existe v € r®
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de norma pequena coil’ ve g + v transversal a y(S) c EP.
Logo &y ¢ transversal a S em ﬁb 0 que conclui a de=-

b
monstragao.

$4. Estabilidade Estrutural,

0 estudo qualitativo de uma equaglo diferencial
consiste mna descrigfo geométrica de seu espago de drbitas.
¥ entfo natural perguntar-se quando ¢ que dois egspagos de
drbitas tém a mesma descrigfo; isto corresponde a estabe-
lecer uma relagdo de equivalanoia entre equagdes diferen-
ciais, Uma relagio de equivalénocia que exprime a estrutu

ra geométrica das dSrbitas € a equivaléncia topoldgica.

Seja %°(M) o espago dos campos de classe c’,
rzl e M uma variedade compacta, munido da topologia cT.
Dois campos X,Y € ir(M) s8o0 topologicamente equivalentes
se existir um homeomorfismo h:t M + M que leve drbitas
de X em drbitas de Y preservando a orientagdo das tra

jetdrias (isto 6, se pPE€ M e & > 0, existe € > O tal

que para O < t< 8 h Xt(P) Y;(h(p)) para algum
. 0< t <€), Dizemos que h & uma equivaléncia topoldgi~
ca entre X e Y. Temos asgim definida uma relac¢fo de

equivalencia em $r(M). Uma relaglo mais Totrte € a.conju
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gaglo entre os fluxos dos campos de vetores. Dols campos
X e Y 880 conjugados se exdstir uma equivaléncia topo=
l8gica h que preserva o pardmetro t3 dsto &, h Xt(p)=

=Y, h(p) para todo PE€ M e t € R.

A proposiglo seguinte, cuja_demonstragao ¢ imedia
ta, exprime em parte a "igualdade" dos espagos de drbitas

de dois campos de vetores equivalentes.

4.1 PROPOSIGCEO -~ Seja h uma equivalencia topoldégica en

tre X,Y € ¥T(M). Entdo:

a) p€ M & uma singularidade de X se e somente se

n(p) ¢ uma singularidade de ¥;

b} a drbita de p pelo campo X, ak(p), & fechada

se e somente se 0&(h(p)) € fechadaj

c) a imagem do w-limite de 0k(p) por h & o w=limi~

te de WY(h(p)); ‘analogamente para o G-limite.

EXEMPLO 1 ~ Consideremos os campos lineares X e Y em

R® definidos por X(x,¥v) = (x,¥y) e TY(x,v)=

(x+y, =x+y). Os fluxos correspondentes sfo Xt(x,y) =

et(x,y) e Yt(x,y) = et(x cos t + vy sen t, ~x sen t +

v cos t)

+

A Y 16
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Vamos construir um homeomorfismc h de Rz con-

Jugando Xt e Yt'

X e Y, devemos ter h{(0) = 0. FE fdcil ver gue o cir-

culo unitdrio st ¢ transversal a X e Y, Aldm disto

Como O & a dnica singularidade de

todas as trajetdrias de X e Y distintas de O inter-—

setam S-. Definimos n(p) = p para p€ si. se

2

g € R - {0} existe um dnico t € R tal que Xt(q) =

= pe s'. Colocamos hig) = Y-t(p) =Y_, Xt(q)'

o

E imediato que h € continua e tem inversa continua em

Rz-{O]. A continuidade de h e de sua inversa em O po

de ser verificada utilizando-se o0s fluxos de X e Y.

EXEMPLO 2 - Sejam X ‘e Y os campos lineares de R~

. . A '
cujas matrizes na base canonica s3o
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Estes campos nfo sdo equivalentes, uma vez que todas as
drbitas de Y s8o fechadas e isto ndlo ocorre com as Sr-

bitas de X.

Um campo de vetores ¢ estruturalmente estdvel se
o coﬁportamento topoldgico de suas Jrbitas nfio se altera
mediante pequenas pertubagges do campo. Formalmente, di-
zomos que X € ¥°(M) €& estruturalmente estdvel se existe
uma vizinhanga ¥ de X em ZX¥(M) tal que todo Y€ Y

r

€ topologicamente equivalente a X.

0 campo nulo em qualquer variedade ¢ obviamente
instdvel. Por outro lado o campo linear x(p) = p, con-
siderado no Exemple 1, € estruturalmente estdvel no espa-
go de campos lineares de R®. Afim de motivar condigﬁeé
necessdirias para a estabilidade estrutural, a serem abor-
dadas nos capitulos subsequentes, apresentamos a seguirt

alguns exemplos de campos instdveis.

EXEMPLO 3 -~ Comsideremos um campo racional no foro Tz,
como no Exemplo 2 da Segfo 1. Este campo &

¢ instdvel em ET(TE)..-DQ fato, todas as suas Srbitas

s®%o fechadas. Por outro lado, ele pode ser aproximado

por um campeo irracional, © gual nfo possue Jdrbitas fecha-

das. Na verdade, em variedades (compactas) de dimensdo

dois todo campo com uma infinidade de drbitas fechadas é
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instdvel. TIsto porque podemos aproximd-lc por um campo
com apenas um mimero finito de {4rbitas fechadas, como ve-

remos no Capitulo IV.

EXEMPLO 4 - Seja m um planc tangente ao tororde revolu=-

glo 1® ¢ ®? contendo um paralelc como na fi

gura. e

/s

\\J\I

I.19

. 2 ~ 2
Seja f: T - R a fungao que a cada ponto de T asgo-
cia sua distancia a w. Tomemos X = grad £, O paralelo
de T2 contido em m & formado de singularidades de X.
Seja agora X' = grad f!, onde f!' & a fungdo distdncia
ao plano ' obtido de T por uma pequena rotagao. Co=-

mo existem gquatro plancs paralelos a T!, +tangentes a T2

e cada um interset; T2 em apenas um ponto, segue~se que
X! ©possue apenas quatro singularidades. Logo X ndfo &
equivalente a X! e portanto X € instdvel. Mostrare=
mos no Capitulo IT que teode campo com uma infinidade de

singularidades & instdvel,. pois pode ser aproximado por

outro com um ndmero finitio de singularidades.
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EXEMPLO 5 - Vamos agora exibir um campo em 52 que & ins
t4vel, embora seja topologicamente equivalen=
te ac campo polo norte=polo sul do Exemplo 1 da Segao 1, 0
qual € estdvel., Seja f: R+ R de classe ¢ satisfa-
zendo as seguintes condigBes: f£(%) > 0 para t # 0;
£(t) =-:1'§ para t > 13 f£(0) = %f%(o) = 0. = —2—:;?,(0) Seeam

= 0, Consideremos o campo X em Rz definido por

i(r cos 6, v sen 8) = (rf(r)eos 8, rf(r)sen 6). O campo

X & radial, a origem & a unica singularidade, ax(o) = o
e IX(®) =1 se [l = 1.
A
& A 52
> < >

Definimos o campo X em s® por x(p) = (dﬂ-lﬂ&$X(ﬂ(p))
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se p # Py © X(py) = 0. Temos que X & um campo c”
e possue duas singularidades Py

identidade ¢ uma equivaléncia topolégica entre X e o

e Dge Obgerve que a

campe polo norte-~polo sul do Exemple 1 da Se¢fo 1. Mos-
tremos que existe um campo ct préximo de X exibindo
‘uma Sdrbita fechada. Seja T o campo em Rr2 definido por
Y(r cos 8, v sen 8) = (z £(r)cos 8 + r g(r) sen 8,

-r g(r) cos 8 + v L(r) sen 6) onde 4,g: R+ R s3o de

.
classe € coujos grdficos sfo os seguintes

N
¢ %
N v Ve
a [ 1 7
T.22

L(0) = &(az) =0 g(0) = g(t) =0 se t=c
L(t) = % se t= 2 g(t) > 0 se 0< t < e
L(t) < 0 se 0< t< a® gt{(a) = 0
L(t) >0 se t> a? gla) = b

0 circulo 5, de centro na origem e raio a & uma Srbi-

ta fechada de f, pois Y & tangente a 'S, em todos os

seus pontos. Fora do disco de raio 1 T = i.
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I.23

Assim Y projeta-se em um campo Y de 82 que tem o
polo sul como singularidade ("atratora"), o polo norte co
mo singularidade (Matratora") e uma Srbita fechada ¥
("repulsora"), sendo ¥ = n"l(sa). Escolhendo £ ¢ prd
ximo de £ e g C° préximo da fungdo nula Y estard
¢ préximo de X, Como X nfo ¢ topologicamente equiva
lente a Y, X nfo ¢ estruturalmente estdvel em xr(sz).

Salientamos gque dos exemplos anteriores, apenas o
campo do Exemplo 5 & equivalente a um campo estdvel, A
razio bdsica de sua instabilidade & a degenerecsncia da
derivada do campe na singularidade Pge

¥ em geral um problema delicado demonstrar a esta
bilidade de um campo de vetoreas, Muitos exemplos serdo
exibidos no Capitulo IV. Analisaremos a seguir a estabi=-
lidade de campos de vetores em Sl. Trata-se de um oaso
muifo simplqs, mas que permite ter-se uma vis@o das metas
gorais da Teoria dos Sistemas Dindmicos.

Seja X% um dos dois campos unitdrios em st,

Qualquer X € Er(sl) escreve=se de maneira iinica como
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f(P)XO(P): p € sl o £ Cr(Sl,R). ¥ claro que

X(p)
X(p) = 0 se e somente se f(p) = O, Como j& observamos,
dado qualquer compacto K < S' existe f € Cr(Sl,R) tal
que f-l(o) = K., Portanto X = £ X° tem como singulari-
dades exatamente os pontos de K, Como a equivalencia to
polééica preserva singularidades, temos pelo menos tantas
classes de equivaléncia para os campos quanto classes de

subconjuntos compactos de Sl

médulo homeomorfismos. TIg
to mostra ser impossivel descrever e classificar as estru
turas de érbitas de todos os campos de SL'. I natural
portanto restringir-se a um subconjunto residual de %r(SlL
de preferéncia aberto e denso.

Uma singulaxridade p de X € Er(sl) § n¥o degenerada
(hiperbdlica) se daxX(p) #£ 0, isto &, af(p) £ © onde
X=fXxX%° sSe af{p) < 0 p & um pogo (singularidade a~
tratora) e se d4af(p) > 0 p & uma fonte (singularidade
repulsora). Seja G C Er(sl) o subconjunto dos campos
cujas singularidades sfo todas hiperbdlicas; como estas
singularidades s&o isoladas, segue=-se que o mimero delas
¢ finito (pode ser zero!). Afirmamos que G ¢ aberto e
denso. De fato, sejam X = £ x° e T Sl -+ SlxR defini
da por F(p) = (p,f(p)). ¥ olaro que X € G se e somen~

L]
te se f ¢ transversal a ST x {0}. Ora o conjunto de

fE€ Gr(Sl,R) tais que T & transversal a Sl x {o} ¢
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aberto., Este cenjunto ¢ tambdm denso, pois para qualgquer
f o conjunto de v € R tais dque f+v & trensversal a
st x {0} €& residual, Logo podemos tomar v pequeno de
modo que (£+v)X° € G.

Se X€ G e X=+f X% observando o grdfico de £ist 4 R
vemos que o8 pogos e fontes de X devem se altermar em
Sl. Em particular o mimero de singularidades § par. Dai
decorre que se X,Y € G t8m o mesmo mimero de simgularim
dades entfo X e Y s3o topologicamente conjugados. De
fato, sejam al,bl,az,‘bz,...,as,bS o8 pogos e fontes de

X ordenados em Sl. Analogamente sejam ai,bi,aé,bé,...,

aé,bé os pogos e fontes de Y oxrdenados em Sl. Defini
mos h(ai) =al e n(b;) = bj. Escolhemos pontos

p; € (a;005)y a3 € (byha,,,) e pi€ (af,pi), a€

€ (bi,ai+1). Definimos h(pi) =p] e h(qi) = qi. Se
pE (ai,bi) existe um Ynico +t € R tal que Xt(P) = Py;
definimos h(p) = Y_t(p{) =Y_ . h Xt(p). Analogamente pa

ra pontos de (bi,a I evidente que h ¢ um homeo~

i+1)'
morfismo que conjuga os fluxos de X e Y.

Caso X nd@o possua singularidades, a Unica drbita de X
¢ o prdprio sl, Se X=£%x° ontSoou £> 0 ou f <O
em todo SL. Se f£ > 0, a identidade define uma equiva=

1dncia topoldgica entre X e X°., Se f < O tomamos a

aplicaglfo antipoda como a equivaléncia topoldgica. Final
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mente, afirmamos que se X € Er(sl) for estdvel entdo

X € G. Inicialmente observamos que o numeroc de singulari
dades de X & finito, Isto porgque G & denso e portan-
to X deve smer equivalente a um campo Y € G prdximo de
X. Deixamos a cargo do leitor mostrar que estas singulaw
ridades sfic hiperbdlicas; caso contrdrio podemos peritubar
X de modo a criar um mimero maior de singularidades, con
trariando a hipdtese de X ser estdvel.

Temos entJo que X € ﬁr(Sl) ¢ estdvel se o gsomente se

X € G. Assim os campos estruturalmente estdveis em %°(s?)
formam vm conjunto aberto e denso e, como j&£ vimos, & pos,

sivel classificd-los.

Com o desenvolvimento da teoria geométrioa das o=
quégges diferenciais deparou-se naturalmente com a neces-
sidade de um estudo paralelo dos difeomorfismos: Apresen
tamos a segulr alguns conceitos bdsicos para o estudo da
estrutura de drbitas de um difeomorfismox

Seja f € DifT(M). A drbita de um ponto p € M
§ o conjunto o(p) = {£(p); n € £}. Quando o(p) € fi=
nito dizemos que p & periddico e ¢ menor inteiro n > 0
tal que £ (p) = p €& chamado de perfodo de p. Se
f(p) = p dizemos que p € um ponto fixo. Um ponto qtM

pertence ao w-limite de p, w{p), quando existe uma se=-
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qﬁéncié de inteiros n; +® tal que fni(p) + q. Se

x € &(p) entd3o w(x) =w(p). Além disto, w(p) & ndo
vazio, fechado e invariante. Por invariante entendemos
que w(p) €& formado de drbitas de £, Para p periddia-
co w(p) = ¢(p), 1ogo w(p) nfo & conexo se o perfodo
de p for maior que um. Analogamente definimos o conjun
to G=limite de p, a(p), como sendo o w=limite de p
para £, as propriedades de w(p) mencionadas acima
s&o vdlidas para o(p).

A equivaléncia entre as estruturas de Srbitas de
dois difeomorfismos é expressa pela oonjugagaot Uma. cone
jugagao entre f,g ¢ Difr(M) ¢ um homeomorfismo hiM + M
tal que hof = goh, Segue-se que hof" = g'ch para
qualquer inteiro n e portanto h(b%(p)) = o;(q) se
q = h(p)., Isto é, h 1leva Srbitas de f em Srbitas de
g e, em particular, pontos periddicos em pontos periddi-
cos de mesmo periodb. Também h(wf(p)) = wg(q) e

h(xp(p)) = a(a).

'lEXEMPLO 6 = Consideremos duas contragdes lineares em R,
£(x) = % x e g(x) = % x. Vamos mostrar que

f e g sfo conjugadas. Tomemos os pontos de coordena-~

das a > 0, b< 0O e os intervalos [f(a),a]l, [b,f(b)]

e [g(a),al, [b,g(b)]. Definimos um homeomorfismo
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hs [£(a),a) U [b,£(b)] » [&(a),2] U [b,g(b)] tal que
h(a) = a, h(b) =b, n(f(a)) = gla) e n(f(db)) = g(n).
Para todo x € R, x £ 0, existe um inteiro n de modo
que £%(x) € [£(a),a] U [b,#(b)]. Colocamos h(x) =
=g h£%x) e h(0) = 0. F fdcil ver que h ests bem

definida e & uma conjugagdo entre f e

e
~ 1 1
Por outro lado, as contragSes f(x) =3 x e g(x) =-3x
nio sfo conjugadas,

Usando o argumento acima temos que duas contragldes de R
sfo conjugadas se e somente se ambas preservam ou invere

tem a orientagfio de R.

EXEMPLO 7 « As transformagSes lineares em Rz, £(x,y) =
1 1 ~

={z =, 2v) e &(xyv) = (5=, by) sfo con~

Jugadas. Construimos como no Exemplo 6 uma oonjugagao hl

entre f/R X {0} e g/Rx {0} e uma conjugag®o h. en-

2
tre £/{0} X R e g/{0} X R. A conjugagfio entre f e

g ¢ dada por h(x,y) = (hl(x), hz(y)).

EXEMPLO 8 ~ As transformagdes lineares Xy» Y; induzidas
no tempe + = 1 pelos campos X, ¥ do Exem-

plo 2 nfo s&o conjugadas. Basta ver que Yi deixa inva-

riantes circulos concéntricos e isto nZo ooorre eam Xl'

A partir da oonjugagao temoa naturalmente o ocon-

ceito de estabilidade estrutural para difeomorfismos.
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Assim f € Dir"(M) & estruturalmente estdvel se existir
uma viginhanga 1 de f em Difr(M) tal que qualquer

g€Vl €& conjugado a f.
A identidade € obviamente instdvel., Tambdm os
difeomorfismos induzidos no tempo +t = 1 pelos campos X

dos Exemplos 3, 4 e 5 desta seglc s@o instdveis,.

Exemplo 9 - Tomemos um campo X € £7(s1) que seja estd-
vel e exiba singularidades., Como j& vimos X

possue um nudmero par de singularidades ordenadas em pogos

e fontes al,bl,az,bz,...,as,bs. Escolhemos pontos

p; € (ai’bi) e q; € (bi'ai+1)' Consideremos agora

f =X o difeomorfismo induzido por X no tempo t = 1.

1
Temos que f €& uma contragdo em [qi-l’Pi] com ponto fi

xo a; e f & uma expansifio em [Pi’qi] com ponto fixo
b, . 4
i A
o

3

I

% '
-1 ! [
| i

) !

| | |
l : !
! i ]

l’i:I é‘i—l & iiob;

Y

bbl

Piay
I.24%

Se g estd CT préximo de f entl@o g € uma contragdo
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em [qi_l,pi] com um dnico ponto fixo al préximo de

a;. Também g ¢ uma expansio em [pi,qi] com um udnico

ponto fixo b, préximo de by

b
—>—

I.25
Colocamos h(a;) = al, h(bi) = b}, h(Pi) = Py h(qi) =
= a;» h(£(p;)) = &(p;) e n(£(qy)) = g(a;). Definimos
h come um homeomorfismo qqalquer dos dntervalos
[p;s€(p;)] em [p;,6(p,)] e [a;,£(q;)] em [aqy,e(q,)]
e estendemos h =& [ai,bi] e [bi_l,ai] como no Exems
plo 6,

Regsaltamos que os difeomorfismos estdveis em
Difr(Sl) formam um subconjunto abertc e denso. Este re-
sultado, que & bastante delicado, serd demonstrado na Se-
¢do 4 do Capftulo IV, Observamos também que no exemplo a
cima partimos de um campo estdvel em $r(Sl) e mostramos
que o difeomorfismo induzido por esie campo no tempo t =1
¢ estdvel em DifrT(sl), o exemplo abaixo mostra que a re

ciproca nem sempre ¢ verdadeira,
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EXEMPLO 10 -~ Considere em’ st o campo unitdrio x%. ‘Te-

mos que s & uma Srbita fechada de X° de

periode 2m. O difeomorfismo f = Xl induzido no tempo

t =1 €& uma rotaglo irracional. A Srbita < (p) de to-
do ponto p € sl & densa. Para ver que £ & instdvel,

aproximamos £ por g = Xz, t+ prdéximo de um e g%— ra
cional., Toda dSrbita aé(p) € periddica e portanto f

e d *
nao € conjugado a g.

Ve jamos agora porqgue definimos conﬁugagao comoe ho
meomorfismo em vez de difeomorfismo, Consideremos nova-
mente o difeomorfismo f do Exemplo 9. Como vimos £ é

estruturalmente estdvel: se g estd ¢ préximo de £

1

entdo existe um homeomorfisme h de S tal que hof =

= go hs, Para construir h observamos incialmente gque a

cada pogo a; de f temos um pogo al de g prdéximo

de a, . Tdem para as fontes. De maneira natural, colo~

camos h(ai) = ai. ¥ fdcil ver que podemos escolher g

préximo de £ tal que a}l =a; e g'(ai) # fl(ai).

H
i

Y

A 1

A4
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Vamos agora supor gque h fosse um difeomorfismo. Teria-
mos h(ai) =a; e h'(ai)-f'(ai) = g'(ai)'h'(ai), o que
implica f’(ai) = g'(ai) contrariando nossa hipdtese.
Assim se exigissemos que a conjugagao fosse um difeomor-
fismo f mnfo seria estdvel em Difr(Sl). De maneira ang
loga podemos concluir que nenhum f € Difr(M) com ponto
fixo ou periddico seria estdvel. Isto mostra que nfo dew
vemos impoxr a condigEo de diferenciabilidade para a conju
gacio.

A mesma motivag@o se aplica & equivaléncia topoldgica en~
tre campos de vetores. Embora a demonstragio seja mais
delicada, também & verdade que nenhum campc com singulari,

dade ou drbita fechada Seria estdvel se exigissemos dife-

- = 3 g ]
renciabilidade para a equivalencia.
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CAPITULO IT

ESTABILIDADE LOCAL
i

Neste capfitulo vamos analisar o comportamento to-
poldgico local das drbitas de campos de vetores. Mostra=
remos que paré campos pertencentes a um subconjunto aber-
to e denso do espago ir(M) podemos degcrever o comporia
mento das trajetdrias ma vizinhanga de cada ponto da va-
rieodade. Aldm disto, a estrutura local das Srbitas nfo

se altera por pequenas pertubagaes do campo.

§1, Teorema do Fluxo Tubular.

DEFINIGEO - Sejam X,Y € £°(M) e p,q € M. Dizemos que
¥ e YT sZo topologicamente equivalentes em

p e ¢ vrespectivamente, se existem vizinhancas VP e

Wq e um homeomorfismo h: Vp -+ Wq que leva dSrbitas de X

om drbitas de Y, preservando a orientagfo das dérbitas.

EXEMPLO - Consideremos os seguintes campos X e Y enm

823



B8~

B

Ps Eﬁ‘
1.1

X e Y ndfo sfo equivalentes em Py Pﬁ pois
qualquer vizinhanga de Pﬁ contém drbitas fechadas de Y
0 que ndo ocorre em vizinhangas de Py
DEFINIGXO - Sejam X € £°(M) e p € M. Dizemos que X

‘¢ localmente estdvel em p se existe uma vi-

zinhanga Ny, de X em £¥(M) +al dque cada Y ¢ n, é

topologicamente equivalente a X em p.

0 teorema abaixo descreve o comportamento local

das drbitas na vizinhanga de um ponto regular.

1.1 TEOREMA (Fluxo Tubular) - Seja X € £7(M) e pe M
um ponto regular de X, Sejam

¢ = {(xl,...,xm) € RY; |xi| <1} e Xy um campo em C

definido por Xc(x) = (1,0,...,0). Entdo existe um difeo

morfismo de classe Cr, h: VP + C, onde V € uma vi=-
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ginhanga de p em M, levando trajetdrias de X em tra
jetdrias de XC.

Demonstragio: Seja x: U+ U < R® uma carta local em

torno de p com x(p) = 0. Seja =xX o
campo C° em U, induzido por X. Como X(p) # 0 se-
gue-se x,X(0) £ 0. Seja @: [-1,7]xV_ =+ U, o fluxo Lo-
cal do x, X e seja H = {w € r®; {w,x,X(0)) = 0} que &

m~1

um subespago isomorfo a R . Seja iz [~T,7]xS 4+ U  a

restrigio de ¢® a [-T,7] X 8 onde S =HN V.

Hei-T) Hx 1o} Hx{7}
",// ~ - v
PP W - Al lL'TS
i N - ' (9P -
V,,V\l_'TS /l// ot e s e
o - 'F/ s l‘?
il
IT.2

Tomemos uma base {el,ez,...,em} de RXH ~ RT, onde

e, = (1,050..,0) e Opseessey C {0} x H. BSegue-se que
D ¢(0,0)el = x,X(0) (definig®o de fluxo local)
D q;(o,o)ej =65 = 2,000, m,

uma vez que ¢(0,y) =y para todo ¥y € S.
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Logo D §(0,0): RxH + R® ¢ um isomorfismo. Pelo
Teorema da Fungdo Inversa, ¢ & um difeomorfismo de uma

vizinhanga de (0,0) em [-7,T] X 8 sobre uma vizinhan-

ga de O em rR™. Portanto, se €>0 for suficientemente

pequeno, C {(¢,x) € Rxt; |t] <e o x| <e} e

€

4

¥ Cg + U fora restrigdo de § a Cg s entdo 5 € um
difeomorfismo C* sobre sua imagem que € um aberio de Uo'
Algm disto J leva Srbitas do campo paralelo XCe em Cg
em Srbitas de x.X. Consideremos o difeomorfismo ¢

f: ¢+ C., f£(y) =€y e definimos nl = x"Ne: ¢ o M.
Entdo h: xﬁlﬁ(cé) + C & um difeomorfismo C* que satis

faz as condig¢les do teorema. [

Observagdo: 0 difeomorfismo a-L, Co + M definido por
71 - x_li leva drbitas do campo unitdrio

paralelo XC em Orbitas do campo X presevando o paré-
[

metro t.

COROLARIO 1 - Se X,Y ¢ ¥T(M) e p,q € M s¥o pontos re-

gulares de X e Y respoctivamente, entfo

X €& equivalente a Y em p e (.

COROLARTO 2 - Se X ¢ £°(M) e p€ M & um ponto regular

de X entfo, X & localmente estdvel em p.
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§2. Campos de Vetores Lineares.

seja £(R™) o espago vetorial das aplicagSes li-

n T .
neares de R em R muanido da norma usuals

I = sup {llvfls llvl] = 13.

Vamos dinicialmente recordar alguns resultados bd-

sicos de dlgebra linear.

se L. £(R") e k & um inteiro positivo denotamos por
¥ a aplicag¢fio linear L ... L. ¥ fdecil mostrar, por

indugdo, que ”Lk” < |Ll®.

Consideremos a seqliéncia de aplicagles lineares

m
B, = % %3 ¥ onde 1° denota a aplicagfo identidade.
=0 ) i

2.1 LEMA - A seqfiencia {Em} é convergente.

Demonstragdo: A seqiiéncia de mimeros reais Sm = I

& dé Cauchy convergindo a b”L”. Por outzo
m+ml 1 X IIH-m' 1 k
= = L& li

lado, Il . ~Ef =] £ =
’ m+m® m k=m+l k! k=m+
= ”Sm+m' - Sm”' Isto mostra que {E&J ¢ uma seqi#éncia

de Cauchy. Como £(Rp) ¢ um espago mé€itrico completo se-

gue~se que a seqliéncia {EEJ ¢ donvergente. O
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DEFINIGXO -~ A aplicagio Exp: £(R?) 4 £(R®) definida por
L 21 k ., ~
Exp(L) =e’ = T = L* & chamada aplicagio
k=0 "
exponencial.

2.2 LEMA - Seja a: R+ £(R®) definido por a(t) = e°l,

Entdo o ¢ diferencidvel ¢ at{t) = Let¥,
2 2 m

~ t t m
Demonstragdo: Seja am(t) = ; + tL + gv L% 4.+ LT

il

E clarc que « ¢ diferencial e a&(t)
m-1

2 © m
=L+ 617 4ot oy LT = Lam_l(t). Como am_l(t) con
verge uniformemente para e ¥ segue-~se que aé(t) + Lo T,

uniformemente. Portanto o & diferencidvel e '(t) =

2.3 PROPOSIGXO - Seja L wum campo linear de R®., Ent3o

a aplicagdo @1 RXR™ 4+ R definida por
p(t,x) = o Ty & o fluxo do campo L.
- : . ~ il n - It
Demonstragdo: Como a aplicagdo £(RV)XR -+ R, [L,x) + Lx

¢ bilinear e a aplicagio t - e™ ¢ aire-

rencidvel segue~se da regra da cadeia que ¢ & diferen-
ciével;“Além disto %%-m(t,x) = Ly(t,x} pelo Lema 2.2.
Como ¢(0,x) = x para todo x € R a proposigio estd

demonstrada. O

Se ja e ¢ conjunto das ne-uplas de mimeros com=-

Plexos com a estrutura de espago vetorial usual. Um ele
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mento de Cn pode ser escrito na forma wu + iv com
u,v € R". Se a + ib € € entdo (a + ib)(u + iv) =

= (au - bv) + i(av + bu), Denotemos por £(c™) o espago

vetorial complexo das aplicagﬁes lineares de c™ em c™
com a norma usual: ||L|] = sup{|Lvl; v € c™ e |v] = 1}.
Se 1 € £(R™") podemos definir uma aplicagio L: ¢ c®

por L(u + iv) = L(u) + iL(v)., E fdcil ver que L &

C-linear, isto &, L € £(c). Seja Exp: £(c™) » £(c™) =
aplicagd@o exponencial gue € definida do mesmo modo que no
caso real. Seja C: £(R™) + £(¢™) a aplicagfo que asso-
cia a cada operadox L 0 seun complexificado E definido
acima. A proposigﬁo abaixo segue diretamente das defini-

-
goes.

2.4 PROPOSICRO - A aplicago C: £(R™) » £(¢") satisfaz

as propriedades seguintes:

1) ce(r+1) = ¢() + c{r), clar) = ac(L).

2) c(r 1) = c(L) c(1)

il

3) ¢(Exp L) = Exp C(L)

8) e@l = [

para quaisquer L,T € £(R") e a € R.

2
EXEMPLO - Sejam L € £(R°) e {e ,e,} uma base de R
x B
na qual a matriz de L & da forma .
: -8
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A matriz de L = ¢(L) na base {e; + dey, e - iez} de
2 A0
€” € onde A =0 +di8 e A =a - ip. Logo a
0
A ~ e?L 0
matriz de el nesta base & y | « Por outro lade
0 e
L . _ L . L. _ T : _ A :
Cle”)(e; + de,) = e7e; + dee, = el(e; + de,) = " (e + igh
A

Como e ea'(cos B + i sen B) segue-se que eLel =
- sen g e,) e eLe2 = ¢%(sen B e, + cos B g,).

cos B sen B)

[}

= ¢*(cos g e

Portanto a matriz de eL na base e,,e, & ea' .
- 1’72 sen B cos B

2.5 TEOREMA (forma Candnica de Jordan Real) - Se
L4
L € £(R™"), existe uma base de R" na qual

a matriz de L € da forma

1
-.' O
AI'
B,
@ ‘s,
onde
Ai
O
1 A
1i A 1= 1,0ea,r
A; = .t A; €'R
O . .
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C.
3
;. o O
- J -
B. - » LS
J » [ ]
() B c,
3
1 O
c " ﬁJ T € R
- = o .

As submatrizes Al""’Ar’ Bl,-...,Bs sfo univocamente

determinadas a menos da ordem.

COROLARTO ~ Seja L € £(R?). Dado € > O existe uma ba-

se de R® na qual a matriz de L €& da forma

com
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2.6 LEMA - Se A,B € £(R™) sZo tais que 4B = BA entdo
eA+B = eAeB

m
Demonstragdo: Seja Sm(t) =T + tA 4eeot ET-Am. Como

AB = BA segue~se que AkB = BAk e portan-

tA
to s _(&)B = Bsm(t). Como Sm(t) 4 e temos que

etAB = Be YA, Seja x € R® e consideremos as curvas

osft R+ RS, alt) = et(A+B)x, B(t) = o TAs By, Pelo

Lema 2,2 temos que a'!{t) = (A+B)et(A+B)x = (a+B)a(t) e

Br(t) = a0t tB, | otAp,tB, aeP2e By | BotAL B,

= (4+B)g(+) uma vez que o'%B = Be®™, DPortanto @ o B
sfo curvas integrais do campo linear A+B satisfazeﬁdo
a mesma condig@o nicial «af{0) = B(0) = x. felo teorema

de unicidade temos que «(t) = p(t) para todo +t. Em

particular e(A+B)x = eAeBx. Como esta igualdade se vo-

A+B A B

rifica para todo x € R® rpesulta que e = e . O



L
Se L€ £(R") entHo o espectro de L, isto &, o
conjunto de autovalores de T, & denominado o espectro
complexo de L e coincide com o conjunto das rafizes do
polinamio caracteristico de L. A forma canonica de
Jordan do operador complexificado L € representada por

0

. onde A, = 1- "
e B

(:) . Ar (:)..1 l:’\:i.

e os Ay sXo os autovalores de L.

Observemos gue uma matriz complexa triangular tem
para valores préprios os elementos da diagonal com multi-

plicidade igual ao numero de vezes que aparecem.

2.7 PROPOSIGXO - Se L € £(R") e A ¢ um autovalor de
T entfo eJL ¢ um autovalor de o¥ de

mesma multiplicidade.

Demonstraglo: Consideremos uma matriz mXm,

onde A € C, Temos A = Di+N onde
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0, o0
> - l..--.
0170

E fdcil ver que =0 e que ND = DN, Pelo Lema 2.6
=1

N N?
temos que eA = eDe « Ora, eN =TI + N + Fy teeet ETl

pois Nk =0 8se k2> m. Logo

o / * * e o *
- 1/2 * , . - .
. . * . - .. O el
1/(n~-1)'...1/2 1
Logo
eh
A DN AN .
e = e = e = .
B 'el

Portanto eA € uma matriz triangular com todos os elemen

tos da diagonal diguais a el. Logo el é um autovalor

de e de multiplicidade m.

Seja agora L € £(R"). Pelo Teorema da Forma Ca-

nonica de Jordan a matriz de I em uma base 5 de ¢t

¢ da forma

41 O 5. O
A= ‘. com A

O ‘a, Oy

¥ fdcil ver que



para todo k € N e portanto

A
Isto mostra que o8 autovalores de e s2o0 exatamente

A A
e 1,...,9 T onde ll,...,lr s30 os autovalores de A.
-~ P
Ora, ol - (eL) se expressa na base B de ¢® como o
ll lr
o que mostra que € Ty...4,9 s3o oz auntovalores do ope=
L

rador complexificado de e . O

DEFINIGXO - Um campo linear L € £(R") ¢ hiperbélico se
o espectro de L € disjunto do eixo imagind-
ric. O ndmero de autovalores de L com parte real mnega-

tiva & denominado o fndice de L.

Observe que um campo linear hiperbdlico sé possui

uma singularidade que & a origem.

2.8 PROPOSIGXO - Se L € £(R") & um campo hiperbdlico
entfo existe uma unica decomposigdo em
soma direta R" = E° @ E®, onde E° e EY s¥o subespa-

gos invariantes por L e pelo fluxo associado a L tais
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que os autovalores de L? = L/ES tem parte real negativa

e os autovalores de L = L/Eu tem parte real positiva.

Demonstragdo: Seja @11ee0,0, uma base de R mna qual a

- A -
matriz de L estd na forma canonica de
Jordan., Ordenando convenientemente o0s elementos desta ba

se, a matriz de L & da formai

Al )
] As!
B.l .
} Bsﬂ
Gl .
L] Cu!
.Dl .
* Dull
+ O
onde A, = 1 . Ai com A, <0
L . .. i
O 1 ",
i
M 04 N
-8 . .
B, = 3 J J
3 I . Mj com
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Ck = 1 hk com }"k > 0

ay By
My O M, = @, > O
L -8 a £
D = 1 . M&. com £ £
‘(/ * . -- 1 0
O 1 M’fr T = ( )
o 1
Se ja E° o subespago gerado por el,...,es onde

el,...,eS correspondem aog subespagos invariantes asso-

ciados a Ajseessfiyy Bl""’Bs"' Seja E" o subespago

gerado por e RRRFL I ¢laro que E° e E%

b -
sa0 A=~
s+1

. . S
variantes por L e que a matriz de L na bhase

{el,...,es} €

. u
enquanto que a matriz de L na base {es+l""’en}

o que conclui a demonstragdo. O
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Seja L € £(R™) um campo hiperbdlico. Se L,

denota o fluxo de L entdo L1 = eL e como L nfo pos-
sui autovalor no eixo imagindrio segue-se da Proposigfo2.7
que L1 ndo possui autovalor no circulo unitdrio Sl.

Isto motiva a seguinte definicgdo

DEFINIGXO - Um isomorfismo linear A € GL(Rn) ¢ hiperbdé~
lico se o espectro de A € disjunto do cir-

culo unitdrio ST c C. Em particular o difeomorfismo in-

duzido no tempo 1 pelo fluxo de um campo linear hiperbé

Jico € um isomorfismo hiperbdlico.

2,9 PROPOSICXO - Se A € GL(R™) € um isomorfismo hiper-
| bélico entdo existe uma decomposigdo

R* = ° 9 B* #a1l que E° e EY s3o invariantes por A
e os autovalores de A% = A/E®° e A% = A/EY s3o os auto

valores de A de mddulo menor que 1 e maior que 1 respeg

tivamente.

Demonstragdio: Andloga a da Proposigio 2.8.

2.10 PROPOSICXO - Se A € GL(R") ¢ um isomorfismo hiper
bdlico entFo existe uma norma [+l em

-1 _ o

R"  tal que HABHl <1 e |(a") ly <1, isto &, A°® ¢

u
uma contragdo e A~ ¢ uma expansfo.

Demonstragfo: Consideremos a forma candnica de AS==A/ES.
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O
As'
T\ o ™
BTI
O
A, = 1 T
i * . -.
Oy oy
onde
%5 By
I O
i 0 v,
B. = c‘
J o 1 .
O 1 o o,
. o 1 -By
. 2] <1
2 .2 .
a3+3j < 1

Para cada t € R consideremos as matrizes



-84

a ]
3 3
LS. 0
t &) .
BJ(t)= 0 t -

M(s) = | B, (t)

LEMA -~ Existe & > 0 com a seguinte propriedade:
se g <8 e ©120000 ¢ uma base ortonormal de
E® e A ¢ uma transformagfo linear de E° cuja matriz

nesta base § M(e) entfo |[a] < 1.

Demonstragdo do lema: Seja A, a transformagdo linear de

E® cuja matriz na base @prveesl, é M(0).
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E fdceil ver que ”Ao” = max{]lil, v a§+5§ }. Logo
”Ao" < 1. Como a aplicagio +t =+ A(t) + [|a(t)]| € conti-
nua, existe 8 > O tal que se 0 < t < & entdo la@)| <1

o que demonstra o lema.

Seja agora 8 > O obtido no lema acima. Pelo
Coroldrio do Teorema 2.5 existe uma base e;,...,@g de E°
na qual a matriz de A% ¢ M{(e). Definimos em E®? um
novo produto intermec tal que <ei’ej)1 = 613 onde 5ij =1
se i=3 e O se i# j. Seja “-”1 a norma associa-
da a { , )1. Como a base .el,...,es ¢ ortonormal na no
va métrica temos pelc lema gue "Asul < 1. Analogamente

u

mudamos a norma de E  de modo gue "(AF)‘lnl < 1. Defi

em R por

nimos agora uma norma || *

1
vl = max {"vsnl, ”vuul} onde v° e v~ s3o as compg
nentes de v em E° o E? respectivamente. T claro

que esta norma satisfaz as condigBes da proposigdo. O

COROLARIO - Se L & um campo linear niperbélico e
R® = E® @ E¥ ¢ a decomposigfio da Proposi-
glo 2.8 entdo se x € E®, Lt(x) converge para a origem

quande t + +o e se x €& EY Lt(x) converge para a ori-

gem quando t 4 -®.

Demonstragio: Seja x € E2. Basta mostrar que Lh(x) + 0O




=86

quando n€ N e n -+ =, Com efeito se ¢ € [0,1] +temos

que, pela continuidade de L dado ¢ > 0 existe

t'
6, >0 tal que se |y| < 8, entdo ”Lt(Y)” < e. Como
[0,1] & compacto, existe & > 0 tal que se ”y” <8 en
t3o "Lt(y)” < €& para todo t+ € [0,1]. Se Lh(x) 4+ 0

quando n 4+ « existe n, € N tal que ”Ln(x)” < & se

n=n. Se t>n  entdo t =n+s com 1n > n, e

o o
s € [0,1]. vLogo ”th” = ”LsLn(x)” < ¢+ Portanto basta
mostrar que Ln(x) = LT X converge a 0. Pela pProposi=-

¢do acima, existe uma mdtrica de E° segundo a qual L,
€ uma contragfo, isto &, Ll < 1. Portanto ”L? x =
< ”L?””x” < ”Llﬂn”x”. Como ”Llun + 0 segue-se que

”L? x|l + 0 como querfamos mostrar. O

2.11 PROPOSIGXO - O conjunto H(R™) dos isomorfismos hi
perbdlicos de R® & aberto e denso em

GL{r™),

Demonstragfio: a) Abertura. Seja A € H(R™). Mostremos

que existe & > 0 tal que se [A-B| < 8
entio B € H(R"). Seja A € s . Como A =nZo € autovalor
de X, det(A-AI) # 0 onde I & a identidade de ¢,
Como det: £(Cn) +C ¢ uma aplicag@o continua, existem

GA > 0 e uma vizinhanga Vi, de L em € tal que se

IB-all <6, e ue V, entfo det(B-uI) £ 0. Considere-
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mos a cobertura {V,, A € s11 de s e seja Vy sererVy
1 n
uma subcobertura finita. Seja & = min{5ll,...,éx 1. se
M
”B-A” <8 e [ E s ent3o g €V, ©para algum j e
J
portanto det(B-uI) # 0. Logo B € H(R") como querfamos

demonstrar,

b) Densidade. Sejam A € GL(R") e Aj,se.,h, o8 seus
antovalores. E fdcil ver que se [ € R,

os auvtovalores de A + NI sao k1+u,...,ln+p.

Sejam Aj_ seeeshy o8 autovalores de A que nfo
1 B o .

1 . .
pertencem a S . Consideremos os seguintes mimeros

61 = min{l)\.ll ,ooo,llnl}
6, = min{l - [Kilil,...,|l - llirll}
84 = min{|a|; @ + B; € autovalor de A com

or.2+B2 =1 e a £ 0}.

E claro que 61 > 0, 62 >0 e 53 > 0. Se
g < min{61,62,53} e A € autovalor de A entdo

A+ p g st e portanto B = A + uIl €& hiperbélico. Dado
€ >0 tomemos U <€ e W < min[61,62,53} entfo B &
hiperbélico o [[B-a] = [uIl| < €. Isto mostra que H(R™)

& denso em cL(R®). 0

2.12 PROPOSICEO - O conjunto H¥(R™) dos campos lineares

e

hiperbdélicos de K 4 aberto e denso
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em £(R").

Demonstragfo: a) Abertura. A aplicacgfo Expsy £(R™) + GL(®")

¢ continua. Pela Proposigfo 2.7 temos
que H{R") = Exp_l(H(Rn)). Como H(R®) € aberto segue-

se que H(R"™) também o &.

b) Densidade. Seja L € £(R"). Seja 5, = min{ |a|;a+pi €
autovalor de L e ¢ # 0}. Dado € > O
tomemos § < min{e,él}. E fdeil ver que o campo T =L+8T

¢ hiperbdlico e |T-L|| < ¢. O

Vamos agora dar uma condigdo necessdria e sufici-
ente para que dois campos lineares hiperbdlicos sejam to-

pologicamente equivalentes.

2,13 LEMA - Seja L um campo linear de R de fndice n.

| em R% tal qué se

Existe uma norma

S ={ve RS |v] =1} entfo L(x) & transversal a

sn-1 para todo x € ™%,

Demonstragdo: Consideremos uma base €1seeese  de R

rd

na qual a matriz de L &

A, (1) O

© 4, (1)
B. (1)
O Yot )

Aj(l) e Bj(l) como na Proposigdo 2.8.
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Se ja L um campo linear de Rn cuja matriz em

uma base ortonormal €

A, (0) O

"As,(O)

F |
I

B, (0)

O "t B,,(0)

¥ fdcil ver que L & transversal a Sn-l. Sendo g1

compacfo, se € > 0 for suficientemente pequeno o campo

L cuja matriz nesta base ortogonal &

Al(e{ (:>

= .Asl(e)
A=
B,(s)
O * Bule)
é transversal a Sn-l. Por outro lado, pelo coroldrio do

Teorems da Forma Candénica de Jordan existe uma base de R
na qual a matriz de L é K. Definindo um produto inter
no em R° em relagfo ao qual esta base ¢ ortonormal temos

pelo argumento acima que L €& transversal 3 esforaz unitd

ria nesta norma.

2.14 PROPOSICXO - Se L e T sdo campos lineares de R®

de fndice n entdo existe um homeomor
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fismo h: R® 4+ R® +tal que hl, = T,h para todo t € R.

t
Demonstragio: Sejam ”.“1 e "-“2 normas em R° tais
que as esfaras Si-l = {v ¢ RY, ”an = 1}
o Sg'l = {ve R, v, =1} sejam transversais aos cam-

poe L e T respectivamente. Se x € R® - {0} entdo a

Srbita de x dintersecta S?-l em um inico ponto. De fa

to, pelo coroldrio da Proposigdio 2.10 temas que

lim L, (x) = 0 e lim [|L_,(x}]| = =. Portanto a érbita de
T4 tao -
. ; Nl . n-1
x intersecta S1 « Como I ¢é transversal a Sl 8@=-
gue-se que 6(x) n S?-l ¢ um ivdnico ponto.
nal = _n=1 .
Seja hs S1 - 82 um homeomorfismo qualquer

x
por exemplo podemos definir hix) = + Vamos esten=-
( P (x) ﬂngJ

der h a R°. Para isto definimos h{(0) = 0. Se

x € R" - {0} temos que existe um unico t, € R tal que

n-=1

L x) €S
L, @) € 53

. Definimos entdo h(x) = Ty h(L_. (x)).
o 0

¥ fdcil ver que th = T/h para todo $ € R e que h

tem uma inversa. Resta mostrar que h & continua.

Seja x € R™ -~ {0} o (xm) uma seqliencia conver

n-1

1
t, € R tal que L_, (x) € Sg-l. Como o fluxo & continuo
o

gindo a x. Sejam t € R tal que L_tm(xm) € 8 e

segue~-se que t -+ t, e L-tm(xm) -+ L_to(x). Logo
h(xm) = Ttm hL-fm(xm) converge para Ttth-to(x) = h(x)

o que mostra a continuidade de h em x. Vamos mostrar
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que h €& contfnua na origem. Pela Proposigao 2.10 e pe=~

la compacidade de Sg-l segue=se gue dado € > O existe

t, > 0 tal que ”Tt(Y)” < ¢ para todo t > % . Por ou-

tro lado como L(0) = 0, existe & > O +al que se

n=1
1

|xl} < 8 entfo |h(x)] < e o que mostra a continuidade

=] < & e L_t(x) € S entfo t > t . Portanto, se

de h. Analogamente mostramos que a1l & contfnua. O

2.15 PROPOSICXO ~ Sejam L e T campos lineares hiper-
bélicos. Entfo L e T si3c topologi

camente equivalentes se e somente se tem o mesmo indice.

Demonstragio: Suponhamos que L e T tenham o mesmo in-

dice. Sejam E®, E os subespagos estd-

veis de L e T respectivamente. Entfo dim £® = aimE®.
Pela Proposiglo 2.14 existe um home omorf{ismo hss E° -+ ES'
conjugando L° e T°, isto &, hsLi = T:hs para todo

t € R, Analogamente existe um homeomorfismo hua EY 4 Eu'
conjugando * ¢ 7%, Definimos hi E°0E" o Es'eEul por
h(x"+x") = hs(xs) + hu(xu). E fdcil ver que h €& um ho=-
meomorfismo e conjuga Lt e Tt' Reciprocamente seja h
uma eguivaléncia topoldgica entre L e T. Como 0 & a
dnica singularidade de L e T devemos ter n(o) = 0.

Se x € E° temos que w(x) = 0. Como uma equivaléncia

topolégica preserva o w-limite de drbitas temos que
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w(h{x)) = h(w(x)) = 0. Portanto h(x) € Es'. Logo

r(E®) c %', Analogamente h-l(Es') c E°. Consequente-
mente h/Es ¢ um homeomorfismo entre E° e Es‘. Por
um teorema de topologia (Teorema da Invaridncia do Domf-

T
nio) segue-se que dim E® = dim B° 0 que prova a pPropo-

sigdo. O

Vamos mostrar que os autovalores de um operador
dependem continuamente do operador. Se L € S(Rn) deno-~
taremos por EsP(L) o conjunto de seus autovalores. O
lema abaixo mostra que Esp(L) ndo explode por uma Peque

na pertuba¢do de L.

2,16 LEMA -~ Seja L ¢ £(R"). Dado ¢ > O existe 8§ > O
tal que se T € £(R") e |T-L]| < & ent3o

para cada A € Esp(T) existe A € Esp(L) com [A-A| < .

Demongtragdo: Se A € Esp(L) entfo A € um autovalor do

operador complexificado I., Portanto
Al s |E] = 1], Logo, se [T-L| < 1, o espectro de T
estd contido no interior do disco D de centro na origem

de € e raio 1 + |1}

. Seja Vé 2 unifo das bholas de
raio ¢ e centro nos elementos de Esp(L). Seja u € D-V,
entdo det(L - uI) £ 0. DPor continuidade do determinante
existe uma vizinhanga tL de gy em € e bu > 0 tal

que se [T-Lf < 6H e 1 € qi entfo det{T - ix) £ o.
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Portanto i ¢ Esp(T). Pela compacidade de D-V, conclui-
mos gue existe & > O tal que se [T-L <8 e u € D-V,
entSo det(T - puI) £ 0, Como Esp(T) € D segue-se que

Esp(T) < V., © que demonstra o lema. O

Se os autovalores de L sao todos distintos se~
gue=se do Lema 2,16 que eles variam continuamente com o
operador. Seja A um autovalor de L de multiplicidade
m e E(L,A)c c® o micleo de (L - AT)™. Ent3o E(L,))
¢ um subespago de dimens&o m. Além disto se k= m en-

t3o Micleo (L - ?LI)k = E(L,\).

2.17 LEMA - Se X & um autovalor de L € £(R™) de mul-

tiplicidade m entdo existe ¢ > 0 e §>0
tal que se HT-L" < §, a soma das multiplicidades dos au
tovalores de T contidos na bola de raioc € e centro A

¢ no mdximo igual a m.

Demonstragfo: Suponhamos por absurde que para tode € > 0]

e § >0 exista T € £(R") com [[T-Lf < &
tal que o mimero de autovalores de T, contados com a
respectiva maltiplicidade, contidos na bola de raio ¢
em torno de A & maior que m. Existe portanto m'! > m
e uma seqﬂéncia de operadores Ik + L +tal que

sao autovalores de L que gonvergem para

xklgoi.’xlﬁn' k
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A. Seja E_ o nicleo de (Lk-kk1 I)...(Lk-lkm! I). Po-
demos supor gque a dimensio de Ek seja igual a m'. Se-
. k k I
Ja oyyes.ye,, uma base ortonormal de E,. Como “ej”=3.
e a esfera unitdria em ¢ & compacta podemos, tomando
uma, subseqﬂancia se necessdrio, supor gque e? -+ ej. E
claro que os vetores el,...,eml sao ortonormais e por=-
tanto geram um subespago E de dimensZo m!. Como o ope,
~ ~ -~ m?
rador (Lk-lkl I)...(Lk-lkm! I) converge para (L-AT)

” L m' ~ -
temos, por continuidade, que Ndicleo(L-AI} = E o que €

e 1 ~
absurdo pois Nﬁcleo(L-AI)m tem dimensao m < m!.,

2.18 PROPOSIGEO - Os autovalores de um operador L ¢ £ (RY)

dependem continuamente de L.

Demonstracfo: Sejam ll""’lk os autovalores distintos

de L com multiplicidade Ngseeeyly. Pelo
Lema 2.16, dado e > 0 existe & » 0 +tal que se
|e-1l < 8§ entfo os autovalores de T estdo contidos nas
holas de raio € e centro nos Aj' Resta mostrar que a
soma das multiplicidades dosa auwtovalores de T contidos
na bola de centro ld ¢ exatamente nj. Pele Lema 2,17
esta soma € menor ou igual a ny. Se para algum J esta
soma for estritamente menor que nj entdlo a soma das mul
tiplicidade de tod;s o8 autovalores de T serd estrita=-

mente menor que I ny =mn, o que € absurdo. O
Jj=1
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COROLARTO - Se L € £(R™) ¢ um campo hiperbélico entdo

existe uma vizinhanga V c £{R") de L tal

que todo T € V tem o mesmo indice que L.

2.19 PROPOSICXO - Um campo linear hiperbdlico é estrutu-
ralmente estdvel no espago dos campos

lineares.

Demonstracio: Segue imediatamente do coroldrio acima e da

Proposigio 2.15. 0O

2.20 PROPOSI@KO - Seja L um campo linear estruturalmen

te estdvel. EntZc L & hiperbdlico.

Demonstraci@o: Seja L um campe linear nioc hiperbdlico e

5 = min{|a|; o + ip € autovalor de L e
o £0}. Se 0< t< 8 entfo L+ tL e L - I s8o cam
pos hiperbdlicos de fndices diferentes e portanto nio po-
dem ser topologicamente equivalentes. Is+to mostra que em
qualquer vigzinhanga de L existem dois campos que nfo sdo
topologicamente equivalentes. Logo L nio € estrutural-
mente estdvel.

Resumindo os resultados acima temos que um campo
1inear € estruturalmente estdvel no espago de campos linea

res se e somente se ¢ hiperbdlico. Além disto os campos
lineares estruturalmente ostdveis constituem um subconjun

to aberto e denso de £ (™).
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§3. Singularidades e Pontos Fixos Hiperbdlicos.

Nesta seglo vamos definir um subconjunto G c %IIM)
tal que tode X € (§ tenha uma estrutura local de drbitas
eatdvel ¢ suficientemente simples para que possamos clas-

sificd=la.

0O exemplo abaixo mosztra que um campo de vetores
pode exibir, na vizinhanga de uma singularidade, uma es~

trutura de drbitas extremamente complicada.

EXEMPLO - Se L & um campo linear em R2 com um auto-
valor nulo, existe um subespago de dimensdo 1,
vVc Rz, constituindo uma singularidade de L. Seja L

o ¢
0 campo cuja matriz na base candnica € ({) ) +« Neste

II.3
casoc V = {(t,0); t € R},

Vamos mostrar que arbitrariamente prdximo de L
existe um conjunto nfo enumerdvel I de campos de veto-

res tal que se X,Z €M entfioc X nAo é localmente equi.
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valente a Z na origem.

Seja Y o campo constante Y = {1,0}. Seja
Kc R um subconjunto compacto. Sabe~se que existe uma
fungﬁo ol limitada, p: R =+ R gue se anula exatamente
em K. Podemos tambédm supor que as r primeiras deriva-
das de p sdo limitadas. Dado € > O escolhamos n € N
tal que ”% p”r < g. Seja Z=1L + i pY. Temos entio
”Z-L”r < ¢ e o conjunto das singularidades de Z & K.

Assim, se K e K' sdo dois compactos nio homeomorfos

M
i

/
\

“‘é\v

7]

I.4

concluimos que o8 campos Z e Z' construidos como aci=-
ma nfoc sio topologicamente equivalentes. Teremos entfo
pelo menos tantas classes de equivaléncia de campos de
vetores quanto as classes de subconjuntos compactos de R

mddulo homeomorfismo.
Este exemplo motiva a seguinte definigdo.

DEFINIGXO ~ Dizemos que p € M ¢ uma singularidade sim-

ples de um campo X € % (M) se DX : TM, -+ ™
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nfo possui autovalor nulo.

3.1 PROPOSIGKO ~ Seja X € %¥7(M) e p ¢ M uma singula-
ridade simples de X. Entdo existem vi
zinhangas h(x) c ¥%(mM), Ub CM de X e p respectiva
mente, e uma fungdo contfnua p: N(X) -+ Up que a cada
campo Y € N(X) associa a dnica singularidade de Y em

U#. Em particular uma singularidade simples € isolada.

Demonstragdo: Utilizaremos o Teorema das Fung¢Ses Implici-

tas em espag¢os de Banach, Como o problema
¢ local podemocs, utilizando uma carta local, supor que
M=R" p=0 e portanto que X & um campo em £T (™)
onde D" = {x € R, |xll = 1}. Temos entXo que %= z25(D™)
¢ um espago de Banach e que a aplicagio ¢:D7x%i™ 4+ D™
p(x,¥}) = ¥(x) & de classe C°. Temos que ©(0,X} = 0 e,
por hipétese, D,®(0,X) = DX(0): R®" + " & um isomorfis-
mo. Pelo Teorema das FungSes Implicitas, existem vizi-
nhangas U de 0, N de X e uma UYnica fungfo
p:r U de ﬁlasse ¢’ tal que ¢(p(Y),Y) = 0. Portan-
to se x € U entfo Y(x) = 0 se e somente se x = p(Y).
Além disto, como DX(0) & um isomorfismo e o conjunto
dos isomorfismos &€ aberto, podemos, diminuinde h e U
se necessdrio, supor que DYb(Y) ¢ um isomorfismo e poOT~

tanto que p(Y) & singularidade simples de Y.
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Vamos agora caracfterizar uma singularidade simples
de um campo de vetores X em M, em termos de transver-
salidade. Para isto consideremos o fibrado tangente
™ = {(p,v); PE M, VE TMP] e seja M = f(p,0), pe M}
a segfio nula. M & uma subvariedade de TM difeomorfa
a M e um campo de vetores X € ir(M) pode ser visto
cOomo uma aplicagao c¥ de M em TM que denotaremos
pela mesma letra X. Portante P 4 singularidade de X

se e somente se X({(p) € M_.

3.2 PROPOSICXO - Seja X wum campo de vetores C° (v = 1)

em uma variedade M e P, € M uma sin
gularidade de X. Entdo p, ¢ singularidade simples de X
se e somente se a aplicagio p -+ (p,X(p)) de M em TM,

é transversal 4 segdo mula M_ em P .

Demonstragio: Seja x: U =+ R® uma carta local com

x(p,) = 0. Seja TU = {(py,v) € ™, p € U}.
A aplicagfo Tx: TU + R™XR” definida por Tx(p,v) =
= (x(p), Dxp(v)) ¢ uma carta local de TM.
Consideremos o diagrama:

e

U Tx

m
Rm‘)( Rm —-—2-—!- Rm
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onde T, & a projegdo ﬂz(x,y) = v

Consideremos a aplicagdo h = m, Tx X. Ent@o X
¢ transversal a M0 em p, se e somente se P, ¢ ponto

regular de h, isto &, se Dh_ : wa + R" ¢ isomorfismo.

Po
Por outro lado, Dh_ = Dx_ DX_ . Portanto, Dh é
P, P, Po Po
isomorfismo se e somente se DXb for um isomorfismo o
o

que demonstra a proposigdo. ]

Seja G, < £Y(M) o conjunto dos campos de veto-
res cujas singularidades sZo todas simples, isto 4,
G, = {x ¢ ¥(M); X+ M+ ™ & transversal a Mo}' Como
uma singularidade simples ¢ isolada e M & compacta sew

gue-se que se X € G, entde X +tem um nimero finito de

gingularidades.
3.3 PROPOSIGRO - G & aberto e denso em %7 (M).

Demonstragao: a) Abertura. Como o conjunto das aplicagﬁes

¢ de M em TM transversais a Mo 1

aberto concluimos gque G, ¢ abexto.

b) Densidade. Seja X € %¥¥(M). Pelo Teorema de Transver-
salidade de Thom, existem aplicagles

Y: M+ T™ +transversais a M0 arbitrariamente prdximos

de X. Pode ocorrer entretanto que Y nfo se ja um campo

de vetores, poils, se denotamos por W: ™™ 4+ M a aplica-
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¢3o (p,v) » p, pode ocorrer que m(¥(p)}) # p para al-
gum p € M, Ora, nX=id, e se Y estiver suficiente-
mente préximo de X entdo @ = Y estard préximo de idy
e portanto sersi um difeomorfismo uma vez que o conjunto
do difeomorfismos de M & aberto em C~(M,M). Seja en-
t80 Z =Y @ L. Temos mZ =T Y el =0 =1 = id e poz
tanto Z €& um campo de vetores em M., Como Y ¢ transe
versal a M_ e m-l & um difeomorfismo segue~se que Z

é transversal a M. Tomando Y prdéximo a X, Z esta-

rd préximo a X.

EXEMPLO - Neste exemplo wvamos congiderar um campo linear
emn R2 com uma singularidade simples e mostrar
que uma pertubagao n3o linear pode conduzir a um campo

com estrutura de {drbitas extremamente complicada. Consi=-

o 1
deremos o campo L = ( ) . Seja p: R+ R uma fun=-
=1 0

¢¥o Cc° tal que p(0)} =0 e p(k)(o) = 0 para todo
k € N. Seja X o campo em R> definido por X(x,y) =

= (v + p(rz)x, -x + p(rz)y) onde 2 = x4yc. B fdoil

1
). Logo (0,0)
0

¢ uma singularidade simples de X. Seja K um compacto

ver que X & ¢° e que DX(0,0) = (

de RY contendoe ©O. Podemos escolher p de tal forma
que p(K) =0 e p/I-K #0 onde I = (=8,8) ¢ um in-

tervalo contendo K. Dade € > 0 e 1 > 0 podemos o8-
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rd

colher p de tal forma que [X-Lf < ¢€. Se =z € Rt ¢
tal que p(ri) = 0 +temos que o campo X & tangente ao
circulo r, e portanto este circulo € uma Jdrbita fechada
de X. Por outro lado, se (a,b) ¢ RY & um intezvalo

tal que p(t2) >0 para t € (a,b) e p(a2) = p(bz) = 0,

b " Pa

(D, = {z ¢ R%; |2f < b} } nf8o sf@o fechadas e de fato sfo
b

entdo as Srbitas de X por pontos do anel D

espirais cujo a~limite & o circulo de raio a e cujo
w=limite € o circulo de raioc bs Para verificar este fa~
to basta observar gque ((x,y), X(x,y)} = r2 p(rz). Logo
a componente radial de X €& r p(ra) que € positiva

pois r2 € (a,b).

IL.5

Analogameite, num intervalo (a,b) tal que p(a®) =

= p(bz) =0 e p(tz) < 0 para t € (a,b), as Srbitas
no anel D - ﬁa terfio como ¢-limite ¢ cfrculo de raio
b e como w-limite o cfrculec de raio a., Vide figuras

acima.
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Esta construglo conduz a um campoe X arbitraria-
mente prdximo de L cujas érbitas fechadas intersectam
o eixo dos x precisamente em pontos do compacto
{r € R"; € K} que &€ homeomorfo a K. Se X e K!
sfo dois compactos nfo homeomorfos ¢ X e X?' sdo os
campos associados acs mesmos pela construgao acima, se-
gue-se que X e X! ndo sdo topologicamente equivalen=

tes.

DEFTNICXO - Seja X € 2°(M) e p € M uma singularidade
de X. Dizemos gque p ¢ uma singularidade

hiperbdlica se DXP: TMP - TMp for um campo linear hiper

bélico, isto €&, DXp n3o tem autovalor no eixo imagind-

ri0.

Se ja Ql c ir(M) o conjunto de campos de veltores

cujas singularidades s3o todas hiperbdlicas. E claroc que
G1 < Go*

3.4 TEOREMA ~ & aberto o denso em X7 (M).
G1

Demonstragdo: Como Go é aberto e demso em %> (M) e
Gy € Go» Pasta mostrar que G, ¢ abexto e

denso em G . Seja Xe Go © DPgreersPy € M as singula

o

ridades de X. Pela Proposigdo 3.1 existem vizinhangas

n(X) de X e Ujsees,Up de Prrese Py respectivamente
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e fungBes continuas P4t h4U J = 1.0k, tais que

j,
P d(Y) é a tnica singularidade de Y em U,. Podemos au
por que estas vizinhangas sdo disjuntas duas a duas. Se

k
PEM- U U, entdo X(p) # 0 e pela compacidade de
j=1
k
M- U Uj existe 8 > 0 +tal que ||X(p)ll > 8 para todo
J=1
peM-U Uj. Portanto, diminuindo N se necessdrio, po
demos supor que se Y € N entdo Y nfo tem singularida=-
de em M - U Uj' Suponhamos que X € G,. Como DXP_ g
. J
um campe linear hiperbdlico e o conuunto de campos linea-
res hiperbdlicos & aberto, temos que, pela continuidade
das fungSes Py diminuwindo h se necessdrio, DYp ()
J

serd um campo linear hiperbdlico para todo Y € h. Logo

h o G, © que prova a abertura de Gy

Suponhamos agora gque X € G,+ Vamos mostrar que
existe Y € (; N h arbitrariamente préximo de X. Obserp
vemos que se u > 0 & suficientemente pequeno entXo
Dij + ul ¢ um campo linear hiperbdlico de TMP- para
todo J = 1,...,k. Basta portanto gque dada uma iizinhan-

a N, Cch de X exista Y& h, +tal que ¥(p.) =0 e
¢ 1 1 b

DY = DX + ul, Seja V.<c U, uma vizinhanga de op,
Pj Pj J J Jd

e xJ: Vi B(3) ¢ R® uma carta local com xJ(pj) = 0,
onde B(3) € a bola de raio 3 e centro na origem. Seja

s R" 4 R uma fungdo positiva C° tal que ®(B(1)) =1
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e @(M-B(3)) = 0. Denotemos por xj X a expressiio do
campo X mna carta local x4, isto &, x* X(q) =

- pad ((x3) (@) x((=))(a)). Detinimos entfo ¥(p) =

X(p) se pEM -IJ V e

v(p) = (px%)” (xj(p))(xg x(x3(p)) + wp(x?(2))T) se

p € Vj' ¥ ffcil ver que Y & um campo c®, que

Y(p.,) = 0 e que DY_ = DX_ + ul. Além disto, tomando
3 Py Pj :

u suficientemente pequeno temos que Y € hl o que finda

a demonstragdo.

A seguir estenderemos os resultados acima para ai
feomorfismos de uma variedade compacta M. Omitiremos as
demonstragdes das proposigdes e do teorema que s2o andlo-

gas ds anteriores.

DEFINICXZO - Seja p € M um ponto fixo do difeomorfismo
f € Dif" (M), Dizemos que p ¢ um ponto fi-

xo0 elementar se 1 ndo € autovalor de Dfp: TMP -+ TMP.

3.5 DPROPOSICXO - Seja £ € Dif'(M) e p € M um ponto
fixo elementar de f. Existem vizinhan

gas h{f)c Dif"(M) e U de p e uma fungdo continua

pt h + U que a cada g € h associa o Unico ponto fixo

de g em U e este ponto fixo e elementar. Em particu-~

lar um ponto fixo elementar ¢ isclado.
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Consideremos a diagomal A = {(p,p) € MxM, p € M},
A & uma subvariedade de MXM de dimensdo m. Se

r . . - L -~
f € Dif"(M) considevemos a aplicagio f: M -+ MxM f(p) =

= (p,f(p)) cuja imagem & o grdfico de f.

3.6 PROPOSIGXO - Seja £ € Dif (M) e p € M um ponto
fixo de f. Entfe p €& um ponto fixo

~
elementar se e somente se f €& transversal a A em p.

Seja G, < Dif (M) o conjunto dos difecmorfismos
cujos pontos fixos sfo todos elementares. Portanto,
f ¢ Go se e somente se T ¢ transversal a A, Usando o
Teorema de Transversalidade de Thom obtemos a seguinte

proposigdo.
3.7 PROPOSICXO - G, & aberto e demso em Dif (M).

DEFINIGXO - Seja p € M um ponto fixo de £ € Dif" (M).

Dizemos que p & um ponto fixo hiperbdlico
se Dfp: TMp <+ TMp for um isomorfismo hiperbdlico, isto
é, se Dfp ndoc tem autovalor de norma 1.

Seja G1 Lot Difr(M) o conjunto dos difeomorfismos

cujos pontos fixos sf8o todos hiperbdlicos.

3.8 TEOREMA - G, € aberto e denso em pif (™).

Na prdéxima segfo mostraremos gque um difeomorfismo

fee d localmente estdvel.
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§4, Estabilidade local.

Nesta seg¢do demonstraremos um teorema devido a
Hartman e Grobman segundo o qual um difeomorfismo f &
localmente conjﬁgado 4 sua parte linear em um ponto fixo
hiperbdlice, Analogamente, um campo X & localmente o=
gquivalente & sua parte linear em uma singularidade hipexr
bdlica. Como conseqﬁéncia teremos a estabilidade local
em um ponto fixo hiperbdélico e em uma singularidade hipez
bdlica. A demonstragio que apresentaremos € vdlidade tam

bém em espagos de Bamach [47, [6], [15], [21].

4.1 TEOREMA - Sejam £ ¢ Dif“(M) e p € M um ponto fi-
xo hiperbdlico de f. BSeja
A—Df s TM -+ T™ . Entfo existem vizinhangas V(p) c M

P P p
e U(0)c ™, e um homeomorfismo h: U+ V tal que

hA=fh-

Demonstracio: Como se trata de um problema local podemos,

utilizandoe uma carta local, supor que
£: R® .+ B® ¢ um difeomorfismo tendo O como ponto fixo

hiperbélico.

LEMA 1 - Sejam E um espago de Banach, I € S(E,E) sa-

pisfazendo |1 € a< 1 e G¢€ £(E,E) wum iso-
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morfismo com ”G_ln % a < 1. Entdo:

a) I + L & isomorfismo e ”(I+L)-1” < T%E'
b) I + G & isomorfismo e [l (I+G)"|| < I%E

Demonstracio do Lema 1:

2) Dado y € E seja u: E+ E, u(x) =y - L(x). Te-

mos u(x;) = u(xz) = L(xz-xl). Logo ”u(xl)-u(x2” s
= a”xl-x2" © portanﬁo u ¢ uma contragfo., Consequente-
mente, u tem um dnico ponto fixo x € E, isto &,

x = u(x) = y = Lx. Portanto existe um tinico x € E +tal
que {L+I}(x) =y, isto &, IT+L & bijetiva.

Seja y € E com [ly]| =1 e seja x€ E tal gue

(I+L) " y = x. Como x + Lx = y temos, |[x] - allxf| < 2

e portanto (x| < E%E' Logo ”(I+L)'1“ < lia

b) T+6¢ = G(I+¢™"). Como [[6™Y| < a < 1 temos, pela

primeira parte do lema, que 6™t ¢ inversivel.

- =1,-1 .
Logo (T+G)~F = (z+¢™1) 7 ¢l o portanto

I(xee) Y < [l (zee™H) 7Y oY = e a L

o que demonstra o lema.

Como A = (Df)o ¢ um isomorfismo hiperbdélico,
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existe uma decomposig¢fo invariante R = E° @ EY e uma
norma ”-” em R" segundo a qual
4% < a< 1 A% = a/E%: E° a4 E°
-1 onde
Na™) = a<1 A% = A/EY: EY 4 EY

Se ja Cg(Rm) o espago de Banach das.fungaes con~
tinuas e limitadas de R em. R™ com a norma uniformes:
lul] = supflju{x)]; x ¢ ®R% , cComo R™ = E° ® E" teomos uma
decomposigao Cg(mm) = Cg(mm,Es) ® Cgﬁﬁm,Eu) onde

=] u s
u =un + u com u

T ou € uwu =T _ou
S u
(mg: E°%E™ + E° o T,t E°gE™ 4+ ¥ s%0 as projegBes na-

turais).

LEMA 2 - Existe € > 0O +tal que se ¢1,¢2 ewcg(mp) tem
constante de Lipschitz menor ou igual a € en-

t30 A + ¢, e A+9, sfo conjugados.

Demonstracfio: Devemos procurar um homeomorfismo h: BE+R®"

que satisfaga a equagdo
n(a + ¢,) = (A + 9,)n. (1)

Procuremos solugfo da forma h = T+u com u € Cgﬂﬁm).

Devemos ter

(T +u)(a +0;) = (a+8,)(T + u) (2)

ou
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I

A+ gy o+ u(A + 8;) = A+ Au + $,(T + u)

ou ainda

An - u(A + ¢1) ¢1 - ¢2(I + u)e (3)

Vamos mostrar que existe um dnico u € cg(mﬂ) -que satis~
faz a equaggo (3). Para isto consideremos o operador li-
near
L Cg(Rm) - Cg(ﬁm)
£(u) = Au - u(A + ¢1).
L < [ES] .

l-a
to, £ =& £* onde £*: Cg(mm) - cg(mm), £*¥(u) =

Afirmamos que & & inversivel e |& De fa=-

u - a™l ula + ¢1) e A: CgORm)*D, Z(u) = Au. Portanto,

como A & inversivel, basta mostrar-que £¥% & inversivel

- - 1
e teremos £ = £* 1 177, Observemos que Cg(mm,Es) e

Cg(mm,Eu) s%0 invariantes por &% pois E° e EY s30

invariantes por A™l., DPodemos entHo escrever
£* = g% g ¥ onde

L£*s

£*/c2(R",E%): cp(®",E%)D

S*u

s*/c,‘;(tam,E“) : op (®",E")

I f4cil ver que se ¢ for suficientemente pequeno entdo

A+ ¢1 ¢ um homeomorfismo e portanto o operador

w4 4 Wt (a s ¢,) ¢ inversfvel e sua inversa,
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-1
T L ¢l) ¢ uma contragfo com norma limitada

por a < 1. Pela parte (b) do Lema 1 temos que £¥8 g

inversivel e "(3*3) ” s —EE. Aplicando a parte (a) do

S*u -

Lema 1 concluimos também que ¢ inversivel e

[E*) ™) s 2L = max

i-a 1 2 }. Portante ¥ € inver-

(= 1=

sivel e

- -1
le=Y) = fext 27 < AT

1-a

o que demeonstra a afirmativa.

Consideremos agora a aplicagdo u: C;(Rm)fs

ula) = £-1[¢1-¢2(I+u)}. Temos

Iuoy) = u o)l = IS0, (T40y) - @y (Teu)]| <
< 1 ey
Tomando € suficientemente pequend para que “A-lu e < 1
TIea

teremos gue y € uma contragdo e poritanto tem um dnico
ponto fixo u € Gg(Rm). Como u € CE(RF) ¢ soluglo de
(3) se e somente se u é ponto fixo de u- concluimos
que (3) tem uma dnica solugdo em Cg(mw), Resta mostrar
que I + u & um homeomorfismo. Para isto observemos que
o mesmo método utilizado acima permite concluir que a
equagio

(& + ¢l)(I +v) = (T +v)(a + ¢2)

também tem uma ¥nica solugdo v € Cg(ﬁm). Afirmamos que
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(T+u) (T+v) = (T#v)(T+n) = I.

De fato,
(I+u)(I+v)(A+¢2) = (I+u)(A+¢1)(I+v) =

= (a+g,) (T+u) (T+v).

Por outro lado, como (I+u)(I+v) = I + v + u(T+v),
v + u(T+v) € Cg(ﬁm) e I(A+¢2) = (A+¢2)I, temos, pela
unicidade da solugfo da equaglo (I + w)(A +4,) =
= (4 +¢,)(T + w), que
(T+u){(T+v) = I.
" Analogamente temos gue (I+V)(I+u) = I. Isto mostra que

I +u ¢ um homeomorfismo que conjuga A + ¢1 e A+ ¢2

o que demonstra o lema.

LEMA 3 - Dado € > O existe uma vizinhanga u{0o) e exis
te uma extensfo de f£/U da forma A + ¢ onde

¢ € Cp(R™) é de Lipschitz com constante limitada por €.

Demonstragio do Lema 3: Seja O: R -+ R uma fungdo C°

com as propriedades:

al¢g) =0 se t=1
a(t) =1 se t = %—

ler($)] < ¥ v+t €R, K> 2.
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Seja £ =A+9p com ¢(0) =0 e Dp_ = 0. Seja B

uma bola de centro na orgiem e raio e +al que

“DcpHB < Eef . Tomemos ¢: R™ + BT, ¢(x) = a(ﬂ—gl—l—)cp(x).
e

E claro que ¢(x) =0 se ”x” > e, Mostremos que ¢ sa

tisfaz as condig®es do lema. De fato, come ¢{x) = o(x)

se x| = ;% temos que A + ¢ ¢ uma extensfo de f/B, .

2
Por outro lado, se X 9%, € Be temos

=, I

lotxy) - 8 Gl = ety o(sy) - aCotly (el =
e o2y o) + o) - ot =
W2l el ¢ e eyl = ellxy x|

se x; € B, e x, 4 B, temos “¢(xl) - ¢(x2)” <
< %—”xl—xzﬂ < elg x| e se = ,x, ¢ B, temos
H¢(xl)~¢(x2)" = 0 < effx,-x,/|. Logo ¢ tem constante de

Lipschitz limitada por €, o que demonstra o lema.

Demonstrag®o do Teorema 4.1: Seja ¢ > O como no Lema 2.

Seja A + ¢ uma extensfo de f£/U(0) onde
U(0) €& uma vizinhanga de 0 e ¢ tem constante de
Lipschitz limitada por €. Pelo Lema 2 temos que existe
um homeomorfismo h: R™ + RT tal que hA = {A + ¢)h.
Loge hA = fh em uma vizinhanga de zero como queriamos

demonstrar.
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Observagdes: 1) A conjugagdo entre A + ¢, e A+ ¢, mno
Lema 2 ¢ dnica 3 distédncia finita da i
dentidade. Sem exigir esta dltima condigfo, -podemos en-
contrar uma infinidade de conjugag¢®es. Por exemplo, con~
sidere uma contragdio ®: R » R, ®(0) = 0. Suponhamos
que (1) =a >0 e @(=1) = b < 0. Consideremos um ho=
meomorfismo qualquexr h: [~1,b] U [a,1]J< com h{(-1) = 1,
h(v) = b, h(a}) =a, h(l) = 1. Estendemos h a toda a
reta, colocando h(0) = 0 e h(x) = o ne~™(x) onde
n€ zZ & tal que o (x) ¢ [-1,b] U [a,1]. Temos assim
tantas solugles da equagio hyp = ¢h quantos homeomorfis-

mog existirem de [~1,b] U {a,1] em si mesmo.

2) Mesmo exigindo proximidade da identidade para a conju-
gagdo entre A e f, ela nfo § vYnica pois depende da

extensfo A +¢ de £ a todo o espago R .

A seguir mostraremos, a partir do teorema anterior,
que um isomorfismo linear hiperbdlico € localmente estdvel
1
em £{R"). Na verdade, como veremos na préxima segfo, um

isomorfismo hiperbdlico € globalmente estdvel em S(Rm).

4.2 PROPOSIGXO - Seja A wum isomorfismo hiperbdlico.
 Existe § > O tal que se B¢ £(R™) e

|B-all < 8 entfo B & localmente conjugado a A.
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Demonstragfio: Vamos procurar um homecmorfismo h:R™ + R™

que conjugue A com uma extensdio de B/U

onde U & uma vizinhanga da origem.

Seja a: R+ R uma fungdo ¢® com as proprieda-
des:
ca(t) =1 se || =1
a(t)

C(.([R) c [o0,1].

0 se |t} =2

Podemos escrever B = A + (B-A). Seja ¢: R o R® a fun
¢30 definida por ¢(x) = a(llx]])-(B=A)(x). Temos que

¢/B, = (B-A)/B, onde B, & a bola de centro 0 e raiol
e ¢(x) =0 se [x|| = 2. Para todo =x€ r™, HD¢x" <

< K||B-A| + [|B-a] onde X = sup{|at(t)]|; t € B} ¢ maior
que. 1. Dado ¢ > 0 e tomando & < é%— teremos "D¢x”<€.

Portanto ¢ tem constante de Lipschitz menor que €. Pe

10 Lema 2 existe um homeomorfismo he R 4 RS tal que
hAa = (4 + ¢ )h.
Como A + ¢ € uma extens8io de B temos que h ¢ uma

jugagfo local entre A e B.

4.3 TEOREMA - Seja £ € Dif"(M), T =1 e seja pEM
um ponto fixo hiperbélico de f£. Entdo f

& localmente estdvel em D.
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Demonstragdo: Pela Proposig¢fo 3.5 existem vizinhangas

h(f) e W(p) e uma fungfo continua
p: ﬁ(f) 4 W, que a cada g€ n(f) associa o ¥nico ponto

fixode g em W p(g)s, e este ponto fixe € hiperbdli

P’
co. Tomando uma vizinhanga h(f) © R(f) suficientemente
pequeno teremos que DfP estd prdéximo de Dgp(g) e por-
tanto, pela Proposigao 4,2, estes isomorfismos lineares

sfo localmente conjugados. Como f & localmente conjuga

do a D:E‘P e g ¢€ localmente conjugado a Dg temos,

p(e)
por transitividade, que f €& localmente conjugado a g.

Vamos agora estender os resultados acima para cam
pos de vetores. Seja V uma vizinhanga de 0 em R" e
seja X: V 2 R®  um campo de vetores Cr, r =z 1. Lembrag
mos que O €& uma singularidade hiperbdélica de X se
L = (DX)o ¢ um campo lineax hiperbdlico. Mostraremos
que se O & uma singularidade hiperbdélica de X entlo
as Orbitas de X em uma vizinhanga de O tem o mesmo
comportamento topoldgico gque as drbitas do campo linear L.

Para isto necessitamos demonstrar alguns lemas.

LEMA 4 (Desigualdade de Gromwall) - Sejam u,v: [a,b] + R
fungdes continuas e nfo negativas que para o = O

t
satisfazem u{t) = a + f- u(s) v{s) ds ¥ t ¢ [a,b]. En-
a

t3o
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+
v(s) ds
u(t)SQ,ea

t
Demonstragio: Seja w: [a,b] » R w(t) = cr.+f u(s)v(s)ds.
Suponhamos inicialmente que O : 0. Temos
w(a) =a e w(t) =a >0 para todo +€ [a,b]. Como
wr(t) = v(t) ult) £ v(t) w(t), vemos it < v(s). In-

tegrando entre a e % obtemos

t
w (4) fa v(s)ds

o = e .

Logo

) < wle) = o 0 T

Se o =0 o caso anterior implica que para todo Ot.l > 0,

Ltv(s)ds

u(t) = ay e . Logo u{t) = 0 e a desigualdade

permanece vdlida.

LEMA 5 - Seja Y3 R® + B um campo de vetores ¢*, v(o)=0,
que satisfaz uma condigZo de Lipschitz com consgtan-
te K. EntS3c o fluxo de Y estd definido em R X ®R? e

Ir,(x) - 1, = oI¥! [xay] para todo =y € &

Demonstraciéo: Seja x € B" e suponhamos, por absurdo gque

o intervalo maximel da curva integral de Y

pelo ponto x seja (a,b) com b < =, Seja p:(@,b) + R®



=118~

a curva integral pelo ponto x., Temos

t
o(t) = x + f. Y(p(s)) as.
a

Portanto, se +t =z O,

t L

Ix@(e))lias = =l + [ o (e)las -

0

o ()l = =l + (

4]

Aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos
loce)l = oIt flx) s & ]  se &= 0.

Seja t, + b. Comsideremos a seqliéncia {m(tn)} cujos
elementos est@o contidos na bola fechada de centro 0 e
raio %P lx]l « Légo {o(t,)} tem umaléubseqﬂéncia con~
vergente, w(tn') + vy € BR®, Considerando o fluxo local
de Y em torno de ¥y concluimos que a curva integral )
‘pode ser estendida 4 direita de b o que contraria a
nossa hipdétese inicial. Logo o fluxo de Y estd defini-

do em RxR". Como

t
Y (x) - ¥ (y) =x -y + f [T(v {x)) - Y(¥,(+))] as
o
concluimos que para + = O
t
Iy (x) - v, = =l + | KI¥, (=) - ¥, ()] as.
o

Aplicandog a desigualdade de Gronwall temos
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K| 4]

“Yt(x) - Yt(Y)” < e |x=yl] se t = 0.

Para +t £ 0 obtemos a mesma expressao usando o argumento

anterior ao campo <~Y.

LEMA 6 -~ Seja X: V -+ R™ um campo C° com X(9) = oO.
Seja L = (DX)O. Dado € > O existe um campo

c", 7Y R + R" com as propriedades:

1) O campo Y tem constante de Lipschitz limitado por
K e portanto o fluxo induzido por Y estd definiw~

do em RXR",
2) ¥ = L fora de uma bola B(0,1).

3) Existe um aberto UC V contendo 0 tal que Y=X

em U.

4) Escrevendo Y, = L, + 9,0 existe M> 0 +tal que
“¢t” < M para todo t € [-2,2] e ¢, tem constan

te de Lipschitz menor ou igual a €.

Demonstragio: Como L = (DX) temos X = L + onde
0

m

f: V- R & uma fungdo ¢¥ que satisfaz

4(0) =0 e Dy =0, Seja a:r R+ R uma fungfo € tal
que af(R) c [0,1], aft) =1 se |[%] sN%- e a(t) =0

se t= 4.

6: R + r"

Seja definida por ;(x) = a(]|x])t(x) s=e
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xEV e a(x) =0 se x€ER® -7V, Dado § > O podemos
escolher 4 > 0O de tal forma que a fungao 5 se ja vl

e tenha constante de Lipschitz limitada por 6. ¥ claro

gue ¢ ={§ em B{O, %) e 5 = 0 fora de B(0,£). Se-
ja TY: ®R" 2 ®B® o campo de vetores definido por Y = L + 5’.
¥ claro que Y = X em 3B(0, 1?'2-), Y = L fora de B(0,4)

e que Y satisfaz (L). Resta mostrar que a condigfo (4)
¢ verificada. De fato,

It  (x)=x, ) s e®Mix-y| para + @ [=2,2] (Lema 5).

Seja ¢t = Yt - Lt' Temos entao

t
¢4(x) - 0,(v) = ( [F(v,(x)) - F(x,(¥))] as +
t ] '
. ( L(g_(x) - 6,(¥)) as.
1)
Usando a desigualdade de Gronwall concluimos

I6,(x) = 0, = 2 6® 5 oMM xy] v e 12,2,

Tomando § suficientemente pequeno teremos a condig®o (4)

satisfeita.

h.4W TEOREMA - Sejam X: V+ R® um campo C¥ e O uma

singularidade hiperbdlica de X. Se ja

L = DX . Entfo X €& localmente equivalente a L em O,

Demonstracf®o: Seja Y: R™ + R® um campo C° como no Le-
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ma 6. Como Y =X em U, vizinhanga de zero, temos gue
a aplicagdo identidade em U leva drbitas de X em Srbi
tas de Y (na realidade presexrva © parﬁmetro tempo, isto
é, € uma conjugagdoc entre os fluxos). Portanto Y & lo=-
calmente equivalente a X. Resta ent®o provar que Y ¢
iocalmente equivalente a L. De fato, mostraremos que e-
xiste um homeomorfismo de R™ que conjuga os fluxos Yt
e Lto

Pelo Lema 6, Y =1L, +¢, e como (by), =L
concluimos que (DY;) =e" =1Iy.

o

Y, tem a origem como ponto fixo hiperbdlico,

Logo o difeomorfismo

Yl = L1 + ¢1 e ¢1 tem constante de Lipschitz limitada
por €. Pela Lema 2 existe um iinico homeomorfismoc

h: R » R®, 3 distdncia finita da identidade (h = I+u
com u € CS(R@)) que satisfaz hY¥; = L,h.

Definimos 'H: r™ + R® por

1
H = J, L_t h Yt dt.
0 .
¥ clarc que H & uma fungdo continua e a condiglo (4) do

Lema 6 garante que H estd & disténcia finita da identi-

dade. Mostremos agora gue

Lg H=H Ys para todo 8 € R.

Para isto basta considerar a8 € [0,1] . Temos:



122~

1

1
L HY = L_S(L L, kY, db)Y, = fo U_(s+t) P Ypus 9b-

Tomando u =1t + 8 = 1 obitemos

1 s
( Lo(s+t) B Tias at = [’ Logey B Yy G2 =
(o] =l+s

0 8 .
= f L-u L—-l h Yl Yu du + f L“ (u+1) h Yu+1 du ,
-l+s : 0 o :

Fazendo v = u + 1 na primeira parcelsa,

da lembrando que L'_1 h Yl = h obtemos:

s 1
L HY = ( LB Y, dv+ ( L_,
: 0 s

Temos entdo que H & uma fungdo continua, 3 distancia
finita da identidade e conjuga os Ffluxos L, e Yt'
Resta mostrar gue H ¢ um homeomorfismo. Com efeito co=

mo Ll H=H Yl e Ll h=~"nh Yl .temos pela unicidade da

solugfio desta equaglo que H = h o que prova o teorema.

4,5 TEOREMA - Seja X € %¥¥(M) e seja p € M uma singu-
laridade hiperbdlica de X. Entlo X 4

localmente estdvel em p.

Demonstragdo: Vimos que existem vizinhangas h(X) em

(M) e U de p em M tais que todo

campe Y € n(X) tem uma vnica singularidade hiperbdlica
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p, em U. Além disto, tomando N(X) suficientemente
pequena temos que Py tem o mesmo Indice do que pDP.
Logo os campos lineares DX_ e DY s80 topologicamen-

P Py
te equivalentes. Como X ¢& localmente equivalente a

DXP e Y & localmente equivalente a DYp o teorema

Y
gesta demonstrado.

§5. Classificagio Local.

Vimos quxe o subconjunto ql(M) o ir(M) dos cam-
pos cujas singularidades s3o todas hiperbdlicas € aberto
e denso em X (M). Além disto estes campos sdo localmen-
te estdveis em cada ponto de M. Vamos agora descrever
os tipos possiveis de comportamento topoldgico local para

os campos de ql.

’uo-,L de

Consideremos os campos lineares LO,L -

1

m . m
R que na base canonica de R sdo representados pelas

matrizes:

L = . Y L = .o geesay

0 (:) . 1 1 .(:) . 1
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Se L & um campo linear hiperbdlico de R® ent30 L €
conjungado a Li onde 1 & o indice de L.
Consideremos ainda o campo censtante C: Rm -+ Rm, C(x) =

= (1,0...1.,0).

Resumindo o que foi visto nas seg¢des anteriores,

temos
5.1 TEOREMA - Seja X € ql(M) e seja p € M,

2) Se p € um ponto regular de X entio X & local-
mente equivalente ao campo constante € nos pontos

P e 0O, respectivamente,
b) Se p €& uma singularidade de X ent3oc X & local,
mente equivalente a L, onde i = fndice de .

i

Demonstragﬁo: a).Becorre do Teerema do Fluxo Tubular;

b) Basta aplica o Teorema de Hartman e a
Proposigfo 2.15.

Consideremos agora o espago Bifr(M) dos difeo=

I

morfismes de classe OO de M. Vimos que o conjunto

G, (M) Dif" (M) dos difeomorfismos cujos pontos fixos
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s30 todos hiperbélicos € aberto e denso em DifT (M), Va-
mos agora desorever os tipos possiveis de comportamento
topoldgico local das drbitas de difeomorfismos de G; mna
vizinhanga dos pontos fixoes. Pelo teorema de Hartman e

Grobman basta classificar os isomorfismos lineares hiper~

bdlicos.

5,2 PROPOSIGAO - Seja A € £(R") um isomorfismo linear
hiperbdélice. Existe € > 0 +Hal que se

B € £(R") satisfaz |a-B|| < € entloc B & conjugado a A

Demonstracio: Pela Proposigfo 4.2 temos que B & local-

mente conjugado a A, isto &, existe um hg
meomorfismo ht V(®) + U(®) +tal que hA = Bh., Sejam E®
e E os subespagos estdvel e instdvel de A e sejam g5’
e Eu' os ocorrespondentes subegpagoes para B, Sejam
v - v(o) n °, V¢ =v(e)n s, vt=vu(0)n %, Pela
continuidade de h temos que h(V®) = v*' e n(W%) = %,

X t
Vamos definir um homeomorfismo hs: E® = o

conjugado
2% = a/E° o B® =B/E%', Se x € V®, que & uma vizi-
nhenga da origem em £E®, tomames h®(x) = h(x) € %',
Se x€ E® - v®, ocomo A"(x) + 0 quando n + o, existe
n, €N taquue Aﬁo(x) € v, Tomamos entdo h%(x) =

“o n, 8
= B h A °(x). Como h conjuga 4 e B em V te=

mos imediatamente gque h® estd bem definido {nfo depende



=126~

da escolha de n_ ). Também € ffcil verificar que h° &

um homeomorfismo e conjuga A e B. Analogamente defini

. t
mos um homeomorfismo h%: EY 4+ Y conjugando A e B,
~ 1 H ~
Definimos ent®o h: E° @ EY » E° @ EY, n(x® + x%) =
= b¥(x®%) + n"(x"). ¥ claro que B ¢ um homeomorfismo

gque conjuga A e B,

Deixamos a cargo do leitor a demonstragfo da pro-

posigfo abaixo.

5.3 PROPOSIGAO - Sejam A e B dgomorfismos hiperbdli-

cos de R", Se jam ES, EY  os subespa-~

g - a 4 . ! '
gos egtaveis e instdaveis de A e E® . " 0s correspon
dentes de B. EntSo A e B sfo conjugados se e somen-
! 1
te se A° = A/E® & conjugado a B =.B/E° e A" = a/E%

1 1
é conjugado a B = B/E" ,

Queremos dar uma condigdo necessdria e suficiente

para que dois isomorfismos hiperbdlicos sejam conjugados,

5.4 PROPOSIGAO - Sejam A, ® A, os isomorfismos de R"
que na base candnica de R" s8o0 repre-

sentados pelas seguintes matrizes:
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Seja A um‘isomorfismo_hiperbélico de indice - m. Se. A
preserva a orientagfo, isto &, det(A) > 0, entfo A'_é
conjugado a Alo Se A invgrte,a brieqtagao,'iSto &,

det(4) < 0, entdo A ¢ conjugado a A,i

Demonstracfos Pela estaﬁilidade iéﬁéi, ‘A€ conjggado.a

todos os isoﬁorfismoé,em vuma vizinhanga de
A, Podemos supoi'entgé, paré simpiifiéaf, que 4 & dia-
gonalizdvel,

m.

Se ja ‘{vl,...,vhg uma base de R na gual a matriz de’

A, X, cstd na forma canonica de Jordant
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onde =1 < ki <0, 0< ”i < 1l, B, = « Com
2 .2 LEE

Bi,éo e ay + By < 1.

Obsexrvemos que se dois isomorfismos hiperbdlicos,
B° e Bl’ estdo na mesma vomponente conexa do conjunto
de isomorfismos hiperbdlicos (que & aberto em £ (R™)), en
t%0 eles s¥o conjugados. De fato, se a: [0,1] -+ GL{R™)
¢ uma curva continua, tal que aft) & hiperbdlico para
todo t € [0,1] e af0) = B, a(1) = Bys entfo pela es
tabilidade local, para tode t € [0,1], existe um aberto
vV, © GL(R™), +al que todo isomorfismo em Ve ¢ conjuga-
do a aft). Come a([0,1]) & compacto, existem t; =

= 0 < % Cene T

2
> a(f0;1]). Oomo vti n Vti+l # &, conciluimos que _ o (ty)

K1 < tk:l’ tais que th Uesol Vtk o

¢ oconjugada a a(ti+1)’ logo B° e conjugado a Bl'

Pela observagf@o acima, basta encontrarmos um ca-
minho contfnuo a: [0,1] » GL(R®), tal que a matriz de
¢ (0) na base ViveresVy seja A o a de a(1l) seja Kl ou
Xz. Isto porque os isomorfismos Al e Az sdo respecti
vamente similares (e portante conjugados) aos isomorfismos
que se representam por Kl e Kz na base {vl,...,vhJ.

Vamos inicialmente construldr um caminho ocomntinuo

a,: [0,1] + eL(R®), tal que al(O) d A, al(t) é hi-
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perbdlico para todo +t € [0,1] e

-1/2’\\ O

(::::) ' -1/2 ,\\\\ﬂ\%\\\\

Em seguida construiremos um caminho continuo 0,3 10,1] =+

al(l) =

+ GL(R"), tal que a,(0) = a,(1) © a,(1) = 4, ou A,.

Tomemos
Ay (),
Ao ()
ny (t)
13) - 1 . _
a.l( Usn(t)
| _Bl(t)_
.Bsﬂf(t

onde

li(t) = (1-%)r,; - 1/2 ¢

ui(t) = (L-t)py + 1/2

cos(wi t) sen@ui t) o, Bi

Bi(t) = se t€[0,1/2]

-sen(wi t) cos(wi t) -8; @y
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1/2(26-1)+2 (1t Wa+p7 O
Bi(t) =
(:) 1/2(2t-1)+2(1-t)Jai+ﬁ?

B
se t € [1/2, 1], onde

i “i “Pi
cos(z") =—=— e sen(z®) = ————.

f2 =2 2
ay+y oy +B

E fdcil ver que -1 < Ki(t) <0, 0<u (%) <1,

v 70

€L

para todo + € [0,1] e que os auto-valores de Bi(t)

tém médulo menor que 1, para todo + € [041]. ZIsto impli
ca que al(t) ¢ hiperbdlice para todo + € [0,1]. Como
ay é continua, &oncluimos que al(O) = A & conjugado a

@4(1), ouja matriz € .

O
®

Vamos construir agora a ourva Cye Suponha gue

A inverta a orientagdo, isto &, det(A) < 0. Como @, &
continua e al(t) € um isomorfismo para tode % € [0,1],
temos que det(al(t)) <0 V te€ [0,1] e em particular

det(al(l)) < 0. Logo neste caso o nimero s! de elemen-

tos negativos da diagonal de al(l) é fmpar. Tomemos
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oy (t) = “z

1/2

cos{mt) sen(nt) 1/2 0

onde Cj(t) = ‘t> (f N
-sen(mt) cos{mt) 0o -1/2

-1/2 0 1/2 0

Teremos cj(o) = . Cj(l) = .
o 1/2 o 1/2

Além disso os auto-~valores de Cj(t) sdo da forma

- %—e(ﬂit) e portanto tém mdédulo menor que 1 para todo

t+ ¢ [0,1]. Como az(o) = al(l) e az(l) representa~ge

pela matriz Kg, temos que A & conjugado a A2. Analo

gamente se det A > 0, A & conjugado a Al

Obgervagfo: Se A ¢ um igomorfismo hiperbdlico de indice
0, entfo A & conjugado a um dos seguintes

igsomorfismos
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conforme det(A) > 0 ou det(d) < 0, respectivamente,

A demonstragfio ¢ inteiramente andloga 4 da ProposicBo 5.k

Vamos agora classificar localmente os pontos fi-
xos hiperbdlicos dos difeomorfismos com a relacgdo de equi

valéncia dada pela conjugag¢io local.

5.5 TEOREMA ~ Sejam f € Difr(M) e pPE M um ponto fia-
xo hiperbdlico de f. Sejam Ag, O<i<m,
iz js4 os difeomorfismos hiperbdlicos que na base candni-

m .
ca do R, se escrevem da seguinte forma:

Al - A% - 'fi) 3 _ b Bt .<:)
o~ % T | (:) - Ay = Ay = (:) ‘. )

-1/2
O - 1/2 . O

1 2 _ T

1 2 A1 1/2

o -, O
"2
1/ O
A? = . 1/2 A,L_I-:
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m -
O 1/2
Entfo para algum dos Ag acima, f e Ag sfo localmen-

te conjugados em p, O,

Demonstracfo: Segue-se imediatamente do Teorema de Hartmen

e Grobman, da Proposigfo 5.3 e da Proposi-

gio 5.4,

§6., Variedades Invariantes.

Sejam f € Dif'(M) e p € M wum ponto fixo hiper
bélico de f. O conjunto W®(p) dos pontos de M que
tem p ocomo W-limite & chamado variedade estével.do pomn-
to p e o conjunto W (p) dos pontos que tem p comeo
g=limite € denominado variedade instdvel de p. B claro
que W'(p) e W'(p) sHo invariantes por f. Usando a
hiperbolicidade de p descreveremos nesta segao a estru-
tura destes conjuntos e analisaremos as pertubagﬁes dos
mesmos provenientes de pertubagdes do difeomorfismo f.
Definigdes e resultados andlogos sd3c vdlidos pafa singula

ridadeg de campos de vetores.
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EXEMPLO 1 = Se A € GL(R") € um isomorfismo hiperbdlico

existe uma decomposigfo invariante R = E° &

u

& EY tal que se q € E° entfo An(q) + 0 quando n -+

enquanto que se g € EY, A" (q) + 0 quando n + «. Por
tanto W°(0) = B° e WwW%(0) = EY,

Suponhamos M C R e geja d a métrica em M

induzida de Rk. Para B > 0 denotaremos por B, ¢ M a

B

bola de centro p e raio B.

DEFINIGXO - Os conjuntos

wg(p) = {q ¢ Bos (q) € By, % n2 0]

la € Bgs £™(q) € By, ¥ n > 0]

W;(p)

880 chamados variedades estdvel e instdvel locais, de ta-—

manho £, do ponto p.

Recordemos que uma imersao topoldgica de R® em
M € uma aplicag¢fo contfnua F: R® + M tal que todo pon-
to x ¢ R® tenha uma vizinhanga V com a seguinte pro-
priedade: a restrigdo de T a V, F/V, €& um homeomor-
fismo sobre sua imagem. Neste caso, dizemos que F(RS) c
c M & uma subvariodade topoldgica imersa de dimensio s.

S

Um mergulho topoldgico de R” em M & uma imersZfo topo-

1dgica biunfvoca PF: R® + M que ¢ um homeomorfismo sobre
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sua imagem,

6.1 PROPOSICXD - Se B > 0 ¢ suficientemente pequeno

temos

1) W;(p) c W(p) e W;(p) c w'(p), disto &, os pon-
tos de uma vizinhanga de p cuja drbita positiva
(resp. negativa) permanece na vizinhanga, tem p como

w-limite (resp. a-limite).

2) W;(p) (resp. W;(p)) ¢ um disco topoldgico mergu-
lhado em M cuja dimensfo ¢ igual a do subespago

estdvel (resp. instdvel) de A = Dfp.

3) w(p) = U f'n(W;(p)) e WHp) = U £ (p)).
n=0 n=0 B

Consequentemente existe uma imersZo topoldgica
biunfvoca ®_: E° 4 M (wuz E? 4 M) cuja imagem € W°(p)

u

(resp. W9(p)), onde E° e E" sf8o os subespagos estd-

vel e instdvel de A = Dfp.

Demonstracios (1) e (2): Pelo teorema de Hartman existem

vizinhangas U de O en TMP e um homeo~
morfismo h: BB + U que conjuga f e o isomorfismo A.
Como A & um isomorfismo hiperbdlico segue-se que se

x € U € tal que An(x) € U para todo n = 0 entdo

x € E° e portanto A™(x) 2 0 quando n 4+ ®. Seja
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q € W;(p). Como fn(q) € B, para nz 0 e hfn(q) =

8
= Ayh(q) temos que A"(q) € U para n= 0 e portanto
2™ {q) + 0. Logo Kn"™(q) = h"lAﬂh(q) converge para

p o= h"l(O) o que mostra que Wg(p) c ¥ (p). Além disto
n~I(E® n U) = W;(p) o que demonstra o item (2). Analoga

mente Wg(p) < W(p) e W (p) = n"I(un BY).

(3) como w°(p) & invariante por f e W;(p) c w3 (p)
temos que f—n(wg(p)) c w’(p) para todo n e pox
tanto U f_n(W;(p)) c ¥*(p). Por outro lado se
nz0

g € W(p), como 1im £7(q) = p, existe n, € N tal que
nede

n o s
£ (q) € BB para todo n = n_. Loge f (q) € WB(P) e
-n
portanto q € f O_W;(p). Analogamente mostramos que
wWp) = U £ W;(p). Vamos agora definir uma aplicag¢o
n=0

Pt E® 4 M ouja imagem § W3(p). Se x € E° existe
n

n € N tal que A °(x) € U onde U & a vizinhanga de 0

. ~ , o 1 N,
considerada acima, Definimos entio ms(x) =f h A (x)
- Como h“l conjuga A e f segue=-se que ms estd bem
definida, isto €, nf¥o depende da escolha de n,. E fdcil
ver que @ € uma imersao topoldgica biunivoca e que

mS(ES) = W?(p). Analogamente construimos uma imersXo to=-

poldgica biunivoca t ET9 M cuja imagem & WY .
Pu P

Observagles: 1) Se p € M & um ponto fixo de f ent3o a
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variedade estdvel de p relativa a f coincide com a va
riedade instdvel de p relativa a f£ T. Bsta dualidade
permite traduzir toda propriedade de variedade instdvel

em uma propriedade de variedade estavel.

2} Embora a variedade estdvel local seja um disco topg
logicamente mergulhado em M, a variedade estdvel
global pode nao ser uma subvariedade mergulhada de M co

mo mostra o exemplo abaixo.

3) E importante salientar que o teorema de Hartman for
nece apenas uma estrutura de variedade topoldgica
para W°(p). Entretanto o teorema que apresentaremos a
seguir mostra que de fato Ws(p) € uma variedade diferen-~
cidvel imersa de mesma classe que o difeomorfismo. A de=-
monstragdo deste fato, cujo esbogo ¢ indicado a seguir, &
independente do Teorema de Hartman. A Proposigi@io 6.1 foi
apresentada como motivagdo para o resultado principal des

ta secgfo.

EXEMPLO 2 - Seja £ 82 -+ 82 o difeomorfismo induzido no

tempo 1 pelo fluxo do campo de vetores X
cuja estrutura de drbitas € a seguinte: o polo norte Py
¢ dnica singularidade no hemisfério norte; o polo sul VpS

€ uma sela cujas variedades invariantes formam uma "figu-

ra oito" que envolve as duas outras singularidades.
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IT.6

hemiscevpo movie hemisterio 3uf
Neste exemplo a variedade estdvel de Pg n8o ¢ uma sub-

variedade mergulhada de Sz.

EXEMPIO 3 - Seja f = Yl onde Y €& o campo em s® cuja
estrutura de drbitas € descrita pela figura

abaixo.

IT.7

hem;S{évio nerte hmisfe'r o sul

Neste exemplo Ws(ps) e Wu(ps) s3o subvariedades mer=-

gulhadas de 52.

DEFINIGXO ~ Sejam S e S! subvariedades O de M o
€ > 0. Dizemos que 5 e S!' estfo ¢ CT-prg

ximas se existe um difeomorfismo Cr, ht 5+ 3t c M, tal
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que i!' h estd € prdximo de i mna topologia o,

Aqui i: S+ M e if: S*' » M denotam as inclusdes.

6.2 TEOREMA (da Variedade Bstdvel) - Sejam £ € Dif (M),
p € M um ponto fixo hiperbdlico de f e

=]

E o subespago estdvel de A = Dfp.

Entfo: 1) Ws(p) ¢ uma variedade de classe ¢® imersa
biunivocamente em M e o espago tangente a

w?(p) no ponto p ¢ E°.

2) Seja Dc W' (p) wum disco mergulhado contendo o pon
to p. Considere uma vizinhanga N C pifF (M) tal
que cada g € . tenha um 1inico ponto fixo hiperbdlico
p, contido em uma vizinhanga U de p. Entfo, dado
€ > 0 existe uma vizinhanga ﬁ - +tal que para todo

g € h existe um disco Dg_c Ws(pg) ¢ T epréximo de D,

Apresentaremos aqui apenas uma iddia geométrica
da demonstragio do teorema acima. Os detalhes podem ser
encontrados em [7].

Como W (p) = lJO £ W;(p), basta mostrar que a varieda
n=

de estdvel local do ponto p & de classe ¢ e que va-
ria continuamente com f na topologia ¢, Podemos en=-

t8%0 nos restringir ao caso em que T ¢ um difeomorfismo

m

de uma vizinhanga V de O em R que tem O como pon
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to fixo hiperbdlico.

Seja A = Df(0). Consideremos a decomposicfo in-

variante R = E® ©@ E® o normas ”‘”s em E° e ”‘”u
-1
em E% tais que ”AS”S <1 e [[(a") 7|, < 1. Tomemos
em R™ a norma %, © qu = max{”xs”, ”quu}. Para B>0
denotemos por BB a bola fechada de centro 0 e raio B
-] u 1 r S u
e por BB = BB NE e BB = BB NE. Se ao€dc (BB, BB)

entdo o grdfico de a, Graf(a), & uma subvariedade ¢F

m . =}
de R, Como A contrai os vetores de E e espande os

»,

vetores de E" segue-se que A-l(Graf(a)) N B, € o grd~

B
fico de uma aplicagfo €¥ de B; em B; que denotaremos
£
Graf o)
J\_\—/
e e

I1I.8

por T,{ax). De fato, PA(a)(xS) = (Au)-1 a(a® xs).

I Cr(B;, B;)ﬂj € chamada a transformagZo de grdficos
associada a A. F fdcil ver que se g € Cr(B;, B;), a
seqliéncia {Tz(a)} converge para a aplicagfo nula cujo

grdfico ¢ a variedade estdvel local de A.
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Como A € a derivada de f no ponto 0, & de se espe=-
rar que tomando B suficientemente pequeno, podemos de~
finir a transformagdo de grdficos associada a f,

by
ap € Cr(BS, B;), isto &, se Tf(af) =a, e Tn(a) + ap

I s Cr(B;, B;)fD. Se T, possui um ponto fixe atrator

para qualquer o € Cr(Bg, BE), entdo f(Graf(af)) =

= Graf(0,) e o Graf(a,) € o conjunto de pontos de Bg
que permanecem em BB por iteragles positivas de f. Lo
go Graf(af) = W;(O). Em outras palavras, a demonstragdo

do teorema pode ser feita com o seguinte roteiro:

1) Tf estd bem definida e tem um ponto fixo atrator
TS u
ap € C (BB, BB);
2) se g estd préximo de f na topologia C°, onw
t3o Tg estd bem definida, tem um ponto fixo atra
tor e este ponto fixo varia continuamente com 'g.

Consideremos agora um campo de vetores X € %7 (M)
e seja p € M uma singularidade hiperbdlica de X. A4 va
riedade estdvel de p relativa ao campo X, W (p;X), €&
o conjunto de pontos de M cujo w-limite é p. Seja
f = Xt:l o difeomorfismo induzidoe no tempo + = 1. Como
vimos, p € um ponto fixo hiperbélico de f. Se W°(p,f)

denota a variedade estdvel de p relativa a f entdo

Ws(p,f) = Ws(p,X). De fato, &6 claro que se x € Ws(p,X),
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i.e. Xt(x) + p com t -+ =, entdo Xn(x) = £(x) + p

com n + =, Logo W’(p,X) c W(p,f). Por outro lado,
seja U uma vizinhanga qualquer de p. Como X{p) = O,
existe uma vizinhanga V de p tal que xt(v) C U para
0< t< 1, Se x€ W(p,f) entdo existe n_ € N tal
que f(x) € V para n = n_. Logo Xt(x) € U para

t2mn . Isto mostra que Xt(x) 4+ p com t -+ ». Portan-

to W {p,f) c W (p,X).

§7. 0 A-lema.

Nesta segdo discutiremos um fato local que ¢ relg

- - - A Iy
vante para vdrios resulitados em Sistemas Dinamicos.

Seja f um difeomorfismo ¢¥ de uma vizinhanga
Vv de R™ tendo 0O como ponto fixo hiperbdlico. Consi-

deremos o isomorfismo hiperbdlico A = Df(0) e a decompg

m

sigo invariante R" = E°® ® E', Na Segfo 6 vimos que a

'

variedade estdvel local do ponto fixo O, Wioc(o), € o

0 e

i -

gréfico de uma aplicaglo C', wS:BS4Eu tal que mS(O)

B
- 8
DmS(O) = 0. Aqui BB(O) c E” denota a bola de centro O e
raio B. Da mesma forma, a variedade instdvel local W?OC(O)
é o grdfico de uma aplicacfo cv, ®,F BY 4 E° a1 que

B
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mu(o) =0 e Dmu(o) = 0, Consideremos a aplicagdo

8

p: BS

® B; + E° GBWET“, olx_oxy,) = (x-0, (x)y x -0 (x.)).
BT Wi (0)
$ (0)

Lo

-\m\a_/ _i 1

g

¥
-

IT.9

I claro que @ & de classe C° e que DP(0) & a identi
dade. Logo © € um difeomorfismo local de uma vizinhanw
ca de O em R®. Consideremos o difeomorfismo f = P f =
=pefop L, Ent¥o % & um difeomerfismo de uma vizinhan
ga da origem ocom £(0) = 0 e DF(0) = A, Além disto a
variedade estdvel local de T & uma vizinhanga da origem
em E®  enquanto que a variedade instdvel local é uma vi-
zinhanga da origem em EY. Em outras palavras, podemos
sempre supor que a variedade estdvel local (resp., instd-
_vel local) de um ponto fixo hiperbdlico de um difeomorfig

mo f € uma vizinhanga do ponto fixo no subespago estd~

vel (resp. instdvel) da parte linear de f.

seja ||| uma métrica em R" tal que HAs" < ac<

8 u

' -1
<1 e [[(a"™) || 2 a< 1, onde A® e A" sHo as restri

gles de A a E° o EY respectivamente. Se £%: B® 4% &

g
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a restrigdo de f a WS(O) c B; c E° entfo D£°(0) = A

Como A° & uma contragdo temos que, se B for suficiente-
mente pequeno, % tambdm & uma contraggo. Portanto, se
B® B; é uma bola aberta de centro na origem, £(3B°) ¢

o BS, onde ?B° = EE - B°5 € o bordo de B®, 0 anel

G°(0) = B° - £(B°) ¢ chamado um domfnio fundamental da

variedade estdvel de 0. ¥ claro que 3G¢°(0) = 383 y

u £(38%). w" (0)
W 2}
W’ (o)
l{ w' (o)
QO
11,10

Se x € W2 (0) - {0} ent¥o a drbita de x tem pelo menos

um e no mdximo dois pontos no dominio fundamental G°(0),

isto §, U £™(G%(0)) = w*(0) - {0} o se x € int 6% (0)
Z

ng
entfo £'(x) ¢ ¢°(0) para todo n € Z - {0},

Qualquer vizinhanga N°(0} de &%(0) disjunta de w;loc(o)
¢ denominada uma vizinhanga fundamental para a variedade
estdvel de O. Analogamente definimos dominio fundamen-
tal e vizinhanga fundamental para a variedade instdvel de

0 ¢*(0) e ~%(0).

Sejam B° ¢ B® uma bola contida em Wioc(o),
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u

B" ¢ B uma bola contida em W, (0} e V = B°xB"., Con

loc
sidere um ponto q € Wioc(o) e um disco D% de dimensdo

u = dim EY, +transversal a wioc(o) em .

7.1 LEMA (A-lema) - Sejam V = B°xB", q € w°(0) - {0}
e D" como acima. Se ja DE a come~
n he u
porente conexa que contém £ (q) de T (D ) N V. Dado

€ >0 existe n € N +tal que se =n > 1, entdo DE @8~

td ¢ Cl-prdximo de BY. w*
rd vzﬁs-‘('aﬂt
6&
™
o
f wf)
ol W /%

IT,.11

Demonstracfo: A expressfio de f nmna vizinhanga V & dada

por

-]

f(xs ’xu) (A Xy +.¢s(xsvxu)s A? *, t ¢u(xs'xu))

onde

u
(p£), = (4%,4%), =x_ € B° =x ¢ B

Y

(85| s a<1 [[(A%) | < a<1
08 3, -
= m—— = 0,
ox . B3x
uBu SBS
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Como ax:'l(o,o) =0, i,j = s,u,

aplicagdes existe k com a; =

b= (2-x)> 1,

e existe V' C V +al que

k> mex o, 1
mx?' x4

Podemos supor ¢ € Vt e B9

pPor continuidade destas

a+k<1, 0< k<1,

2
k < b=1

s d = 8,0,

Vi, Seja v, um vetor u-

nitdrioc gualquer em (TDu)q. Com relaglio 4 decomposiclo

Vv = B®xB" podemos escrever Vo

Se ja RD a inclinag8o de v _,

pois D% & transversal a B
Consideremos

ql =f(q)! vl

2

a, = £7(a), v,

* n

qn=f (Q): Va
Para qEBs,

o¢

A% 4 g;;i(q)

(p£) (v,) =

= (vi,vﬁ).

_ Il
vy

em e

com ”v3|#()

(p2) (v,)

(2)y (v, ).

a¢S 3
axu(Q) v

¢
A" EEE(q) v
u .
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ag
=
v a—xgm v

A% vy (q) v
Logo
ag o¢
147 v5 + 5x5(a) v5 + 5z (@) Vil
A, = 8 n
. a¢u u
a* vg +5% vl
u
0 ¢ magorado por 14 v + I5e2(a) ¥3
mumerador e majorado por Vo + |§§; ) v, +
* ll (q) vl < allv3l + wllvill + xlvll

¢
0 denominador € minorado por [A" vﬁ” - ”gzi(q) vi” =

1 v
2 3 vl
ai_ + kA A+ k A K
o o
D. = = = + -
AL, + k A 2
A, S 1 < g +k I 1—1
b i=1 b
A n A
AL s-—%% +k I iEI <0 4 X
b i=1 b b b-1
ko k bl
Como " 0 guando n + @ e +—= < T exis

b

b=1
te n_€ &% tai que para qualquer n > n

tem=se:

[o g o
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Seja 0 < kl < min(e,k). Como % =0 e B & com-

pacto, existe & < € tal que para V $B° x B% < v

tem=se

max =2l = x
1 u

lo

Como Yo poderia ter sido escolhido tal que ho

fosse o mdximo entre as inclinagBes dos vetores unitdrios
de (TDu)q, temos que existe n, tal que para n = n,
todos os vetores nfo nulos de (TDU’)q tem inclinagZo
11
b-1 - .
hn.s 5 e qno € Vi+ Entdo, pela continuldade do plano
tangente a Du, existe um disco DY mergulhado em by

com centro %y e tal que a inclinagao A de qualquer
o

b=l
2 L]

vetor unitdrio em (Tﬁu)p, P 6_5“, satisfaz A =

Seja v € (Tﬁu)P para p € B". Considerando a
s

decomposigfo v = (v°,v"), v tem inclinagfo Ap = ”jaﬂh
o v

Ve jamos quais as inclinagdes dos iterados de v.

-] S 0 s 29 u
A® v +-§§;(p)(vs) + axs(p)(v )
(p£) ,(v) =

ag
‘g;f(P)(Vs) + A% VT ggg(p)(vu)
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3¢ 2
4% +® +-§;§(p)(vs) + axz(p)(vu)ﬂ

g
Haxu(p)(vs) w At v

cujo numerador € menor que a”vs“ + kHVS” + kl“vu” e cujo

denominador ¢ maior que HAP vu” -»”gii(v )” - ”g}S(PXVﬂ!

=z V% = v - =+,

Dai
a ln + k kn + kl kn + kl
X 1 < 9 o < o <
ngt 1/a - k = k A b = KAy,
0
ln + kl ln + kl ln + kl
o < o _ o
b=l - b+l *
p-k(P5) b - 2 =
A
n k
b+l ~ [s) 1
Seja by = 5=, bl > 1. Entao hn+n s— te o1t
o bl 1
E existe @I +tal que para n 2 I
1
A = e(1 + )e
n+n bl—l

Como poedriamos ter considerado v tal que Ay, fosse a
o]

mdxima inclinagdo dos vetores unitdrios tangentes a Du,

temos que para n = il, qualguer vebor nao nule tangente a

(") n v

tem inclinag®o menor que €(1 + ). Ene

1
1 bl—l
t30, dado € > O existe @ +tal que para n = #, £ (DN
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i V1 tem todo os seus vetores tangentes nfo nulos com in

clinagdo menor que €.

L. J
Comparemos as normas do vetor tangente a £ (D%) n

n Vl e de seu iterado por Df:

s _u 8 Uy _ s u
(Vn’vn) ? Df(vn'vn> - (Vn+1' Vn+l)
V/ 8 2 u 42 u 2
. (vn+1) + (vn+1) - Vnyl 1+)‘n-1-1
5,2 uy 2 v 2
A/(Vn) + (Vn) n 1+)Ln
u
- u u s vn+1
Das expressoes de Vhel e v, concluimos que —;Em—— =
1 n
= (G -k) -kh.
Como asg ineclinagles Aps1 © Ay sflo arbitrariamente pe~

quenag, temos que as normas dos iterados dos vetores tan=
~ by g b ’ ~ A
gentes n#o nulas de £ (D) N Vl orescem numa razao arbi

trariamente préxima a b = -~k > 1., Logo, os didmetros

Pl

de fn(B“) N Vl aumentam o que, Jjuntamente com a inclina
¢do uniformemente pequena de seus plapos tangentes, vai
implicar que existe n +tal que para todo n > n fn(Du)n
n v, ¢ ot préximo de B, wvia a projegfo candnica em

Bu. Com isto, fica demonstrado o A-lema,



=151

———

—t— e —

IT.12

Observagles: 1) 0 A-lema pode ser enuanciado para uma fami
lia de discos transversais a W°(0), deg
de que esta famflia seja continua na fFopologia Cl. Assim
seja Fi: G%(0) - Cl(Bu,M) uma aplicag@o continua que a
cada ponto gq do dominio fundamental G°(0)} associa um
disco D: = F(q)B", Seja U = B%B" como acima. Entfo
. n, u .
dado € > O existe n_ € N tal que f (Dq) AU & um
. 1 . u s
disco € ¢ -prdximo a B para qualquer gq € G (0) e

n=z 1m_ .
Q

2) Embora isto nflo seja neceasdrio para a maioria das
aplicagBes, a proximidade dos discos acima pode serx
obtida na topologia Cr, r=1, se F for uma famflia
r

continua de discos de classe C , Isto &, se tivermos cg

mo anteriormente uma aplicagio continua F:G®(0) + ¢¥(8",M)

COROLARTIO 1 -~ Sejam pl,pz.psle M pontos fixos hiperbdli

cos de f € DifT(M). Se Wu(pl) tem um
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ponto de intersegfo transversal com Ws(pz) e Wu(pz)
tem um ponto de interseg¢do transversal com Ws(ps) entdo

Wu(pl) tem um ponito de intersegdo transversal com Ws(pB).

Demonstragdo:

£t

Seja g um ponto de intersegfo transversal de Wu(pz) e

IL.13

Ws(ps). Consideremos um disco fechado D C wu(pz) conten
do p, e q. Como D tem um ponto de intersegdio trans-
vergal com Ws(pB) segue-se que existe € > O +tal que
se D & um disco e-cl préximo a D entfo D +também tem
um ponto de intersegldo transversal com Ws(pB). Seja ago
ra q2 um ponto de intersegfo transversal de Ws(pl) com
Ws(pz) e D" c Wu(pl) um disco contendo gq, cuja dimen
880 & igual & de Wu(pz). Pelo A-lema existe um inteiro
n, tal que fno(Du) contém um disco D €-Cleprdximo de

D. Portanto existe um ponto § € D n Ws(pj). Como Wu(pl)

N n
€ invariante temos que f °(DV) < Hu(pl) e portanto §
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€ um ponto de intersegdo transversal de Wu(pl) com Wsﬁﬁg-

COROLARIC 2 - Sejam p € M um ponto fixo hiperbdlico de
f € Difr(M) e Ns(p) uma vizinhanga fun-
damental de W°(p). Entfo U £°(8%(p)) > U - Wioc(p)

n=0
onde U €& uma vizinhanga de p.

Demonstraggoz Observe que iterando por f wum dominio fun

damental G°(p) © N°(p) cobrimos W°(p) -
- {p}, isto &, U £7(c°(p)) = w?(p) - {p}. Além disto,
ncZ
pelo A-lema, todo ponto de uma vizinhanga U de p que
ndo esteja em W?oc(p) estd contido no iterado de uma se

¢¥o transversal a G%(p) contida em N°(p).

Vamos agora demonstrar o A-lema para campos de
vetores, Seja p € M uma singularidade hiperbdlica para
X € ¥ (M). Sejam Wioc(p) o Wgoc(p) as variedades es~
tdvel e instdvel locais do ponto p. Seja B® um disco
mergulhado em Wioc(p) tal que 9B° & transversal ao
campo X em W°(p). A esfera G- (p) = 3B° ¢ chamado um
dominio fundamental de W°(p). ¥ fdoil ver que se
x € W(p) - {p} entdo a Srbita de =x interceta 6°(p)

em um tinico ponto. Analogamente definimos dominioe funda-

mental G (p) para wt(p).

Seja D" wum disco transversal a Wioc(p) contendo um
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ponto q € Wioc(p) e tal que dim D" = dim W?oc(p). Con
sideremos o compacto K = {Xt(q); t € [0,1]} e, por cada
ponto Xt(q) € K considevemos o disco D" (Xt(q)) =

= Xt(Du) que contém o ponto Xt(q) e ¢ transversal a
Wioc(p) pois X, ¢ um difeomorfismo e ,Wioc(p) ¢ inva=
riante por Xt' Seja f = Xl o difecmorfismo induzido
no tempo 1. Temos que p €& um ponto fixo hiperbdlico de
f e que as variedades estgvel e instdvel de p relativa
mente ao difeomorfismo f ocoincidem com as variedades eg
tdvel e instdvel de p relativamente ac campo X. Sejam
B® um disco mergulhado em Wioc(p), contendo p, B" um
disco mergulhado em W?oc(p) contendo p e V = BZxBY
uma vizinhanga de p. Pelo A=lema para difeomorfismos,
dado € > O existe n € N +tal que se = > n, D:(x)
estd €-Cleprdéximo de BY, onde, Dg(x) é a componente

conexa que contém f£7(x) de £ (MMxN) NV, e x€ K,

Temos, portanto, o.segnintes

7.2 ILEMA - Dado € > 0 existe to > 0 tal que se t >4,

e D: ¢ a componente conexa, que centém
Xt(q), de Xt(Du) n v, entfo D: estd €~Cl-préximo de
BY,

Vamos agora apresentar uma outra demonstrag@o do

Teorema de Hartman=Grobman de cardter mais geomdtrico gque
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a anterior

7.3 LEMA - Seja p € M uma singularidade hiperbdlica de
um campo X € Ir(M). Existe uma vizinhanca U

de p e uma aplicag¢@o continua m,: U=+ B, onde B =

=UMN Wioc(p) ¢ um discc contende p, com as seguintes

propriedades:
1) ”gl(P) =B, =0Un we (p) € um disco contendo D3

2) para cada x € B, ﬂ;l(x) ¢ uma subvariedade C*

8

de M <transversal a Wloc

(p) ne ponto Xx;

3) Ty § de classe G excento posgivelmente nos pon

tos de BY;

4) a fibraglo definida por W_ ¢€ invariante pelo flu
xo de X, disto €, se t = O entdo Xt(ngl(x)) =]

> m2t(x,(x)).

Demonstraciior Tomando uma carta local podemos supor que X

¢ um campo em uma vizinhanga V da origem
em R™ = E°® @ E® tendo O como singularidade hiperbéli=-
ca. Podemos supor também que wioc(o) é um aberto de E°
contendo O e que Wgoc(o) ¢ um aberto de E“ contendo
0. Seja °(0) um dominio fundamental de we(0). ¢3(0)
€ uma esfera contida em E% transversal ac campo X em

E°, Se ja BY ¢ EY um disco contendo O, Tomando B au
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ficientemente pequeno, o cilindro QS(O)XBu serd trans-

versal ao campo

W { o)

w” (o)

IT.14

Em G (0) x B temos uma aplicagfo ¥

» Tt G°(0)xBY o
-+ Wioc(O) que ¢ a projegio mo primeiro fator. As fibwas
por ﬂ;l(x), x € ¢°(0), so discos transversais a
Wioc(O). Pelo A~lema tgo X‘L“(QSXBu) DU -EY onde U &
uma vizinhanga de p. Se x € UN EY dofinimos ns(x)=1h
Se x€ U -EBE" existe t >0 4al que X_ (x) € G° x BY.
Definimos entfo ns(x) = X, 7 X_t(x). ¥ claro que m,
de classe C° em U - Eu. A continuidade de Ty, em pon

tos de EY segue do A=lema,

Usando as fibragSes construidas acima podemos prg

var a estabilidade local de uma singularidade hiperbdiioa.

De fato, seja p € M uma singularidade hiperbdii
ca de X € (°(M). Seja N wuma vizinhanga de X +$al que
todo Y € N tenha uma singularidade Py prixima a p e
de mesmo fndice.

R a8, .8 s u, .1
Defina homeomorfismos h°: Voo lp) = Wloc(pY)’ oW,
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+ WTOO(pY) conjugando o fluxo de X com o fluxo de Y,
Como na Proposigfo 2,14, isto & feito definindo inicial-
mente homeomorfismos em dominios fundamentais e extenden~

do-o08 a Wioc(p) e W?oc(p) utilizando os fluxos de X

) o X, X,
e Y. Considere fibragles m_: U - Wloc(P)’ Tat Up 2

Y Y
(p), m_: V_ = wloc(PY)’ M VpY + wloc(pY) como

1oc s Py

ne Lema 7.3,

Se g € U,, defina h(g) =3 onde § & tal que nﬁ(ﬁ):
= hsfng a) e WE(E) = hu(nﬁ g)e E fdeil ver que h $
um homeomorfismo gue conjuga os fluxos de X e Y. Obser
vemos que as fibragles consideradas acima definem sistemas
de coordenadas continuas em relagdo aos quais os fluxos
se expressam como produto e conseguentemente o homeomor-

fismo h € o produto de h°® e 1",
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cAPTTULO IIXI

0 TEOREMA DE KUPKA~SMALE

Sejam M uma variedade compacta de dimens3c m

r

e %X7(M) o espago de campos de vetores C° de M, r = 1,

com uma norma C-. No Gapitulo II mostramos que o conjun
to G, C 27 (M), constituido de campos cujas singularida-
des s3o hiperbélicas, & aberto e denso em % (M). Este &
um exemplo de propriedade gendrica, isto é, propriedade
gque se verifica para quase todos os campos de vetores.

Neste capftulo analizaremos outras propriedades genéricas

em $r(M). As demonstragfes originais dos resultados aqui

tratados podem ser encontradas em [9], [24] e [20].
Introduziremos inicialmente o conceito de hiper~

bolicidade para érbitas fechadas. Como no caso de singu-~
laridades, uma drbita fechada hiperbélica Yy persiste com
pequenas pertubagdes do campo inicial. Além disto, a es-
trutura das trajetdrias do campo em uma vizinhanga de ¥y
é muito simples e estdvel por pequenas pertuba¢les. Em
particular, o conjunto de pontos que tem ¥ como @w-limi-

te {@-limite) é uma variedade diferencidvel chamada varig
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dade estdvel (instdvel) de y. De uma certa maneira, a

ser precisada no texto, estas variedades modificam-se Por

Consideremos duas singularidades hiperbdlicas Gl

e o Se a variedade estdvel de Ul interseta a varie~

2
dade instdvel de Oos entdo o, e 0, estdo relaciona-
das pela existéncia de dSrbitas que nascem em J, e morrem
em O,. Se esta intersegio se dd transversalmente, entfo
uma pequena pertubagao do campo d€ origem a singularidades
hiperbdlicas que se relacionam da mesma maneira, Concei-

tos e fatos andlogos sdo vdlidos para érbitas fechadas co

mo veremos a seguir.

Mostraremos mneste capitulo que todos estes Ffatos

ccorrem para o0s campos de um subconjunto residual de Erﬁdl

§1. Transformacgldo de Poincard.

No capitulo anterior descrevemos o conmportamento
topolégico das drbitas de um campo de vebores na vizinhan
¢a de uma singularidade hiperbdiica. Vamos agora anali-
sar a configuragfio das drbita fechada. Assim como no caso
de singularidades, devemos nos restringir a um subcon jun-
to do espago de campos de vetores afim de obter uma des-

crigdo simples da estrutura de drbitas em vizinhangas das
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drbitas fechadas.
Seja y uma Srbita fechada de um campe X € ET(M).

Por um ponto x, € v consideremos uma se¢do transversal

$ ao campo X.

IFT. 1

A Srbita por x, volta a intersetar I no tem=-
po T, onde T & o periodo de ¥. Pela continuidade do
fluxo de X, a Sérbita por um ponte x € ¥ suficientemen
te prdximo de X, também volta a intersebar I em um
tempo prdximo a T. Portanto se V¢ I ¢é uma vizinhanga
de X, suficientemente peguena, podemos definir uma apli
caglo P: V4 £ que a cada ponto x € V associa r{x),
sendo P(x) o primeirc ponto onde a dérbita de x <volta
a intersetar Y. Esta aplicagdo é denominada a transfor-
magdo de Poincaré associada & Srbita vy (e & segdo I).
O conhecimento desta aplicagdo nos permite dar uma descri

¢io das GSrbitas em uma vizinhanga de Y. Agsim, se x €V
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€ um ponto fixo de P, entdo a Srbita de x €& fechada e
seu perfodo é aproximadamente igual ao periodo de ¥y se
x estiver préximo a X Da mesma forma se x for um
ponto periddico de P de periode k, disto &, se

P(x) € v, Pz(x) € V,...,Pk(x) = x entfo a drbita por x
€ periddica de periodo aproximadamente igual a kr.

Se para todo k > 0 P(x) estiver definido a ér
bita positiva por =x estard contida em uma vizinhanca de
¥ e se aldm disto -Pk(x) + X, quandoe k + = temos que
o w-limite da drbita de x €& vy. Podemos também detectar
as drbitas que tem ¥ como q-limite usando a aplicagdfo
inversa de P que € a transformagdo de Poincaré associa-

da ao campo -=X.

Da continuidade dos fluxoes de X e =X segue-se
que P & um homeomorfismo de uma vizinhanca de X . A
seguir vamos mostrar, usando a diferenciabilidade do flu-~
xo0 via o Teorema do Fluxo Tubular, que P é de fato um
difeomorfismo local de mesma classe que o campo. Podere-
mos entdo utilizar a derivada de P em x, Ppara descre=
ver a estrutura das drbitas na vizinhanga de y. Para is
to necessitamos de alguns resultados preliminares.

Um fluxo tubular de X € ¥°(M) & um par (F,f),

»

onde T & um aberto de M e f €& um difeomorfismo ot
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de T sobre o cubo I™ = IxI® ' = {(x,y) € xB™ 15 |x|<1
<1, 4=1,...,m=1}, que leva as trajetdrias de

X em F nas vetas I x {y} c 1L, se £ X denota o

e |y

m

2 >

campo em T  induzido por f e X, isto &, feX(x,y) =

Df _, -X(f-l(x,y)), ent3o f,X & paralelo ao campo
f (X’Y)
constante (x,y) + (1,0).
0 aberto F €& chamado uma caixa de fluxo para o
campo X. No capitulo anterior vimos que se P €M & um

ponto regular de X entao existe uma caixa de fluxo con-

tendo p (Teorema do Fluxo Tubular).

1.1 PROPOSIGXO (Fluxe Tubular Lomngo) - Seja ¥ € M um
arco de trajetdria de X compacto e nZo
fechado. Ent3o existe um fluxe tubular (F,f) de X

tal que F O ¥.

Demonstragfo: Seja a: [-¢,a+e] » M uma curva integral

de X tal que a{l0,a]l) =Y e a(t) # a(s)
se t # t'. Consideremos o compacto ¥ = a([~e,a+]).
Como os pontos de 7 sd30 regulares existe, pelo Teorema
do Fluxo Tubular, uma cobertura de ; por caixas de flu-
xo0. Seja b6 o mimeroc de Lebesgue desta cobertura. Tomg
mos uma cobertura finita {Fl,.,.,Fk} de Yy por caixas

de fluxo de didmetro menor que &/2. Pela construgaoc se-
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gue-se que se F. N Fj # ¢ entdo F; U Fj estd contido
em uma mesma caixa de fluxe de X, Usando esta proprie-~
dade podemos, diminuindo os Fi's se necessdrio, reorde-
nd-los de modo que cada F, dintersecte apenas Finl e

F .

i+l
IrT,.2
Sejam - = tl < t2 <ee o< tn =q + € tais que
p; = a(ti) €F, N ¥ e denotemos por Ig-l ¢ conjunto
m=-1

{(0,y) € IxT"™; ]yjl <d, j=l,e..,m~1}. Sejam (Fi,fi)

os fluxos tubulares correspondentes as caixas acima. K

-1 - -, L
claro que El = £ (Ig 1) € uma segdo transversal a X,
pois f, é um difeomorfismo local e p; € El' Se
L, = Xt.-tl(zl)’ segue-se que I. & uma segfo transver-
a1

sal a X que contém o ponto p; - Tomado d suficiente-
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mente pequenc segue-se que Ei < F..

ITr.3

Para cada p € ; tomemos + € [0,a+2e] +tal que
p = X, (p;) e consideremos a segdo Ty = Xt(El). Usando
o Teorema do Fluxo Tubular temos gue, Ep N Eq = ¢ se

p£fq eque F= U_Z é uma vizinhanga de Y.
ey P

Fe
gy

=<2

p

IIT.%

Nesta vizinhanga estd definida uma fibragdo vl
cuja fibra sobre o ponto p & Ep. Isto &, a projeglo
ﬂl: F ; gque a cada =z € F associa o ponto p fal que
z € Zp § uma aplicagZo C'. Temos também definida em T
uma projegdo ¢t m,t ¥+ I,;, que a cada ponto z EFR

associa a intersecgao da drbita de =z com Tq* Mais pre-

cisamente, se =z € Zp e p = Xt(Pl) entdo ”2(2)==X_t(zl
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Consideremos dois difeomorfismos g;: ; + [-1,1] e
gy8 T ™1, Definimos ent3o f: F - rx -t por
£(z) = (giﬂz(z), gznz(z)). F claro que (F,f) & um flu-

xo0 tubular que contém v.

Observagdo: O difeomorfismo f obtido acima leva drbitas
de X em F em drbitras do campo constante

¢: mxI™1

+ ®", c(x,y) = (1,0). Em geral f nfo preser
va o parametro t, isto &, f,X mnfo é igual ao campo C.
Podemos, no entanto, encontrar uma vizinhanga de Y, §<:F,
e um difeomorfismo ¥: F + (-b,b) X Im_l, onde b > 0,
tal que E*X seja o campo constante. Com efeito, seja
PEY e b>0 tal que ¥ C U Xt(p) c F. Seja
€ (~b,b)
EP C I uma segao transversal a X pelo ponto p sufi-
cientemente pequena para que F = U Xt(z } esteja
. t€ (-b,b) P

contido em F. Se z € F e X_t(z) € I, seja £(z) =
= (%, hX_t(z)) onde h: Ep 4+ ™1 & um difeomorfismo.

B fdeil ver gque £ & um difeomorfismo CT e que f*X é

o campe constante,

1.2 PROPOSIGXO - Sejam ¥ uma Srbita fechada de um cam-
po X € (M) e I wuma segHo transver

sal a X por um ponte p € y. Se Py: Uc Z+% ¢&a

transformagao de Poincaré entfo P2 ¢ um difeomorfismo

r

c de uma vizinhanga V de p em I sobre um aberio

r
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Demonstracao: Sejam (Fl’fl) um fluxo tubular contendo

) e (Fz,fz) um fluxo tubular longo tal

que Y C Fl U F, como na figura abaixo.
Fq

7 -

=
j"@? =

ITIT.5

Se jam 21 e 22 as componentes do borde de F,

que sSo transversais a X, disto §, I, = f-l({-l}xIm"l)
1 2

m-l).

-1
e 22 = £, ({1}xx Denotemos por ﬁ1=-V‘C T+ 21’

m

ot El -+ 22 e T,z T, ¥ as projegdes ao longo das tra

3
jetdrias de X. Temos que PE = ﬂBa Moo T e Usando o

Teorema do Pluxo Tubular, & fdcil ver que Tys Ty @ HB

sXo aplicagles de classe ¢¥. Logo PE é§ ¢*. Como P,

; r
tem uma inversa de classe C que & a transformagdo de

Poincard correspondente ao campo =X, segue-se que PE

& um difeomorfismo ¢ de V sobre um aberto de L. W
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Se jam 21 e 22 segdes transversais a X pelos
pontos pl e P, pertencentes a uma drbita fechada vy

como na figura abaixo.

III.6

Seja h: 21 - 22 a aplicagao que a cada q € I
associa o primeiro ponto em que a drbita de q dinterseta

z

Pelo Teorema do Fluxo Tubular temos gque h & um di-

2-
feomorfismo C. Se Po e Py sdo as transformagdes
1 2
de Poincaré associadas As segles L, e I, respectiva-
mente, temos que P =holP_ o h-l. Logo DP (p }
Ts 1 %, P2

-1
= Dh(p,} e Dle(pl) o Dh (pz) e portanto DPEZ(pz) tem
os mesmos autovalores que DP, (pl). Isto mostra que a
. 1
definigdo abaixo depende apenas do campo e ndo da seglo

¥ escolhida.

DEFINIGXO - Seja p€ ¥, onde vy €& uma Srbita fechada

de X. Seja I wuma segdo transversal a X
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pelo ponto p. Dizemos que Y & uma Jdrbita fechada hi=
perbdlica de X se p & um ponto fixo hiperbdlico da

transformagio de Poincaré P: Vo £ + E.

Observacgfo: Como o fluxo de um campo de vetores depende
continuamente do campo temos que a transfor-
macio de Poincard também depende continuamente do campo.
Mais precisamente seja Pyt VC $ + 5% a transformagdo de
Poincard de X. Seja I uma vizinhanga de X em 27 (M)
tal que para todo Y em Lk, £ ainda seja uma seggo
transversal a Y e toda Srbita de Y por um ponbto de V
volte a intersetar £. Ent3o a aplicagio U -+ CT(V,I)
que a cada Y € v associa sua transformagdo de Poincaré

PY & continua.

Da observaglo acima concluimos que se vy ¢ uma
drbita fechada hiperbdlica do_campo X, existe uma vi-
zinhanga U de X em £7(M) +tal que todo Y € ¥ pos~-
sui uma Jérbita fechada hiperbélica_ Yy préxima & ¥.
Isto porque uma propriedade andloga & valida para pontos
fixos hiperbdélicos de difeomorfismos como vimos no capi-

tulo anterior.

»”

No que se segue vamos mostrar que se Y 6 uma 6;
bita fechada hiperbdlica de um campo X € £7(M) entdo X

& localmente estdvel em ¥. Isto €, para cada campo Y,
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pertencente a uma vizinhanga U de X, existe um homeo~
fismo h: V4 V', onde V § uma vizivhanga de ¥, le-
vando érbitas de X em Srbitas de Y. Como jd observa-
mos, nao podemos exigir que o homeomorfismo h conjugue
os fluxos Xt e Yt’ pois isto implicaria, entre outras
coisas, que a Srbita fechada Yy © V! teria o mesmo pe-
riodo que Y. E & claro que existe campos Y arbitraria
mente prdéximos a X tal gque Yy tem perfodo diferente
de ¥: basta tomar Y = (1 + %)X com n suficientemen-
te grande.

Seja £ uma segdo transversal ao campo X por
um ponto p € Y. Dizemos que £ & uma segdo invariante
se existe um vizinhanga UG I de p tal que X&(U) c L,

onde w €& o periodo de ¥.

O lema abaixo mostra que podemos reparametrizar
o0 campe X, de modo a tornar invariante uma dada segfo
transversal. A demonstragzo € bastante tdcnica, embora

o fato seja intuitivamente claro.

1.3 LEMA - Sejam X € ¥%(M), ¥ wuma 6rbita fechada hi-
perbélica de X de perfode ®w e I wuma seglo

transversal a X por um ponto p € y. EntHo existe uma

fungfo continua W: ¥ + £°(M), onde U & uma vizinhanga

de X, +al que:
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a) B(Y) = py'Y onde py: M+ R & uma fungfo diferencigd
vel, positiva, gue vale 1 fora de uma vizinhanga de

um ponto de ¥;

b) existe uma vizinhanga Uc ¥ de p tal que %:(U)CE,
onde Y¥ =u(Y). Isto &, &£ & uma seg@o invariante

de Y* =3 (U), para todo Y € V.

Demonstragfo: Seja I' = X-Qu-t )(E) sendo 0 < % < w.
o

v r
P & » %P’
ITI.7

Temos X (p) = p!' € £'. Consideremos a fungdo ct,
o
a: 2 + R, que a cada ¥y € ¥ associa o menor tempo a(y)
tal que X € ¢!, Observemos que se O« =t a
q 2 () ) q (v) = t, »pa
ra todo ¥y em uma vizinhanga de p em L, entac ¥ €

invariante.
Sejam Uc Uc I wvizinhangas de p tais que

T c U. Usando uma "fungdo auxiliar" que vale 1 em T e O

fora de U definimos uma fungdo C° PB: £ + R que &



-172-

igunal a a em U e &€ constante igual a t, fTora de U.
Usando a mesma "fungao anxiltiar® definimos, para cada campo
Y de uma vizinhanga de X, uma fungdo C© By: T * R,

gue ¢ igual a to fora de T-.-T e que em U coincide com

a fungao « Aqui ay: I + R & a fungdo que a cada

Y.
. *
v € & associa o menor tempo aY(y) tal que Y&Yﬁﬁ(Y) € EY

onde E,} = Y-(w-to) (£).

Vamos construir a seguir a reparamentrizagao de-
sejada. Seja Gs UXEXR + R uma fungfo C¥ satisfazendo
a seguinte condigdo., Para cada YEU e vy € I, &Lyit)=
= ¢(Y,y,t) & um polinomio em + de grau 2r+3 cujos

coeficientes sdoc determinados por:

Gy y(0) = 0y Gy () = By(¥)

dGy dey
a0 =1, o (e) =1

deY _y_() deYY
—=22(0) = 0 —2(t,) =0 K = 2,000,041 .
at™ ’ at ° ’ Y
Temos que GY,y(t) =t +a, 52 s a .o £27%3  onde

By(y) 4,. - t_ A
a. = Y 1J hd lj ’ j=1¢on r+2
J ’ ]
det A
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- .
r+2 +3 2143
‘to to cos ‘to
A= [(ee2)tT (me3)ST? L (2:-+3)1:2r+2
(r+3)! .2 2r+3)! T2
6r+2)!to Tt eee z+2)7 Yo
e Alj g o cofator do elemento &1j = t§+j+1 de A.
Dai resulta que HY(y,t) ’Y(t) satisfaz
is condig¢les seguintes:
a) Hy(y,0) = Hy(y,t,) =1 para y € Z
b) Hy(y,t) =1 para vy ¢ U
c) ¥ H_(y,0) = p¥ H (y,t ) = 0 para todo € s
Hyly,0) = Helyst, y
e k = l,...,I‘.
Para verificar {c), observemos que
1(y)
3 3y ¥ r+l 2r+2
dy ((we2)t, " Apq +eoot (2r+3) t7 )
Sy (v+t,) = 3ot A 11 41 re2
0By
gm—(y) r+2
Logo g;?(Y,to) = det A o1 azj Alj = 0. Portanto
3%H,
_———(y’to) =0 para Xk = l,eee.;T. Por outre lado,
3y
3B
144 b4
attt 3y ) z
3y att (to) = Gota J=1 235 M5 = 0
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Assim H/T X [O,to] estende-se a uma aplicacgdo

¢ H: IXR+ R, sendo H =1 fora de & X [O,to].
Para * e U pequenos, a aplicagSo Gy !
H
[O,to] -+ [O,BY(Y)} € um difeomorfismo, sendo que GY,y

¢ a identidade para ¥y ¢ ﬁ. Tambdm a aplicagfio ¢Y=

£ x [0,6,] + M, definida por 9 (y,$) = Yt*(y) onde

Y
W=0y = x [O,to]) c M e definamos

t* = G Y(t), é um difeomorfismo C . Seja
’

Py: M+ R que é
igual a 1 fora de W e em W & a composta das aplicaggas

-1

P® de.
Y Y
q —=(y,t) — g2 (t) = 5 (y,¢).

Pela construgfio acima, py ¢ de classe ¢’, Ccon
sideremos o campo T* = pYoY. Afirmamos que Y: (y) € E}
para qualquer Yy € Y. De fato, sejam v € U e0
T [O,BY(y)] + M a curva integral de Y pelo ponto 7v.
Assim () = Yt(y) e ¢(BY(y)) € 2%. Seja agora
¥ [O,toj + M a aplicagdo (*= ¢ GY,y’ Verifiquemos
que |* €& a curva integral de Y¥ passando por V.

Temos

* daG.
(0 = $hlay L (6)) 7522 (v) =

4G
= g (6) X o Gy L (8)) = py(H¥(6)) Y (*(2)) = Y*(¥*(s)).

Assim Yf:o(y) = 1%(¢,) = ¥ (By(3)) € 2.

Completamos a demonstragfo definindo M(Y) = Y* W
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Observagﬁo: Sejam X € ET(M), P, EM e I uma segao
transversal a X contendo Py Se jam
gt - Xy (E) e p; =X, (p_}. Da demonstragdo do lema,
1 . t1e
segue~-se que podemos reparametrizar todos os campos prée
ximos a X de modo que levem a segio £ na seglo st

ne tempo t Tal reparametrizagdo pode ser localizada

ll
em uma vizinhanga de um ponto p = Xt(Po) para 0 < t < E:

1.4 PROPOSIGXO - Se ¥ & uma Srbita fechada hiperbdlica
de um campo X € ¥Y(M) entfo X & lo-

calmente estdvel em ¥.

Demonstragﬁo: Sejam w o perfodode ¥ e I uma seclo

transversal a X por um ponte p € Y. Te-
mos que P & um ponto fixo hiperbdlico da transformagao
de Poincaré Py. Para ¥ préximo a X, a transformagdo
de Poincaré Py estd préxima de Py. EntZco, pelo Teore=
ma de Hartman, existem vizinhangas ¥ de X e UC X
de p com a seguinte propriedade: para cada YE L po-
demos encontrar um homeomorfismo hY de U em uvma vizi-
nhanga de p em I conjugando Py e PY’ isto €&,
h P, = PYHY' Vamos estender hy, a uma vizinhanga de Y.
Seja M: U + ¥7(M) a fungHo obtida no Lema 1.3. Seja V
uma vizinhanga de y tal que se Yy € V existe 0= t s

com X:(y) € U onde X¥ =p{X). Definimos entdo hYﬁﬂ =
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= th hy X;(y). B fdcil ver que se V for suficientemen
te pequena hY estd bem definida, é um homeomorfismo e
conjuga os fluxos Xz e Yi. Como X* e Y* tem as

mesmas Srbitas que X e Y respectivamente, concluimos

que hy leva drbitas de X em Srbitas de Y. B

Se ¥ & uma dSrbita fechada hiperbdlica de um cam
po X E IT(M) definimos as variedades estdvel e imstdvel
de ¥ por

v (y) v}

wh(y)

fy e M3 w(y)

{v € M3 a(y)

1]
H

v}

Seja V uma vizinhanga de Y. Se Xt(q) € V para tz=0
entfo q € W (yY). Tal fato segue-se de uma propriedade
andloga da transformacgfc (difeomorfismo) de Poincaré de ¥.
Consideremos os conjuntos W;(Y) = [y € v; Xt(y) eV

¥t 0} o WE(Y) = {v ¢ V; Xt(Y) cE v t < 0}, Temos

WwW(y) = U x wi(y W = U x wi(y).
que (v) oy en v(Y) e (v) oy o v(¥)

1.5 PROPOSIQKO - Seja ¥ uma drbita fechada hiperbdlica
de um campo X € 2r(M). Seja V uma
. ~ 5 u
pequena vizinhanga aberta de Y. Entao WV(Y) e Wv(y)

sfo subvariedades C° de M, W;(y) é transversal a

W) e Welr) N WR(Y) = v.

Demonstragido: Seja L uma segdo transversal a X por um
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ponto p€ y¥. Se U=V (L denotemos por W%(p) e
Wg(p) as variedades estdvel e instdvel respectivamente
da transformagdo de Poincaré Py. Como P ¢ um pontd
fixo hiperbélico de P, temos que W;(p) e Wg(p) sfo

r

subvariedades ¢ de I, W%(p) é transversal a Wg(p)

e W%(p) 0 WE(P) = {p}. Por outro lade § fdcil ver que

v {x_ (a)s a € Wglp) e € (0,20)

n

we (v)

Wy (Y)

v {x.(a); acwy(p) e t¢ (0,20)]

onde w & o periodo de Y.

Usando o Teorema do Fluxo Tubular concluimos gue
W%(Y) = W%(Y) s&o subvariedades de M o que demonstra

- e
a proposigao. »

COROLARIO - Wo(Y) e W'(y) s&o subvariedades imersas

de M de classe Cr.

Exercfcio - Seja Y wuma drbita fechada hiperbélica de um.
campo X € £7(M). Mostre que existe uma vi-

zinhanga L de X e para cada Y €l uma vizinhanga

Wy © WS(YY) de Yy tal que a aplicagdo Y t— Wy seja

contfnua. Tsto &, dado € > 0 e YD €U existe & > O

tal que se ”Y-YOH < b entfo Wy, estd ¢ ¢ ~préxima

de WY -
o
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§2. Genericidade dos Campos de Vetores cujas drbitas

fechadas s3o hiperbdlicas.

No cépftulo anterior mostramos que o conjunto
Ql c ET(M), constituido de campes cujas singularidades
s&o hiperbdélicas, & aberto e denso em %7 (M). Neste se-
¢do vames provar que o conjunto q12 c Ql dos campos de
G; cujas drbitas fechadas sdo hiperbdlicas &€ residual.
Para disto basta mostrar que se T > 0 & um intediro qual
quer entaoc o conjunto ZX(T) c G, dos campos cujas Grbi-
tas fechadas de periodo =T s3o hiperbdlicas €& aberto e
denso. De fato, como G,, = ;21 £(T) segue-se que Gqo

é residual.

2.1 LEMA - Seja p € M uma singularidade hiperbdlica
de X € ¥7(M). Dado T > 0 existem vizinhan
gas Uc M de p e Uc E(M) de X e uma fungdo con-

tinua p: U 4+ U +al que:

i) se Yeu, p(Y) €& a ¥nica singularidade de Y
em. U a qual é hiperbdlica;
ii) +toda Srbita fechada de um campo Y € U que passa

por U tem periodo >T,

Demonstragdo: O item (i) j& foi demonstrado no capftulo
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anterior

Pelo teorema de Harbman existe ume vizinhanga V
de p tal que ndo existe Srbita fechada de Y € U intei
ramente contida em V. Como X(p) = 0 podemos encontrar
uma, vizinhanga U de p contido em Vv +tal que se q € U
entdo Xt(q) € V para t < 2T. Diminuwindo a vizinhanga
U se necessdrio teremos gque Yt(q) €V Mt T se
Q€U e Y€ U. Como Y nio tem Srbita fechada inteira

mente contida em 7V, o lema estd demomsirado. |

2,2 LEMA - Sejam T > 0 e ¥ uma Srbita fechada hiper=
bélica de um campo X € ET(M). Entdo existem

vizinhangas UC M de Y e UC £T(M) de X tais que:
i) cada Y € 4 possui uma drbita fechada hiperbdlica

Yy Cc U e toda Srbita fechada de Y distinta de

Yy due passa por U +tem perfodo maior do que T;

ii} a drbita Y, varia continuamente com Y.

Demonstragdo: Tomemos uma seggo transversal L por um

ponto p de ¥ e seja Py Vo £ a trang
formagio de Poincaré associada a X. Sejam T o periodo
de Y e n um inteiro positivo tal que nT > 2T. Tomag

do Vc ¥ suficientemente pequena temos que P§ estd de

finida em V. Como a transformagdo de Poincaré depende

continuamente do campo, existe uma vizinhanga W de X
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tal que se Y & u P? estd definida em V. Como p &

um ponto fixo hiperbdlico de Py temos que, diminuindo
U e V se necessdrio, existe uma fungdo continua

p:t U 4+ V gue associa a cada Y € U o Unico ponto fixo
p(Y) de P, em V e este ponto fixo ¢ hiperbdlico. Se

Yy € a 6rbita de Y por p(Y) segue~se que Yy 6 uma
érbita fechada hiperbdlica e evidentemente Yy varia cop
tinuamente com Y. Pelo Teorema de Hartman para difeomor
fismos, a continuidade da transformac¢dc de Poincard com o
campo, existe uma vizinhanga Vcv de P e uma vizinhan
ga U de X tal que para todo Y € U e para todo q € V,
P?(q) € V para k = 1,...,n. Portanito, diminuindo U

se necessdrio, teda drbita fechada de Y € U distinta de
YY passando por um ponto q € v tem periodo >T uma

vez que q ndo é ponto periddico de P Basta tomar

v

U = U X, V onde € > 0 & suficientemente peque~
te[0,T+e]

N0, .

COROLARIO - Seja X € le, isto &, todas as singularida-
des e drbitas fechadas de X sfo hiperbdlicas.

Dade T > O existe apenas um ntmero finito de drbitas fe

‘chadas de X de periode =T. Em particular X possui

no mdximo uma quantidade enumerdvel de drbitas fechadas.

Demonstragao: Suponha por absurdo que X possua uma infi
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nidade de Srbitas fechadas de perfodo =T e seja Y
uma seqBéncia de tais Srbitas com Yy, £ Y , se n # n'.
Seja P, € Y- Como M & compacta, passando a uma sub-
seqﬁéncia se necessdrio podemos supor gque P, + p. Logo
a Srbita de p ¢ acumulada por uma infinidade de drbitas
fechadas de periodo =T. DPela Lema 2.1, P nfo pode ser
uma singularidade e pelo Lema 2.2 a drbita de p nio po-
de ser fechada. Logo a drbita de p é regular. ©Seja

P, = X_T(p) e p, = XT(p). Seja F uma caixa de fluxo
contendo o arco Pp;P, da drbita de p. Se p, estd su-
ficientemente prdéximo de p, Xt(Pn) € F para

t € [-T/2, T/2] e portanto a Srbita de p, tem periodo

>T o que & um absurdo. ]

2.3 LEMA - Sejam X € ¥ (M) e Kc M um compacto tal
gue X nZo possua singularidades em K e

que as drbitas fechadas de X por pontos de K +tenham

perfodo >T. Ent3o existe uma vizinhanga U C (M) de

X tal que todo Y € U nio possue singularidades em X

e as érbitas fechadas de Y por pontos de K tém perio=-

do >T.

Demonstrag®o: Como K & compacto e X # 0 em K, exis-

te vizinhanca N C £7(M) de X +tal que tg

do campo Y E€ N nfo possue singularidades em K. Seja
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p € K. Como a drbita de X por p ou € regular ou tem
perfodo maior do que T segue-se que existe € > 0 e
uma vizinhancga Up de p tal que para q E‘UP’
Xt(q) 74 Up para todo t € [e,T+¢]. Como o fluxo depende
continuamente do campo existe uma vizinhanga up c h de
X tal gue a mesma propriedade € verdadeira para todo

Y € up. Em particular toda drbita fechada de Y € up por
um ponto de Uf tem periodo maior do que T. Seja

Upl, o 1V,
U= 0N up_. E claro que toda drbita fechada de Y € U

i=1 i
por um ponto de K tem periodo maior gque T. [ |

uma cobertura finita do compacto K e seja

Sejam X wum campo de vetores ¢”  em M, ¥ uma
6rbita fechada de X, £ uma segfo transversal por um
ponto p € y. Seja U c %¥°(M) uma vizinhanga de X e
seja V< £ wuma vizinhanga de p +tais que para todo
Y € W a transformag¢f@o de Poincaré de Y esteja definida

em V.

2.4 LEMA - Nas condigles acima existe uma vizinhanga
Uc M de ¥ com a seguinte propriedade:

dade € > 0 podemos encontrar um campo de vetores c”

YE U com ”Y-X”r < & tal que P, tenha apenas um ni-

mero finito de pontos fixoes em 3 < U +todos eles elemen-

tares.
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Demonstragao: Se ja (F,f) um fluxo tubular centrado em

p tal que f-l({O}XImml) =N F e tam-
bém que f,X seja o campo unitdrio em [=b,b] x T -1,
Seja © um campo de vetores ¢® definido em £(F) = R™

L

tal que C seja transversal a [-b}XIm"l e {b}XIm—l e

que toda dérbita de ¢ por um ponto de {-b} X L

contre {b} X -1, podemos definir uma aplicagdo

m-1 1

L§= {-b}xIm-l 5+ {vlxz gque a cada ponto de {-p}xz™"

associa a intersegfo de sua Srbita com {b}xlm—l. Pelo

Teorema do Fluxe Tubular LE € um difeomorfismo. Seja

- - b - -
A= [_b’_g] x ™1y [g,b] x ™1y [-g,gl x (- I';/i;)-

ol B2

o
&g |-—
o

I1Tr.8

Vamos mostrar que dado € > 0 existe €. > 0 tal que

1

para todo Vv € R" com ﬂv” < el podemos encontrar um

campo de vetores C de classe € tal que HE-C]]r < €
em [-b,b] x Im_l, C=C em A e LE(-b,y)”= (b,y+v)
m-1

se v € Il/h' De fato, seja §: [=b,bl =+ R, uma funcgdo
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¢ tal que §(t) =0 se t€ [-b,-5] UL2,b] e

p(t) >0 se t€ (-2,0). Seja : T' = 4 R" tal que

v

1 .
o) =0 se vl >2 o o) =1 so liyl s . vori-
nimos C(x,y) = (1, pp(y)¥ (x)v) e vamos determinar o
nimere real p para que c satisfaga &s condigles do

problema. A equagao diferencial associada a 6 pode ser

escrita como

dx
at = 1
dy .
3 = roly) b (e)v
A solug¥o desta equagdo com condigBes iniciais x(0) = -

e v(0) = Yo € I pode ser escrita como x(t% = t-b, ¥{)=

=y, + (‘L pe(yv(s)) t(s-b)ds)v. Tomemos %—: X § (s-b)ds.

¥ fdcil ver que se ”vn for suficientemente pequenc tere

mos que ”y(t)” < % para todo t € [0,2b]. Assim

#(v(s)) = 1 o portante y(t) = vy + (o [ 4 (s-b)as)v.

0
Logo LE(-b,yo) = (b,yo+v) o que demonstra a afirmativa
acima.

Seja Y o campo de vetores em M que & ignal a

X fora de f—l([-b,b] X Im-l) e igual a (f-l)*s em

m-l)

1([-b,b]XI . Eclaro que Y € C° e que ”Y'X"r < €.

benotemos por El a segldo transversal definida por

m—l)

1({b}XI e seja VcC El uma pequena vizinhanga de

Py = f—l(b,o) tal que as transformagles de Poincaré Py
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e P este jam definidas. A expressaoc de PY na carta

local f£/% € dada por

1
r.b,y) = Py(b,y) ¥ v
se VC f_l({b]XIl/h) e v € Il/q.

Pela Proposig¢do 3.3 do Capftulo I podemos escolher

ve &Y, vl < e, tal que a aplicagio yr—(v,Py(y))

se ja transversal &4 diagonal de Rm"l X Rm_l. Com esta es
colha os pontos fixos de PY em V serdo todos elementa

res, o que prova o lema. a

2.5 LEMA -~ Seja Y uma drbita fechada de um campo de vg
tores G- X. Nado € > O existe um campo
de vetores Y em M, de classe C , tal que [[v-x|_ <¢

e que Y seja uma Srbita fechada hiperbdlica de Y.

Demonstragac: Selja (fF,f) wum fluxo tubular, centrado em

um ponte de Y, tal que £, X seja o campo

unitdrio em [=b,b] x ™-1,  Vamos mostrar que dado & >0

existe €, > 0 +tal que para todo 0O < § < €, podemos en

1

e
contrar um campo de vetores C de classe ¢®  tal que

I-cll, <€ em [-b,B] x ™2, G=0c em A e
LE(ab,y) = (b,(1+8)y) se v E€ IT;l- Aqui estamos usando

a mesma notagio da prova do Lema 2.4,

De fato, seja Y:[-b,b] =+ RY uma fungfo ¢ tal
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0 se

v

que T(t) = 0 se +¢€ [-b,g] U [g,b] e ¥(t)

1, R*, +tal que w(y) = 0 se

t € Gg,g). Seja ©: I
lvll = 3/%, ©(¥) =1 se [yl =1/2 e oly)>0 se

1/2 < |yl < 3/4. Definamos T(t,y) = (1, eo(y) ¥ (t)y)

e vamos determinar p para gue ¢ atenda as condigﬁes
do problema. Da definigdo, € imediato que ¢ =‘C em A.
A equagdo diferencial associada a € pode ser escrita

conmo:

=1

ﬂ-lﬁt palﬂa
cH oK

Il

po(y) ¥ (x)y

Seja vy, € Im-l, tal que ”yOH < 1/4., Temos
o(y,}) =1 e o(v) =1 numa vizinhanga de y_ . A solu-
¢Zo da equagfo acima com condigles iniciais x{Q) = -b,
v{(0) = ¥,» Ppode ser escrita como x(t) = t-b, v(t) =
=¥, +£: p(v(s)) ¥t (s-b)y(s)ds. Pela continuidade de
v(s), existe uma vizinhanga [O,-g +t&] onde ¢(y(s)=1.

epJ;ilf(S)ds

b
Em [0,-5+L], teremos y(t) = Yo R

0 que pode

ser visto diferenciando-se a fungfio acima e notando gue

t
b o[ 4 (s)as
?(y(s)) =1 em [0,-3#£]. Seja u(t) =e © ]
Temos p(0) = I. Logo se p > O for suficientemente pe-
¢ (2)

queno (lp| < €49 €1 S ) teremos |u(2p)| < 2

Lzbw(s)ds

e ly(s)| = “YOH- 2s< 1/2 {(s) & crescente se p > 0).
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portanto ®(y{s)) = 1, para todo s € [0,2b}, o que im~
plica que v(s) = u(s)yo, para todo s € [0,2b], ou seja

LE(-b,yO) = (b, u(Zb)yo). F fdcil ver que podemos esco-

ither p de modo que W {(2b) = 1+ para 8] < e,. Logo

LE(—b,yo) = (b,(l+6)yo). E fdcil ver também que se |p]
for suficientemente pegueno temos HC-EHT < €, onde
€ > 0 & arbitrdrio.

Seja Y o campo de vebtores em M que ¢ igual a

1 -

m-1) e igual a £, C em

X fora de £ T ([-b,bIxT

m—l). ¥ claro gque Y € Cm, ”Y"X”r <e e

£71 ([-b,b]xT
y & ainda uma drbita fechada de Y. Vamos mostrar que
tomando ¢ suficientemente pequeno, Y serd uma JSrbita
hiperbdlica de Y. De fato seja L = 27 ({p}xx™ 1), A

expressfo da transformagfo de Poincaré na carta local

£|T & dada por
P (b,5) = (148) Py(b,y) se vl < 7 -

Logo (DPy) = (146)(DPy)(b,0). Tomando & > O pe~

(b,0)
queno, os autovalores de (DPY)(b 0) terfio valor absolu-
?
to diferente de 1. |

Observagio: Nos Lemas 2.4 ¢ 2.5 partimos de um campo de
vetores X de classe ¢® e o pertubamos na
topologia © . As demonstragles destes lemas nfo podem

. . T
ser feitas como acima se X for um campo de classe C .
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Isto porque, neste casc, o fluxo tubular (F,f) seria de

classe ¢° e portante o campo f,” € seria apenas de

classe Cr-l.

2.6 TEOREMA - 0O conjunto Gyo © Er(M), dos campos cujos
elementos criticos (singularidades e Srbi-
tas fechadas) sfo hiperbdlicos ¢ residual (e portanto den

so em Ir(M)).

Demonstragao: Seja T > 0 e consideremos ¢ conjunto

£(T) = {xX ¢ G, | as drbitas fechadas de X
com periodo <T sdo hiperbdlicas]}.
Vamos mostrar que %{T) & aberto e denso em
r ’ .
¥ (M) e como Gip = N ¥{n), teremos que Gyp ¢ resi-

neN
dual .

12 parte - £(T) & aberto em X7 (M).

Seja X € %¥{T). Pelo coroldrio do Lema 2.2,
X possui apenas um nmimero finito de dérbitas fechadas com
periodo <T.

Seja p € M. Temos trés casos a considerar:

a) p ¢ singularidade de X.
b) 6(p) € regular ou € fechada com perfodo >T.
c) 6(p) ¢& fechada de periodo =T (e portanto & hi-

perbdlica).
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No caso a), pelo Lema 2.1, existem vizinhangas Ub
de p em M e np de X em %27(M), +tais que todo cam
po YE hp possui apenas uma singularidade p(Y) € Ub, a
qual € hiperbdlica e toda Jrbita fechada de Y que inter
seta Up tem periodo >T.

No caso b), pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe
uma vizinhanga UP de p em M, tal que toda drbita fe

chada de X que interseta i) tem periodo >T e X nio

P

possui singularidades em ﬁp. Pelo Lema 2.3, existe vi-
zinhanga hp de X em X7(M), tal que todo campo

Y ¢ hp ndo possui -singularidades em ﬁp e as drbitas
fechadas de Y por pontos de ﬁ?, tém perfodo >T.

No caso c), pelo Lema 2.2 existem vizinhangas Up

de G(p) em M e n, de X em xT(M), tais que todo

campo Y € hp possui apenas uma Srbita fechada contida

em UP’ Yy, a qual € hiperbdlica e todas as outras drbi-

tas fechadas de Y que intersetam UP, tém perfodo >T,
Além disso Y nfo possui singularidades em Up.

0 conjunto [Up | p € M} & uma cobertura aberta
de M. Seja {Ul""’Ui} < {Up | p € M} uma subcobertu-
ra finita de M por abertos de ﬁUﬁ | p € M}. Sejam
hl""’h% c £7(M) as vizinhangas respectivas de X, obti

das nos casos a), b) e ¢c) e seja U = nyN...n h E fd-

po

cil ver que itodo campo Y € U possui o mesmo mimero de
q P ’
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érbitas fechadas com periodo =T que X (as quais sao
hiperbélicas) e que Y possui o mesmo nimero de singula-
ridades que X (as quais sdo hiperbdlicas), o que demons

tra a primeira parte do teorema,

28 parte - ¥(T) & denso em X% (M).

Basta mostrarmos que X(T) & denso em Gy -
Seja X € Ql.

Afirmagdo 1 = Existe T > 0 tal que toda Srbita fechada
de X tem perfodo =T.

Suponhamos por absurdeo, que exista uma seqfiéncia

{Yn} de drbitas fechadas tais que Y # Yor Se n £ nt,

¢ a seqliéncia dos perfodos de ¥ ’ {tn},_ se ja decrescen

n
te e tenda a zZero. Seja _p# é Y, uma seqﬁéncia em M,

a qual podemos supor que converge, passando a uma subse-
qﬁéncia se necessdrio, isto €, P, * P O ponto p deve
ser uma singularidade de X, pois caso contrdrio existi-
ria uma caixa de fluxo contendo p e as drbitas fechadas
que intersetam F nfo poderiam ter perfodos arbitraria-
mente pequenos. Como X € ql, P € uma singularidade hi
perbdélica. Pelo Lema 2.1 existe uma vizinhanga U de p
em M tal que toda drbita fechada de X que interseta

U tem perfodo maior de que 1, o que € um absurdo e demonsg,

tra a Afirméggo 1.
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Consideremos agora o conjunto [ = TI'(1,37/2) =

= {pe M| 6(p) & fechada com periodo t, T = t = 371/2}.

Afirmac¢do 2 - T & compacto.

Basta mostrar que ' & fechado. BSeja
P, p uma seqhiéncia em ['. Como foi observado acima,
p ndc pode ser uma singularidade de X. Se a dSrbita de
p for regular ou fechada de perfido maior do que 37/2
entio toda Srbita fechada de X por um ponbto prdéximo a
p tem periodo maior do que 37/2, o que & um absurdo.

Logoe 6(p) ¢& fechada de periodo entre T e 37/2, de-

monstrando a afirmagfo.

Seja € > O. Queremos obter Y € %¥(T) com
[x-¥ . < e. vamos dar uma idéia de como procederemos pa-
ra concluir a demonstragao. Tomemos T = m t/2 + q onde
0= qg< 7/2., Tnicialmente aproximamos X por um campo
X de classe C° com ”X-i”r < €/2n., Vamos a seguir a-
proximar X por um campo C° Y, € £(31/2) tal que
; Por
um campo C Y, € £(27) com ¥y~ 2”r < ¢/n. Repetindo

”i-Yln < ¢/2n. O passo seguinte serd aproximar Y
r

n-1 vewmes o processo a ser usado na aproximagao de Yl
o s
por Tg’ obtemos campos C Yi,Yé,...,Yﬁ tais que

Y, € (j1/2 + 1) e |¥Y - lel < ¢/n. Tomamos Y = Y _.
r

J+1 n

Temos que Y € #(T) e [¥-¥]|_ < e.
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Aproximagdo de X por Y, € x(37/2).

Se jam Pyreessp,  as singularidades de §. Pelo
Lema 2.1 existem vizinhangas Ul""’Us de Pyaeses,P, ©
vizinhanga hl c ql de X em Er(M) tais que para todo
Y € hl as drbitas fechadas de Y que intersetam
U=1 Usoal U, tem periodo maior do que T. Além disto
podemos supor que se Y € hl entdo Y ndoc tem singulari
dade em M-U, Vamos nos restringir aos campos de hl.

Seja vycT e EY uma segdo transversal por
P € v. Consideremos vizinhancgas V& c ZY de p e hY
de" X tais que para todo Y € hy’ P% este ja definido
em ﬁY§° Além disto, a drbita positiva de Y por um pon-
to dé VY intersecta ZY pela primeira wvez em um tempo
t > %}. Consideremos também uma vizinhénga WY de v

tal que a drbita positiva de Y por um ponto de WY in-

tersecta EY pelo menos duas vezes.

0 conjunto {W& | ¥y €T} cobre T que € compacto.
Se ja {Wl,...,Wk} uma suvbcobertura finita de T e

Lot
n as vizinhangas de X como acima. Sejam

—
l\{l’ H Yk
h =h. ﬂ,..ﬂh e W=W U-caUWo
2 Y1 Yic 1 k
Consideremos agora K =M - (UU W) que € com-

~ o d
pacto. Como X mnao possui singularidade em K e toda

érbita fechada de X por pontos de X +tem perfodo maior
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do que 37/2 existe, pelo Lema 2.3, uma vizinhanga

n, < h, de X tal que para todo ¥ €nh as drbitas fe

3 3’
chadas de Y por pontos de X +tem periocdo maior do que

37 /2. Vamos nos restringir a campos de h Para cada

3

jJ=1,4443k e para cada Y € hB consideremos a transfor

magdo de Poincard PjY= vy Ej. Pelo Lema 2.4 podemos

aproximar X POor um Campo ¢® ¥, tal que P = sd te=
1 lYl

nha pontos fixos elementares em Wl 0 Zl. Comec wvimos no
capftulo anterior, todo campo suficientemente prdximo de
?1 goza da mesma propriedade. Assim podemos aproximar
?l pPor um campo fé tal que Plﬁg e P2§2 sd tenham
pontos fixos elementares em W; N Z; e ¥, N Z,. Repe-
tindo o argumento obtemos um campo c” fk arbitrariamen
te préximo de X tal que as transformagdes de Poincard
ijk sé tenham pontos fixos elementares em Wj n Ej para
i =1,..0,k. Sejam HLj,...;M, as érbitas fechadas de T,
correspondentes aos pontos fixos das transformagﬁes de
Poincard consideradas acima. As demais Srbitas fechadas
de ?k tem perfodo > 37/2. Aldm disto existe uma vi-
zinhanga h(?k) tal que todo campo Y € h(Yk) tem ape~
nas drbitas fechadas de perfodo = 37/2, estas dérbitas
s30 elementares e estfo prdximas das drbitas corresponden
tes de gk. Usando o Lema 2.5 repetidamente, aproximamos

o campo §k por um campo o Yl cujas drbitas fechadas
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de periodo menor ou igual a 37/2 sejam as mesmas que as

de Y, e que estas drbitas sejam hiperbdlicas para Yl‘
Temos entdo que Y, € £(37/2).
Como ZX(37/2) €& aberto existe uma vizinhanca n,

de Y. contida em Z%(37/2). Consideremos vizinhangas

1
Us+1""’Us+L das drbitas fechadas de Yl de perfodo me
nor ou igual a 371/2 como no Lema 2.2, Seja agora
s+{
v= U U,. Assim toda drbita fechada de um campo préxi-
i=1

mo a Y por um ponto de U & hiperbdlica ou tem periodo
maior ou igual que T.

Tomemos T = I'[37/2, 27]. Usando a compacidade
de I' e os Lemas 2.4 e 2.5 como anteriormente, obitemos
uma vizinhanga W de T° +tal que Yl possa ser aproxi-
mado por um campo Yé cujas Orbitas fechadas por pontos
de W ou s3o hiperbdlicas ou tem perfodo maior que 27.
Como no compacto K = M - (UU W) as érbitas fechadas de
Yl tem perfodo maior que 2T segue-se que podemos aproe~
ximar Y, por um campo ¢” ¥, peortencente a %(27).

Para obter os campos Y3"“’Yn o processo € andloge. W
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§3. Transversalidade das Variedades Invariantes.

Nesta seg¢ldo terminaremos a demonstragio do teore~
ma de Kupka-Smale.
Dizemos que um campo de vetores X € £T(M) € ae

Kupka-Smale se as seguintes propriedades sao satisfoitas:

a) os elementos criticos de X (singularidades e dr-

bitas fechadas) sfo hiperbdlicos, isto &, X € G,y,3

b) se 0, e O, sXo elementos criticos de X entdo

WS(OI) & transversal a Wu(cz).

Denotamos por q123 ou K-S o conjunte dos campos de

Kupka«Smale.

3,1 TEOREMA (Kupka-Smale) - K-S & residual em T (M),
J& mostramos que (., ¢ residual em T (M)
e portanto resta apenas mostrar que K-S d residual em

qlq. Dividiremos a demonsiragfo deste fato em vdrios le-

Para uniformizar a notagdo convencionaremos que
uma singularidade de X € £T(M) & um elemento critico
de periodo zero. Assim, se T >0 e X¢ (1) ent3o X
tem apenas um ndmero finito de elementos criticos de pe=-

rfeodo <T e estes sfo hiperbdlices. Seja Z(T) o con-
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junto dos campos de vetores X € %¥(T) tais que se o, e
o, sfo elementos criticos de X de periodo <T entdo
Wﬁ(cl) € transversal a Wuﬁr2).
3.2 LEMA - Se %{T) €& residual em ZX°(M) para todo
T = 0 entfoc K-S & residual,
Demonstragio: Como K-S = [ $r(n) e cada ir(n) é rem
neN
sidual segue~se que K-S & residual, [ ]

3.3 LEMA - Sejam E wum espago de Baire separdvel e
Fc E um subconjunto denso. Unm subconjunto
Uc E € residual se e somente se para todo x € P exis-

te uma vizinhanga V., tal que UN V., € residual em Ve

Demonstragao: Se ja Vxl,...,V sses uma subcobertura enu

merdvel de F tal que U in seja resi-

e+l
dual em Vy  para todo i. Ent8o UN V4, o N U.. on
1 1 j=1 1J -
de U, cC Vki € aberto e denso. Seja Uy = 'gl Uy g B
@
claro que Uj € aberto e denso em E e que US> [ Uﬁ.
J=1

Isto prova que U € residual em E. A reciproca € +tri-

vial. N

COROLARIO ~ Se para cada T = O e para todo X € x(T)
existe uma vizinhanga N de X tal que

Z(T) & residual em h entfo K-S & residual,
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Demonstragio: Segue-se dos Lemas 3.2, 3.3 e da densidade

de %(T) em ZX7(M). [ |

Sejam X € %2(T) e O;s+..,0, o0s elementos cri-
ticos de X de periodo <T, Para cada i tomemos vi-

. s u s
zinhangas compactas Wo(ci) e Wo(oi) de O, em W (o3)
o Wu(ci) respectivamente tais que os bordos de Wz(oi)
e Wg(ci) se jam domfnios fundamentais para WS(Ui) e

u . ; 8 .
W (ci) respectivamente. Seja Ei uma cerca associada

ao bordo awi(ci), isto &, 22 € uma subvariedade de cg
dimensdoc 1 transversal ao campo X e & variedade estavel
local de o; © cuja intersegdo com esta variedade & o
dominio fundamental BWi(Gi).

W)

5

<%
ﬂ:T— . w“(a\
1
: |
1

2
/ b;j avig ()
17

B

ITT.9

Tomando uma vizinhanga N de X suficientemente

pequena temos que tode Y € N € transversal a cada Ei,

o8 elementos criticos de Y de periodo menor ou igual a

T sZo hiperbdlicoes e estao préximos dos correspondentes
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elementos criticos de X, Assim se cl(Y),...,gS(Y) sfo
0s elementos criticos de Y de periodo menor ou igual a
T existe uma vizinhanga compacta Wi(oi,Y) de ci(Y)
em Ws(ci,Y) tal que o bordo de Wi(oi,Y) € a interse-
¢fo de T] com Wo(5,,Y). Pelo Teorema da Variedade Es-
tdvel a aplicacio YP*-Wi(Gi,Y) ¢ continua, isto &, se
Y € e e>0 ent@o existe § > 0 +tal que se
~ S , r “
lv-Y || < & entfo W(s.,Y) estd e CF-préxima de
o'l o'\i
WZ(Ui’Yo)' Analogamente para cada Y € W e cada
i=1,...,8 construimos uma vizinhanga compacta Wg(oi,Y)
de ci(Y) em Wu(oi,Y) de modo que a aplicagdo
Y WE(Gi’Y) seja continua.
Para cada inteiro positivo n definimos
s s u u
Wnr‘(o'isY) = Y_n(wo(c'isY)) e wn(ci'Y) = Yn(Wo(Oi,Y))o
E clarc que as aplicagles Yhafwz(ci,Y) e YW—»WE(ci,Y)
sdo continuas uma vez que Yn e Y_n s3o difeomorfis-
mos que dependem continuamente de Y. Além disto
3 u ~ .
Wh(ci,Y) e Wn(ci,Y) s8o subvariedades compactas de M
(com bordo), W (s,,Y) = U W (0.,Y) e W (o, ,Y) =
i n Vi Yi
n=0
m _
= U W (0,,Y). Seja %_(T) o conjunto dos campos de ve
mo B4 n =
tores Y € h +tais que Wi(ci,Y) ¢ transversal a

Wg(cj,Y) para todo i e j.

3.4 LEMA - Sejam X € £(T) e h uma vizirvhanga de X
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como acima. Se para todo n € W, fn(T) & aberto e denm

soem h entio X(T) N h & residual em N,

[e=]

Demonstragio: Basta observar que X(T)nh = N fn(T) o
=1

gue & Sbvio. W

3.5 LEMA - Sejam X € ¥(T) e n uma vizinbanga de X
como acima. Entfo para tode n € N, % (T) &

aberto e denso em h.

Demonstragao: Se jam TpseeesOg o8 elementos criticos de X

de periocdo menor ou igual a T. Denotemos

por % . j(T) o conjunto dos campos de vetores Y € h
Ly

tais que Wi(ci,Y) ¢ transversal a Wz(cj,Y). B claro

—_ ] —
que %2 (v) = N % . .(T). Logo € suficiente mostrar
n i,j=1 Balsd
, j=

que cada %_ . .{(T) & aberto ¢ denso em 0.
,1,d4

1 - Abertura de %_ . .(T).
T,1l,J

. ~ s 8 ] R
Seja X € xn,i,j(T)' Como Wn(ci,x) é transversal

u - . - s u

a Wn(cj,x) e as aplicagdles 'Yka-Wn(ci,Y) e Y+ — Wn(cj,Y)
afo contfnuas segue-se que existe uma vizinhanga hij de
X contida em h tal que para todo Y € h‘j’ Wz(ci,Y) é

.(T) o

i
a -
transversal a Wn(cj,Y). Portanto hij c En,i,a

que demonstra a abertura deste conjunto,
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2 -~ Densidade de En i j(T)' Seja X € ¥(T) N h. Vamos
11

A e
mostrar que existe uma vizinhanga N de X contida

em h +tal que E {T) N h €& aberto e denso em N.
Nny1lsJd

Em particular X pode ser arbitrariamente aproximado por

um elemento de %_ . .(T).
Iyl J

. _ 8 ~ u
Consideremos o compacto K = Wn(ci,X) n Wn(cj,X
Se x € K existe um fluxo tubular (Fx’fi x) contendo x
L]

3 1 iti £~ r
e um numero real positivo bx tal que X,x( x) o

m-1

o [-bx,be X I e o campo (f ) X coincide com o

55,
. ~ - l 3

campo unitdrio em [-bx,be x I™", Seja A, CcF_ uma
vizinhanga de x %al que ¢ fecho de Ax estd contido no

. . -1 me1 e
interior de (fi,x) ({-p,b 1 x Il/h)' Diminuindo F_
” - S ~
se necessdrio podemos supor gue w2n(ci’x) nF,
(Wgn(oj,x) n Fx) tem apenas uma componente conexa.
Se ja Al,...,A& uma cobertura finita de X por abertos
como acima e denotemos por (Fk’f§ k) os fluxos tubula~-
*
=l me~1
res correspondentes. Temos gque fX,k([ by byl X Il/h)
contém A, . Como as aplicagles YF*-WE(G.,Y

YW—-Wﬁ(cj,Y) afo contlnuas, existe uma v121nhanga h de

~

X contida em h tal que WS (G yY) N W (U ,Y) c U
k—
para tedo Y € Nh. Diminuindo Nh se necessdrio podemos

ainda supor que para cada Y € ﬁ e k= 1,...y4 existe
b iy
umr fluxo tubular para Y, (FY,k’ f?,k) com FY,k o Ak’

£ =) [-bk,bk] x ™1 o ga1 que o interior de

Y,k(FY Kk
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£t ([-b,,b -0 tenha o fecho d Isto €
y,1 [Py kJ % I;s) econtenha o fec o de 4. sto
possfivel pois o fluxo depende continuamente do campo.
Seja agora Ik o conjunto dos campos de vebtores de Y € n
tais que W;(Ui,Y) ¢ transversal a WE(GJ’Y) em pontos

de Ek' E claro que %, ¢ um subconjunto aberto de n

0]

¢ suficiente para cumprir o mnosso objetivo mostrar que

~ = r L %
€ denso em N pois En,i,j(T) nn= 411 Fxe

tut |

k
Vamos mostrar que X, ¢ denso em ﬁ.
Tomemos um campo C~ Y € N. Denotamos por S+(Y)
. ~ =) T m-1
a intersegio de fY,k(wn(ci’Y) n PY,k) com {b.} x I
. e u |
e por U_(Y) a intersegdo de fY’k(Wn(gj,Y) n FY,k) com

m-1
{-‘bk} X I .

% Gi.) a
W W"('&)/ / W)
. |
\d;: ; < —_——_—— — %

‘/L __________

B fdcil ver que se S+(Y) € transversal a U+(Y) em pon

ITT.10

tos de {b,} % Im-l entfo Wi (o.,Y) & transversal a
K 1/4 n‘\ i’

WE(GJ,Y) em pontos de A, .

Usando o mesmo argumento da prova do Leme 2.4 te=
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mos que dado € > 0 e v € R™* com |vll suficientemen

te pequeno, existe um campo ¢® Y em M com ”Y—Y”r < €
tal que

- -1 -1
a) Y =T fora de fY’k([.-'bk,bk] x 0y,

m-1 N ~
b) L;(-b,y) = {b,y+v) para todo ¥ € Il/h' Aqui L¥

€ a aplicagdo de {-b} x ™t om b} x ot gque a cada

1 da

(-b,y) associa o ponto de intersegdo com {b} x "
Srbita de (fY,k)* ¥ pelo ponto (~b,y). Por outro la-
do pela Proposigao 3.3 do Capitulo I podemos escolher v
pequeno de modo que S+(Y) seja transversal a U+(Y) + Ve
Temos que f;%k(8+(Y)) ¢ a intersegdo de W;n(ci,g) com
a segfo transversal f;fk({bksxlm—l) e fgfk(U+(Y) + v)N
n {v} x IT}i) ¢ a intersegdo de Wgn(aj,§) com a segfo
f;fk({b} % Iﬁ;i). Concluimos entdo que estas duas sub- .
variedades sfo transversais em pontos de f"l([-bk,bij1§2l
Consequentemente Wi(ci,i) ¢ transversal a WE(Uj,§) em

rontos de Kk‘ Isto mosira que Te Zk.

Logo todo campo ¢® em h pode ser aproximado

por um campo de %k. Como todo campo em h pode ser a-

m
proximado por um campo C concluimos que xk € denso

~»
em 1 o que termina a demonsitragfio do lema. N

O Teorema 3.1 € conseqﬂgncia imediata dos Lemas

3.2, 3.3, 3.4 e 3.5.
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Observagio: E importante notar que K-S n3o & aberto em
x7(M). De fato, seja X, o fluxo irracional
no toreo T2. O campo X € X-5 uma vez gue nfo possue ele
mentos criticos. No entanto, X pode ser aproximado por
um campo Y tal que Yt seja um fluxo racional. Todas

as drbitas de Y s8o fechadas {nZo hiperbélicas). Logo

Y ¢ K-S,

Vamos agora enunciar o Teorema de Kupka-Smale pa~
ra difeomorfismo. A demonstragdo & énéloga a do caso de
campos de vetores e serd deixada como exercicio para o
leitor.

Um difeomorfismo f£ € Dif (M) & de Kupka-Smale
se

a) os pontos periddicos de f s30 hiperbdicos;

b) se p e d sio pontos periddicos de f entde
w®(p) € transversal a w(a).
Denotamos por K-S o conjunto dos difeomorfismos de K-S5.
3.6 TEOREMA - K-S & rvesidual em Dif (M).

Esbogo da demonstragdo?:

1) Se £ € Dif(M) e k € N denotamos por FKM - MxM
a aplicagdo ?k(p) = (p, fk(p)). Se p ¢ um ponto

peridédico de periodo kX de f entdo fk(p) = {p,p) e
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Dy

portanto pertence a diagonal A < MxM. Tal ponto p
elementar se e somente se 5 ¢ transversal a A em p.
Sejam n€ N e 8% o conjunto dos difeomorfismos

£ € Dif* (M) tais que ¥ & transversal a A para

k = 1,..-,110 sn é aberto e denso.

2) Seja f € 8™ e p um ponto perfiodico de £ de Pe
riodo menor ou igual a n. B fdcil aproximar f
por g € 8T ge Torma que g = f fora de uma vizinhanga
de p e p € um ponto periddico hiperbdlico de g. Asgim
o conjunto 8 < 8% dos difeomorfismos cujos pontps'perié
dicos de periodo k = 1,...,n saoc hiperbdlicos £ aberto

e denso.

3) Se ja Qn 0o conjuntoe dos difeomorfismos de ﬁn

cujas variedades esitdveis e instdveis dos pontos
periddicos de perfodo atd n 5830 duas a duas transver-—
sais. Qn ¢ residual. Como X-5 = qn temos que K-S
nc
¢ residual,

Uma ountra demonstragao do Teorema de Kupka=Smale
para difeomorfismos pode ser obtida a partir do correspon
dente teorema para campos de vetores. Para tanto necessi
tamosg dé uma construgdo que permite relacionar os difeo-
morfismos de uma variedade M com campos de vetores de

L
uma variedade M de dimensflo igual 3 dimens3o de M mais
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am. Eate método € denominado de suspensdo de difeomorfig

mos .

Sejam X € £¥(M) e £ c M uma subvariedade compacta de
L

codimensSo 1. Dizemos que % ¢€ uma seg¢lo transversal

global de X =se:

a) X & transversal a §;
L

b) a drbita positiva de X por todo ponto de I

A
volta a intersetar .

Se & & uma segfo transversal global de X € £T (1) en-
t50 o fluxo de X induz um difeomorfismo I a3 que
a cada ponto P € E assocla o ponto f(ﬁ) onde a drbita
positiva de P interseta E pela primeira vez. O difeg
morfismo * ¢ denominadoe a transformagfo de Poincaré asso-
ciada a E.

I £dcil ver gue se X € Kr(ﬁ) admite uma segio transver-
sal global f entdo o saturadoe de E pelo fluxo de X
coincide com M, disto &, Jéﬁ Xﬁ(f) = M, Em particular

X nfo possui singularidades.

Se El e 22 sfo duas segdes transversais globais de X,
r ~ -~ e

a aplicagdo h: Z;+ X, quea cada p € E; associa o

primeiro ponto h(B) em que a érbita positiva de P in=-

terseta 52 6 um difeomorfismo de classe ¢¥, Assim se

£t T, 4+ 21 e §2= Iy I, s8o as_respectivas transfors
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magoes
entre

fl e
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de Poincard, o difeomorfismo h € uma conjugagdo

~ ~ . ” ~ _1 -
fl e f2, isto e, fl =h To fzo h. Portanto

i

2 tem a mesma estrutura de drbitas.

Observemos finalmente que a estrutu;a de drbitas de X

é descrita pela estrutura de drbitas da transformagdo de

~p
Poincaréd £ e viceaversa. Com efeito, os seguintes fa-

tos sdo imediatos:

iv)

D e 5 ¢ um ponto periddico de f ge e somente

se ok(ﬁ) € fechadas

5 € & um ponto periddico hiperbdlico de T
se e somente se ¢,(8) & uma drbita fechada hi-

perbdlica;

se 51 e ﬁz s30 pontos periddiocos hiperbdlicos
de T entdo Ws(ﬁl) ¢ transversal a Wu(ﬁz) se
e somente se Wstﬂk(ﬁl)) € transversal a

u ~
W (0 (B,));

g € w(P) se e somente se @k(ﬁ) c w(ﬁk(ﬁ)).

A proposig@o abaixo mostra gue todo difeomorfismo

€ a transformagdo de Poincaré associada & segdo transver-

sal global de um campo de vetores.

3.7 PROPOSIGEO - Seja f € Dif"(M) onde M & wna varie

dade compacta. Entdo existem uma varie
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dade M, um campo de vetores X € fr(ﬁ) admitindo uma
segdo transversal global I e um difeomorfismo roal

t M+ f conjugando f e a transformacio de Poincard

=3

ek |

S'E--D

Hi

Demonstragio: Em MXR cousideremos a seguinte relagdo de

equivaléncia:
{(p,s) ~ (q,t) ® t=s-n e q = £%(p) para algum inteiro m.

Se jam M o espago gquociente MXR/~ e T: MXR - M a PTO
jeggo natural. Denotamos por S c M a imagem de Mx{0O}
por mT. Para cada t, € R temos que a restrigdo de T

a Mx(to,to+l) ¢ uma correspondéncia biunivoca entre
Mx(to,to+l) e f-m(M x {t }). Além disto w(p,1)=1{f(p),0).

Em M consideremos a topologia induzida por T: Ac M
Ly "'1 rd

& aberto se e sé se T —(A) € aberto.

Vamos mostrar que M possui uma estrutura de variedade

diferencidvel natural e que T € um difeomorfismo local

de classe Cr.

Se jam Xyt Ui -+ U0 Lo Rm, i = Llysv0y8, ocartas locais em
s .

= . Ld 1 1
M bais que ;21 Ui'_ M. Temos que Ui = ﬂ(Ui ¥ (_5,2))

e €i = m(U; x (%, E)) s¥o abexrtos em M. Definimos

20 20 x (-5 3) e F: 8 20, x 2) pox

£,(1(p,t)) = (x,(B)t) o ¥;(m(p,8)) = (x;(p),e)e ¥ el

ro que X, e ?i sao homeomorfismos. Afirmamos gue
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{(%.,0.), (ﬁ.,Vi), i=1,.0.,5} & um atlas C° em M,

~ - -l ~ oy -
De fato, X, x.l(u,t) = (xi xj (u),t), ¥y yﬁl(u,t) =

= (vy v @)t) o F FI(w) = (xy £ y3N(a), -1)

sfo difeomorfismos de classe Cr, 0 que prova a afirmati
va.,

Na verdade, podemos considerar i como uma variedade de
classe C°. De fato, pelo Teorema 0.19 do Capitulo I e-

0

xiste uma estrutura de variedade C em M tal gque X

e ?i s8o difeomorfismos de classe CT.
Como fia T O(xgl X id) & a identidade de U, X (-%,

e F,om o(x;1 X id) & a identidade de TU_ X (%3 59 son

gue-s¢ que T €& um difeomorfismo local de classe c”,
Se ja g%- ¢ campo de vetores unitdrio em MXR ocujas drbi

tas sfo as retas {pIxR, p € M. Seja X(m(p,t)) =

i}

dﬂ(p,t)'g%(p,t)). E fdcil ver que X(m(p,t)) =

x{(m(f(p): t-1). Logo X & um ocampo de vetores em M

de classe C', O campo X & transversal a 3 e a &rbi-
ta de X por um ponto B = m{p,t) & mn({p}xR). Logo a
drbita positiva de X por um ponto P E &, P = m(p,0),
volta a intersetar E pela primeira vez no ponto

g = m(p,1) = v{£(p),0). A transformagfio de Poincaré asso
ciada a £, f: 5 + 5, & ent3o definida por {(n(p,0)) =

= m{£(p),0).
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Seja h: M-+ &, n(p) = m(p,0). - Segue~se que h € um di
feomorfismo de classe ¢ e feh =hef o que conclui

a demomstragdo.

Vamos mostrar agora a dengidade dog difeomorfis-
mos de Knpka-Smale utilizando o método da suspensfo. Se-
jam f € Dif (M) e X € ir(ﬁ), h: M+ § como na propo-
si¢fo anterior, Tomemos um campo de Kupka—Smale
T € xr(ﬁ) préximo a X e seja £3 T - T a transforma-

-lc énh.

¢fo de Poincaré associada a Y. Seja g="h
Temos que g € um difeomorfismo de Kupka~Smale gue estd

préximo de f pois & estd préximo de f.
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CAPTTULO IV

GENERICIDADE E ESTABILIDADE DOS CAMPOS

DE MORSE~SMALE

como jd salientamos anteriormente, o objetivo cen

tral da Teoria dos Sistemas Dindmicos € a descrig¢@o dos
espagos de fase dos campos de vetores de uma variedade df
ferencidvel. Existem, mo entanto, campos.com espagos de
fase extremamente complicados como mostram 08 exemplos da
Se¢3o 3 do Capitulo IT. Assim a estratégia que se impde
neste programa & a de westringir o estudo a um subconjun-~
to do espago de campoes. £ desejdvel que este subconjunto
ge ja aberto e denso (ou o mais "amplo" possivel) e que
seus elementos sejam estruturalmenﬁe.estéveis con espa-
gos de fase bastante simples para que possamos clagsifi-
cd-los. No que diz respeito éo aspecte local, este pro-
blema estd completamente resolvido como vimos no Capitu-
lo IT.

Neste capitulo mostramos dque o programa acima, do pon
to de vista globﬁi, € realizdvel em variedades compactas '
de dimensZo dois. Este resultado, devido a M. Peixoto [18]l

w

e [19], pode ser considevado como marco inicial do recente
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e amplo desenvolvimento desta teoria. Em dimensSes maio-
res, no entanto, existem fendmenos mais ricos e complica-
dos que persistem por peguenas pertubagaes do campo ini-
cial. Por um lado, os campos estruturalmente estdveis
nfo sfo densos. Por outro, existém campos estruturalmen-
te estdveis com eépagos de fase cuja descrigEO mais com-
Pleta constitue ainda uma drea ativa de pesquisa.,

Neste contexto cabe ressaltar a importancia do es
tudo de propriedades gendricas, isto €, propriedades que
s8o0 satisfeitas por quase todos os campos de vetores (sub
conjunto de Baire). Este € o caso do Teorema de Kupka-
Smale do capitulo anterior.

Finalmente; observamos que o programa acima pode
ser colocado restringindo-se o universo de campos de ve-
tores a certos subconjuntos de especial interesse. Um e-
xemplo dos mais relevantes € o de campos gradientes de
uma variedade compacta. Neste caso os campos estruburalae
mente estdveis formam um subconjunto aberto e denso, sen-

do suas estruturas de 6rbitas bastante simples [23], [17].

§1. Campos de Morse-Smale.

Definimos agui uma classe de campos que desempenla

um papel importante na Teoria dos Sistemas Dindmicos. Es
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ta classe, denominada de Morse-Smale, constitue um subcon
junto aberto e n%o vazio e seus elementos sido estrutural-
mente estdveis. BEmbora estes resultados sejam vdlidos pa
ra vapiedades compactas de dimensdo qualquer [16], [17],

estudaremos neste capitulo apenas o caso de dimensfo dois

onde esta classe & também densa,

Tniciamos a segdo definindo os campos de Morse-
Smale. Provamos a seguir que um campo de Morse~Smale em
M* ¢ estruturalmente estdvel. A demonstraggo que apre-
sentamos, introduzida em [16], € distinta da original [19]
e pode ser generalizada para dimensOes maiores.

Antes de apresentar formalmente a definigdo dos
campos de Morse-~Smale, vamos motivd-la atravds de alguns
exemplos. Como objetivamos estabelecer uma clagse de cam
pos estruturalmente estdveis, de inicio devemos impoxr que
as singularidades e drbitas fechadas sejam hiperbdlicas.
Caso contrdrio os campos n%oc seriam nem mesmc localmente
estruturalmente estdveis. Ressaltamos também que as inter
segBes das variedades estdveis e instdveis de elementos
criticos (singularidades e drbitas fechadas) devem ser
presorvadas por equivalencia topolégica (vide Exercicio 1)
Portanto, € natural exigir que estas intersegfes sejam
transversais afim de garantir a sua persisténcia com pe-

quenas pertubagles do campo.
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EXEMPILO 1 - Considere o toro T2 o 83 e seja X = grad h

onde h € a fungdc altura dos pontos de 72

em relagao ao plano horizontal da figura.
£

Iv.1

Este campo possiie quatro singularidades Pys Pa» p3, Py

sendo p; um pogo, p, € p3 selas e P, uma fonte.
A variedade estdvel de Py interseta a instdvel de p3

nfo transversalmente. Como no Capitulo I, podemos des-

truir tal intersecgdo com?uma pequena pertubagao do campo X
i .
"l

a

Iv.2
%

b rd

O campo T resultante nao serd portanto equivalente a X.

As considerag®es acima nos conduzem a-definir os

campos de Morse-Smale como um subconjunto dos campos de
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Kupka-Smale., ¥ fundamental a esta altura observar que a
condigao de um campo ser de Kupka-Smale nada diz a respedi
to dos ¢ e w-limites de suas drbitas., Como uma equiva-
1éncia topoldgica de campos de vetores preserva o0s conjun
tos 0 e w-=1limites de dJdrbitas correspondentes, devemos

impor condigﬁes especificas sobre estes conjuntos.

EXEMPLO 2 -~ Considere um campo X gque induza um fluxo
irracional no toro T2. O a e W=-limite de
uma drbita qualquer de X & todo o toro %, Em parti-
cular X nfo tem singularidades mem dérbitas fechadas,
Consequentemente X & um campo de Kupka~Smale. No entan
to X nfo & estruturalmente estdvel pois pode sexr aproxi
mado por um campo Y qﬁe induz em T2 um fluxo racional
(vide Segdo 6 do Capitulo I)., Todas as Srbitas de Y s&
fechadas., Obtém-se assim uma mudanga radical dos conjun-

tos o0 e w=limite,

Antes de definirmos o conjunto de campos de Morse-

Smale necessitamos ainda de alguns conceitos e notagSes.

Seja X € Er(M)} Consideremos os conjuntos

L (x) ={pe M| p¢calq) para algum q € M o

yﬂ(x) fpe M| pe€ w(q) para algum ¢ € M}. Estes con

1l

juntos sdc invariantes pelo fluxo‘gerado por X e a 6rbi

ta de gualquer ponto "nasce" em Lﬁ e "morre" em Hn'
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DEFINIGRO ~ Seja X € £7(M). Dizemos que p€ M & um
ponto errante de X se¢ existe uma vizinhanga
Vv de p e um ndmero t, > 0 tais que se be| > t, en-
ta0 Xt(V)"n.V =¢. Caso contrdric dizemos gque p ¢ ndo
errante.
Denotamos por N(X) o conjunto de pontos ndo
errantes de X, As seguintes propriedades decorrem ime-

diatamente da definigdo anterior:

a) Q(X) € compacto e invariante pelo fluxo Xt'
b) n({x)o La(x) U Lw(X). Em particular 0Q(X) contém

03 elementos criticos dQ X.

c) Se X,Y€ ¥°(M) e h: M+ M & uma equivaléncia

topoldgica entre X e Y entfo h(Q(x)) = a(y).

0 exemplo seguinte mostra que em geral () contém

estritamente L U L .
ad [i1]

EXEMPLO 3 = Consideremos em 82 um campo X de classe
¢® com duas singularidadeé Py e p, e tOo

das as demais Srbitas sendo fechadas. Multipliquemos a=~

gora o campo X por uma fungdo nfo negativa s 4 R

de classe G que se anula apenas em um ponto P dige

tinto de P; © Ppe



. IV.3

Seja Y = 9X. 0 campo Y g Cm, possue trés gingulari-

dades Py» Py © e todas as outras Srbitas sdo fecha

Ps

das exceto uma drbita y com oY) = w(y) = p. Nemhum

ponto x de Y pertence a L, U Lm, mas x € 0 pois &
&,
5

_————
— -

TV.h
S
acumulado por drbitas Ffechadas de Y.
DEPINICXO - Sejam M wuma variedade compacta de dimensdo

n e XE¢€ ¥(M). Dizemos que X € um campo

de Morse~Smale se:

1) X tem um ndmero finito de elementos criticos (sin

gulares e Srbitas fechadas) todos hiperbdlicos.

2) Se 06, e s¥o elementos criticos de X entdo

1 0o

Ws(cl) é transversal a Wu(oz).

3) 0(X) & igual ao conjunto dos elementos criticos



=218~
de X.
A seguir exibimos alguns exemplos de campos de
Morse-Smale. Os de mimeroc 4, 5, 6 e 7 sdo de 52, 8e g9

de T2.

EXEMPLO 4 - Todo campo em 82 com as caracteristicas

abaixo € chamado polo norte-polo sul.

L
Pys Pg singularidades hiperbd-
licas
Py atrator
ps repulsor
se x € s° - {pN,pS} entfo
w(x) = py e a(x) = pg.
5 1v.s N S
EXEMPLO 5
By Pys Pg singularidades hiperbd-

é . licas repulsoras

v Jdrbita fechada hiperbdlica

atratora
y o ”
se X € 87 - {PN’PS} Uy entdo

w(x) =y e a(x) = pN ou pg.
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EXEMPLO 6
B,
Pys Py atratores hiperbdlicos
Ty Ty repulsores hiperbdlicos
! 2 s .
s, € Sy selas hiperbdlicas
Q(X) = {Plrpzarl’r2!51!s2}
, Iv.7
EXEMPLO 7
Tys Tpo rB repulsores hiper-

bélicos
s sela hiperbdlica

Y0 Yo érbitas fechadas hiper-

bélicas atratoras

a{x) = {rl,rz,rs,s} Uy, Uv,

As drbitas deste campo no cilindro limitado por

Y, e Yy s30 como na figura abaixo.

Iv.9
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P atrator hiperbdlico
ko repulsor hiperbdlico

s s, selas hiperbdlicas

l!

Q(x). = {p,r,s,,8,}

EXEMPLO 9

drbita fechada hiperbdlica

atratora

Y, érbita fechada hiperbdlica

repulsora

a(x) =v; Uy,
¥
Iv.1l1
Denotaremos por M-S o conjunto dos campos de
Morse-Smale. A seguinte proposicio dd uma caracterizagdo
mais simples dos campos de Morse-Smale em variedades bi-
dimensionais. Uma ligacHo de sela corresponde a uma J4r-

bita cujos ¢ e w-limites s30 selas.

4.1 PROPOSICXO - Seja M wuma variedade compacta de di-
mensfo dois. O campo X € iT(M) € de

Morse-Smale se ¢ somente se:
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a) X tem um ndmero finito de elementos criticos to-
dos hiperbdlicos.

b) NHo hd ligagdo de selas.

¢) GQualquer Srbita tem como g-limite um Unico elemen-
to critico e como w-limite também um tdnico elemen-

to critico.

Demonstragio: ¥ claro que se X € MS entdo X satisfaz

as condigles (a), (b) e (c) acima. Mostre-
mos a reciproca. Seja X € ¥T(M) satisfazendo (a), (b)
e (c).

Como a variedade estdvel de um pogo e a variedade
instdvel de uma fonte sZo bidimensionais, a condigdo de
transversalidade sé pode ser guebrada entre variedades eg
tdveis e instdveis de selas. Tal nfo acontece pois n3o
hd ligagdo de selas. Assim, basta provar que n(x) €
constituido de elementos criticos. ‘

Inicialmente, mostremos que a variedade estdavel
de um pogo € constituida de pontos exrrantes, com excegio
do préprio poge. Suponhamos que 0 pogo seja uma singula-
ridade p. Como jd vimos existe um disco D C Ws(p) con
tendo p cujo bordo € um circule C transversal a X.
Como W (p) - p= U Xt(G) e o conjunto dos pontos er-

tER
rantes € invariante, ¢ suficiente mostrar que o8 pontos

de © s3o errantes. Consideremos os discos D, = Xt:l(D)
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contido no interior de D e D _, = Xt——l(D) cujo inte~

rior contém D, Tomemos um pontoc x em C. Seja V wna

vizinhanga de x disjunta de D1 e D-l'

Xt(V) N V=¢ para todo t com |t| > 2. TIsto prova

Temos que

gque x & errante, Suponhamos agora gue o pogo seja uma
érbita fechada ¥v. Neste caso existe tambdm uma vizinhap
¢a U de Yy cujo bordo S & transversal a X. Se ¥

" € uma curva orientdvel, U & homeomorfo a um anel e S &
a unifo de dois circulos disjuntos. Se Y ndo & orientd
vel entdo U & homeomorfo a uma faixa de Moebius e S &
um circulo. Aldm disto W (y) -y = U Xt(S). Com o
mesmo argumento anter&or tenmos que SfeRe portanto

WS(Y) -y, € constituido.de pontos errantes. De maneira
inteiramente andloga podemos demonstrar que W (o) -o &
formado de pontos errantes gquande ¢ & um elemeito criti
co repulsor. Finalmente se x € M nfo € uma singularida
de e nem pertence a uma Jdrbita fechada entdo ou ®(x) é
um atrator ou a(x) & um vepulsor. Istc decorre da nio
existéncia de ligag3o de selas. Logo x €& errante, o

gue conclui a demonstragio.

DEFINIGX0 ~ Dado um campo X de Morse-Smale chamamos de
diagrama de fase I de X ao conjunto de

elementos criticos de X munido da seguinte ordem par-
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. 1n s
cial: 0;,0, €T, ¢, <0, se W (01) nw (02) £¢. Is-
to €, existe uma Jrbita que nasce em 0, e morre em 0o,.
A relagfo < acima € uma ordem parcial em T
pois nfo hd ligagio de selas. Observamos também que, co-

mo dim M = 2, o diagrama de qualquer campo de Morsew

. fag .
Smale conterd no mdximo trés niveis,

EXEMPLOS - Os diagramas de fase dos Exemplos 4 a 9 desta

segdo sfo os seguintes:

4
P“- :‘ ] ><P2_
////\\\\ ' s 5o
: | Pl
Fv\_' PS ﬂ rz‘

<~

AN
" \X\\\//{// - V.12

DEFINIGXO - Sejam X,X € M-s e T, © seus diagramas

de fase. Dizemos que T e IT sZo isomor-
. . ~ . . -, -
fos se existir uma correspondencia biunivoca h: T =+ T

tal que
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a) x €T & uma singularidade se e somente se h(x)er

¢ uma singularidade,

b) Xy 4%, €T entdo x; £ x, se e somente se

h(xl) = h(xz).

Mostraremos a segulr que pequenas pertubagSes de
um campo de Morse-Smale dd origem a campos de Morse-Smale
com diagramas de fase isomorfos. Para este efeito usare-

mos o conceito de filtragHo associada a um campo de Morse-

Smale.

’

DEFINICXO ~ Seja X € M-S. Uma filtraglo para X & uma

seqllencia Mo = ¢, Ml c M2 C eee T Mk = M )

de subvariedades compactas Mi com bordo para O< i < k

tais que

a) X & transversal ao bordo de M, e Xt(Mi) c In-

terior Mi para % > O,

b) Em M,,, - M; o conjunto maximal invariante do
fluxo Xt consiste apenas de um elemento critico

. Tsto & [ X
tER

0341 (Mg - Int M) =0, ..

L,2 LEMA - Seja X ¢ %r(Mz) um campo de Morse-Smale.,

Existe uma filtragdo para X,

Demonstragao: Se jam 01’02""’0j os atratores de X.
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Tomemos vizinhangas disjuntas Vl,Va,...,Vj com bordos
transversais a X, como na demonstragiio da Proposigfo L.l.

Definimos M, =V

1 1’ M

= Ml U vz’.oo, Mj = M:j-l U Vj-

1""’05 as selas de X. Consideremos O©

2

Se jam . R
Ja i+ J+1

u L.

e as componentes de W (Uj+l) - 04,1 @8 quais intersetam

an transversalmente. Em uma vizinhanga de Uj+1’ cons

- ~ - 8
truimos duas segoes S1 e S‘2 transversais a W (Uj+1)—

5

IV.13
- Gj+1. Se esta vizinhanga for suficientemente pequena,
as trajetdrias de X pelas extremidades de S e S

1

cortam transversalmente & an. Préximas a estes arcos

2

de trajetdrias, construimos curvas Cy1 Cp1 Cg5 €y trang

versais a X ligando as extremidades de S1 e 82 a
an. Podemos construir estas curvas de forma que se jam
tangentes ds subvariedades Sl, 82 e BMj. Isto pode

ser feito tomando fluxos itubulares contendo estes arcos
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de trajetdrias, como indicado na figuzra.

DM}
G
A 7
s, IV.1k
Se ja Vj+1 a regiac contendo Gj+1 e limitada
por Sl’ 82, Cys Cos 03 e ¢y e parte de an. Tomemos
Iv.1l5
My
M. = M, Vv, .. E i 3
1 iV Vi fdcil verificar que JQR Xt(vj+1)
=041 © que Mj+1 satisfaz ds condigles desejadas.

Repetimos a construgao para cada sela obtendeo assim a se-
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qiiéncia de subvariedades ¢ =M C M; C ... C M5 CousC

1

c MS. Se jam, finalmente, Gs+1’ Gs+2""’dk as fTontes

de X. Consideramos vizinhangas V des

VS'I'Z’.’-’VS‘I'k =8

s+1’

tas fontes com bordos transversais a X, como no caso

dos pogos. Definimos entao

MS-I-l

4

M ~ (Int V UeooU Int vk)

s+2

M

gpp = M - (Int Vv

+3 Ues.lf Int vk)

e assim por diante, resultando Mk = M., E imediato veri=-

ficar que a seqliéncia ¢ = M, C My C ees My € uma fil-

1

tragfdo para X.

4.3 TEOREMA -~ Seja X € M-S, Existe uma vizinhanga W
de X em XT(M®) +tal que se Y € U en-

t80 Y € M-S e seu diagrama de fase & isomorfo ac de X.

Demonstragio: Como os elementos criticos de X s8o hiper

bélicos, a cada O, € 0(X) existem vizi-
nhangas ui(X) c Ir(Mz) e Ui(Gi) tal qus todo Y € U,
tem um dnico elemento criticos Gi(Y) c U, Além disto,
pelo teorema de Hartman, reduzindo se necessdrio as vi-
zinhangas U, U,, podemos supor que di(Y) & o dnico

conjunto invariante pelo fluxo Yt inteiramente contido

em U,. Tomamos u =N ui. Consideremos agora ama Lil-

traglo ¢ = M/ C M; C ... & My = M para X. Vamos mos-
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trar que para U suficientemente pequeno entfo

¢ = Mo CMjC oMy =M ¢ também uma filtraglo para

1
qualquer Y € U, Isto implica que Q(Y) consiste dos

elementos criticos Gi(Y) definidos acima. De inicio

observamos que, sendo X <t{ransversal a aMi, que € com
pacto, Y préximoc a X também o serd. Reduzimos as vi-
zinhangas Ui(ci) de forma que U,(0,)c M, -~ M, .. Co-

mo Xt(Mi -~ Int Mi-l) = 0., existe T > 0 +tal que

o tER

N X, (M, -Int M, .} < U,, O mesmo fato & vdlido para
BT tYV 4 dwl i
Y& u se U for suficientemente pequena. Como

i

423 Yt(Ui) = Ui(Y), segue=-ge que égR Yt(Mi - Int Mi_1)=

Oi(Y). Consequentemente, ¢ =M C M C ...C M =N

U

¢ uma filtrag®o para todo Y € U. Afirmamos que

a(y) n (M; ~ Int Mi_l) = O'i(Y). De fato, qualquer Srbita

Iv.16
¥ distinta de 0,(Y) passando por um ponto de M; -

- Int M; ; deve intersetar M, ou eM; _, (ou ambos).

1

Isto porque a inica Jdrbita inteiramente contida em

M; -Int M, ; & Ui(Y). Como Xt(Mi_l) C M, ; para
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]

”

t >0 e Xt(M'Mi) < M-M; para t < 0, Yy € uma drbita
errante, Assim Gi(Y) & a vnica Srbita de Q(Y) em
M; - Int M; ;. Portanto Q(y) = g o;{(¥) sendo Ui(Y)

hiperbdlico para todo indice i,

Para concluirmos que Y € U & um campo de Morse~
Smale basta mostrar que para U pequena nio hd ligagao
de selas, Assim seja 0, = Gi(x) uma sela e suponhamos
que uma das componentes Y de Wu(Gi) - 0, ‘tenha como

w-limite o pogo o = 0(X). Seja V wuma vizinhanga de 0

IV.17

como na construgfo da filtragio. Como Wu(Gi(Y)) estd
préxima de Wu(Ui) em partes compactas, entdo uma das
componentes de Wu(ci(Y)) - Ui(Y) também interseta 3V
transversalmente. Logo seu w-limite é 0(Y¥). O mesmo ra

- - - - ”~ - -
ciocinio aplica=-se a todas as componentes estaveis e ins=—
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tdveis das selas. Assim para U suficientemente pegue-
na, se YE U ent3o Y € M-S e a correspondéncia acima
ci(X) -+ Gi(Y) ¢ um isomorfismo de diagramas. O teorema

estd demonstrado,

4.4 TEOREMA - Se X € %r(Mz) € um campo de Morse-Smale

entfo X € estruturalmente estdvel.

Demonstraglo: Pelo teorema anterior, sabemos que existe

uma vizinhanga U(X) c ir(Mz) tal que se
Y€ U entfo Y € M-S e existe um isomorfismo

Gi(X) -+ Ui(Y) de diagramas de fase.

12 parte: Suponhamos inicialmente gue X nfc possue 6rbi
tas fechadas. Consideremos um pogo O de X
e o correspondente pogo o(¥Y), Y E U. Seja VI3 0 um
disco em W°(0) como anteriormente. Isto &, 3V & trans
versal a X e a todo Y € U, Também o(¥) € vc W (o(¥))
Se jam 01,02,..., as selas de X +tais que Oi < 0. Cha
memos de pl,pz,... os pontos em que as separatrizes das
selas o, (componentes¥*de Wu(ci) - Gi) intersetam av,
Se jam pl(Y),pz(Y),... 08 correspondentes pontos para Y.

. ~
Para cada Ui’ congideremos as segaes Si’ Si transver=
e

sais As separatrizes de 0, pelos pontos gq q; como

i’

na figura a seguir.
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Iv.18

Saturando S, §i pelo fluxo Xt obtemos uma familia tu
bular para Wu(Ui) como no Capitule II, §7. As fibras

desta familia serdo Xt(si) e Xt(gi) para cada t € R
e mais Wu(ci). A projegdo T; 9que a cada fibra f as=-

socia TN WS(Ui) ¢ continua. Além disto m, é um ho-

meomorfismo de uma vizinhanga Ii de p em 23V sobre

Iv.19
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uma vizinhanga de O, em Ws(di). Efetuamos a mesma
construgdo para o campo Y. Comegamos agora a definir a
equivaléneia topoldgica h entre X e Y. Colocamos
B(o) = o(x), B(o,) = 0,(¥), nlp;) = p;(¥), nlay) =

= qi(Y) e h(ai) = Ei(Y). Extendemos h a Ws(Ui) pe-
la equagdo h Xy 9y = Y, hay =Y, qi(Y), h X, ai =

= Yt Ei(Y). Agora definimos h em Ii da seguinte ma-

=1
neira: para x € I,, hx = [ni(Y)] hm, x.

IV.20
Temos assim que h estd definido em um nidmero finito de
intervalos disjuntos Ii de 3V. Observe gue Se a Vi=
zinhanga uU(X) € pequema entdo h/Ii € préximo &4 identi
dade. DPodemos entdo estender h a todo o circulo dV,
Repetimos a mesma construgEo para todos os pogos. Final-
mente, definimos h em todo M2 pela equaggo h Xt Z =

= Yt h z.,  E fdeil ver pela construgﬁo que h possue in-
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versa h-'l a qual pode ser definida exatamente como h
trocando os papéis de X e Y. Assim resta provar a con
tinuidade de h. Isto & dbvio para os pogos, fontes e va
riedades estdveis dos pogos. Vamos analisar o caso das
variedades estdveis das selas., Seja x € Ws(ci) onde

Ui & uma sela. Ohbservemos que h leva fibras da familia
tubular de 0, em fibras da famflia tubular de Ui(Y),
isto &, m,(Y)hz =h ni(Y}z. Consideremos uma seqliéncia
qualguer X, P X Queremos mostrar que h x, -+ hx. Pela

observagéo acima temos que a fibra por h x, converge pa

ra a fibra por hx, Isto & ni(Y) h x, + hx. Resta mos-

trar que h xﬁ converge para WS(Gi(Y)). Para isto cong

IV.21

truimos famflias tubulares paraws(ci) e WS(Ui(Y)).

Isto € feito a partir dos segmentos Ii, Ii(Y) contidos
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Iv,22

em 0OV saturando-os pelos fluxos X e Y Como

t t"
h(Ii) = Ii(Y) temos que h leva fibras da famfilia tubu-
lar de W2(c;) em fibras da famflia tubular de W° (o, (¥,
Portanto se Ty e Tri(Y) sao as respectivas projegoes
em Wu(O'i) e Wu(O'i(Y)), entfo hﬁ'i z =1Tr‘i(Y)hz. Como

~ . - S( hind -
m; & continua e x_ -+ x € W Oi) vemos que T, X <+ TM,x=
= 0,. Também como a restricfio de h a Wu(ci) ¢ conti-
nua, h('l"r'i xn) -+ h(O‘i) = O‘i(Y). Por outro lado,
L L] -~

n(m, (x,)) = ni(Y) h(xn) e portanto ni(Y) hix )} =+ Ui(Y).
Isto mostra que h(xn) converge para a variedade estdvel
de Gi(Y) e consequentemente h(xn) + h{x)., Isto termi-

na a demonstragdio no caso em que X nfo tem Srbita fecha

da,

2% parte: Suponhamos agora que X possda Srbitas fecha-

das. Estas drbitas fechadas s3o necessariamen-
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te atratoras ou repulsoras pois elas sfo hiperbdlicas e
dim M = 2., Como jd observgmos, existem campos Y arbi-
trariamente prdximos a X tais que os fluxos _Xt e Y,
nfo sfo conjugados. Para isto basta aliewrar com uma pe-
quena pertubagfio o periodo de uma das drbitas fechadas

de X. Contornaremos esta dificuldade definindo uma con-
jugagﬁo h entre fluxos it e §t reparametrizados de
Xt e Yt'

e também as drbitas de Yt e ?t resulta que h serd

LY i -
uma equivalencia entre os campos X e ¥,

L. ]
Como as drbitas de X, e Xt sAo as mesmas

Usando o Lema 1.3 do Cap.III podemos jd de inicio
supor que as d6rbitas fechadas de X e Y tenham todas
elas o mesmo periodo T e admitam segles transversais in
variantes. Afim de simplificar a exposigflo consideraremos
dois subcasos. |
(2.a) Consideremos inicialmente o caso em que todas as

drbitas fechadas de X sgejam atratoras. Vamos
procuraxr imitar a construgdo da conjugagao~feita para o
caso em qué nio hd érbitas fechadas. Em volta de cada
singularidade atratora O, Gi(Y) consideramos um cir-
culo C; transversal a X e Y. Em cada Srbita fecha-
da O, Uj(Y) tomamos uma seg¢do transversal imvariante
£Z. e em Ej domfnios fundamentais Ij’ IJ(Y) para as

tranaformagdes de Poincard associadas. Ij serd compos-—
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to de doig intexrvalos fechados. Como anteriormente, cons
truimos famflias tubulares insidveis associadas as selas
O G#(Y) de X e Y: tomamos segles S,_ e gk trans
versais a Ws(ck) e Ws(Uk(Y)) e consideramos as fami-
lias Xt(Sk), Xt(gk) e Yt(sk)’ Yt(gk)' 0 homeomorfis-
me gue iremos construir deverd levar cada fibra da fami-
lia tubular de O, em uma fibra da familia tubular de
Uk(Y). Além disto preservard os circulos transversais

C; e as segles transversais Ej' Assim definindo uma
conjugagfo de X/WS(Gk) e Y/WS(Gk(Y)) para cada sela
Uk’ induziremes um homeomorfismo em um mimero finito de
subintervalos de Ci e de Ij' Tais subintervalos con-
tém as interseg¢les das variedades instdveis das selas com
C; e Ij. Tal homeomorfismo h & prdximo i identidade
se Y ¢ préximo a X e portanto pode ser estendido a to
do Oi e Ij' Para cada singularidade U& definimos
h(UL) = UU(Y) e para cada drbita fechada Uj definimos
h(Ej n Gj) = Ej N Gj(Y)' Finalmente, estendemos h a to
do M wusando a equagfio de conjugagfo h = Y, h X_

®

na primeira parte da demonstragfo., Resulta, entfo, que

[s]
% com

h ¢ um a um e sobre. A continuidade de h nas singula-
ridades e variedades estdveis das selas pode ser verifica
da como na primeira parte., A continuidade de h mnas Jdr-

bitas fechadas segue~se da invaridncia das segles Zj,
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como visto na estabilidade local de drbitas fechadas hi-

perbdlicas (Segfo 1 do Capftulo III).

(2.b) Suponhamos, finalmente, que exista drbita Ffechada
atratora e dérbita fechada repulscra para X. Es-
te caso torna=se inteiramente andlogo ao anterior apds
wna nova reparametrizagﬁo dos campos X e Y. Esta re-
parametrizagao se faz necessdria para que possamos esten-
der ds Jdrbitas fechadas repulsoras o homeomorfismo cons-
truide em (2.a). Para tanto consideremos segles trans-
versais invariantes E& associadas ds dérbitas fechadas
repulsoras 5£ e sejam i% os domfnios fundamentais
correspondentes, Cada i& fica decomposto em uma uniflo
de subintervalos fechados cujas extremidades interiores
a :& sdo as interseg®es das variedades estdveis das se~
las com Int I,. Observemos gue todos os pontos de cada
um destes subintervalos abertos tém para W«limite o mes~
mo atrator, como na figura abaixo, Seja p € Ws(Gk) n i&
uma das extremidades de um destes subintervalos. Consi-
deremos um pequeno intervale [a,b] < f% em torno de p

tal que toda drbita por pontos de [a,b] interseta a se=-

¢do transversal S, . Ufilizando o Lema 1.3 do CapIII, fazemos

uma reparametrizacio de X de modo que todos os pontos de
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IV.23

fa,b] atinjam S, mno tempo 1. Continuaremos chamando
de X o campo resultante desta reparametrizag&o. Se ja
[at,b?!] < (a,b) um intervalo contendo p. Com uma nova

reparametrizag¢do podemos fazer com que todos os pontos de



=230~

{Xl(a), X, (a®)] = 5, atinjam Ej no tempo 1. Analoga-
mente para [X,(b), Xl(b')] em relagdo a C;. Assim
X,la,a1] < Ej e X,[b,b!] « C;+ Repetimos esta comstru-
¢io para as diversas selas cujas variedades estdveis in-
tersetam i&' Finalmente, reparametrizamos X de modo
que todos os pontos do complementar em ££ da unifio dos
intervalos [a,b] como acima atinjam os diversos Ci e
Ej no mesmo tempo t = 2.

Efetuamos também as mesmas reparametrizagEes para
os campos Y préximos a X. A construgdo da conjugagio
h entre X e Y faz-se agora exatamente como em (2.al

t t
acrescentando-se h(Z& n UL) = g& n EL(Y)'

§2. Densidade dos Campos de Morse-Smale,

Nesta se¢fo mostramos que M-S & demso em Ir(Mz),
M2 o:ientével. Utilizamos o Teorema de Kupka-Smale, o
gue permite uma certa simplificagao da prova original de
Peixoto [18]. Observamos pordm gue este resultado ndo sé
& anterior como também serviu de motivag¢fio ao Teorema de
Kupka=-Smale. No final da segfo analisamos o caso em que
2

M nZo € orientdvel e discutimos os resultados correspon

dentes para difeomorfismos, -
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Iniciamos a secfo demonstrando o teorema para a

esfera 52 que ¢ bem mais simples e ilustra o caso geral.

DEFINICXO -~ Seja vy uma 6rbita de X € ¥7(M). Dizemos

que ¥ & recorrente se w(y)>D vy ou a(y)y.

Um elemento critico de X & sempre recorrente.
Neste caso dizemos gue a drbita recorrente € trivial.
Qualquer Srbita do fluxo irracional no toro € recorrente
n#o trivial.

Pelo teorema de Poincard-Bendixon, toda Srbita re
corrente de um campo X € $r(52) € trivial, Tal fato

simplifica bastante a demonstrac@io de que M-S ¢ denso em

zr(sz).

2.1 TEOREMA - Se X € xr(sz) é um campo de Kupka-Smale

entdo X € um campo de Morse-Smale.

Demonstragfo: Como X € Kupka-Smale entdo X tem um mi-

mero finito de singularidades todas hiperbd
licas. Pelo teorema de Poincard-Bendixon o W e g~1limite
de gualquer d&rbita ¢ uma 1inica singularidade ou uma Jrbi-
ta fechada. Isto proque se o W~limite de uma drbita ¥
contém mais de uma singularidade entdo estas singularida-
des devem ser selas e @(Y) contém também uma drbita re-

gular ligando estas selas. OComo X & Kupka~Smale ndo hd
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1igagao de selas, o gque comprova a afirmativa acima. Co=
mo as drbitas fechadas sdo hiperbdlicas atratoras ou re-

pulsoras resta mostrar gue existe apenas um mimero finito
delas. Suponhamos, por absurdo, que exista uma infinida«
de de drbitas fechadas., Seja X sXpyeeasXpyees UmA Se-

gléncia de pontos em dSrbitas fechadas distintas. Tomando
uma subseqﬂéncia podemos supor que X + x € 52. E claro
que w(x) € uma sela, pois nio pode existir drbita fecha
da na variedade estdvel de um atrator (singularidade ou

érbita fechada). Analogamente «(x) & uma sela. Portan

to x & uma sela pois caso contrdrio a drbita de =x se-

ria wma ligag®o de selas. Por outro lado o w~limite das

V.24

separatrizes instdveis de x s&o pogos pois nZo hd liga-
¢io de selas. Isto conduz a um absurdo uma vez que todas
as drbitas por pontos prdximos de x e fora de suas sepa
ratrizes estdveis tem estes pogos come w-limite. Portan-

40 x nfo pode ser acumulado peor 6rbitas fechadas. Isto
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demonstra o teoréma.
Como o conjunto de campos de Kupka-Smale &€ denso

em ﬁr(M), temos o seguinte
COROLARTO - M-S & denso em Z%(s%).

Seguiremos ¢ mesmo esquema para provar que M-S &
denso em %T(M?). No entanto, a demonstra¢lo tornawse
bem mais delicada pela presenga de drbitas recorrentes

nfeo triviais.

DEPINIGXO - Seja X € %¥°(M). Dizemos que K M & um
conjunto minimal para X se K € fechado
ndo vazio, invariante por X, e nfo existe subconjunto
prdéprio de K com estas propriedades. Se K & um ele-
mento critico de X, dizemos que K & um minimal tri-
vial.
Obgervemos que se K % minimal e Y & uma drbi-
ta contida em X, entdo Y €& recorrente., Isto porgue
w(Y) € fechado nfo vazio, invariante por X, e w{y)ck

Logo w(Y) = XD ¥, Analogamente a(y) > Y.

2,2 LEMA - Seja F C M fechado nfio vazio e invariante
por X, , X¢€ £7(M). Ent¥o existe um conjun-

to minimal K< F,

Demonstracdo: Seja & o conjunto de subconjuntos fechados
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de F dinvariantes por X.. Congideremos em & a seguin
te ordem parcial: se A,B€¢ F entdo A< B se AcC B.
Seja agora {Ai} uma familia em ¥ +totalmente ordenada.
Pelo teorema de Bolzano-Weierstrasse IQ A, € nfo vazio.
Como Q Ai & fechado e invariante por Xt’ temos que

Q A; € 3. A4ssim Q Ay é uma cota inferior para {Ai}.

Pelo lema de Zorn [10], existe um elemento minimal em &F.

Isto demonstra o lema.

DEFINICXO - Um grédfico para X € Er(Mz) ¢ um subconjunto
fechade e conexo de M constituido de selas
e separatrizes tais que
1) o w-limite e o G-limite de cada separatriz do grd-
fico sfo selas;

2) cada sela do grdfico tem pelo menos uma separatriz

estdvel e uma instdvel pertencentes ao grdfico.

EXEMPLOS
(o

?* //,“}\L \IV.25
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Iv.26
2.3 PROPOSICXO - Seja X € Zr(Mz) um campo cujas singua-
laridades sejam todas hiperbdlicas. Se
X 86 possue drbitas recorrentes triviais entfo o w-limi-
te de qualquer drbita € um elemento critice ou um grdfico.

Analogamente para o &-limite.
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Demonstracfo: Tomemos uma trajetdria qualquer Y de X.

Suponhamos que w(y) nfo seja um elemento
critico. E claro que w(Y¥) nfo pode conter uma singula-
ridade atratora nem uma Jrbita fechada, pois neste caso
w(Y) se reduziria a um destes elementos. Por outro lado
w(Y) deve conter alguma sela. Isto porque um conjunto
minimal de ®(Y¥) deve ser um elemento critico e jd afas=-
tamos a hipdtese de singularidade atratora e érbita fecha
da., Logo w(Y) contém selas e como w(Y) nfo se reduz
a uma dUnica singularidade, w®(¥) contdm separatrizes de
selas, E claro gue o nimeroc de separatrizes contidas em
w(¥) & finito.

Suponhamos inicialmente que toda separatriz conti
da em w(y) tenha uma dnica sela como w-limite. Vamos
mos trar que w(Y) & um grdfico. Observemos que existe
um grdfico contido em w(Y). De fato sejam 0, € w(Y)
uma sela e Yl uma separatriz instdvel de oy contida
em w(y). Seja 0, = w(Yl) e Y, uma separatriz instd-
vel de 0, contida em w(Y) e assim por diante. Como
temos um ndmero finito de separatrizes obteremos, por es-
te processo uma seqﬂéncia Yi’Yi+1""’YL = Yi de separa

trizes em (Y) tais que w(¥,) = a(y; o que define

iv1)
um grdafico.

Seja G wum grdfico maximal em w(Y), dsto &, nfo
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existe nenhum grdfico em w(Y) contendo G. Afirmamos

que w(Y) = G. Caso contrdrio existe uma sela 51 €EG e

L]
uma separatriz instdvel Yl de 0, 4ue mao pertence a G.

Consideremos a sela 52 = w(?l) e ?2 c w(y) uma separa

triz de O©O Continuando o argumento obteremos uma se=

2.
aqlidneia O,,...,0, tal que G0, = 0, para algum j < k
1 A" 4 k 3

~
ou Ek € ¢G. De qualquer forma obtemos um grdfico G em
w(y) que contém G, isto €, G € a unifio de G com as
fd - -
selas Ul,...,O'k

um absurde pois G ¢ maximal. Logo w(Y) = G.

e as separatrizes ;l""’;knl' Isto €

Suponhamos agora que exista uma separatriz Vl c
e ow(y) cujo w-limite nflo seja uma unica sela, Ora
w(fl) cwuly) e w(fl) n¥o contém Vl pois toda recor-
réncia & trivial. Se w(Vl) s6 contém separatrizes que
tenham uma inica sela como W-limite, temos pelo argumento
anterior, que w(?l) € um grdfico. Este grdfico tambédm
serd o w-limite de Y o que € um absurdo pois w(y) D ?1.
Logo deve existir ?2 € w(?l) cujo W~limite nfioc & uma -
nica singularidade. Além disto w(¥,) c w(¥,) < w(y).
Continuando o argumento encontraremos necessariamente uma
separatriz ¥ c w(y) +tal que w(y¥) D ¥ pois o nimero de
separatrizes ¢ finito. Isto € um absurdo uma vez que nfo

g - - - )
hd recorrencias 1’150 triviais.
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COROLARTO - Se X € £T(M°) & um campo de Kupka-Smale com
drbitas recorrentes todas triviais entdo X

¢ um campo de Morse-Smale.

Demonstragio: Pela proposiggo anterior o w-~limite e o

0~limite de qualquer Srbita € um elemento
critico, pois nfo havendo ligagfo de selas ndo hd grdfi-
cos. Resta mostrar gue exisite apenas um mimero finito de
érbitas fechadas. Tsto pode ser provado usando o‘mesmo

argumento do caso M = 82 do Teorema 2.1.

Passaremos agora 3 demonstragfiio de que qualguer
X € ﬁr(Mz), Mz orientdvel, pode ser aproximadc por um
canpo de Morse-Smale. Para isto exibiremos um campo Y
préximoc a X com a seguinte propriedade: existe uma vi=-
zinhanga uU(Y) C xr(Mz) tal gque todo Z € U =48 possue
érbitas recorrentes triviais. A partir daf aproximamos
Y por um campo Z € U de Kupka~-Smale. Pelo coroldrio
acima Z & Morse-Smale,

Utilizaremos os seguintes lemas cuja demonstra-

¢io serd apresentada no final desta segio.

2,4 LEMA - Se X € Er(Mz) € um campo sem 