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.

1 Ââåäåíèå

Ïîäãîíêà (àïïðîêñèìàöèÿ) ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ãè-
ñòîãðàìì) íåêîòîðîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ ïðîöåäóð ïðè àíàëèçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â
ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Öåëüþ ïîäãîíêè êàê ïðàâèëî ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëó÷åíèå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîäãîíî÷íîé ôóíê-
öèè, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïðÿìî èëè êîñâåííî ñâÿçàíû ñ èçìå-
ðÿåìûìè â ýêñïåðèìåíòå âåëè÷èíàìè.

Ïîäãîíêó (ôèòèðîâàíèå, ôèò) ãèñòîãðàìì îáû÷íî ïðîèçâîäÿò
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ïàêåòîâ, òàêèõ êàê MINUIT èëè
ROOT. Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè è êîððåëÿöèè ïàðàìåòðîâ ïîäãîí-
êè ïî æåëàíèþ (÷àùå ïî óìîë÷àíèþ) âûäàþòñÿ âìåñòå ñ èõ îïòè-
ìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, ñèòóàöèè, êîãäà ñòà-
òèñòè÷åñêóþ îøèáêó òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà íåîáõîäèìî îöå-
íèòü íåçàâèñèìî îò ñàìîãî ôèòèðîâàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ñè-
òóàöèÿ âîçíèêàåò íà ýòàïå ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà, êîãäà íåîá-
õîäèìî îöåíèòü óðîâåíü ñòàòèñòèêè, òðåáóåìûé äëÿ èçìåðåíèÿ òî-
ãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Äðóãîé ïðèìåð −
ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû ïðîãðàììû îïòèìèçàöèè, ïðîâåðêà
íà ñàìîñîãëàñîâàííîñòü.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî êàê ìîæíî âûðàçèòü ñòàòèñòè÷å-
ñêèå îøèáêè è êîððåëÿöèè ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ïîäãîíêè ÷åðåç
ñàìè ýòè ïàðàìåòðû è ñòàòèñòèêó (÷èñëî ñîáûòèé â ãèñòîãðàììå).
Çàäà÷à, êàê ïðàâèëî, ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ è äëÿ ïðî-
ñòûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìó-
ëû. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â òåêñòå, ïðèâåäåíî â
Ïðèëîæåíèè I.

3



2 Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ

êîððåëèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) äëÿ ôèòèðîâàíèÿ ãèñòîãðàììû ni ñîäåðæèò
äâà, âîîáùå ãîâîðÿ êîððåëèðóþùèõ, ïàðàìåòðà x è y. Ïóñòü ôèòè-
ðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè χ2. Äëÿ óïðîùåíèÿ
ââåäåì îáîçíà÷åíèå W ≡ χ2:

W =
∑

i

(ni − f(ti))
2

σ2
i

=
∑

i

(ni − f(ti))
2

ni
, (1)

ãäå ni − ÷èñëî ñîáûòèé â i−ì êàíàëå ãèñòîãðàììû è σ2
i − êâàäðàò

ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêè äëÿ i−ãî êàíàëà. Â äàííîé ðàáîòå ïðåä-
ìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ â îñíîâíîì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé õîðîøåãî
ñîãëàñèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì è ôóíêöèåé, êîãäà f(ti) ≈ n(i) ñ
òî÷íîñòüþ äî ñòàòèñòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé. Òîãäà â ïðèáëèæåíèè
äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñòàòèñòèêè σ2

i = f(ti) ≈ ni. Ïîñëå ñóììèðîâà-
íèÿ ïî âñåì êàíàëàì ãèñòîãðàììû W îñòàåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåò-
ðîâ x è y: W = W (x, y). Ïóñòü ôóíêöèÿ W (x, y) èìååò ìèíèìóì â
òî÷êå x = x◦, y = y◦. Òîãäà âáëèçè ýòîé òî÷êè

W (x, y) ∼= W (x◦, y◦) +A (δx)2 +B (δx)(δy) + C (δy)2,

ãäå δx = x− x◦, δy = y − y◦. Ýëëèïñ îøèáîê îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíå-
íèåì:

∆W = W (x, y)−W (x◦, y◦) = A (δx)2+B (δx)(δy)+C (δy)2 = 1 . (2)

Íà ðèñ. 1, âçÿòîì èç [1], ãðàôè÷åñêè ïîêàçàíî îïðåäåëåíèå ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ îøèáîê σx è σy äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ êîððåëèðóþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ. Ýòè îøèáêè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíòû A, B
è C â óðàâíåíèè (2) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ
δx =const ïðè ìàëîì δx ïåðåñåêàåò ýëëèïñ îøèáîê â äâóõ òî÷êàõ:

δy =
−B δx±√(B δx)2 − 4C (A (δx)2 − 1)

2C
,
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σ

σ

σx σx

xx

y

y
y

y

Ðèñ. 1:

÷òî ôîðìàëüíî âûðàæàåòñÿ íàëè÷èåì çíàêà ± ïåðåä √ . Äâå
òî÷êè ñëèâàþòñÿ â îäíó, êîãäà ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå çàíóëÿåòñÿ
è òîãäà δx = σx. Îòñþäà íàéäåì σx:

B2σ2
x = 4C (Aσ2

x − 1) , σ−2
x = A− B2

4 C
(3)

è àíàëîãè÷íî äëÿ σy:

σ−2
y = C − B2

4 A
(4)

Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî íàéòè îøèáêè è äëÿ òðåõ êîððåëèðó-
þùèõ ïàðàìåòðîâ x, y, z, òîëüêî òåïåðü óðàâíåíèå δx = const çàäà-
åò ïëîñêîñòü, ñåêóùóþ òðåõìåðíûé ýëëèïñîèä îøèáîê. Äëÿ ìàëûõ
δx â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ äâóìåðíûé ýëëèïñ. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
δx ýòîò ýëëèïñ óìåíüøàåòñÿ â ðàçìåðå è ïðè δx = σx ñòÿãèâàåòñÿ
â òî÷êó. Ôîðìóëû äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê ïàðàìåòðîâ x, y, z
ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè II.
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3 Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ïàðàìåòðîâ

ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà

Ïóñòü èìååòñÿ ðàñïðåäåëåíèå (ãèñòîãðàììà) íåêîòîðûõ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ ñîáûòèé ïî Ãàóññó è ìû õîòèì ïîäîãíàòü åãî ôóíêöè-
åé

f(x) = Ae−
(x−x◦)2

2σ2 (5)

ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: àìïëèòóäîé A, ñðåäíèì x◦ è øèðèíîé σ. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ðàçëîæèì
ôóíêöèþ (1) âáëèçè ìèíèìóìà:

W (δA, δx◦, δσ) =
∑

i

(ni − f(xi))
2

ni
=

= W (0, 0, 0) +
∑

i

(
∂f
∂AδA+ ∂f

∂x◦ δx◦ + ∂f
∂σ δσ

)2

f(xi)
, (6)

ãäå δA, δx◦, δσ − îòêëîíåíèÿ ïàðàìåòðîâ îò ñâîèõ îïòèìàëüíûõ
çíà÷åíèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íåèçáåæíîé çàìåíà ñóììèðîâàíèÿ íà èíòåãðèðîâàíèå:

∑
i

→
∫

dt

bin
, (7)

ãäå øèðèíà êàíàëà ãèñòîãðàììû îáîçíà÷åíà êàê bin. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ

∂f

∂A
= e−

(x−x◦)2

2σ2 (8)

∂f

∂x◦
= −A x− x◦

σ2
e−

(x−x◦)2

2σ2 (9)

∂f

∂σ
= A

(x− x◦)2

σ3
e−

(x−x◦)2

2σ2 , (10)

ïîëó÷àåì
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∆W =
∫ (

δA −Ax−x◦
σ2 δx◦ +A (x−x◦)2

σ3 δσ
)2

Ae−
(x−x◦)2

2σ2

e−2
(x−x◦)2

2σ2
dt

bin
=

=
1
bin

∫
dt e−

(x−x◦)2

2σ2 ×
[

1
A

(δA)2 +A
(x− x◦)2

σ4
(δx◦)2

+A
(x− x◦)4

σ6
(δσ)2 − 2

x− x◦
σ2

(δA)(δx◦)

−2
(x− x◦)3

σ5
(δx◦)(δσ) +2

(x− x◦)2

σ3
(δA)(δσ)

]
. (11)

Åñëè ãðàíèöû èíòåãðèðîâàíèÿ â âûðàæåíèè (11) ñèììåòðè÷íû îò-
íîñèòåëüíî x◦, òî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå x − x◦ è (x − x◦)3 (ò.å.
íå÷åòíûå ïî x−x◦), çàíóëÿþòñÿ. Åñëè ê òîìó æå ýòè ãðàíèöû èíòå-
ãðèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî äàëåêè îò x◦, òàê ÷òî èõ ìîæíî ïîëîæèòü
±∞, òî ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â àíàëèòè÷å-
ñêîì âèäå:

∆W =
1
bin

√
2π σ

[
1
A

(δA)2 +
A

σ2
(δx◦)2 +

3A
σ2

(δσ)2 − 2
σ

(δA)(δσ)
]

(12)
Îò �ëèøíåãî� ïàðàìåòðà bin ìîæíî èçáàâèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà ñîáûòèé â ãèñòîãðàììå:

N =
∑

i

ni →
∫

dt

bin
ni =

1
bin

∫
dt A e−

(x−x◦)2

2σ2 =
√

2π σ A
bin

. (13)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

∆W =
N

A2
(δA)2 +

N

σ2
(δx◦)2 +

3N
σ2

(δσ)2 +
2N
Aσ

(δA)(δσ) (14)

Âûðàæåíèå (14) íå ñîäåðæèò ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ ñ δx◦, ïîýòîìó
ïàðàìåòð x◦ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèì îò ïàðàìåòðîâ A è σ. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ σx◦ â âûðàæåíèè (14) ìîæíî îïóñòèòü ÷ëåíû ñ δA è δσ è
ïðèðàâíÿòü ∆W ê 1:

σ2
x◦ =

σ2

N
è σx◦ =

σ√
N

(15)
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ σA è σσ â âûðàæåíèè (14) íóæíî îïóñòèòü ÷ëåí ñ
(δx◦)2 è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (3) è (4):

σ−2
A =

N

A2
−
(

2 N
A σ

)2

4 3 N
σ2

=
2N
3A2

è σA =
√

3
A√
2N

, (16)

σ−2
σ =

3N
σ2

−
(

2 N
A σ

)2

4 N
A2

=
2N
σ2

è σσ =
σ√
2N

. (17)

Âûðàæåíèÿ (15), (17) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê ñðåäíåãî è ñèãìû
(ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ) õîðîøî èçâåñòíû è ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû äðóãèìè ñïîñîáàìè, ñì. [2]. Âûðàæåíèå (16) äëÿ îøèá-
êè àìïëèòóäû ìîæíî âûâåñòè áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì, êàê áóäåò
ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.2.

3.1 Ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà ñ ôèêñèðîâàííîé
àìïëèòóäîé

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà (5) ñ ôèêñèðî-
âàííîé àìïëèòóäîé, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà àìïëèòóäà A èçâåñòíà è ïî-
ýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîäãîíêè. Â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëàõ
äëÿ ∆W íóæíî èñêëþ÷èòü ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå δA, è âûðàæåíèå
(14) ïðèíèìàåò âèä:

∆W =
N

σ2
(δx◦)2 +

3N
σ2

(δσ)2 (18)

Îòñþäà íàõîäèì ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè îñòàâøèõñÿ ïàðàìåòðîâ:

σx◦ =
σ√
N

, σσ =
σ√
3N

. (19)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (19) ñ (15) è (17), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû:

• îøèáêà x◦ íå èçìåíèëàñü. Ôîðìàëüíî ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-
åì òîãî, ÷òî â âûðàæåíèè (14) îòñóòñòâóåò ïåðåêðåñòíûé ÷ëåí
ñ (δx◦)(δA) è ïîýòîìó ôèêñèðîâàíèå ïàðàìåòðà A íèêàê íå
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ñêàçûâàåòñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷íîñòè x◦. Ìîæíî ñäåëàòü
áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëè äâà ïàðàìåòðà íå êîððåëèðó-
þò ìåæäó ñîáîé, òî äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îá îäíîì èç
íèõ (â òîì ÷èñëå àáñîëþòíîå çíàíèå, ò.å. ôèêñèðîâàíèå) íè-
êàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ
äðóãîãî ïàðàìåòðà.

• îøèáêà ñèãìû óìåíüøèëàñü. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî,
÷òî èç âûðàæåíèÿ (14) óøåë ïåðåêðåñòíûé ÷ëåí ñ (δσ)(δA),
÷òî ýêâèâàëåíòíî çàíóëåíèþ êîýôôèöèåíòà B â ôîðìóëàõ
(3),(4). Ñôîðìóëèðóåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëè äâà ïà-
ðàìåòðà êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî ëþáàÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ èíôîðìàöèÿ îá îäíîì èç íèõ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêè äðóãîãî ïàðàìåòðà. Â ðàçäåëàõ 7.2
è 7.3 ìû áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðèì ýòî ñâîéñòâî íà ïðèìå-
ðå êîððåëÿöèè ÷àñòîòû è ôàçû â ýêñïåðèìåíòå ïî èçìåðå-
íèþ g−2 ìþîíà â Áðóêõåéâåíñêîé íàöèîíàëüíîé ëàáîðàòîðèè
(BNL), ÑØÀ.

3.2 Ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà ñ íåêîððåëèðóþùèìè
ïàðàìåòðàìè

Â ôóíêöèè äëÿ ïîäãîíêè ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà (5) çàìåíèì ïàðà-
ìåòð �àìïëèòóäà� A íà ïàðàìåòð �ïëîùàäü� S, A→ S/σ:

f(x) =
S e−

(x−x◦)2

2σ2

σ
. (20)

Â ýòîì ñëó÷àå

N =
∫ ∞

−∞
dt

bin

S e−
(x−x◦)2

2σ2

σ
=

√
2π S
bin

(21)

è çíà÷èò S ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðàâíî N , ò.å.
�ïëîùàäè ïîä êðèâîé�. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå è ∆W :

∂f

∂S
=

e−
(x−x◦)2

2σ2

σ
, (22)
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∂f

∂x◦
= −S x− x◦

σ3
e−

(x−x◦)2

2σ2 , (23)

∂f

∂σ
= S

(
(x− x◦)2

σ4
− 1
σ2

)
e−

(x−x◦)2

2σ2 , (24)

∆W =
1
bin

√
2π σ

[
1
S σ

(δS)2 +
S

σ3
(δx◦)2+

+
S

σ3
(3 − 2 + 1) (δσ)2 + 2

1
σ3

(1 − 1) (δS)(δσ)
]

=

=
N

S2
(δS)2 +

N

σ2
(δx◦)2 +

2N
σ3

(δσ)2 . (25)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ è çíà÷èò
íè îäèí èç ïàðàìåòðîâ íå êîððåëèðóåò ñ äðóãèìè. Ñòàòèñòè÷åñêèå
îøèáêè íàõîäÿòñÿ òðèâèàëüíî:

σx◦ =
σ√
N

, σσ =
σ√
2N

, σS =
S√
N
. (26)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (26) ñ (15) è (17), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû:

• îøèáêè ñðåäíåãî è ñèãìû íå èçìåíèëèñü, êàê è ñëåäîâàëî
îæèäàòü.

• îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïàðàìåòðà �ïëîùàäü� σS/S = 1/
√
N

ìåíüøå îòíîñèòåëüíîé îøèáêè ïàðàìåòðà �àìïëèòóäà� σA/A =√
3/
√

2N = 1.22/
√
N . Ïîñëåäíþþ ìîæíî âûâåñòè èç (26),

ïîëüçóÿñü ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòüþ ïàðàìåòðîâ S è σ:

σA

A
=
σ(S/σ)
S/σ

=

√
σ2

S

S2
+
σ2

σ

σ2
=
√

1
N

+
1

2N
=
√

3
2N

=
√

3√
2N

.

Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò âûâîä:

• Íàèáîëåå îïòèìàëüíûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ïîäãîíî÷íîé
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íàáîð ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïàðà-
ìåòðîâ, íàçîâåì èõ áàçîâûìè ïàðàìåòðàìè. Âû÷èñëåíèå ñòà-
òèñòè÷åñêèõ îøèáîê áàçîâûõ ïàðàìåòðîâ, êàê ïðàâèëî, ïðî-
ùå, à îøèáêè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ (ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèÿìè
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áàçîâûõ ïàðàìåòðîâ) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç îøèáîê áàçî-
âûõ ïàðàìåòðîâ. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè ïðè
âû÷èñëåíèè îøèáîê ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Áðåéòà-
Âèãíåðà â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå â ðàçäåëå 6.

4 Ðàñïðåäåëåíèå Áðåéòà-Âèãíåðà

Â ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé ôóíêöèÿ Áðåéòà-Âèãíåðà ÷àùå âñåãî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåçîíàíñíîãî ñå÷åíèÿ ðåàêöèé. Ôîðìó-
ëà äëÿ Áðåéò-Âèãíåðîâñêîãî ñå÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö
ñî ñïèíàìè S1 è S2 äëÿ ðåçîíàíñà ñî ñïèíîì J ïðèâåäåíà íà ñòð.
189 â [1]:

σBW =
(2J + 1)

(2S1 + 1)(2S2 + 1)
π

k2

BinBoutΓ2
tot

(E − ER)2 + Γ2
tot/4

, (27)

ãäå k − èìïóëüñ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà ìàññû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö è øèðèíà ðåçîíàíñà ìíîãî
ìåíüøå ìàññû ðåçîíàíñà, çàâèñèìîñòüþ k îò ýíåðãèè E ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü è ñå÷åíèå (27) ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ:

f(E) = A
Γ2/4

(E −M)2 + Γ2/4
(28)

ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: àìïëèòóäîé A, ìàññîé M è øèðèíîé Γ.
Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñûâàåìîãî ôóíêöèåé (28), âûâåäåì

ôîðìóëû äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê ïàðàìåòðîâ A, M è Γ. Äëÿ
óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ââåäåì ïåðåìåííóþ x = E−M

Γ/2 , òàê ÷òî

f(E) = A
1+x(E)2

. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå f(E) ïî ïàðàìåòðàì A,

M è Γ è íàéäåì ôóíêöèþ ∆W (δA, δM, δΓ):

∂f

∂A
=

1
1 + x2

, (29)

∂f

∂M
= A

−2x
(1 + x2)2

( −1
Γ/2

)
=

4Ax
(1 + x2)2 Γ

, (30)

∂f

∂Γ
= A

−2x
(1 + x2)2

(
− E −M

Γ2/2

)
=

2Ax2

(1 + x2)2 Γ
, (31)
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∆W =
∑ (δf)2

σ2
i

=
∑(

∂ f
∂A δA+ ∂ f

∂M δM + ∂ f
∂Γ δΓ

)2

ni
−→

−→
∫
dE

bin

(
1

1+x2 δA+ 4 A x
(1+x2)2 Γ δM + 2 A x2

(1+x2)2 Γ δΓ
)2

A
1+x2

=

=
Γ

2Abin

∫
(1 + x2) dx

(
1

1 + x2
δA+

+
4Ax

(1 + x2)2 Γ
δM +

2Ax2

(1 + x2)2 Γ
δΓ

)2

(32)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïåðåõîä

∑
i

→
∫

dE

bin
=

1
bin

∫
dE

dx
dx =

Γ
2 bin

∫
dx . (33)

Åñëè ãðàíèöû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü ±∞, òî èíòå-
ãðàëû â (32) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ïðè ýòîì èíòåãðàëû îò
íå÷åòíûõ ôóíêöèé çàíóëÿþòñÿ. Ïàðàìåòð bin ìîæíî çàìåíèòü ïîë-
íûì ÷èñëîì ñîáûòèé â ãèñòîãðàììå N :

N =
∫ ∞

−∞
dE

bin

A

1 + x2
=

AΓ
2 bin

∫ ∞

−∞
dx

1 + x2
=
AΓπ
2 bin

. (34)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

∆W =
N

A2 π

∫ ∞

−∞
dx×

[
1

1 + x2
(δA)2 +

16A2

Γ2

x2

(1 + x2)3
(δM)2+

+
4A2

Γ2

x4

(1 + x2)3
(δΓ)2 +

4A
Γ

x2

(1 + x2)2
(δA)(δΓ)

]
=

=
N

A2 π

[
π (δA)2 +

16A2

Γ2

π

8
(δM)2+

+
4A2

Γ2

3π
8

(δΓ)2 +
4A
Γ

π

2
(δA)(δΓ)

]
=

=
N

A2
(δA)2 +

2N
Γ2

(δM)2 +
3N
2Γ2

(δΓ)2 +
2N
AΓ

(δA)(δΓ) (35)
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è ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè:

σ−2
M =

2N
Γ2

è σM =
Γ√
2N

,

σ−2
Γ =

3N
2Γ2

−
(

2 N
AΓ

)2

4 N
A2

=
N

2Γ2
è σΓ =

√
2

Γ√
N

, (36)

σ−2
A =

N

A2
−
(

2 N
A Γ

)2

4 3 N
2Γ2

=
N

3A2
è σA =

√
3
A√
N

.

Íàïîìíèì, ÷òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè I.

4.1 Ðàñïðåäåëåíèå Áðåéòà-Âèãíåðà ñ íåêîððåëèðóþ-
ùèìè ïàðàìåòðàìè

Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå ïàðàìåòðû àìïëèòóäà A è øèðèíà Γ
êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ïîïðîáóåì èçáàâèòüñÿ îò êîððåëÿöèè,
ïåðåéäÿ, êàê è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà, îò ïàðàìåòðà �àìïëèòó-
äà� A ê ïàðàìåòðó �ïëîùàäü� S, A→ S/Γ:

f(E) =
S

Γ
Γ2/4

(E −M)2 + Γ2/4
=

S/Γ
1 + x2

, (37)

N =
∫ ∞

−∞
dE

bin

S/Γ
1 + x2

=
S

2 bin

∫ ∞

−∞
dx

1 + x2
=

S π

2 bin
. (38)

Ïëîùàäü S ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðàâíà N è ìû
âïðàâå îæèäàòü, ÷òî ïàðàìåòð S íå êîððåëèðóåò ñ äðóãèìè ïàðà-
ìåòðàìè è åãî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ðàâíà σS/S = 1/

√
N .

Íàéäåì ïðîèçâîäíûå è ∆W :

∂f

∂S
=

1/Γ
1 + x2

, (39)

∂f

∂M
=

4S x
(1 + x2)2 Γ2

, (40)

∂f

∂Γ
=

2S x2

(1 + x2)2 Γ2
− S

(1 + x2) Γ2
=

=
S

(1 + x2) Γ2

(
2

x2

1 + x2
− 1

)
, (41)
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∆W = Σ
(δf)2

σ2
i

= Σ

(
∂ f
∂S δS + ∂ f

∂M δM + ∂ f
∂Γ δΓ

)2

ni
−→

→
∫ ∞

−∞
dE

bin

[
1/Γ

1+x2 δS + 4 S x
(1+x2)2 Γ2 δM + S

(1+x2) Γ2

(
2 x2

1+x2 − 1
)
δΓ
]2

S/Γ
1+x2

=

=
Γ2

2S bin

∫ ∞

−∞
dx

[
16
S2

Γ4

x2

(1 + x2)3
(δM)2 +

1
(1 + x2) Γ2

(δS)2+

+
S2

(1 + x2) Γ4

(
2

x2

1 + x2
− 1

)2

(δΓ)2+

+ 2
S

(1 + x2) Γ3

(
2

x2

1 + x2
− 1

)
(δS)(δΓ)

]
=

=
N

π

[
16
Γ2

(δM)2
π

8
+

1
S2

(δS)2 π +
1
Γ2

(δΓ)2
(

4
3π
8

− 4
π

2
+ π

)
+

+
2S
Γ

(δS)(δΓ)
(

2
π

2
− π

)]
=

=
2N
Γ2

(δM)2 +
N

S2
(δS)2 +

N

2Γ2
(δΓ)2 (42)

Êàê è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà â âèäå (20), ïåðåêðåñòíûé ÷ëåí ñ
(δS)(δΓ) çàíóëèëñÿ è âñå ïàðàìåòðû îêàçàëèñü ñòàòèñòè÷åñêè íåçà-
âèñèìû äðóã îò äðóãà, èõ ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè:

σM =
Γ√
2N

, σS =
S√
N

, σΓ =
√

2
Γ√
N

. (43)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îøèáêè äëÿ M è Γ òå æå, ÷òî è â (36),
à îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà σS/S ðàâíà 1/

√
N .
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5 Ðàñïðåäåëåíèå Áðåéòà-Âèãíåðà ïðè

íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî ôîíà

Â äàííîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

f(E) = A
Γ2/4

(E −M)2 + Γ2/4
+ C =

A

1 + x2
+ C . (44)

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(E) ïî ïàðàìåòðàì A, M è Γ îñòàþòñÿ
òåìè æå, ÷òî è â (39)−(41), à ïðîèçâîäíàÿ ïî C ðàâíà åäèíèöå.
Ïðîèçâîäíûå ïî A, Γ è C ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè è ïîýòî-
ìó ýòè òðè ïàðàìåòðà, âîîáùå ãîâîðÿ, êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî M − íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ è ïàðàìåòð M ñòàòèñòè-
÷åñêè íåçàâèñèì îò îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Âû÷èñëèì ñòàòèñòè÷åñêóþ îøèáêó M .

∆WM =
∑ (d FBW

dM δM)2

ni
= (δM)2

∑(
2 A x

(1+x2)2 Γ/2

)2

A
1+x2 + C

→

→ (δM)2
16A2

Γ2C

Γ
2 bin

∫ ∞

−∞
x2

(1 + x2)3 (A/C + 1 + x2)
dt =

= (δM)2
16A2

Γ2C

Γ
2 bin

∫ ∞

−∞
1 + x2 − 1

(1 + x2)3 (Z2 + x2)
dt =

= (δM)2
2N
Γ2

A

C

3 + Z

(1 + Z)3
, (45)

ãäå Z2 = A/C+1 = const è N =A Γ π
2·bin − ÷èñëî ñîáûòèé ýôôåêòà,

ò.å. Áðåéò-Âèãíåðà, ñì. ôîðìóëó (34). Èç (45) ïîëó÷àåì σM :

σM =
Γ√
2N

√
C

A

√
(1 + Z)3

3 + Z
. (46)

Òåïåðü íàéäåì ∆WAΓ C äëÿ êîððåëèðóþùèõ âåëè÷èí A, Γ è C:

∆WA Γ C = (δA)2
∑ (

dF
dA

)2
ni

+ (δΓ)2
∑ (

dF
dΓ

)2
ni

+ (δC)2
∑ (

dF
dC

)2
ni

+
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+ (δA)(δΓ)
∑ 2

(
dF
dA

) (
dF
dΓ

)
ni

+ (δA)(δC)
∑ 2

(
dF
dA

) (
dF
dC

)
ni

+

+ (δΓ)(δC)
∑ 2

(
dF
dΓ

) (
dF
dC

)
ni

=

= a(δA)2 + b(δΓ)2 + c(δC)2 + p(δA)(δΓ) +
+ q(δA)(δC) + r(δΓ)(δC) . (47)

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû a, b, c, p, q, r.

a =
Γ

2bin

∫ ∞

−∞

1
(1+x2)2

A
1+x2 + C

dx =
Γ

2Cbin

∫ ∞

−∞

dx

(1 + x2)(Z2 + x2)
=

=
Γ

2Cbin
π

Z (1 + Z)
=

N

AC

1
Z (1 + Z)

; (48)

b =
Γ

2bin

∫ ∞

−∞

(
A x2

(1+x2)2 Γ/2

)2

A
1+x2 + C

dx =
2A2

ΓC bin

∫ ∞

−∞

x4

(1 + x2)3(Z2 + x2)
dx

=
2A2

ΓC bin

∫ ∞

−∞

(1 + x2)2 − 2(1 + x2) + 1
(1 + x2)3(Z2 + x2)

dx =

=
2A2

ΓC bin

[
π

Z2

(
1 − 1

1 + Z

)
− π

Z2

(
1 − 1

(1 + Z)2

)
+ (49)

+
π

8Z
8 + 9Z + 3Z2

(1 + Z)3

]
=

2A2

ΓC bin
π

8
1 + 3Z

(1 + Z)3
=

N

2Γ2

A

C

1 + 3Z

(1 + Z)3
;

c =
Γ

2bin

∫ ∞

−∞

dx
A

1+x2 + C
=

Γ
2bin

∫ ∞

−∞

1 + x2

A+ C + C x2
dE =

=
Γ

2Cbin

∫ ∞

−∞

1 + x2

Z2 + x2
dx =

Γ
2Cbin

∫ ∞

−∞

(
1 − A/C

Z2 + x2

)
dx =

=
Γ

2Cbin

(
Emax − Emin

Γ/2
− A

C

π

Z

)
. (50)

Çäåñü ìû, âîîáùå ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàëè ïðèáëèæåíèå
∫ 1
Z2 + x2

dx =
1
Z

(
arctg

Emax −M

Z · Γ/2 − arctg
M − Emin

Z · Γ/2
)
≈ π

Z
,

(51)
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êîòîðîå âåðíî òîëüêî ïðè Emax−M
Γ/2

� Z è M−Emin

Γ/2
� Z (è, êàê

ñëåäñòâèå, ïðè Emax−Emin

Γ/2
= ∆E

Γ/2
� Z). Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ:

÷èñëî ñîáûòèé ôîíà Nc

Nc =
∑

C =
1
bin

∫ Emax

Emin

C dE =
Emax − Emin

bin
C =

∆E C

bin
(52)

è âåëè÷èíó η, ïðîïîðöèîíàëüíóþ îòíîøåíèþ èíòåðâàëà ýíåðãèé
∆E = Emax − Emin ê Áðåéò-Âèãíåðîâñêîé øèðèíå Γ:

η =
A

C

Nc

N
=
A

C

(
∆E C
bin

) (
AΓπ
2 bin

)−1

=
2∆E
π Γ

. (53)

Òîãäà

c =
Nc

C2
− N

C2Z
=

N

AC

(
A

C

Nc

N
− A

C

)
=

N

AC

(
η − Z2 − 1

Z

)
. (54)

Ïðîäîëæàåì âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ èç óðàâíåíèÿ (47).

p =
Γ

2bin

∫ ∞

−∞

2
(

1
1+x2

)(
A x2

(1+x2)2 Γ/2

)
A

1+x2 +C
dx =

=
2
bin

A

C

∫ ∞

−∞
1 + x2 − 1

(1 + x2)2(Z2 + x2)
dx =

=
2
bin

A

C

[
π

Z2

(
1 − 1

1 + Z

)
− π

2Z2

(
1 − 1

(1 + Z)2

)]
=

=
2
bin

A

C

π

2
1

(1 + Z)2
=

2N
ΓC

1
(1 + Z)2

; (55)

q =
Γ

2bin

∫ ∞

−∞

2
(

1
1+x2

)
· 1

A
1+x2 + C

dx =

=
Γ

Cbin

∫ ∞

−∞
dx

Z2 + x2
=

Γ
Cbin

π

Z
=

2N
AC

1
Z

; (56)

r =
Γ

2bin

∫ ∞

−∞

2
(

A x2

(1+x2)2 Γ/2

)
· 1

A
1+x2 + C

dx =

17



=
2
bin

A

C

∫ ∞

−∞
1 + x2 − 1

(1 + x2)(Z2 + x2)
dx

=
2
bin

A

C

[
π

Z
− π

Z2

(
1 − 1

1 + Z

)]
=

=
2
bin

A

C

π

1 + Z
=

4N
ΓC

1
1 + Z

. (57)

Òåïåðü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèãì íàéäåì ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ïàðà-
ìåòðîâ a, b, c, p, q, r èç ôîðìóë (122), (123), (124) èç Ïðèëîæåíèÿ
II.

4abc= 4 × N

AC

1
Z(1 + Z)

× N

2Γ2

A

C

1 + 3Z
(1 + Z)3

×
(
Nc

C2
− N

C2Z

)
=

=
2N3

Γ2C4

1 + 3Z
Z2(1 + Z)4

(
Z
Nc

N
− 1

)
, (58)

pqr=
2N
AΓ

A

C

1
(1 + Z)2

× 2N
AC

1
Z

× 4N
ΓC

1
1 + Z

=

=
16N3

AΓ2C3

1
Z(1 + Z)3

, (59)

ar2 =
N

AC

1
Z(1 + Z)

× 16N2

Γ2C2

1
(1 + Z)2

=
16N3

AΓ2C3

1
Z(1 + Z)3

,(60)

bq2 =
N

2Γ2

A

C

1 + 3Z
(1 + Z)3

× 4N2

A2C2

1
Z2

=
2N3

AΓ2C3

1 + 3Z
Z2(1 + Z)3

, (61)

cp2 =
(
Nc

C2
− N

C2Z

)
× 4N2

A2Γ2

A2

C2

1
(1 + Z)4

=

=
4N3

AΓ2C3

A

C

1
Z(1 + Z)4

(
Z
Nc

N
− 1

)
. (62)

Âû÷èñëèì âûðàæåíèå 4abc + pqr − ar2 − bq2 − cp2, êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ çíàìåíàòåëåì â ôîðìóëàõ (122), (123), (124) (çàìåòèì, ÷òî â
äàííîì ñëó÷àå pqr − ar2 = 0):

4abc+ pqr − ar2 − bq2 − cp2 = (63)

=
2N3

AΓ2C3

[
A

C

1 + 3Z
Z2(1 + Z)4

(
Z
Nc

N
− 1

)
− 1 + 3Z
Z2(1 + Z)3
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− 2
A

C

1
Z(1 + Z)4

(
Z
Nc

N
− 1

)]
=

=
2N3

AΓ2C3

1
Z2(1 + Z)3

[
A

C

(
Z
Nc

N
− 1

)
− (1 + 3Z)

]
=

=
2N3

AΓ2C3

Z η − (Z2 − 1) − (1 + 3Z)
Z2(1 + Z)3

=
2N3

AΓ2C3

η − (Z + 3)
Z(1 + Z)3

.

Âû÷èñëèì âûðàæåíèå 4bc−r2, ñòîÿùåå â ÷èñëèòåëå â ôîðìóëå (122)
äëÿ σ2

A:

4bc− r2 =

= 4 × N

2Γ2

A

C

1 + 3Z
(1 + Z)3

×
(
Nc

C2
− N

C2Z

)
− 16N2

Γ2C2

1
(1 + Z)2

=

=
2N2

Γ2C2

1
(1 + Z)2

(
A

C

1 + 3Z
1 + Z

(
Nc

N
− 1
Z

)
− 8

)
=

=
2N2

Γ2C2

1
(1 + Z)2

(
1 + 3Z
1 + Z

η − (Z − 1)(1 + 3Z) + 8Z
Z

)
=

=
2N2

Γ2C2

Z(1 + 3Z)η − (1 + Z)(3Z2 + 6Z − 1)
Z(1 + Z)3

. (64)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

σA =

√√√√√ 2N2

Γ2C2
Z(1+3Z)η−(1+Z)(3Z2+6Z−1)

Z(1+Z)3

2N3

A Γ2C3
η−(Z+3)
Z(1+Z)3

=

=
A√
N

√
C

A

√
Z(1+3Z)η−(1+Z)(3Z2+6Z−1)

η−(Z+3) . (65)

Âû÷èñëèì σΓ:

4ac− q2 =4 × N

AC

1
Z(1 + Z)

×
(
Nc

C2
− N

C2Z

)
− 4N2

A2C2

1
Z2

=

=
4N2

A2C2

1
Z2(1 + Z)

(
A

C

(
Z
Nc

N
− 1

)
− (1 + Z)

)
= (66)

=
4N2

A2C2

Zη − (Z2 − 1) − (1 + Z)
Z2(1 + Z)

=
4N2

A2C2

η − (1 + Z)
Z(1 + Z)

;
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σΓ =

√√√√√ 4N2

A2C2
η−(1+Z)
Z(1+Z)

2N3

AΓ2C3
η−(Z+3)
Z(1+Z)3

=

=
√

2
Γ√
N

×
√
C

A

√
η − (Z + 1)
η − (Z + 3)

(1 + Z) . (67)

Âû÷èñëèì σC :

4ab− p2 =

= 4 × N

AC

1
Z(1 + Z)

× N

2Γ2

A

C

1 + 3Z
(1 + Z)3

− 4N2

Γ2C2

1
(1 + Z)4

=

=
2N2

Γ2C2

1
(1 + Z)3

(
1
Z

− 2
1 + Z

)
=

2N2

Γ2C2

1
Z(1 + Z)3

; (68)

σC =

√√√√√ 2N2

Γ2C2
1

Z(1+Z)3

2N3

A Γ2C3
η−(Z+3)
Z(1+Z)3

=
C√
N

√
A

C

√
1

η − (Z + 3)
. (69)

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî σC ôîðìàëüíî èìååò ðåøåíèå
òîëüêî ïðè η > Z + 3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôèãóðà, çàäàâàåìàÿ
óðàâíåíèåì ∆W (δA, δΓ, δC) = 1 íå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì è çíà÷èò
ôóíêöèÿ ∆W (δA, δΓ, δC) íå èìååò ìèíèìóì â òî÷êå δA = δΓ =
δC = 0. Ïîêàæåì ÷òî óñëîâèÿ η > Z + 3 äîñòàòî÷íî òàêæå è äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ σA è σΓ:

σA : ïðè η > Z + 3
Z(1 + 3Z)η − (1 + Z)(3Z2 + 6Z − 1) >
> Z(1 + 3Z)(Z + 3) − (1 + Z)(3Z2 + 6Z − 1) =
= Z2 − 2Z + 1 = (Z − 1)2 =
= (

√
1 +A/C − 1)2 > 0 è çíà÷èò

σA =
√

3 A√
N

×
√

C
3A

√
Z(1+3Z)η−(1+Z)(3Z2+6Z−1)

η−(Z+3)

èìååò ðåøåíèå;

σΓ : ïðè η > Z + 3
η − (Z + 1) > Z + 3 − Z − 1 = 2 > 0

è çíà÷èò σΓ =
√

2 Γ√
N

×
√

C
A

√
η−(Z+1)
η−(Z+3) (1 + Z)

èìååò ðåøåíèå.
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Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå ðàññìîòðåíèå âåñüìà
ôîðìàëüíîå, ò.ê. ïðèíÿòîå íàìè îãðàíè÷åíèå ∆E

Γ/2
� Z ïðàêòè÷åñêè

ãàðàíòèðóåò η > Z + 3. Áîëåå òîãî, â ðàìêàõ ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ â
ôîðìóëàõ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê íåîáõîäèìî îòáðîñèòü ÷ëå-
íû ïîðÿäêà Z/η, ÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
îøèáîê:

σM =
Γ√
2N

√
C

A

√
(1 + Z)3

3 + Z
, (70)

σA =
A√
N

√
C

A

√
Z(1 + 3Z) , (71)

σΓ =
√

2
Γ√
N

√
C

A
(1 + Z) , (72)

σC =
C√
N

√
A

C

1√
η

=
C√
Nc

. (73)

Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ Z/η, íå îáÿçàòåëüíî ìàëîãî. Ïðîñòî â ýòîì
ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ è ôîðìóëû áóäóò áîëåå ãðîìîçäêèìè èç-çà íà-
ëè÷èÿ âûðàæåíèé òèïà

arctg
Emax −M

Z · Γ/2 − arctg
M − Emin

Z · Γ/2 ,

ñì.(51). Åùå íà ïîðÿäîê áîëåå ãðîìîçäêèìè áóäóò âû÷èñëåíèÿ åñëè
ãðàíèöû ãèñòîãðàììû (ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ) íåñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî òî÷êè E = M , òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âñå ÷åòûðå
ïàðàìåòðà êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé.

6 Ðàñïðåäåëåíèå Áðåéòà-Âèãíåðà â

ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå

Äëÿ Áðåéò-Âèãíåðîâñêîé àìïëèòóäû ae â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå
âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (35.52) èç [1] :

ae =
−mΓel

s−m2 + imΓtot
. (74)
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Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàññû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö è øèðèíà ðå-
çîíàíñà ìíîãî ìåíüøå ìàññû ðåçîíàíñà, ñå÷åíèå ðåàêöèè ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðàâíî êâàäðàòó àìïëèòóäû:

σBW (s) = A |ae|2 = A
m2 Γ2

(s −m2)2 +m2 Γ2
. (75)

Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêèX = m2, Y = 2mΓ, S = AY = 2AmΓ ýòî
âûðàæåíèå ìîæíî ñâåñòè ê âèäó (37):

f(s) = A
m2 Γ2

(s −m2)2 +m2 Γ2
=
S

Y

Y 2/4
(s −X)2 + Y 2/4

. (76)

Ïàðàìåòðû X, Y è S, ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà
è èõ ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ìîæíî âçÿòü èç (43):

σX =
Y√
2N

, σY =
√

2
Y√
N

, σS =
S√
N

. (77)

Âûðàçèâ ïàðàìåòðû m, Γ, A ÷åðåç X, Y , S, ìîæíî ïîëó÷èòü
âûðàæåíèÿ äëÿ σm, σΓ, è σA:

m =
√
X, σ(

√
X) =

1
2
σX√
X

=
1
2
Y/

√
2N

m
=

1
2

2mΓ√
2N m

=
Γ√
2N

,

è çíà÷èò σm =
Γ√
2N

, (78)

Γ =
Y

2m
=

Y

2
√
X
,

(
σΓ

Γ

)2

=
(
σY

Y

)2

+

(
σ(
√
X)√
X

)2

=
2
N

+
Γ2

2N m2
,

è çíà÷èò σΓ =
√

2
Γ√
N

×
√

1 +
Γ2

4m2
, (79)

A =
S

Y
, σA = A×

√(
σS

S

)2

+
(
σY

Y

)2

=
√

3
A√
N

. (80)

Òàê êàê â ðàìêàõ ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (76) m � Γ/2, òî

â
√

1 + Γ2

4m2 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì Γ2

4m2 è òîãäà âûðàæåíèÿ
(78)−(80) â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè â (36).

22



7 Ðàñïðåäåëåíèå f(t) = N◦ e−t/τ [1 +A cos(ωt+ φ)]

â ýêñïåðèìåíòå ïî èçìåðåíèþ g−2 ìþîíà
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê àíàëèçó ïðèâåäåííîãî âûøå ðàñïðåäåëå-
íèÿ, êîðîòêî îïèøåì ïðîâîäÿùèéñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Áðóê-
õåéâåíñêîé Íàöèîíàëüíîé Ëàáîðàòîðèè (BNL) ÑØÀ ýêñïåðèìåíò
ïî èçìåðåíèþ âåëè÷èíû g−2 ìþîíà. Ïðèíöèï ýêñïåðèìåíòà îñíî-
âàí íà ïðåöåññèè ñïèíà ìþîíà â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå íàêî-
ïèòåëüíîãî êîëüöà. Â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå B ñïèí ìþîíà
ïðåöåññèðóåò ñ ÷àñòîòîé ωs, êîòîðàÿ áîëüøå ÷åì åãî îðáèòàëüíàÿ
öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà ωc íà âåëè÷èíó ωa:

ωa = ωs −ωc =
[
g
eB

2mc
+ (1 − γ)

eB

γmc

]
− eB

γmc
=
g − 2

2
eB

mc
= aµ

eB

mc
.

(81)
Ìþîíû ðàñïàäàþòñÿ ñ îáðàçîâàíèåì ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå ðåãè-
ñòðèðóþòñÿ äåòåêòîðàìè, ðàñïîëîæåííûìè ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû
íàêîïèòåëüíîãî êîëüöà. g−2 ÷àñòîòà ωa ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ñèíó-
ñîèäàëüíîé ìîäóëÿöèè âðåìåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïàäíûõ ýëåê-
òðîíîâ, ñì. ðèñ. 2. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (81), ïðåöèçèîííîå
èçìåðåíèå âåëè÷èíû g−2 (èëè aµ = g−2

2 ) òðåáóåò òî÷íîãî îïðåäå-
ëåíèÿ äâóõ âåëè÷èí: ÷àñòîòû ωa è ìàãíèòíîãî ïîëÿ B. Öåëüþ ýêñ-
ïåðèìåíòà BNL ÿâëÿåòñÿ èçìåðåíèå g−2 ìþîíà ñ îòíîñèòåëüíîé
òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 3.5 · 10−7. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ýêñïåðèìåí-
òå ìîæíî óçíàòü, íàïðèìåð, èç ðàáîòû [3] è äðóãèõ ïóáëèêàöèé,
óïîìÿíóòûõ â ýòîé ðàáîòå.

7.1 Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ïàðàìåòðîâ ïîäãîíêè
ðàñïðåäåëåíèÿ f(t) = N◦ e−t/τ [1 + A cos(ωt + φ)]

×àñòîòà ωa íàõîäèòñÿ èç ïîäãîíêè âðåìåííîãî ñïåêòðà ðàñïàäíûõ
ýëåêòðîíîâ ôóíêöèåé

f(t) = N◦ e−t/τ [1 +A cos(ωt+ φ)] , (82)

êîòîðóþ ìû äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé g−2. Ïàðà-
ìåòðàìè ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ: âðåìÿ æèçíè ìþîíà â ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìå τ ≈ 64.4 ìêñåê, ÷àñòîòà ω ≈ 2π/(4.37ìêñåê), ôàçà
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Ðèñ. 2: Ðàñïðåäåëåíèå ðàñïàäíûõ ýëåêòðîíîâ ïî âðåìåíè. Ñïðàâà
óêàçàíû èíòåðâàëû âðåìåíè â ìêñåê äëÿ êàæäîãî ôðàãìåíòà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

φ è àìïëèòóäà A g−2 îñöèëëÿöèé, à òàêæå íîðìèðîâî÷íûé ìíî-
æèòåëü N◦. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê ïàðàìåòðîâ
ôóíêöèè (82) íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå:

∂f

∂N◦
= e−t/τ [1 +A cos(ωt+ φ)] , (83)

∂f

∂τ
= N◦ e−t/τ t

τ2
[1 +A cos(ωt+ φ)] , (84)

∂f

∂A
= N◦ e−t/τ cos(ωt+ φ) , (85)

∂f

∂ω
= −N◦ e−t/τ At sin(ωt+ φ) , (86)

∂f

∂ω
= −N◦ e−t/τ A sin(ωt+ φ) . (87)
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Â äàííîì ýêñïåðèìåíòå ïåðèîä g−2 îñöèëëÿöèé ìàë ïî ñðàâíåíèþ
ñî âðåìåíåì æèçíè ìþîíà τ : (ωτ)−1 ≈ 0.01. Ïîýòîìó äëÿ óïðîùå-
íèÿ âû÷èñëåíèé ∆W ìû áóäåì âûñðåäíÿòü g−2 îñöèëëÿöèè, ÷òî
ïðèâîäèò ê çàíóëåíèþ âñåõ ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ çà èñêëþ÷åíèåì

∆WN◦ τ =
∫ ∞

T

dt

bin

2
(

∂f
∂N◦ δN◦

) (
∂f
∂τ δτ

)
f(t)

=

=
2 (δN◦)(δτ)

bin

∫ ∞

T
e−t/τ2 t

τ
[1 +A cos(ωt+ φ)] dt ≈

≈ 2 (δN◦)(δτ)
bin

∫ ∞

T
e−t/τ t

τ2
dt =

=
2 e−T/τ (T + τ)

bin τ
(δN◦)(δτ) è (88)

∆Wω φ =
∫ ∞

T

dt

bin

2
(

∂f
∂ω δω

) (
∂f
∂φδφ

)
f(t)

=

=
2 (δω)(δφ)

bin

∫ ∞

T
N◦ e−t/τ A2 t

sin2(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt ≈

≈ 2 (δω)(δφ)
bin

∫ ∞

T
N◦ e−t/τ A2 t

1
2
dt =

=
N◦A2 e−T/τ τ (T + τ)

bin
(δω)(δφ) . (89)

Èñïîëüçóåì âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà ñîáûòèé â ãèñòîãðàììå
N (íå ïóòàòü ñ ïàðàìåòðîì N◦):

N =
∫ ∞

T

dt

bin
f(t) =

N◦
bin

∫ ∞

T
e−t/τ [1 +A cos(ωt+ φ)] dt ≈

≈ N◦
bin

∫ ∞

T
e−t/τ dt =

N◦ e−T/τ τ

bin
, (90)

òîãäà

∆WN◦ τ = 2N
T + τ

N◦ τ2
(δN◦)(δτ) (91)

∆Wω φ = N A2 (T + τ) (δω)(δφ) . (92)
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Àíàëîãè÷íî íàéäåì îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ∆W :

∆W
N◦ =

(δN◦)2

bin

∫ ∞

T

1
N◦

e−t/τ [1 +A cos(ωt+ φ)] dt ≈

≈ τ e−T/τ

bin N◦
(δN◦)2 =

N

N2◦
(δN◦)2 , (93)

∆Wτ =
(δτ)2

bin

∫ ∞

T
N◦ e−t/τ t

2

τ4
[1 +A cos(ωt+ φ)] dt ≈

≈ N◦ e−T/τ

bin τ3
(T 2 + 2Tτ + 2τ2)(δτ)2 =

=
N

τ4
(T 2 + 2Tτ + 2τ2)(δτ)2 , (94)

∆WA =
(δA)2

bin

∫ ∞

T
N◦ e−t/τ cos2(ωt+ φ)

1 +A cos(ωt+ φ)
dt ≈

≈ N◦ e−T/τ τ

2 bin
(δA)2 =

N

2
(δA)2 , (95)

∆Wω =
(δω)2

bin

∫ ∞

T
N◦ e−t/τ A2 t2

sin2(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt ≈

≈ N◦ e−T/τ τ A2

2 bin
(T 2 + 2Tτ + 2τ2)(δω)2 =

=
N A2

2
(T 2 + 2Tτ + 2τ2)(δω)2, (96)

∆Wφ =
(δφ)2

bin

∫ ∞

T
N◦ e−t/τ A2 sin2(ωt+ φ)

1 +A cos(ωt+ φ)
dt ≈

≈ N◦ e−T/τ τ A2

2 bin
(δφ)2 =

N A2

2
(δφ)2 , (97)

Ïàðàìåòð A íå êîððåëèðóåò ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè è åãî ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ îøèáêà íàõîäèòñÿ òðèâèàëüíî:

σA =
√

2√
N

. (98)

Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ω è φ íàéäåì èç óðàâíåíèÿ

∆W =
N A2

2
(T 2 + 2Tτ + 2τ2)(δω)2 +
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+N A2 (T + τ) (δω)(δφ) +
N A2

2
(δφ)2 = 1 (99)

ïî ôîðìóëàì (3), (4):

σ−2
ω =

N A2

2
(T 2 + 2Tτ + 2τ2) −

[
N A2 (T + τ)

]2
4 N A2

2

=

=
N A2

2
(T 2 + 2Tτ + 2τ2 − T 2 − 2Tτ − τ2) =

=
N A2 τ2

2
è σω =

√
2

τ A
√
N

, (100)

σ−2
φ =

N A2

2
−

[
N A2 (T + τ)

]2
4 N A2

2 (T 2 + 2Tτ + 2τ2)
=

=
N A2

2
T 2 + 2Tτ + 2τ2 − T 2 − 2Tτ − τ2

T 2 + 2Tτ + 2τ2
= (101)

=
N A2τ2

2 (T 2 + 2Tτ + 2τ2)
è σφ =

√
2

τA
√
N

√
T 2 + 2Tτ + 2τ2.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ îøèáêè äëÿ N◦ è τ :

σN◦ =
N◦
τ
√
N

√
T 2 + 2Tτ + 2τ2 , (102)

στ =
τ√
N

. (103)

7.2 ω − φ êîððåëÿöèè è ñòàòèñòè÷åñêàÿ îøèáêà σω

â ñëó÷àå ôèêñèðîâàíèÿ (àáñîëþòíîãî çíàíèÿ)
ôàçû φ

Îòìåòèì ëþáîïûòíóþ îñîáåííîñòü: îøèáêè ïàðàìåòðîâ φ è N◦
çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ T− âðåìåíè íà÷àëà ãèñòîãðàììû è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îò âûáîðà òî÷êè íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè. Ýòî ìîæíî
îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèñü ôóíêöèè f(t) â âèäå (82)
îçíà÷àåò, ÷òî ôàçà φ îïðåäåëåíà êàê çíà÷åíèå ÒÅÊÓÙÅÉ ôàçû â
òî÷êå t = 0, ò.å. â òî÷êå íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè. Òî÷íî òàê æå íîð-
ìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü N◦ îïðåäåëåí êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè f(t)
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a

b

c

Ðèñ. 3:

â òî÷êå t = 0. Íåóäèâèòåëüíî ïîýòîìó, ÷òî òî÷íîñòü ýòèõ ïàðàìåò-
ðîâ óõóäøàåòñÿ, åñëè òî÷êà íà÷àëà ãèñòîãðàììû îòñòîèò îò òî÷êè
t = 0 íà áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òàê ÷òî T � τ â ôîðìó-
ëàõ (101) è (102). Ìû êàê áû ýêñòðàïîëèðóåì äàííûå èç íåêîòîðîé
îáëàñòè â óäàëåííóþ òî÷êó.

Åùå áîëåå èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âûáî-
ðå íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè â òî÷êå, îòñòîÿùåé îò âðåìåíè íà÷àëà
ãèñòîãðàììû íà τ (òàê ÷òî T ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì −τ), ïåðåêðåñò-
íûå ÷ëåíû (91) è (92) çàíóëÿþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, êîððåëÿöèè
ìåæäó ïàðàìåòðàìè ω è φ è ìåæäó τ è N◦ èñ÷åçàþò è âñå 5 ïà-
ðàìåòðîâ ôóíêöèè (82) ñòàíîâÿòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.
Äëÿ êîððåëÿöèè ÷àñòîòû è ôàçû ýòîò ôàêò áûë ïðîâåðåí è ïîä-
òâåðæäåí �ýêñïåðèìåíòàëüíî�. Íà Ðèñ. 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ïîä-
ãîíêè ðàñïðåäåëåíèÿ (82) äëÿ ÷àñòîòû è ôàçû äëÿ 30 ðàçëè÷íûõ
ãðóïï ñîáûòèé (ãèñòîãðàìì). Íà Ðèñ. 3 a è b ïðèâåäåíû ðåçóëüòà-
òû äëÿ ÷àñòîòû (a) è ôàçû (b) äëÿ �ñòàíäàðòíîãî� ñëó÷àÿ, êîãäà
âðåìÿ íà÷àëà íàáîðà ñòàòèñòèêè (íà÷àëî ãèñòîãðàìì) T îòñòîèò îò
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ìîìåíòà èíæåêöèè ìþîíîâ, ïðèíÿòîãî çà íà÷àëî îòñ÷åòà, íà ∼ 60
ìêñåê, ò.å. T ≈ 60 ìêñåê. Êîððåëÿöèÿ ôàçû ñ ÷àñòîòîé î÷åâèä-
íà. Çàòåì ïîäãîíêó ïîâòîðèëè, íî âî âñåõ òðèäöàòè ãèñòîãðàììàõ
ñäåëàëè çàìåíó ïåðåìåííîé t→ t−∆t, ∆t ≈ T +τ , ÷òî ýêâèâàëåíò-
íî ñìåùåíèþ òî÷êè íà÷àëà îòñòåòà ïðèìåðíî íà τ ÏÎÑËÅ íà÷àëà
ãèñòîãðàìì. Íà Ðèñ. 3 c ïîêàçàí ðåçóëüòàò äëÿ ôàçû äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ. Ðåçóëüòàò äëÿ ÷àñòîòû ïðè ýòîì íå èçìåíèëñÿ è îñòàëñÿ òàêèì
æå êàê íà Ðèñ. 3 a. Âèäíî ÷òî êîððåëÿöèÿ ôàçû ñ ÷àñòîòîé îêàçà-
ëàñü ñèëüíî ïîäàâëåííîé, õîòÿ è íå äî êîíöà. Èíòåðåñíî îòìåòèòü
÷òî çíàê êîððåëÿöèè ñìåíèëñÿ. Ïî-âèäèìîìó, íà÷àëî îòñ÷åòà îêà-
çàëîñü ñìåùåííûì íåñêîëüêî áîëüøå îïòèìàëüíîãî.

Ïîìèìî ÷èñòî àêàäåìè÷åñêîãî èíòåðåñà, âîïðîñû êîððåëÿöèè
ïàðàìåòðîâ ïîäãîíêè èìåþò íåìàëîâàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå
äëÿ ýêñïåðèìåíòà g−2 â BNL. Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå ïó÷îê ïîëÿðè-
çîâàííûõ ìþîíîâ èíæåêòèðóåòñÿ â íàêîïèòåëüíîå êîëüöî è â ìî-
ìåíò èíæåêöèè âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ìþîíîâ íàïðàâëåí ïî íàïðàâ-
ëåíèþ èõ äâèæåíèÿ. Â ïîñòîÿííîì âåðòèêàëüíîì ìàãíèòíîì ïî-
ëå êîëüöà âåêòîð ïîëÿðèçàöèè íà÷èíàåò ïðåöåññèðîâàòü (âðàùàòü-
ñÿ) â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî èìïóëüñà ñ ÷àñòîòîé
g−2 (81). Ïðè èíæåêöèè ïó÷êà òîëüêî ìàëàÿ ÷àñòü ìþîíîâ (∼ 7%)
çàõâàòûâàåòñÿ íà ñòàöèîíàðíûå îðáèòû. Îñòàëüíûå ìþîíû, à òàê-
æå ïèîíû è äðóãèå ÷àñòèöû, ñîñòàâëÿþùèå íåáîëüøóþ ïðèìåñü â
ïó÷êå, ïîïàäàþò íà ñòåíêè âàêóóìíîé êàìåðû è âûáûâàþò èç ïó÷-
êà çà âðåìÿ ïåðâîãî îáîðîòà. Ëèâíè âòîðè÷íûõ ÷àñòèö âûçûâàþò
ãèãàíòñêóþ âñïûøêó çàãðóçêè â äåòåêòîðàõ, ñïîñîáíóþ íà äîëãîå
âðåìÿ �îñëåïèòü� ðåãèñòðèðóþùóþ àïïàðàòóðó. Ïîýòîìó â ýêñïå-
ðèìåíòå ïðåäóñìîòðåíî êðàòêîâðåìåííîå îòêëþ÷åíèå âñåõ ÔÝÓ íà
âðåìÿ èíæåêöèè.

Íà ãèñòîãðàììàõ âðåìåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïàäíûõ ýëåê-
òðîíîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ �åñòåñòâåííûì� âûáðàòü çà íà÷àëî îòñ÷åòà
ìîìåíò èíæåêöèè ìþîííîãî ïó÷êà. Íàáîð äàííûõ íà÷èíàåòñÿ ïî
ìåðå âêëþ÷åíèÿ ÔÝÓ. Âðåìÿ âêëþ÷åíèÿ ðàçíîå äëÿ ðàçíûõ äå-
òåêòîðîâ è çàâèñèò îò èõ óäàëåííîñòè îò ìåñòà èíæåêöèè. Ðàíü-
øå äðóãèõ âêëþ÷àþòñÿ íàèáîëåå óäàëåííûå äåòåêòîðû, ïðèìåðíî
5−10 ìêñåê ïîñëå èíæåêöèè, ñì. Ðèñ. 2.
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Âûáîð ìîìåíòà èíæåêöèè çà íà÷àëî îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì
åùå è ïîòîìó, ÷òî ôàçà g−2 îñöèëëÿöèé â ýòîò ìîìåíò èçâåñòíà è
ðàâíà 0, òàê êàê ñïèí ìþîíîâ â ýòîò ìîìåíò íàïðàâëåí ïî èìïóëüñó.
Ïîñêîëüêó ÷àñòîòà è ôàçà âîîáùå ãîâîðÿ êîððåëèðóþò, çíàíèå ôà-
çû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óëó÷øåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷íîñòè
îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû. Äëÿ ñëó÷àÿ òî÷íîãî çíàíèÿ ôàçû â ôîðìóëå
(99) íóæíî ïîëîæèòü δφ = 0 è òîãäà ïîëó÷àåòñÿ

σω =
√

2
A
√
N

√
T 2 + 2Tτ + 2τ2

=
√

2
A
√
N
√

(T + τ)2 + τ2
, (104)

÷òî â
√

(T/τ + 1)2 + 1 ðàç ìåíüøå, ÷åì â (100). Åñëè áû íàáîð
ñòàòèñòèêè íà÷èíàëñÿ ñðàçó ñ ìîìåíòà èíæåêöèè (T = 0), òî ýòî
óëó÷øåíèå áûëî áû â

√
2 = 1.41 ðàç, äëÿ çàäåðæêè â 10 ìêñåê â√

2.33 = 1.53 ðàç, äëÿ çàäåðæêè â 64.4 ìêñåê (T = τ) â
√

5 = 2.24
ðàç è ò.ä. Äëÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, êîãäà íà÷àëî íàáîðà ñòà-
òèñòèêè ÏÐÅÄØÅÑÒÂÓÅÒ �ìîìåíòó èíæåêöèè� (ìîìåíòó, êîãäà
ôàçà èçâåñòíà) íà âðåìÿ τ = 64.4 ìêñåê, T ðàâíî −τ è óëó÷øå-
íèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû íå ïðîèñõîäèò.
Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðè
T = −τ êîððåëÿöèÿ ìåæäó ÷àñòîòîé è ôàçîé èñ÷åçàåò è ýòè ïàðà-
ìåòðû ñòàíîâÿòñÿ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÌÈ äðóã îò äðóãà.

7.3 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îøèáêà σω â ñëó÷àå
îãðàíè÷åííîãî çíàíèÿ ôàçû φ

Íà ïðàêòèêå, âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáàÿ âåëè÷èíà ìîæåò áûòü èçâåñòíà
ñ îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ ôàçû g−2 îñöèëëÿöèé èñòî÷íèêîì
íåòî÷íîñòåé ìîãóò áûòü âðåìåííûå çàäåðæêè êàáåëüíûõ ëèíèé, êî-
íå÷íàÿ äëèíà ìþîííîãî ïó÷êà, ðàçíîñòü âðåìåíè ìåæäó ðàñïàäîì
ìþîíà è ðåãèñòðàöèåé ýëåêòðîíà, âðåìåííûå çàäåðæêè â ñèñòåìå
ðåãèñòðàöèè è ò.ä.

Ïóñòü ôàçà g−2 êîëåáàíèé èçâåñòíà â ìîìåíò èíæåêöèè ñ òî÷-
íîñòüþ σF . Âû÷èñëèì σω äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèå
(99) íóæíî äîáàâèòü (δφ)2/σ2

F :

∆W =
N A2

2
(T 2 + 2Tτ + 2τ2)(δω)2 +
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+N A2 (T + τ) (δω)(δφ) +
N A2

2
(δφ)2 +

(δφ)2

σ2
F

=

=
T 2 + 2Tτ + 2τ2

τ2σ2
ω◦

(δω)2 + 2
T + τ

τ2σ2
ω◦

(δω)(δφ) +

+

[
1

τ2σ2
ω◦

+
1
σ2

F

]
(δφ)2 = 1 , (105)

ãäå σω◦ = 2
τ A

√
N
. Îòñþäà íàéäåì σω:

σ−2
ω =

T 2 + 2Tτ + 2τ2

τ2σ2
ω◦

−
(
2 T+τ

τ2σ2
ω◦

)2

4
(

1
τ2σ2

ω◦
+ 1

σ2
F

) =

= σ−2
ω◦

[
1 +

σ−2
F

(τσω◦)−2 + σ−2
F

(T + τ)2

τ2

]
(106)

Åñëè ôàçà èçâåñòíà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè T ′, òî âìå-
ñòî (δφ)2/σ2

F â óðàâíåíèå (99) íóæíî äîáàâèòü [δ(ωT ′ + φ)]2/σ2
F =

σ−2
F [T ′2(δω)2 + 2T ′ (δω)(δφ) + (δφ)2. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ σ−2

ω ïîëó÷à-
åòñÿ:

σ−2
ω = σ−2

ω◦

[
1 +

σ−2
F

(τσω◦)−2 + σ−2
F

(T + τ − T ′)2

τ2

]
. (107)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ÐÀÇÍÎÑÒÈ (T − T ′) è
ïîýòîìó íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè, êàê
è ñëåäîâàëî îæèäàòü.

7.4 Ñèñòåìàòè÷åñêèé ñäâèã ïàðàìåòðîâ ïîäãîíêè ïðè
íàëè÷èè ìàëîãî ôîíà

Îïèñàííûå â äàííîé ðàáîòå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îöåíêè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê
îïðåäåëåíèÿ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ èç-çà íàëè÷èÿ ìàëîãî ôîíà.
Ìû ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó íà ïðèìåðå âñå òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ
g−2 (82).
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Ïóñòü èìååòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñîáûòèé, îïèñûâàåìîå ôóíêöèåé
ñ 5 ïàðàìåòðàìè f(t), ïðèâåäåííîé â (82). Ïóñòü ê ýòîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ äîáàâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ìàëîå êîëè÷åñòâî ôîíà, îïèñûâàåìîå
ôóíêöèåé h(t). Êîëè÷åñòâî ýòîãî ôîíà ìàëî ÷òîáû çàìåòèòü åãî
�ãëàçîì�, îäíàêî åãî íàëè÷èå ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó ñäâè-
ãó ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåìûõ ïîäãîíêîé ñóììàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèåé (82):

~X ′ = (N ′
◦, τ

′, A′, ω′, φ′) → ~X ′ + δ ~X =
= (N ′

◦ + δN◦, τ ′ + δτ,A′ + δA, ω′ + δω, φ′ + δφ) , (108)

ãäå ~X ′ = (N ′◦, τ ′, A′, ω′, φ′) − �èñòèííûå� ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ
g−2, ò.å. ïàðàìåòðû ïîäãîíêè â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ôîíà.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ ñäâèãîâ ïàðàìåòðîâ ðåøà-
åòñÿ ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè χ2, ò.å. ôóíêöèè W (N◦, τ, A, ω, φ) â íà-
øèõ îáîçíà÷åíèÿõ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìàW (N◦, τ, A, ω, φ) âî-
ïðîñû êîððåëÿöèè íå èìåþò çíà÷åíèÿ, ò.ê. çàäà÷à îãðàíè÷èâàåòñÿ
âû÷èñëåíèåì ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíàêî, äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñ-
ëåíèé ìû âûáåðåì çà íà÷àëo îòñ÷åòà âðåìåíè òî÷êó, îòñòîÿùóþ îò
íà÷àëà ãèñòîãðàììû íà τ , òàê ÷òî T = −τ è êîððåëÿöèè ìåæäó
ïàðàìåòðàìè îòñóòñòâóþò.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ñîáûòèé â i−ì êàíàëå ãèñòîãðàììû ni. Îòìå-
òèì, ÷òî, ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàòèñòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé, ni = f ~X′(ti)+
h(ti). Ñèñòåìàòè÷åñêèé ñäâèã ÷àñòîòû g−2 îñöèëëÿöèé δω íàéäåì
èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà χ2, ∂W/∂ω = 0:

∂W

∂ω
=

∂

∂ω

∑
i

(f(ti) − ni)
2

σ2
i

= 2
∑

i

(f(ti) − ni)
ni

∂f

∂ω
= 0 , (109)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè σ2
i = ni. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì

f(ti) − ni = f(ti) − [f ~X′(ti) + h(ti)] = δf − h = (110)

=
[
∂f

∂N◦
δN◦ +

∂f

∂τ
δτ +

∂f

∂A
δA+

∂f

∂ω
δω +

∂f

∂φ
δφ

]
− h .

Âñå ñëàãàåìûå ýòîãî âûðàæåíèÿ èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè
ïî h. Ìû íå áóäåì ó÷èòûâàòü ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî h, ïî-
ýòîìó â çíàìåíàòåëå (109) n = f + h îïóñòèì h: n ≈ f = N

−t/τ
◦ [1 +
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A cos(ωt+ φ)]. Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè (83)−(87) äëÿ
ïðîèçâîäíûõ, ïåðåéäåì îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ è îò-
áðîñèì ïîñòîÿííûå îáùèå ìíîæèòåëè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

0 = δN◦
∫ ∞

−τ
e−t/τ At sin(ωt+ φ) dt

+ δτ

∫ ∞

−τ

N◦
τ2

e−t/τ At2 sin(ωt+ φ) dt

+ δA

∫ ∞

−τ

N◦ e−t/τ At cos(ωt+ φ) sin(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt

− δφ

∫ ∞

−τ

N◦ e−t/τ A2 t sin2(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt

− δω

∫ ∞

−τ

N◦ e−t/τ A2 t2 sin2(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt

−
∫ ∞

−τ

h(t)At sin2(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt . (111)

Ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (111) çàíóëÿþò-
ñÿ âñëåäñòâèå âûñðåäíåíèÿ g−2 îñöèëëÿöèé, ñëàãàåìîå ñ δφ çà-
íóëÿåòñÿ èç-çà óäà÷íîãî âûáîðà òî÷êè íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè:∫∞
−τ e

−t/τ t dt = e−t/τ (−tτ − τ2)|∞−τ = 0. Îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ïðè-
âîäÿò ê âûðàæåíèþ äëÿ ñìåùåíèÿ ÷àñòîòû:

δω = − 2
eN◦Aτ3

∫ ∞

−τ

t h(t) sin(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt , (112)

çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè

∫ ∞

−τ

e−t/τ t2 sin2(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt ≈ 1
2

∫ ∞

−τ
e−t/τ t2 dt =

=
1
2
e−t/τ (−t2τ − 2tτ2 − 2τ3)|∞−τ

=
1
2
eτ3.

Ñìåùåíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî, ðåçóëüòà-
òû ïðèâåäåíû íèæå:

δN◦ =
1
e τ

∫ ∞

−τ
h(t) dt , (113)
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δτ =
1

eN◦ τ

∫ ∞

−τ
t h(t) dt , (114)

δA =
2

eN◦ τ

∫ ∞

−τ

h(t) cos(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt , (115)

δφ = − 2
eN◦Aτ

∫ ∞

−τ

h(t) sin(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt . (116)

Ôîðìóëû (112), (115) è (116) èìåþò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ ïðèìå-
íèìîñòè, êîòîðûå ìû îáñóäèì â ðàçäåëå 7.6. Òàì æå ìû ïðèâåäåì
áîëåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ δω. À ïîêà ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðè-
ìåðû ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû (112).

7.5 Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ôîðìóëû (112)

Â ñâîå âðåìÿ ñðåäè ó÷àñòíèêîâ g−2 ýêñïåðèìåíòà îáñóæäàëàñü ñëå-
äóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Äîïóñòèì ÷òî â ðåçóëüòàòå íàâîäêè èëè ïî èíûì
ïðè÷èíàì â îäèí èç êàíàëîâ ãèñòîãðàììû ïîïàëè ëèøíèå (ëîæ-
íûå) ñîáûòèÿ. Ïóñòü ÷èñëî èõ ìàëî è íà ãèñòîãðàììå íà óðîâíå
ñòàòèñòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé âêëàä èõ íå çàìåòåí. Îäíàêî äëÿ òà-
êîãî ïðåöèçèîííîãî ýêñïåðèìåíòà êàê g−2 íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ñè-
ñòåìàòè÷åñêèé ñäâèã ÷àñòîòû òåì íå ìåíåå îêàæåòñÿ íåïðèåìëèìî
áîëüøèì. Ôîðìóëà (112) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñèñòåìàòè÷åêóþ îøèá-
êó äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ.

Ïóñòü ïðèìåñü �ëèøíèõ� ñîáûòèé â íåêîòîðîì êàíàëå ãèñòî-
ãðàììû ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó, ðàâíóþ îäíîìó ñòàíäàðòíîìó îòêëî-
íåíèþ äëÿ ýòîãî êàíàëà. Åñëè äàííûé êàíàë ñîîòâåòñòâóåò âðå-
ìåíè t, òî ÷èñëî �íîðìàëüíûõ� ñîáûòèé â íåì ñîñòàâëÿåò n(t) =
N◦ e−t/τ [1 + A cos(ωt + φ)] è ñëåäîâàòåëüíî h(t) =

√
n(t). Òîãäà ïî

ôîðìóëå (112) íàéäåì ñäâèã ÷àñòîòû:

δω = − 2
eN◦Aτ3


 t
√
N◦e−t/τ (1 +A cos(ωt+ φ) sin(ωt+ φ)

1 +A cos(ωt+ φ)
bin


 =

= −2 bin t
eA τ3

√
e−t/τ

N◦(1 +A cos(ωt+ φ))
sin(ωt+ φ) =
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= −2 t e−t/2τ sin(ωt+ φ)
Aτ2

√
bin

N e τ (1 +A cos(ωt+ φ))
=

= −σω

(
t

τ
e−t/2τ sin(ωt+ φ)

√
2 bin

e τ (1 +A cos(ωt+ φ))

)
. (117)

Ãðàôèê ôóíêöèè t
τ
e−t/2τ

√
2 bin
e τ

(àìïëèòóäà êîëåáàíèé
− sin(ωt+φ)√
1+A cos(ωt+φ)

â ôîðìóëå (117)) ïðèâåäåí íà Ðèñ. 4.

Ðèñ. 4: Àìïëèòóäà δω/σω äëÿ øèðèíû êàíàëà bin=0.5 ìêñåê.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (112). Â
ýêñïåðèìåíòå g−2 â íåêîòîðûõ çàõîäàõ â öåëÿõ êàëèáðîâêè íà äå-
òåêòîðû ïîäàåòñÿ ëàçåðíûé èìïóëüñ, íåîòëè÷èìûé ïî àìïëèòóäå è
ôîðìå îò èìïóëüñîâ îò ðàñïàäíûõ ýëåêòðîíîâ. Åäèíñòâåííàÿ îñî-
áåííîñòü, ïî êîòîðîé ìîæíî âûäåëèòü ëàçåðíûå èìïóëüñû, − ýòî
òî, ÷òî îíè ïîäàþòñÿ â ñòðîãî ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ è ïðîÿâëÿþòñÿ
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â âèäå ìîùíûõ óçêèõ ïèêîâ íà ôîíå ïëàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ g−2
ïî ôîðìóëå (82). Äëÿ êàëèáðîâêè ýòè ïèêè âûäåëÿþòñÿ (âûðåçà-
þòñÿ) è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ðåãèñòðèðóþùåé àïïàðàòóðû.
Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ãè-
ñòîãðàììû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû g−2 è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ.

Ôîðìóëà (112) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñèñòåìàòè÷åñêèé ñäâèã ÷àñòî-
òû èç-çà íàëè÷èÿ óçêîé äûðû, îñòàþùåéñÿ íà ãèñòîãðàììå ïîñëå
âûðåçàíèÿ ëàçåðíîãî ïèêà. Îòñóòñòâèå ñîáûòèé â óçêîé äûðå øè-
ðèíîé ∆t, ìíîãî ìåíüøåé ÷åì ïåðèîä g−2 îñöèëëÿöèé, ýêâèâàëåíò-
íî íàëè÷èþ �îòðèöàòåëüíîãî� ôîíà h(t) = −N◦e−t/τ [1 +A cos(ωt+
φ)] â ýòîì èíòåðâàëå. Ñäâèã ÷àñòîòû δω(hole) ìîæíî îöåíèòü ïî
ôîðìóëå (112):

δω(hole) =

= − 2
eN◦Aτ3


t

[
−N◦e−t/τ (1 +A cos(ωt+ φ)

]
sin(ωt+ φ)

1 +A cos(ωt+ φ)
∆t


 =

=
2t∆t
eAτ3

e−t/τ sin(ωt+ φ), (118)

ãäå t − öåíòð âûðåçàííîãî èíòåðâàëà. Ãðàôèê ôóíêöèè 2t∆t
eAτ3 e

−t/τ

(àìïëèòóäà êîëåáàíèé sin(ωt + φ) â ôîðìóëå (118)) ïîêàçàí íà
Ðèñ. 5. Åùå ðàç îáðàòèì âíèìàíèå íà òî ÷òî òî÷êà íà÷àëà îòñ÷åòà
âðåìåíè âûáðàíà íàìè íà 64.4 ìêñåê (= τ) ïîñëå íà÷àëà ãèñòîãðàì-
ìû, ïîýòîìó ãðàôèêè íà Ðèñ. 4 è 5 íà÷èíàþòñÿ ñ −64.4 ìêñåê.

7.6 Ôîðìóëà äëÿ δω äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè h(t)

Îáà ðàññìîòðåííûå íàìè ïðèìåðà èìåþò îäíó îáùóþ îñîáåííîñòü:
â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ h(t) íå ÿâëÿåòñÿ �ãëàäêîé� â ìàñøòà-
áå âðåìåíè ïîðÿäêà ïåðèîäà g−2 êîëåáàíèé. Â ñëó÷àå æå ãëàäêîé
ôóíêöèè ìû íå ìîæåì, âîîáùå ãîâîðÿ, âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
(112), òàê êàê ïðè åå âûâîäå ìû �âûñðåäíÿëè� g−2 îñöèëëÿöèè, ò.å.
îòáðàñûâàëè ÷ëåíû ïîðÿäêà

∫∞
−τ e

−t/τ sin(ωt+φ) dt
τ ∼ (τω)−1 = 0.01,

ìåæäó òåì êàê â ïðàâîé ÷àñòè (112) ñîäåðæèòñÿ âûðàæåíèå òàêîãî
æå ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê ôîðìóëàì (115) è (116).
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Ðèñ. 5: Àìïëèòóäà δω(hole)/ω â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ äûðû
äëÿ ∆t = 1 íñåê.

Âûâîä ôîðìóëû äëÿ ñäâèãà ÷àñòîòû g−2 â áîëåå îáùåì ñëó÷àå
ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè III. Çäåñü æå ìû ïðèâåäåì ëèøü îêîí÷à-
òåëüíûé ðåçóëüòàò:

δω =
2

N◦Ae2τ4

∫ ∞

−τ
h(t) dt

∫ ∞

−τ
t e−t/τ sin(ωt+ φ) dt

+
2

N◦Ae2τ6

∫ ∞

−τ
t h(t) dt

∫ ∞

−τ
t2e−t/τ sin(ωt+ φ) dt

− 2
N◦Ae τ3

∫ ∞

−τ

t h(t) sin(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt. (119)
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8 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàí îáùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôîðìóë äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê ïàðàìåòðîâ ïîäãîíêè ýêöïå-
ðèìåíòàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ãèñòîãðàìì), à òàêæå ôîðìóë äëÿ
ñèñòåìàòè÷åñêèõ ñäâèãîâ ïàðàìåòðîâ ïîäãîíêè ïðè íàëè÷èè ìàëî-
ãî ôîíà. Â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷åí ðÿä ôîðìóë äëÿ ðàñïðåäå-
ëåíèé Ãàóññà, Áðåéòà-Âèãíåðà, ðàñïðåäåëåíèÿ f(t) = N◦ e−t/τ [1 +
A cos(ωt+φ)] äëÿ ýêñïåðèìåíòà g−2 â BNL, èçó÷åíû âîïðîñû êîð-
ðåëÿöèè è ôèêñèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Ïðè âûâîäå ôîðìóë ñóùåñòâåííûìè ìîìåíòàìè, êîòîðûå ìîãóò
ñëóæèòü èñõîäíûìè òî÷êàìè äëÿ âîçìîæíûõ îáîáùåíèé, ÿâëÿþò-
ñÿ:

• îá'åêòîì ôèòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãèñòîãðàììà ni ñ âàðèàöèåé
â êàæäîì êàíàëå σ2

i = ni. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå îá'åêòîì ìî-
æåò áûòü ýêâèäèñòàíòíûé íàáîð òî÷åê y(xi) ñ ïðîèçâîëüíîé
çàâèñèìîñòüþ σi îò y(xi), íàïðèìåð σi = y(xi) èëè σi = const.

• ïåðåõîä îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ èëè ïî êðàéíåé ìåðå
óïðîñòèòü èõ âûâîä. Ýòîò ïåðåõîä âîçìîæåí, åñëè ÷èñëî êàíà-
ëîâ äîñòàòî÷íî âåëèêî. Åñëè ýòî íå òàê è/èëè îá'åêòîì ôèòè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåýêâèäèñòàíòíûé íàáîð òî÷åê, òî ìîæíî
ïîïûòàòüñÿ âûâåñòè àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ñóììèðîâàíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ñâîþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëü-
íîñòü ðóêîâîäèòåëþ ýêñïåðèìåíòà g−2, ïðîôåññîðó Éåëüñêîãî Óíè-
âåðñèòåòà Â. Õüþçó (V.W.Hughes) è çàâåäóþùåìó ëàáîðàòîðèåé 2
Èíñòèòóòà ßäåðíîé Ôèçèêè èì. Ã.È.Áóäêåðà ÑÎ ÐÀÍ Á.È. Õàçèíó
çà èõ ïîääåðæêó è èíòåðåñ ê äàííîé ðàáîòå.
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Ïðèëîæåíèå I

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ∫ ∞

−∞
e−

x2

2σ2 dx =
√

2π σ ,∫ ∞

−∞
x2 e−

x2

2σ2 dx =
√

2π σ3 ,∫ ∞

−∞
x4 e−

x2

2σ2 dx = 3
√

2π σ5 ,

∫
dx

b2 + x2
=

1
b
arctg

x

b
,∫ ∞

−∞
dx

b2 + x2
=
π

b
,

∫
x2 dx

(b2 + x2)2
= − x

2 (b2 + x2)
+

1
2 b

arctg
x

b
,

∫ ∞

−∞
x2 dx

(b2 + x2
)2 =

π

2 b
,

∫
x2 dx

(b2 + x2)3
= − x

4 (b2 + x2)2
+

x

8 b2 (b2 + x2)
+

1
8 b

arctg
x

b
,

∫ ∞

−∞
x2 dx

(b2 + x2)3
=

π

8 b3
,

∫
x4 dx

(b2 + x2)3
=

b2x

4 (b2 + x2)2
− 5x

8 (b2 + x2)
+

3
8 b

arctg
x

b
,

∫ ∞

−∞
x4 dx

(b2 + x2)3
=

3π
8 b

,

∫ ∞

−∞
dx

(a2 + x2)(b2 + x2)
=

π

ab(a+ b)
=
π

b2

(
1
a
− 1
a+ b

)
,

∫ ∞

−∞
dx

(a2 + x2)2 (b2 + x2)
= − 1

2a
d

da

(∫ ∞

−∞
dx

(a2 + x2)(b2 + x2)

)
=

=
π

2ab2

(
1
a2

− 1
(a+ b)2

)
,

∫ ∞

−∞
dx

(a2 + x2)3 (b2 + x2)
= − 1

4a
d

da

(∫ ∞

−∞
dx

(a2 + x2)2 (b2 + x2)

)
=
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=
π

8a3b2

(
1
a2

− 1
(a+ b)2

)
+

π

8a2b2

(
2
a3

− 2
(a+ b)3

)
=

=
π

8a2b2

(
3
a3

− 1
a(a+ b)2

− 2
(a+ b)3

)
=

=
π

8a2b2
3(a+ b)3 − a2(a+ b) − 2a3

a3(a+ b)3
=

π

8a2b

8a2 + 9ab+ 3b2

a3(a+ b)3
,

∫
e−t/τdt = −τe−t/τ ,∫
te−t/τdt = e−t/τ (−tτ − τ2),∫
t2e−t/τdt = e−t/τ (−t2τ − 2tτ2 − 2τ3).

Âñå âñòðå÷àþùèåñÿ â òåêñòå èíòåãðàëû ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ïå-
ðå÷èñëåííûì âûøå. Íàïðèìåð:

∫ ∞

−∞
x2

(1 + x2)3 (Z2 + x2)
dx =

∫ ∞

−∞
(1 + x2) − 1

(1 + x2)3 (Z2 + x2)
dx =

=
π

2Z2

(
1 − 1

(1 + Z)2

)
− π

8Z
8 + 9Z + 3X2

(1 + Z)3
=
π

8
3 + Z

(1 + Z)3

Ïðèëîæåíèå II

Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ
êîððåëèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ χ2 ≡ W (x, y, z) äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ êîððå-
ëèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðîâ èìååò ìèíèìóì â òî÷êå
x = y = z = 0. Òîãäà âáëèçè ìèíèìóìà

W (x, y, z) = W (0, 0, 0) +Ax2 +By2 + Cz2 + Pxy +Qxz +Ryz. (120)

Óñëîâèå ∆W = 1 çàäàåò ýëëèïñîèä îøèáîê â ïðîñòðàíñòâå x−y−z.
Îøèáêà, ê ïðèìåðó, ïàðàìåòðà x â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
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êàê ìàêñèìàëüíàÿ êîîðäèíàòà x ýòîãî ýëëèïñîèäà. Ïîïðîáóåì âû-
ðàçèòü σx ÷åðåç êîýôôèöèåíòû A,B,C, P,Q,R. Çàìåòèì, ÷òî ñå÷å-
íèå ýëëèïñîèäà îøèáîê ïëîñêîñòüþ x = 0 äàåò ýëëèïñ By2 +Cz2 +
Ryz = 1. Åñëè íåìíîãî ñäâèíóòü ýòó ïëîñêîñòü (x = const), òî â
ñå÷åíèè ñíîâà áóäåò ýëëèïñ, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñî ñäâèíóòûì öåí-
òðîì è ìåíüøåãî ðàçìåðà: B(y−y◦)2+C(z−z◦)2+R(y−y◦)(z−z◦) =
ρ2, ρ < 1. Âûðàçèì ïàðàìåòðû y◦, z◦ è ρ ÷åðåç x = const:


−2B y y◦ −Ry z◦ = Pxy
−2C z z◦ −Rz y◦ = Qxz
ρ2 = 1 −Ax2 +B y2◦ +C z2◦ +Rz◦ y◦ .

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì

(4CB −R2)y◦ = −2CPx+RQx èëè y◦ =
RQ− 2CP
4BC −R2

x

è

(4BC −R2)z◦ = −2BQx+RPx èëè z◦ =
RP − 2BQ
4BC −R2

x .

Îòñþäà

ρ2=1−x2

[
A−B

(
RQ−2CP
4BC−R2

)2 − C
(

RP−2BQ
4BC−R2

)2−RRQ−2CP
4BC−R2

RP−2BQ
4BC−R2

]
=

= 1 − x2
(
A− −BR2Q2−4BRQCP+4BC2P 2−CR2P 2+4CB2Q2+R3QP

(4BC−R2)2

)
=

= 1 − x2

(
A− BQ2 + CP 2 − PQR

4BC −R2

)
.

Ýëëèïñ â ñå÷åíèè ýëëèïñîèäà îøèáîê ïëîñêîñòüþ x = const
ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó êîãäà ρ = 0. Ýòî è åñòü òî÷êà ýëëèïñîèäà
ñ ìàêñèìàëüíûì óäàëåíèåì (ïî îñè x) îò òî÷êè ìàêñèìóìà W
x = y = z = 0. Òàêèì îáðàçîì íàõîäèì σx:
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1 − σ2
x

(
A− BQ2 + CP 2 − PQR

4BC −R2

)
= 0 →

→ σ−2
x = A− BQ2 + CP 2 − PQR

4BC −R2
(121)

èëè

σx =

√(
A− BQ2 + CP 2 − PQR

4BC −R2

)−1

=

=

√
4BC −R2

4ABC + PQR−AR2 −BQ2 −CP 2
. (122)

Àíàëîãè÷íî äëÿ σy è σz:

σy =

√(
B − AR2 + CP 2 − PQR

4AC −Q2

)−1

=

=

√
4AC −Q2

4ABC + PQR−AR2 −BQ2 − CP 2
, (123)

σz =

√(
C − AR2 +BQ2 − PQR

4AB − P 2

)−1

=

=

√
4AB − P 2

4ABC + PQR−AR2 −BQ2 −CP 2
. (124)

Ïðèëîæåíèå III

Ñèñòåìàòè÷åñêèé ñäâèã ïàðàìåòðîâ g−2 â îáùåì ñëó÷àå íàõî-
äèòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ïÿòè óðàâíåíèé: ∂W/∂N◦ = ∂W/∂τ =
∂W/∂A = ∂W/∂ω = ∂W/∂φ = 0. Ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è óïðî-
ùåíèÿ ïî òèïó (109), (111) è (111) ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå ìû çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå:

A× Y = B,
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ãäå

Y =




δN

N◦
τ δτ
N◦δA

N◦Aδω

N◦Aδφ



, B =




∫∞
−τ h(t)dt∫∞
−τ t h(t)dt∫∞

−τ
h(t) cos α
1+A cos αdt

− ∫∞−τ
t h(t) sinα
1+A cos αdt

− ∫∞−τ
h(t) sin α
1+A cos αdt



,

A =
∫ ∞

−τ
e−t/τdt×




(1 +A cosα) t · (1 +A cosα) cosα −t · sinα − sinα

t · (1 +A cosα) t2 · (1 +A cosα) t · cosα −t2 · sinα −t · sinα
cosα t · cosα cos2 α

1+A cos α − t·sin α·cos α
1+A cos α − sinα·cos α

1+A cos α

−t · sinα −t2 · sinα − t·sinα·cos α
1+A cos α

t2·sin2 α
1+A cos α |! t·sin2 α

1+A cos α

− sinα −t · sinα − sinα·cos α
1+A cos α

t·sin2 α
1+A cos α

sin2 α
1+A cos α



.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå α = ωt+ φ. Ìàòðèöà A ñèì-
ìåòðè÷íà è ïî÷òè äèàãîíàëüíà:

A ≈




e · τ 0 0 0 0
0 e · τ3 0 0 0
0 0 1

2e · τ 0 0
0 0 0 1

2e · τ3 0
0 0 0 0 1

2e · τ


 .

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè ïî ïðàâèëó
Êðàìåðà:

yj =
A1jb1 +A2jb2 +A3jb3 +A4jb4 +A5jb5

det(A)
, Aij = (−1)i+jMij ,

ãäå Aij− êîôàêòîðû ýëåìåíòîâ aij ìàòðèöû A, àMij− ìèíîðû, ò.å.
äåòåðìèíàíòû ìàòðèö, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ìàòðèöû A ïîñëå âû÷åð-
êèâàíèÿ i−îé ñòðîêè è j−ãî ñòîëáöà. Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
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äëÿ δω â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî ε =
∫ F(t) × cos(ωt + φ) dt,

ãäå F(t) − �ãëàäêàÿ� ôóíêöèÿ îò t. Çàìåòèì ÷òî âñå äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû A èìåþò ïîðÿäîê ε◦, à íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåí-
òû − ïîðÿäîê ε1. Ïðè âû÷èñëåíèè ìèíîðîâ ìû áóäåì óäåðæèâàòü
òîëüêî ñëàãàåìûå ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ, â ÷àñòíîñòè äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ðåøåíèÿ äëÿ y4:

y4 = (−a22 a33 a55 a41 b1 − a11 a33 a55 a42 b2 − a11 a22 a55 a43 b3+

+a11 a22 a33 a55 b4 − a11 a22 a33 a45 b5) / det(A). (125)

Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû A â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî ε ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

det(A) = (e · τ)×
(
e · τ3

)
×
(

1
2
e · τ

)
×
(

1
2
e · τ3

)
×
(

1
2
e · τ

)
=

1
8
e5 ·τ9.

(126)
Èç (125) è (126) ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ δω:

N◦Aδω =
2

e2τ4

∫ ∞

−τ
h(t) dt

∫ ∞

−τ
t e−t/τ sin(ωt+ φ) dt (127)

+
2

e2τ6

∫ ∞

−τ
t h(t) dt

∫ ∞

−τ
t2e−t/τ sin(ωt+ φ) dt

+
4

e2τ4

∫ ∞

−τ

h(t) cos(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt×

×
∫ ∞

−τ

t e−t/τ sin(ωt+ φ) cos(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt

− 2
eτ3

∫ ∞

−τ

t h(t) sin(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt

+
4

e2τ4

∫ ∞

−τ

h(t) sin(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt

∫ ∞

−τ

t e−t/τ sin2(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(t) íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òî ÷åòâåðòûé
÷ëåí â âûðàæåíèè (127) èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè ε◦, à îñòàëüíûå
÷ëåíû ε1 è, ñëåäîâàòåëüíî, èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (112). Åñëè æå ôóíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé, òîãäà ïåðâûé, âòîðîé è ÷åòâåðòûé ÷ëåíû â âûðàæåíèè
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(127) èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè ε1, à òðåòèé è ïÿòûé ε2 è èõ ìîæíî
îòáðîñèòü. Òàêèì îáðàçîì, òðåòèé è ïÿòûé ÷ëåíû ïðåíåáðåæèìî
ìàëû â ëþáîì ñëó÷àå è ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ:

δω =
2

N◦Ae2τ4

∫ ∞

−τ
h(t) dt

∫ ∞

−τ
t e−t/τ sin(ωt+ φ) dt (128)

+
2

N◦Ae2τ6

∫ ∞

−τ
t h(t) dt

∫ ∞

−τ
t2e−t/τ sin(ωt+ φ) dt

− 2
N◦Ae τ3

∫ ∞

−τ

t h(t) sin(ωt+ φ)
1 +A cos(ωt+ φ)

dt.
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