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Une remarque sur le probleme de Cauchy

de I’équation d’Einstein d’une variété de dimension quatre

L’harmonie naturelle L'égalité de consommation
pour tous les étres vivants pour tous les étres humains

par Weishu Shih

Résumé. On montre que I'équation d’Einstein d’une variété analytique réelle de dimension quatre possede
des solutions analytiques de signature deux au voisinage de toute sous-variété analytique de codimension un
compacte ou orientable, dont le fibré normal est trivial.

Introduction.

Sojent Y une sous-variété analytique réelle de codimension un d’une variété analytique réelle V' de
dimension quatre telle que ’espace fibré normal de Y dans V soit orientable, et D V’équation d’Einstein de
V (cf. (1.8)). Le but de ce travail est d’établir I’affirmation suivante :

Théoreme 1. si Y est compacte ou orientable, alors D possede des données initiales de Cauchy analy-
tiques de signature 2 bien posées sur Y,

Théoreme 2. si Y est orientable alors D posséde des données initiales de Cauchy analytiques de signature
2 mal posées surY.

Autrement dit, pour I’équation d'Einstein les problemes de “Cauchy caractéristique” et celui de “non
caractéristique” se présentent simultanément sur la meme sous-variété orientable Y. Ainsi le théoreme de
Cauchy-Kowalawska ne semble pas applicable immédiatement a cette équation.

La démonstration d’existence de telles données initiales est constructive. En particulier, dans le cas
du Théoreme 1, le programme de J.A. Shih (*) nous permet d’écrire explicitement, dans une carte locale
d’un voisinage de Y, le développement de Taylor d’ordre k < oo de la solution analytique de signature 2
correspondante ; ce qui rassure peut étre un peu les sceptiques de (4], [7]. Et le Théoréme 2 restera valable
sans I’hypothése d’analyticité i.e. Y C V sont de classe C*°.

Préliminaire.

(1.1) Etant donnés trois espaces fibrés vectoriels 4, B, C réels sur ’epace topologique X et deux sections

¢ : X —Hom(B,C) , ¥ : X — Hom(A4,C)
des projections canoniques Hom(B,C) — X, Hom(A, C) — X, définissons le sous-espace
Homy (A, B) C Hom(4,B) & X

comme suit : 7 € Hom,, (4, B) si et seulement si p(z)on = P(z) ou p(n) = .

Considérons le cas particulier ot A = C, ¥ = 14, et @(z) est de rang maximum = dimension de A pour
tout £ € X, alors Hom, (A. B) est un sous-espace fibré affiné de Hom( A4, B) :

(*) Pour en savoir plus, e-mail shih@poly.polytechnique.fr
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Hom, (A, B) — Hom(A, B)

\ e
X

(1.2) Etant données deux variétés V. Z et

7.4 =V

une application, de classe C*°, désignons par {2]

o JEV, Z) C TRV, Z) k>0

inclusion du sous-espace J¥(V, Z) formé par des éléments & € J¥(V, Z) qui peuvent étre représentés par
une application f:V — Z ie. & = j¥f(z0), zo = o* (&) telle que o f = 1v, et par

ay =af,  JHV, Z)— JF(V,2) K<k

, e . . ok
I’application induite par la projection canonique o = af,.

Dans la suite de ce travail, nous fixons I’hypothese suivante :
7w : Z — V est surjective de rang maximum = dimension de V' > 2.
Alors il est clair que JX(V, Z) est une sous-variété de classe C* de J*(V, Z) et
I2V,Z). =Tk v 2y LI 2) = AV, Z) =V
forme une chaine d’Ehresmann par rapport & 1'idéal i}(Z;) (Zx I'idéal de Cartan-Ehresmann de J¥(V, Z))

qui est une sous-chaine de J*(V, Z) [6]. La construction fonctorielle associée a chaque chaine d’Ehremann
nous permet d’introduire “le systéme canonique de V dans Z relative a 7”7 : 3 p.22] [4 p.15]

Ef.\V,Z2): — Ea(V,Z) — Ef(V,Z) — Ef,_(V,2) —
Lo ! ! !
wWr.\wv,z): - — Wi ,(V.2Z) — Wi (V.Z) — Wi (V,2) —
Exemple. Considérons la cas particulier 7 : Z = V x F — V la projection canonique. Alors on a

I’isomorphisme de chaine
e JY(VF) < Ji(V\V x F)
défini par ©* : JE(V, F) — JE(V,V x F)
PF(mo) = i*(Le vV f)zo) , 10 € JX(V, F)
oll f 1V — F représente 1o : j* f(20) = no, o = aX (o), et (L, V f)(z) = (=, f(x)).
(1.3) Soit D un sous-ensemble de J*°(V, Z) contenu dans JE(V, Z)
DCIP(V,2) S IRV, 2),
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alors une solution [6 p.1] de D : u: 1" — Z vérifie évidemment : Tou = 1, i.e. une section de 7: Z — V.
D’autre part 'application d’Ehresmann relative a 7, “e,” définie par le diagramme commutatif

x

TRV, Z) S JL(V,IE(V.Z))

l l

JRLYY 2y S IV TRV, Z)),

nous permet d’introduire, de la méme maniére que {3 p.16] [4 p.31], le pré-gradué (resp. gradué) associé a
D. D’ (resp. D.) qui sont des sous-chaines de J3(V, Z)

D.CD.CJV, Z).
De méme on a
E;.(D)CE;.(V.Z) , W[.(D)CW[.(V.2)
et les applications
pi  E{.(D) — W/.(V,2),

ainsi que la notion de la stratification canonique de D C JEo(V,Z) ie. celle de p]_, quand celui-la existe
e.g. D soit semi-algébrique et £-simple [6 p.11].

(1.4) Désignons par TV 'espace tangent d’une variété V' et

p:VxZ—V , p2:VxZ—~2

les projections canoniques. Alors les identifications canoniques

JUV,Z) =~ Hom(piTV,p3(TZ2))
{ |

o~

JoV.Z) — VxZ
induisent évidemment celles de

JHV.Z) <~ Hom,y(piTV,psTZ)

! l

RV.Z) = V xs 2
ou V xr Z le graphe de 7,
oV xr Z — Hom(p3TZ,piTV)
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I’application définie par la dérivée de 7, et

YV X Z — Hom(piTV, piTV)
'identité (c.f. (1.1)).

(1.5) Solent V;, Z;, i = 1.2 des variétés de classe C*™ et deux applications de classe C*°
g:Vi—Vo | h:Z,— 2,
ol g est un difféomorphisme. Désignons par

Frp J¥V1, 21) — J*(V2, Z2) k>0

application définie de la maniére suivante. Pour o € J*¥(Vi, Z,) représenté par f : Vi — Z; i.e. HENE
Mo, Lo = a’il(no), on pose

FFu(no) = (ho fog™")(g(xo)) € J*(Va, Za).

Il est clair que ng,h définit une application de chaine

on IV, Zh) — J*(Vz, Z2),

et le diagramme

Jk+1(VhZI) N Jl(Vl,J"(Vth))
L e L,

T Ve, Zy) = JN(Va, J%(Va, Z2))

est commutatif. Dans le cas ou A est aussi un difféomorphisme, il en est de méme pour les F;h, qui induisent
des difféomorphismes entre les systémes canoniques :

Eng(Vi,21) —  Ei(Va,25)

Le Le

WerlVi,21) — Wek(Va, Za).

Supposons maintenant que g et A commutent avec les my, i = 1,2 :

A
Zy —— 2

L n |-

g
Vi — Va.

Alors les F:h induisent des isomorphismes des chaines
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Tp (Vi Z0) 2 T3 (Va, Zo)

et

EJ'(Vi,2)) —  E;2(Va,Z)

L L,

Wi Z2y) — W/i(Va, Z2)

que nous noterons de nouveau par £,
(1.6) Etant donnés deux sous-ensembles

D; C J*(Vi, Zi) (resp. Di € J52(Vi, Z2)) i=1,2

nous posons

Définition. D, et D, sont dits équivalents forts (resp. équivalents) s’il eziste des difféeomorphismes g, h
tels que
Im Fy3(Dy) = Dy (resp. Im Fj,(D1.) = Da.)
ot D; . est le gradué associé de D;.
M est clair (c.f. (1.5)) que “équivalence forte” entraine “équivalence”. Mais les exemples [6 p.9] montrent

que l'inverse n’est pas vrai. D’autre part si D) et D, sont équivalents, alors F, induit des morphismes

stratifiés [9] entre les systemes canoniques (resp. relatifs a ;) stratifiés par D;. En particulier, on a pour les
strates transversales :

1 F;h
En—l,ko—l(Dl)

l l

{/Vrtx—l,ko-l(Dl) — Wt—l,ko—l(D2)

n

lll.

E 1 ko—1(D2)

(resp. relatives a ;).

Soient m; : Z; — V; deux applications de classe C*, i = 1,2, surjectives de rang maximum = dimension
V; =n > 2, et posons

Définition. Etant donnés deur sous-ensembles D; C J,’,‘f’(V(, Z;) et z; € V;, nous dirons que Dy et Dy sont
équivalents (resp. forts) localement auz points z, et I, s'il eziste des voisinages ouverts U; CV; de z; tel
que les ensembles Di|y, et Dy,

Dily, = Dy N JE(Uy, 77 H(U)) € TR (Vs Z4) i=1,2

sont équivalents (resp. forts) dans J,f?(('.,rrn"l(U,-)).
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(1.7) Les définitions de (1.6) impliquent évidemment le fait suivant : Solent V,V;,Z,Z;, X CV, X; C 1}
des variétés de classe C* (resp. analytiques réelles), dimension V = dimension V; = n > 2, dimension X =
dimension X; = n — 1, les applications de classe C* (resp. analytiques)

7:Z -V , 7!‘.':Z,'——'V,'
surjectives de rang maximum n et les sections intégrables
v X = IRTNVZ) L s X = TR, Z0)
telles que v (resp. ;) forme une condition initiale admissible {3 p.8] [4 p.47] pour I’ensemble
DC Jk(V,Z)  (resp. E; CJE(V;, Zy)).

Donnons-nous un recouvrement de V par les ouverts U;, et supposons qu'il existe des équivalences
(v, ¥;) entre Djy, et Ej

v,
N ) — Z

| I~

[]i -_ ‘/I'u

F Z(Dlu')- z(Ei)-tu

Pi ¥y

compatibles avec vy et ¥; Le.

Im o (X NU:)=Xi . Im (X NU;) CJE~ YU, =2 (Uy)) € Je~ 1V, 2)

et les diagrammes

XAU —— Je=1U;, 7= Y(U)))
Lo LRk

1Y{ — J,Irc?_l(‘/ivzi')

solent commutatifs. Alors on a évidemment
(i) D est simple [6 p.11] si et seulement si les E; sont simples.
(i1) D est stratifié si et seulement sl les E; sont stratifiés.
(i) Pour que Im 5 C W27, . _ (D) (c.f. (1.6)) il faut et il suffit que

n-1,ko—
Im 5 C W7, o1 (E)

pour tout i, ot § : X — Gn-,(TJE "}V, Z)) : espace fibré en grassmanienne des (n — 1) plans associés a
I’espace tangent de J¥o=1(V, Z), qui associent & chaque point de X l'image par la dérivée de vy de ’espace
tangent a X en ce point.

(1.8) Etant donnée une variété V' de classe C>°, désignons par

Ve T*VCT'VRTV
5



le sous-espace du produit tensoriei de i espace cotangent de V" avec lui-meme forme par les éléments symetriques
non dégénérés et

la projection canonique. posons

Définition. Soit V une variété de dimension 4 de classe C*°. {/n sous-ensemble

DCIHV.T VS ['V)

5

est appelé une équation d'Einstern de V' s'il est localement équivalent d ["équation de la relativité générale

d’Einstein de R%.

Plus précisément, tout point Iy € | possede une carte locale g : Up — R* telle que g et ’application

h induite par la dérivée de g définissent une équivalence locale (c.f. (1.6)) entre Dly, et ’équation de la
relativité générale d’Einstein

ECJYR.T'R' S T"RY) ~ JAR' R* 2 RY) C J3(R.RY)
5 5
(c.f. (1.2) Exemple) de R* avec dix fonctions inconnues

définie par les dix équations

Ri; —i1/2gi; R = Nyj(x1. 22,23, 24, 1.4, 091.4)

ol R;; (resp. R) est la courbure de Ricci (resp. constante) associée aux gi;, ou les Aj; sont dix fonctions de
classe C™ (resp. analytiques réelles) avec 34 variables. et par l'inéquation

déterminant G # 0
ol G est la matrice symmeétrique définie par g;;.

(1.9) L’équation £ du (1.8) possede les proprietés suivantes (3 p.430]

(i) E est simple ie. le gradué associe a £ est égale a son pré-gradué E. = EL.

(il) E est stratifié.

(ili) Désignons par .X; C R4 I'hyperplan défini par = = (21, z2,23,24) € X1 sl et seulement si £y = 0, et

v Xy — JHRYURY)
la section intégrable de classe C™° définie par vingt fonctions de trois variables (z2,z3,z4) € X1 de classe
C™ : fij, hij et considérons le probleme de Cauchy de E
gijix, = fii (894 /0z1)|x, = his.
Alors une condition nécessaire pour que ce probléme soit bien posé {3 p.11] {4 p.48] [5 p.430} est que
det(F) 20 . det(Fi1)#0

oit F est la matrice svmétrique associée a f,; et F:; son (1, 1)-ieme mineur.

Dans le cas ou
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sont des fonctions analytiques réeiles. aiors cette condition est aussi suffisante {3 p.11], {4 p.48].

La démonstration de ces propriétés est exactement la meme que celle employée dans [3 p.37, 73] pour

obtenir ce genre de résultats pour les équations en mécanique des fluides, et nous ne la recommencerons pas
icl.

(1.10) Rappelons maintenant un résultat de M.H. Cartan {1] qui est essentiel pour la suite.

Théoréme de Cartan. Soient Z.V deuzr variéiés analytiques réelles,

7.4 —V

une projection d’espace fibré analytique localement trivial. Alors toute section f de classe C¥ est C¥-homotope
4 une section analytique que l’on peut chowsir auss: proche que l'on veut de f au sens de la topologie Ck.

Démonstration des Théorémes 1 et 2.

(2.1) Soient Y, V, Z trois variétés de classe C* (resp. analytiques réeiles), de dimension V > 2, Y C V
une sous-variété de codimension un dont le fibré normal N est orientable

v:2—V

une projection d’espace fibré localement trivial de classe C*° (resp. analytique) et

v:Y—-2

une section de classe C* (resp. analytique) de 7. Désignons par o : ¥ — V x» Z = JOUV,Z) (cf. (1.4)
I’application vo(y) = (v, ¥(y)). Alors 1l existe un relevement v; de 7o

Jr(V.2)
/1 Lag
Y — I3V, 2)

de classe C*™ (resp. analytique) intégrable par rapport a l'idéal ij(Z) (c.f. (1.2)).

En effet. ’hypothése entraine 1'existence d’un voisinage tubulaire i de Y C*-équivalente (resp. analy-
tique) & Y x (—¢,¢)

>

Y —UxN=xY x(—¢c¢).
Donc on a

Uy = 27 HY) x (—£,¢€)

puisque les applications homotopes induisent des fibrés isomorphes. Dot il y a un prolongement de v a une
section de classe C* (resp. analytique}

7 -U—xYU)C Z.
Or, ’application
jitwmou— IV, 2)
vérifie
cxéojl Tot1="g.

Alors v; = j! F o1 est le relevement voulu.



(2.2) Commencons par la démonstration du Théoreme 1 de “Introduction”. Pour cela, remarquons
d'abord qu'il suffit d’étudier le cas ou

Y={0} x Y CRxY =V

puisque le probléeme se trouve dans un voisinage <e ¥ et le fibre normal .V est supposé trivial. Autrement

dit on a (c.f. {1.8))

Z=TVay "VCTV Iy
s (*)
=py(T"Y 2 T°Y) 2 p3T"Y 5 piT"R% pi T RO p3T7Y S p}(T"R@ T™R)
oup :RxY —R, pp :Rx Y — Y. D’autre part. il existe une section analytique
B ¥ — T";'% Iy c T°YyoT'yY

N

de signature 1. En effet 'hypothese de la compacticité (resp. orientabilité) de Y entraine [8] ’existence
d’une section de classe C™ de signature 1. Alors ie théoreme de Cartan nous assure l'existence de & {c.f.

(1.10)).

Ceci étant, considérons la section v de 7 : Z — V" au-dessus de Y définie par

v =p3(62) 20808 (1)

via (*), qui est évidemment symétrique non-dégénérée analytique de signature 2. Choisir, d’apres (2.1) (c.f.
(1.4)) un relevement analytique de 7o

JH(V.Z)
./ |
Y —Vx,Z=JUV,2)

“rn

intégrable. alors 4; est une donnée de Cauchy analytique bien posée de signature 2 de D. En effet choisissons

A

une carte locale (¢o,Us) de yo € ¥ € V' =R x ¥ suffisamment petite de sorte que

(1) Uy = R x U’ ol U’ est une carte locale de yp dans ¥’

Pl =R (y) = (22(y), 2a(y), 24(y))
(i) po=1x¢ :Ug=Rx U’ o Rx R . poler,y) = (21,9 (v)

(iii) Dly, = E (c.f. (1.8)).
D’ou la dérivée de wo, Digg s écrit sous ia forme matricieile via I'identification T"RxY)=piT"RepiT"°Y

1 0 0 0
0

0o i

0

Donc 'application yg (c.f. (1.8)) induite par Dyo préserve d’une part la signature de v = ajoy; te. 2 et,
d’autre part. le déterminant du (1,1)-iéme mineur F7, est non nul puisque & est non dégénéré. Alors le
Théoreme 1 est une conséquence immediate de (1.9) (iii).

(2.3) Nous regardons maintenant le Théoreme 2 de “Introduction”. mais seulement le cas C*° puisque
le cas analytique est une conséquence du Théoreme de Cartan (1.10). Rappelons qu'une variété orientable
¥ de dimension trois de classe ™ ast paralisable. et puis nous supposons que V = RxY (cf. {2.2)), dou
une trivialisation C™° T°Y = ¥ x R? induit une identification
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TV 2TV =V x May

olt My 4 est ’espace des 4 x | matrices réelles. Cela nous permet de considérer la section v de 7 : Z =
2 . - . .
T*V2 T*V — V au-dessus de Y deéfinie par

5
‘j/(y):l(y,U),A\[r)}EVXwZ yEY
ou My € My 4 est donne par
1 0, —1. 1
. 0, L. 0 1
Mo=1_1 o -1 0
1 . 0, 1

Alors il est clair que I'image v(y) est une forme bilinéaire symétrique non-dégénéré de signature 2. D’autre
part. le déterminant du (1.1)-iéme mineur de My est nul. Donc tout relevement intégrable de classe €™ de

~ dans JY(V,Z) (cf. (2.1) et (1.9) (iil)) est une donnée de Cauchy de classe C* de signature 2 mal posée de
DsurY.

Remarque.

Ce travail montre en meme temps que d’une part les études des équations aux dérivées partielles
des sections d’un espace fibré, non nécessairement vectoriel. n'est qu'un cas particulier des études des
équations des applications entre deux variétés. et que d’autre part, la construction fonctorielle 4 p.47)
indépendante, semble-t-il. des notions profondes de caractéristique, d’involubilité. etc. nous permet d’étudier
aussi le cas semi-local i.e. localement au voisinage d'une sous-variété. Enfin une solution analytique dont le
développement de Taylor d'ordre k < >0 explicitement écrit via un ordinateur, apportera peut-etre d’autres
enseignements que celui des théoremes d'existence et d’unicité des solutions.

En remplacant la condition “signature 2” par “signature 1”, les Théoremes 1 et 2 resterons évidemment
encore valables (*).
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