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1. INTRODUCTION

L'étude d'un certain nombre de propriétés de la charge
d'espace portant une attention toute particuliére & ses effets non
linéaires, a déjad fait 1'objet de rapports anférieurs. Non seulement
1'état stationnaire de tels faisceaux (I. Kapchinskij [1966],

P. Lapostolle [1969 al, M. Promé [1969], F. Sacherer [1970 al,

R. Gluckstern et al [1970], J. Claus and A. Benton [1970]) mais aussi
les oscillations possibles (P. Tanguy [1969]1, A. Davies [1969],

B. et P. Lapostolle [1969], P. Lapostolle [1969 bl, Taylor et al [1969],
Kuznetsov et al [1969], Kuznetsov et al [1970]) ont donné lieu & des
travaux théofiques et & des calculs numériques dont le but est de
chercher & expliquer les grossissements de faisceaux observés dans la

plupart des accélérateurs (P. Lapostolle et al [1968], Kuznetsov et al [1970]).

Dans uh rapport récent (P. Lapostolle [1970]) on a montré
comment 1'emploi de calculs numériqﬁes avait permis de trouver que des
propriétés établies dans le cas d'une approximation linéaire
(I. Kapchinskij, V. Vladimirskij [1959]) pouvaient &tre appliquées de
fagon trés générale méme en présence de non linéarités pourvu que l'on
fasse appel & des grandeurs moyennes des faisceaux considérés. Ces
propriétés, seulement &noncées, ont, depuis lors été démontrées
(R. Gluckstern [1970 al, F. Sacherer [1970 b]) pour une trés large classe

de cas particuliers.

Ces résultats ont encouragé la poursuite d'un travail i la
fois théorique et numérique qui a entrainé 1la mise au point d'une
nouveau programme de calcul plus précis faisant appel a4 des méthodes

modernes plus rapides (R. Le Bail [19701]).

L'élaboration de ce programme et l'application d'un certain
nombre de contrdles d'exactitude ont conduit & expliciter certaines
notions &nergétiques et 4 formuler de nouvelles &quations de

Kapchinskij/Vladimirskij "généralisées" qui font 1'objet du présent rapport.




2. ENERGIE TOTALE DANS UN FAISCEAU. ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE.

CAS D'UN FAISCEAU DE REVOLUTION.

Si 1'on considére un faisceau guidé dans un canal de focali-
sation dont les forces dérivent d'un potentiel, 1'énergie cindtique
totale des particules et leur énergie potentielle dans le champ de force
extérieur se calculent sans ambiguité. Il n'en est pas de méme de leur
énergie de charge d'espace puisque c'est leur présence méme qui crée

cette derniére.

La considération de deux particules chargées (on peut généra-
liser 4 deux lignes de charges pour traiter le cas présent de faisceaux
"econtinus") amenées depuis 1'infini Jjusqu'aux points M, et My conduit &
penser que ce potentiel des particules doit €tre affecté d'un facteur
1/2 dans les considérations énergétiques. En effet supposons qu'il
n'existe aucun champ extérieur et qu'on améne la charge no. 1 en M.
Cecl s'effectue sans travail si la charge no. 2 est a 1'infini et
n'exerce aucun champ dans le domaine ol l'on déplace la charge no. 1.
Par contre 1'amenée de la charge no. 2 en M, exigera alors un certain
travail W, qui est €gal 3 1'énergie potentielle de la charge no. 2 dans

le champ de force de la charge no. 1.

Pour obtenir le méme résultat final, i savoir la mise en place,
partant de 1'infini, des charges nos. 1 et 2 aux points M, et My on
aurait pu procéder dans l'ordfe inverse. Il aurait alors fallu exercer
un travail W, €gal 2 1'énergie potentielle de la charge no. 1 dans le

champ de force de la charge no. 2.
Evidemment ces travaux sont égaux et
W = Wp = w/2

en désignant par W 1l'énergie potentielle totale dans le champ total de
charge d'espace, c'est-d-dire la somme des énergies potentielles des

charges nos. 1 et 2 dans le champ de force total.




Ce facteur 1/2 ne différe d'ailleurs pas du facteur qui inter-
vient dans les expressions d'énergie en électrostatique. Les paragraphes
qui suivent exposent diverses considérations confirmant qu'il s'applique
bien au cas de la charge d'espace qui régne dans les faisceaux continus

de particules.

D'une facon analogue aux considérations précédentes, nous
allons porter notre attention sur le prdbléme qui consisterait & consti-
tuer le faisceau possédant la densité de distribution p (r) dans le
domaine O < r < rp.y (rpgax pouvant d'ailleurs &tre arbitrairement grand)

4 partir d'un faisceau de méme charge Q par unité de longueur,

Tmax

Q = p(r) 2 mr dr (1)

répartie uniformément sur un cylindré de rayon R tel que

Dans 1'état initial les charges du faisceau ne créent aucun
champ & 1'intérieur du cylindre de rayon R; il est bien connu aussi que
pour r > R, étant donnée la symétrie de révolution, le champ de charge

d'espace est le méme dans 1'état initial et dans 1'é&tat final.

Dans ce qul suit, on se placera dans 1l'approximation non

relativiste, considérant seulement 1l'effet €lectrostatique de la charge

d'espace et négligeant les composantes magnétiques. On traitera plus

spécialement le cas d'un faisceau isolé dans 1'espace libre. L'applica-

tion d'une transformation de Lorentz ou l'introduction de composantes
magnétiques et quelques considérations supplémentaires permettraient

cependant de généraliser le probléme.




De maniére & conserver la symétrie de révolution, nous aménerons
les charges par couches cylindriques successives, depuis le cylindre
initial de rayon R jusqu'a leur position finale, en commencant par 1l'axe
et en allant par rayons r croissant, déplacant & chaque opération une

charge élémentaire
p (r) + 2mr dr (3)

dans le champ des charges déja déposées jusqu'au rayon r; ou désignera

ces charges par

a(r) = p (r) 2mr ar (W)

Ces charges q(r) produisent, & 1'extérieur, c'est=a-dire pour
r' >r

13 oU seraient déplacées les couches cylindriques suivantes (de R & r) un

champ de charge d'espace (donné par la loi de Gauss)

B (r') = Il (5)

2mr' €
0

contre lequel il faut, pour déplacer la charge élémentaire (3) effectuer

le travail

r
- p (r) 2mr ar —alr)_ dr' = alr) ofr) [Log R = Log r] r dr (6)
amr' e, €6

Effectuer cette opération, depuis 1l'axe jusqu'au bord du

faisceau exigera le travail total:




iy 1
max max

2
_gizl_aizl [Log R - Log r]l r dr = Q Log R- .QLEl_ELEl Log r r dr (1)

€0 hwe €6

ol 1l'on a désigné par Q la charge totale par unité de longueur trans-

portée par le faisceau:

Imax
Q=aq (rpay) = / p (r) 2mr ar (8)

Jo

(bien entendu, dans les intégrales (7) et (8) on peut remplacer la

limite supérieure d'intégration ry,, par R).

L'expression (7) représente 1l'énergie de charge d'espace W,e.
Appliquant deux fois la formule d'intégration par parties, on peut

€crire encore

' . R R R ;
2
Moo = o og B - |98 1og | +| Q&) & _ 2@ 4 (9)
c hre, hngo bome, r Lre r
o “o 0
et xemarquant que, selon (5)
-y | 10
E,.. (r) = _az)_ (20)
ceé em r gy

est, dans 1'état final, le champ de charge d'espace (radial) régnant a

la distance r de 1l'axe:

R R R
_ a(r) Eee (r) L(r) Vee (r;l +Vj( ‘Vpe (r) p(r) omr ar (11)
2 _lo 2
o

Wee = 5 G.L—L




ol 1'on a fait appel & (L4) et désigné par V., le potentiel de charge

d'espace tel que, en symétrie de révolution

da
grad Vee = 37 Vee (r) == Ege (r) (12)

Ce potentiel de charge d'espace est défini & une constante

prés et, par convention, on posera
Vee (R) =0 (13)

On obtient alors l'expression

Woe = 3 Vee (r) p (r) 27r dr (14)

qui montre bien que l'énergie de charge d'espace est la moitié de

1'énergie potentielle des particules dans le champ de charge d'espace.

En fait, lors du passage de 1l'état initial 4 1'état final les
charges ont 4l €tre déplacées dans le champ de focalisation et 1l'énergie
totale sera la somme de 1'énergie de charge d'espace (14) et de 1'énergie
potentielle de focalisation Wy dans 1'état final si 1'on suppose égale-

ment cette énergie nulle dans 1'état initial, c'est-8-dire si
Ve (R) =0 (15)
en désignant par Ve(r) le potentiel de focalisation.
Dans 1'Annexe I sera donné un autre calcul de l'énergie de

charge d'espace ol 1'intégrale de la relation (7) apparait comme 1'énergie

d'interaction des génératrices de charges les unes avec les autres,
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le terme tout intégré n'étant que cette méme énergie dans 1'état initial.
Mais il est intéressant également de donner des expressions précédentes

une autre interprétation physique.

Le calcul des énergies dans les états initial et final peut
s'effectuer également en faisant appel simplement aux champs qui régnent

dans ces deux états.

Désignant par Ep(r) le champ de focalisation, dans 1'état

initial on aura:

=
>}
]

Ep (r) pour r < R
(16)

=
R
1

Er (r) + Euel(r) pour r > R

Dans 1'état final au contraire E(r) = Ep(r) + Eqe(r) quel

que soit r.

La différence d'énergie entre ces deux états est donc donnée

par
R

R
E 2 2
W = . [Er(r) + Epelr)] onr ar _-j/r e Ep(r)® omr dr  (17)
2 °o 2
0

0

Développant le carré de la premiére intégrale, on voit qu'il

reste deux termes a intégrer; le premier s'écrit:
R R
€, Ef(r) Ece(r) - 21r dr = Ef(r) q (r) dar (18)

o] (o]




qui, par intégration par partie, remarquant que

Bo(r) = = =V (2) (19)
donne
R R R
Ep(r) q(r) dr = = | Vp(r) alr) | + Ve(r) o (r) 2mr dr (20)
(o] 0 0

Le terme tout intégré est nul d'aprés (15) 1l'intégrale repré-

sente donc l'énergie potentielle de focalisation Wf.

Le deuxiéme terme de (17) s'écrit

R R
Eee (r)2 q? (r)
Ece (r)° - .
J/// €, 5 2rr dr hﬂeo L~ ar (21)
(0]

On voit que ce terme n'est autre que

R

W = C. (22)

ce T
Ly T

forme déja trouvée en (9).

L'expression de 1'énergie par les champs redonne bien la somme

de 1'énergie potentielle de focalisation et de 1'énergie de charge

d'espace. a) (voir la page suivante)




Remarque
Lorsque les particules ont été amenées, immobiles, dans la dis-

tribution finale, il reste & leur communiquer une certaine vitesse trans-
versale, c'est—3d-dire une certaine énergie cinétique. L'expression de

cette énergie cinétique ne présente aucune difficulté.

3. ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE DANS UN FATSCEAU NE PRESENTANT PAS

LA SYMETRIE DE REVOLUTION.

Le calcul des énergies dans‘ce cas est plus difficile. S'il
n'y a aucune_symétrie dans le faisceau que 1l'on veut créer on ne peut
aisément considérer le déplacement de couches cylindriques depuis un
état superficiel initial jusqu'd 1'état final qui permette un calcul

simple du travail effectué, comme on l'a fait pour le cas de révolution.

On va cependant évaluer encore les &nergies en considérant la
différence entre deux états, le premier &tant toujours une distribution
superficielle sur un cyiindre qui sera choisi €tre une surface &quipoten-—
tielle du potentiel de charge d'espace de la distribution finale. La
densité sur ce cylindre sera choisie telle que le potentiel extérieur
soit le méme dans les deux &états (voi; Annexe II). En particulier, si
1'on prend une équipotentielle trés éloignée, elle coincidera pratique-
ment avec un cylindre circulaire de rayon R dont l'axe passe par le

centre de gravité des charges dans la distribution finale.

a) I1 faut, 8 ce sujet, signaler une erreur dans le rapport de
B. et P. Lapostolle [1969] ol le calcul donné en annexe et les
formules d'adaptation suggérées (55) et (56) sont erronées.
Les expressions de chacune des énergies, prises séparément sont
cependant correctes; 1'énergie potentielle donnée est la
somme de l'énergie de focalisation et de 1'énergie potentielle
dans le champ de charge d'espace (c'est—d-dire le double de
1'énergie de charge d'espace proprement dite).
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Au lieu d'évaluer l'énergie de charge d'espace comme nous
1l'avons fait dans la premiére étape du cas de révolution par le calcul
d'un travail, nous allons plutot adopter la deuxiéme méthode faisant
appel & l'énergie des champs. De plus, admettant le résultat obtenu
alors (et qui serait aisément généralisé) selon lequel le terme rectangle
(18) représentait 1l'énergie de focalisation, nous allons nous borner 3
évaluer 1'énergie relative au champ de charge d'espace progrement dit et
calculer la différence de cette énergie entre les états initial et final,
c'est-8-dire 1'énergie du champ de charge d'espace pour la distribution
finale, 3 l'intérieur de la surface &quipotentielle adoptée pour la dis-

tribution initiale.

Cette énergie s'obtient en appliquant la formule de Riemann
(qui remplace en quelque sorte la formule d'intégration par parties) 3

1l'expression vectorielle:

>
Ece * Vee
En utilisant la relation:
- > ->
div E,o + V = Ece grad V + Vee div E (23)
il vient
> - > >
Vee * Bee + dn = |/ By, grad Voo dxdy + |/ Voo div E dxdy (24)

Or, en prenant pour contour l'équipotentielle ol les charges &taient
réparties initialement et en prenant pour zéro le potentiel sur ce con-
tour, le premier membre de 1'équation précédente est nul. D'aprés les

relations




— —_—
E,, = - grad V. (25)
et
—
div E,g = %— (26)
(e]

on obtient alors aisément

2 2
e:o//“E}i——;;—EiL dxdy = %Vce (x,y) o (x,y) dxdy (27)

qui généralise bien 1'équation (1L4).

L'énergie de charge d'espace est donc bien la moitié de

de 1'énergie potentielle des particules dans le champ de charge d'espace.

L. AUTRES EXPRESSIONS DE L'ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE.

Pour certaines applications, et en particulier pour mieux
illustrer la partie suivante, il peut €tre intéressant d'exprimer

1'énergie de charge d'espace sous une forme un peu différente de celles

données en (14), (22) ou (27).

Reprenant la relation (T7), on a

R
2
wce = .)IQA_._ Log R _/ AM. Log r r dr (28)
me €
(o] o]
0

R
~///ﬂ a?(r 2 ._JQ__ Log R - 1 g'----Lgﬂ-z-u'Log r dr |(29)
o

ou encore:

hﬂre e dr

o]
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C'est une expression du type (28) qui a été utilisée par

R. Gluckstern et al [1970] dans leur &tude de distributians stationnaires.

On peut encore &crire (29) sous la forme:

_ Q% _ Q%
Wee hﬂeo Log R hﬂeo Log r (30)

en désignant par Log r la moyenne de Log r pondérée par la fonction de

distribution de gq?(r).

Dans le cas ou le faisceau ne présente pas la symétrie de révo-
lution, mais seulement deux plans de symétrie, on peut encore généraliser

Z

1l'expression précédente, comme on le montre dans 1'Annexe III.

On peut écrire:

2 > >
Woe = ﬂ%;g Log R - H;Z]AE.r p(x,y) Log (x + y) dxdy (31)

ol 1'intégration est faite seulement sur le premier quadrant (sinon il

suffit de remplace Log (x + y) par Log (|x| + |y[) et de supprimer le

facteur 4 devant 1'intégrale.)

_a—

Log R est la moyenne de Log(|x1 + |y|) sur le cylindre de grand
diamdtre ou les charges sont distribues dans 1'état initial (ou une sur-

face équipotentielle si sa section n'est pas circulaire) et on peut écrire

Tre. Log (X + Y) (32)
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> >
les moyennes étant pondérées par 1l'expression E . r p(x,y) telle que

f > - ) _ Q2
jE e T Q(X,y dxdy = )-l»TTEO (33)

On peut noter que, pour un cercle de rayon R

Log R = Log (1,115 R) (34)

si bien que (32) peut encore s'écrire:

Q2 Q2 X+ Y
L - Log -
, Leg R hne, 0 1,115

Wee = Ime

(35)
Pour un faisceau ne présentant aucune symétrie on peut encore

o .

écrire

’ . E2 ->
2
Wee = h?s Log R 'VZQ[div (gg 2ce r) Log (|x] + |y|) axdy (36)

o]

le cylindre initial de grand diamétre ayant son axe sur la ligne du

centre de gravité des charges des sections.

On peut noter que

5 > > > -> > >
div (eO'E— r) = g, (E.r) div E - e, E.rot (rxE)
et que
E2 - - - > > (37)
. . ce
div (eq > r) = Epe.r P = €, Ege.rot (erce)
telle que

Ezce ” 92
div (e 75— r) axdy = - (38)
(0]




Par conséquent, on peut toujours écrire (32), (34) et (35) la

moyenne Log (X + Y) étant simplement définie par une pondération en

E2ce >
div (eq > r).
Remargue

Pour une distribution présentanﬁ la symétrie de révolution,

d'aprés (10), (31) et la relation (34)

R
2
W, = T LOgR_/ alz) or) ooy par
hme £
o] o]
0

on retrouve bien la relation (28).

5. COMPARATISON AVEC LES EQUATIONS DE KAPCHINSKIJ ET VLADIMIRSKIJ.

On a déja rappelé, précédemment, que les équations &tablies
depuls longtemps par I. Kapchinskij et V. Vliadimirskij [1959] pour un
faisceau de densité uniforme s'appliquaient €galement aux états station-
naires quelle que soit la distribution de charge qui y régne, pourvu que
les paramétres caractérisant le faisceau soient remplacés par des valeurs

quadratiques moyennes.

Et on a signalé que, moyennant certaines hypothéses, il avait
€té montré que ces relations s'appliquaient &galement aux oscillations
"d'enveloppe" (et non seulement aux états stationnaires). On va mainte-
nant examiner quelles propriétés &nergétiques on peut associer a ce type
d'équations de Kapchinskij/Vladimirskij (K/V) généralisées et voir qu'il
est possible d'écrire deux jeux d'équations de K/V généralisées et

déduire des relations importantes de la comparaison de ces équations.
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5 a) EQUATIONS DE K/V GENERALISEES. Premiére forme.

Nous allons revenir d'abord rapidement sur l'origine de ces
€quations bien qu'elles aient déja été établies par R.Gluckstern [1970 al

et F. Sacherer [1970 b]. Soient

[}
o

x" + wi x = Ey
(39)

"

¥ +w§y-Ey

[}
o

les équations du mouvement d'une particule du faisceau dont la vitesse
suivant la t?oisiéme coordonnée s est supposée trés grande par rapport
aux vitesses transversales (x' << 1, y' << 1), constante et identique
pour toutes les particules. Les valeurs de w% et m§ qui caractérisent
les forces de rappel de focalisation sont supposées exprimées dans une
unité telle que les dérives secondes sont prises par rapport 3 s; E, et
Ey sont également & un facteur prés qui sera précisé plus loin les com-

posantes du champ de charge d'espace Eqe qui a fait 1l'objet des précé-

dentes parties et représentent l'action de ce champ sur les particules.

On supposera que le faisceau présente deux plans de symétrie.

Pour trouver le premier jeu d'équations de K/V, on multiplie
la premiére &quation par x, la deuxiéme par y et calcule les moyennes

sur l'ensemble des particules:

" 2
x x + wy

——— — c—

vy tef ¥y - R,

]
o

Adoptons les définitions de demi axes et d'émittance en moyenne
quadratique déja introduites par R. Chasman et al [1969] et
P. Lapostolle [1970]:




On déduit aisément ge ces

aa'

aa" + a'?

et compte tenu de (L41) et

aa" + a' 2

soit finalement

Finalement, le jeu d'équations (40) s'éecrit aprds division

respective par a et b:

définitions:

L oxx!

hxx" + 4 12 2y

(42)

EM2
b xx" + —> 12
T te

L xx

——

xx" +

EM?2 Y x E
. X
a
EM2 Ly E

]
O

Les derniers termes mis & part, on reconnait les équations

de K/V.

N

g
=y S"é_'
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Considérons les derniers termes. En additionnant terme a

terme les équations (46), on obtient

x B, +y By = %]fr + B, o(x,y)dxdy (46)

On reconnait au 2° membre 1'intégrale de la relation (33). Il reste &

déterminer le facteur multiplicatif & appliquer aux champs proprement
dits pour retrouver les &quations (39). Adoptant le formalisme du rap-

port P. Lapostolle [1970] on posera

——

x Eg +y By = A/2 (47)
avec
A 2ro /e (48)
e 83 Y3

en désignant par I le courant transporté par le faisceau i la vitesse
Be (B et y étant les facteurs relativistes classiques), e la charge de
1'électron et r, le "rayon classique" de proton s'il s'agit d'un faisceau

de proton:

-18

ro = 1,5347 - 10 métres (49)
On peut alors écrire
2
EM
2"t la-—=-2E__L. -4
ad a+b a 1
(50)
2
J 2A A
"+ b_—-—-—--——-———-—-——- - — =
b w o 5 5 El 0
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en posant

"

=
™

o
J

A a + b'€ (51)

hab 1

1
U‘l

Les équations (50) constituent le premier jeu d'équations de

K/V généralisées.

On y voit apparaltre un terme correctif €5 défini par (51),

I1 faut insister sur le fait que les émittances EM, et EM ne

sont pas supposées constantes: elles varient en général au cours du

mouvement comme on le verra plus loin.

Considérons le terme €

I1 est évidemment nul si le faisceau présente une symétrie par

rapport aux bissectrices.

F. Sacherer [1970 b] a montré qu'il était nul également dans
le cas d'une distribution 3 symétrie elliptique, c'est-3-dire affine

d'une distribution de révolution, isolée dans l'espace libre.

Divers types de distribution considérés ont toujours donné des
< . . + .
valeurs trés faibles de e : un rectangle donne au maximum - 0,4% (voir

Annexe IV).

Le terme correctif € n'est cependant pas nul en général; il

dépend en particulier de la forme d'une surface équipotentielle qui peut

€tre imposée 3 1'extérieur du faisceau (chambre i vide, effets d'image).

I1 reste cependant trés petit dans la plupart des cas pratiques.




5 b)

EQUATIONS ENERGETIQUES.
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DEUXIEME FORME DES EQUATIONS DE K/V.

Multiplions maintenant la premidre des équations (39) par x',

la deuxiéme par y', intégrons par rapport 3 s.

moyenne

N’

'l\)l

*[

N

¥

P

2

/[X'Ex ds
'E ds
v)ry Y

Il vient en faisant la

Cte

Cte

Cefte opération est bien connue; elle fait apparaltre 1'énergie
cinétique des particules leur &nergie potentielle dans le champ de foca-
lisation et, dans les intégrales, l'énergie de charge d'espace que nous
avons étudiée dans les premiéres parties (Ex et Ey varient au cours du

mouvement ).

Faisant appel & (41) et (42) on écrit aisément:

2 2 E}?E ——
12 - 1 = cte
a's+ w a” ¢+ Py 8 | x Ex ds C
(53)
EM?
= cte

12 4 w212 +—=L -8 | T'E as
b wy ) y -

A cette forme &nergétique des équations de K/V on peut préférer
celle qu'on obtient en dérivant par rapport & s et divisant les équations

obtenues respectivement par 2a' et 2b':

2
e EMZ . M, EM'  LUx'E, -,
X ag aza‘ a'
(54)
EM2 EM EM; Lby'E
NA J J
v e n -t Lt - -0




On retrouve toujours bien les trois premiers termes des &quations
classiques de K/V mais cette fois—ci deux termes s'ajoutent: un terme

faisant apparaltre les dérivées des émittances (définies en moyenne quad-

ratique) et les moyennes x'EX_et y—’-Ey prises sur l'ensemble des particules.

Pour ces derniers termes, on peut procéder A une évaluation du

méme type que celle effectuée i partir de la relation (46); on a:

X'E_+ y'E_ = —= (55)

En effet, le premier membre n'est autre que la dérivée par rapport a s
de 1l'énergie potentielle des particules dans leur champ de charge
d'espace, dont on a vu qu'elle &tait le double de 1l'énergie de charge

d'espace. Donc, d'aprds (32) ou (35)

' oF s 9 4 T o r vy
x'E, +y Ey = Tre. as Log (X + Y) (56)

et introduisant la quantité A:

d —_—_—
35 Log (X + Y) (57)

™
N
+
:4-
)
1
n fe

Or, pour une distribution uniforme dans un faisceau elliptique

a)

de demi axes a et b ona ', d'aprés (34) (voir Annexe V)

—_— 1,115
Log (X + Y) = Log (a + b) + e5 + Log —572-— (58)
avec
€y = 0,10
a) Pour retrouver cette expression, il est plus facile de revenir

a 1'expression (27) de l'énergie de charge d'espace que de faire
appel 34 (31) (voir rapport interne CERN AR/Int.SG/65-27, équ. 12
et équ. 16 ou 20).
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Et comme on le montre dans l'Annexe V dans un certain nombre de distribu-
tions assez diverses qui ont été examinées, on peut toujours &crire une
expression du type (58) avec une valeur de €, qui reste généralement

comprise entre 0 et 0,10.

On pourra donc écrire une expression de la forme:

— A a' + 1 A
IE + |E = = ————— — 1
o PV ST T T2 5 (59)

et on posera méme

/‘
A a' A
' = + = 1
* Ex 2 a+bd 2 (e 2)x
B (60)
m—— A b' A
! - = + —- |
V'B =% Twntz (Blo)y
L
Les équations (54) deviennent alors:
EM? EM_ EM'
a|1+w2a_ X_2A + X X gA_( |) =0
X a3 a+b ala! a' 2 X
, (61)
EM EM EM!
Ay I S S — y-&\‘-(e')=0
v 3 a+ b bbb’ b' V2 'y

C'est le deuxiéme jeu d'équations de K/V généralisées. On

voit apparaltre deux termes correctifs: 1'un contient la derivée des

émittances en moyenne quadratique et l'autre un terme qui dépend de la

distribution.

Chaque terme (ez')X et (62')y peut éventuellement prendre des

valeurs notables mais leur somme reste probablement falble car €, est

toujours trés petit. Notons que, comme €5 €, dépend des effets d'image.
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Remarque
Au lieu du terme correctif global e, introduit dans (58) on

peut essayer de spécifier les corrections relatives & a et b en écrivant

Log (X +Y)=2Log [(L+e )a+ (1+ Ezy) b] (62)

En se limitant au premier ordre en € on est alors amené a:

-~ £ e!
! 2x oy 2X
' ~ = .
(62 )x a ab (a + b)? &% + b
< (63)
- '
b' 2y 2x 2X
] —
(e2 )xzb ab (a + b)? b Tr o

I1 est toutefois intéressant de noter que, avec les expressions

(62) 1le Jjeu d'équations (61) de K/V généralisées devient:

~

2 ' §
"y w2 g - f%ﬁ _=eA _A + e Ty - ca " ox 0
a Y% & a3 a+b a E3 ala’ a+b a'
< (64)
EM2 EM_ EM' e’
I e T T & = o
b3 a+b a 3 b’ a+b b
en posant
€ =—"—2'6L— (6 - € ) (65)
3 (a + Db)2 2% 2y

on y reviendra un peu plus loin.
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6. APPLICATION DES EQUATIONS DE K/V GENERALISEES.

VARTATION. DES EMITTANCES EN MOYENNE QUADRATIQUE.

La comparaison des jeux d'équations (50) et (61) permet immédi-

atement d'écrire:

EM_ EM! o
= ' - 2
aZ 2h (e')), = AT &
(66)
B By , b’
——%7——I = 28 (e 2)y + A 5 &

Remargque

En faisant appel & une forme du type (62) pour 1l'énergie de
charge d'espace, on retrouve au lieu de (66) un jeu d'équations trés

semblable qui s'écrit:

/
EMX EM% 2a, a'
- ' - 5 2 -
a? A a+b cox Mg (El 83)
< (67)
]

. - A 2b e' 4+ A.hl (e =€)

b? a+b 2y b 1 3

ol l'on voit se grouper les termes en € et €, qui tous deux, il faut le
noter, sont dépendant entre autres des effets d'image, et s'annulent en

symétrie de révolution.

Comme on le verra un peu plus loin en 6 b), on peut &tre induit
a poser € =g, dans tous les cas, ce qui aménerait & penser que les
effets d'image jouent un rdle négligeable dans les variations d'é&mittance.
Des &tudes plus détaillées seralent cependant encore nécessaires pour

pouvoir 1l'affirmer.
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6 a) CAS D'UNE DISTRIBUTION DE K/V.

On 1'a déj3 dit, en 1'absence d'effets d'image, mais que le

faisceau soit rond ou elliptique, on a pour une distribution de K/V

El =0
€. = ¢ =€ = cte
2 2x 2y
On déduit immédiatement de (66) que
= pte = ote
m = cte, EM& ¢ (69)

D'ailleurs, dans ce cas, les deux jeux d'équations de K/V (56) et (61)

se raménent tous deux aux équations classiques de K/V.

La distribution de K/V peut donc se conserver; ce raisonnement
ne prouve cependant pas qu'elle soit stable et se conserve toujours en

pratique.

6 b) DISTRIBUTIONS STATIONNAIRES.

Dans ce cas

Dans les équations (50) le premier terme disparait, ainsi que
dans les équations (61) ou (64). On peut &tre tenté de dire que, dans

ces derniéres, les deux derniers termes également disparaissent, ce qui
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entrainerait, par comparaison entre (50) et (64):

comme on 1l'a déja mentionné.

Cependant, les deux derniers termes des &quations (64) se pré-
sentent, dans le cas d'un régime stationnaire, sous forme indéterminée
et une &tude plus détaillée serait nécessaire pour €tre slir de pouvoir
affirmer que la relation (70) est correcte. D'ailleurs les expressions
(63) ne sont qu'approchées; ainsi en est=il de (6L4) et par suite pour-

rait=il en &tre de (70).

6 c) OSCILLATIONS SYMETRIQUES. FAISCEAU ROND.

On a alors

wg = Gy, 8 =D, EM = EM =
et
€, = gy =0
E'ZX = e'z = 2(6'2>X = 2(8'2)y = 8'2
I1 vient
EM . EM' = aA ¢’ (1)

2
Si 1'on avait a2 = cte, on déduirait immédiatement

A(EM?2) = 282 A be, (72)

et comme € reste trés petit, 1'émittance en moyenne quadratique serait

elle méme pratiquement invariante.
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La relation (72) est vérifiée avec précision par les calculs
numériques pour un faisceau ne présentant pas d'oscillations d'enveloppe
(ou des oscillations d'amplitude négligeable) mais présentant des oscil-
lations d'ordre supérieur ol la distribution et les émittances en moyenne

quadratique varient de fagon absolument simultanée.

Mais au cours des oscillations d'enveloppe a2 varie, de fagon
approximativement sinusoIdale. Au cours de ces oscillations la distri-
bution ehange et €_ varie. Supposons, en premiére approximation, les

2

oscillations de €, également sinusoidales.

L'examen de (71) montre alors que si a? et €, oscillent en
phase, l'émittance présente seulement une variation sinusoldale de méme

phase.

Si les oscillations de a2 et €, présentent entre elles un dé-

phasage, aux oscillations de 1'émittance se superpose une variation

linfaire séculaire dont le signe dépend de cet &cart de phase, c'est-a-

dire également de 1l'écart de phase entre les oscillations de 1l'amplitude

a? et de 1l'émittance EM.

Une telle propriété avait été observée dans les calculs numé-

riques (P. Lapostolle [1970]).

6 4) OSCILLATIONS ANTISYMETRIQUES.

L'étude du systéme (66) ou (67) ol 1l'on néglige en premilre
approximation €, ou 61 - g, conduit, pour chaque coordonnée x et y & des
conclusions analogues aux précédsntes.

On peut cependant noter, de plus, en additionnant membre 3

membre les deux équations (66):

EM EM! EM EM' '
X X NA NA

+
b2 2

n
B
m—-
1
(=
m|m
i
d|q
m
3

a2
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que tout en ayant un deuxiéme membre trés petit (ce qui est la seule af-
firmation certaine que 1l'on puisse faire jusqu'a présent) chaque terme

du premier membre peut prendre des valeurs notables.

I1 est ainsi possible d'obtenir des sortes d'échange d'émittance
d'une direction vers l'autre ou des oscillations périodiques; de tels

phénoménes ont été observés dans les calculs numériques.

6 e) EFFET D'UN DEFAUT D'ADAPTATION

Les paragraphes précédents ont montré qu'en cas de désadaptation
onpeut observer des variations d'émittance. Les calculs numériques
indiquent que l'on assiste 4 une augmentation des &mittances en moyenne
quadratique et 4 un amortissement des oscillations d'enveloppe; on tend

pratiquement vers un état stationnaire.

Ce dernier peut s'obtenir directement en faisant appel aux
équations (53) et (58) ou (62) car 1l'énergie totale doit se conserver au

cours du mouvement. On va considérer pour simplifier ici les cas ol

et

et examiner d'abord le cas d'oscillations symétriques pures.

L'énergie, dans 1'état final (indice f) est facile & exprimer
car alors a' = b'=0, a =b et 1'état étant stationnaire, vérifie

1'équation de K/V.




EM]Z?
w? a2 = —5==-A=0 (Th)
ar
cette énergie s'écrit donc
A A
=1 2 g2 o 2 2y == (1 + 2
W = 3 w® al -7 Log (af) ; ( ezf) (75)

Afin d'obtenir une expression plus symétrique on peut, pour 1l'énergie
initiale (indice i), se laisser guider par les résultats de calcul
numérique selon lesquels, si la distribution des charges dans le faisceau
a 1'allure d'une distribution stationnaire, au cours d'une demi oscil-
lation cette distribution varie peu (donc €, varie peu) et 1l'émittance en

moyenne quadratique est, elle aussi, sensiblement constante.

Considérant alors simultanément un maximum et un minimum

d'oscillations d'enveloppe, a et a . , on peut écrire:
max

min
(’
EM:?L A
=142 g2 + 12 - - .
Wp=not e P vz Ty o, T S
max
< (76)
EM2
=1 w2 a2, + 13} 21 - é'Log a . - A
min . i in 2 21
min
-
En posant
a =a, r
max i
< (77)
& s = a./r
.
et Log r = p ' (78)
on obtient sans peine
2,
2 - - ———— ~ (79)
w
az a? shp
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et

A A
2 .2 -2 2 -2 (B _
a$ chp m Log (ai chp) m (thp Log chp + 2€2i) (80)

On peut remarquer que

%iax M a§1in
2 - Jfmax  min
at chp 5 (81)
Posant alors
_ 1 2 A
F(u) =3 wtu- L Log u (82)

on voit que 1'égalité des énergies initiale et finale s'écrit:

= y o4 A - B -
F (af) =F (ai) *+ 9 (1 thp + Log chp + 252f 262i) (83)

Sous cette forme on peut remarquer que la paranthése qui multi-
. e . - < =1
plie A est petite la fonction de p, égale a O pour amax / amln

vaut 0,1 pour & o / &= 5, 0,2 pour a8 o / M 20 et atteint 0,3
pour un rapport infini; 1la différence des €, initial et final réduit
encore cette valeur. On peut alors &valuer approximativement a% par un

développement de Taylor de la fonction F (u) autour de a%, ce qui donne

2 4 g2 - £ + 2 _ -
2w amax %min 1 thp Log chp €or 2€2i
a2 = -DaX _min |, 5 (8Y)
t 2 w a%
1+2(—5—- 1)

- le dénominateur figurant dans cette expression a été mis sous cette
forme pour faire apparaltre, d'aprés (T4) qu'il est toujours supérieur
a1 (égal & 1 pour une charge d'espace infinie et une désadaptation

initiale nulle et & 1'infini pour une charge d'espace nulle).
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On retrouve donc bien la propriété obtenue dans les calculs

numériques (Lapostolle [19T70]) & savoir que

2 = 2 + g2
&% (amax a'min) /2 (85)
dont on voit qu'elle est rigoureuse pour une faible charge d'espace mais
peut—-étre seulement approchée pour les trds fortes charges d'espace (&

moins que les termes correctifs €_ ne compensent le terme en p ce que

2
pourrait montrer une &tude détaillée).

Pour des oscillations antisymétriques, afin d'obtenir un calcul
présentant la méme symétrie que le précédant, on peut & nouveau faire
appel & une propriété suggérée par les calculs numériques qui montrent
que dans les conditions initiales (du moins pour une distribution de type
stationnaire) les oscillations de a? et b2 sont approximativement sinu-

soldales; autour d'un extremum on a alors en particulier

(a2)" + (b2)"

I
o

d'ol
aa" + bb" = 0
et aprés (50)

2 -
EM 9

w? (a2 + bz) + 22p2 (a® + bz) - 2A ~ 0 (86)

Reprenant un calcul d'énergie analogue i celui effectué pour
les oscillations symétriques, on obtient alors, en faisant appel a cette

relation (86) 1l'expression suivante:
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et finalement

Log chp' - 2 Log ch(pl/2) + 2e,p = 26,

2 2
2 .8 *D + (88)
°f 2 1 w?a?
+ -
1 2 y 1
ol 1l'on a posé
P' = Log % (89)

On peut- voir, cette fols encore, que le terme entre crochet
reste voisin de 1l'unité 1'écart pouvant d'ailleurs €tre compensé par les

termes en e,, confirmant les résultats numériques d'aprés lesquels
a% ~ (a2 + b2) / 2 (90)

Des relations (84), (85) ou (88), (90) on déduit alors facile-
ment les augmentations d'émittance résultant d'une désadaptation. La
méthode énergétique permet en principe de traiter le cas de n'importe

quel type de désadaptation, méme complexe.

Remargue

Les formules (T79) et (87) permettent de trouver approximative-
ment la relation liant maximum et minimum d'amplitude en oscillations
symétriques ou antisymétriques. Le résultat d'un calcul numérique plus
précis est donné dans un rapport antérieur (Lapostolle [19701) sur les

figures (13) et (1k4) avec 6§ = A/w EM.




7. CONCLUSIONS

Les exemples qui précé&dent, montrent divers types d'application

des &quations de K/V généralisées.

Ces équations semblent constituer un formalisme susceptible
d'étre développé pour 1l'étude détaillée des évolutions d'@mittance en

présence de charge d'espace.

Si une extension de 1'étude des divers modes d'oscillation
libre dans un faisceau (R. Gluckstern [1970 b]) permettait d'obtenir
des expressions de €, et de €, et ses dérivées, on pourrait écrire une
équation de couplage de ces oscillations avec les oscillations d'enveloppe.

Parallélement, 1'étude de la maniére dont les oscillations
d'enveloppe excitent des oscillations d'ordre supérieur (P. Lapostolle [1970])

pourrait fournir une deuxiéme &quation de couplage.

L'analyse simultanée de ces deux &quations devrait alors
fournir 1'évolution compléte du mouvement du faisceau et décrire entiére-
ment les augmentations d'émittance entrainées par les oscillations
d'enveloppe qui ont fait 1l'objet jusqu'ici seulement d'un traitement

approché.

Un type de couplage similaire existe lors des ondulations 4d'un
faisceau dans un systéme de focalisation périodique alterné; la méthode
de calcul &voquée devrait alors expliciter aussi les grossissements
d'emittance observés tant dans les calculs numériques (M. Promé et al [1970])
que dans les mesures expérimentales sur les accélérateurs linéaires
(P. Lapostolle et al [1968]). Elle permettrait en particulier de savoir
si ce type de phénoméne existe aussi aux plus faibles charges d'espace

ou s'il y a un seuil au dessous duquel il cesse d'apparaitre.

I1 serait sans doute intéressant enfin d'approfondir la dif-
férence qui existe entre 1l'effet de 1l'application de champs non linéaires

fixes et celui des champs de la charge d'espace proprement dite qui




-33_

dépendent des particules elles mémes. Il est facile, par exemple, de
formuler les €quations de K/V généralisées (50) et (61) dans le cas de
champs appliqués non linéaires et dérivant d'un potentiel: on voit que
de tels champs introduisent dans ces équations des termes analogues 3

Ae, ou A(sé)X et A(eé)y, qui s'expriment simplement sous la forme d'une

-1

n —_ n
série de moments d'ordre n - ji B. nyn J ou C xk ! yn-k x' et
— J k
J=0 k=0
ity y & n7k-1 | V2 ~ . .
j;: Ck Xy y' - n'étant le degré du potentiel appliqué. Les
k=0

termes € relatifs & la charge d'espace proprement dite pourraient-ils
aussi s'exprimer 3 1'aide de moments ou bien une telle forme est—elle
impossible? Il n'a pas &té possible jusqu'ici de répondre & cette
question: on peut voirque la contribution des effets d'image se met sous
la forme de produits de moments, mais la contribution du champ propre est
plus difficile & évaluer. Au cours des études &voquées ici, les diverses
expressions de 1'énergie de charge d'espace données au début pourraient

\ .
se révéler utiles.

Remarque

Les méthodes développées précédemment pour 1'étude d'un faisceau
continu défini par deux coordonnées transversales pourraient etre &tendues
a4 1'étude de paquets de particules définis par trois coordonnées

(F. Sacherer [1970 Dbl).

REMERC IEMENTS
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ANNEXE T

CALCUL DIRECT DE L'ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE D'UNE

DISTRIBUTION A SYMETRIE DE REVOLUTION

S8i la force de répulsion entre deux charges ponctuelles est

égale au produit de leurs charges divisé par Lm €. d2, 4 étant leur dis-

o
tance, une intégration facile montre que la force de répulsion, par unité
de longueur, entre deux lignes de charge de densité lin€ique 1, et 1, est

égale 3

1, 1, / 2n g, d

d étant leur distance.

On peut alors dire, par définition et en se conformant aux con=-
sidérations données au début du paragfaphe 2 que l'énergie de charge

d'espace de ces deux lignes de charge est

1,1,

L d
2Teq o8

Adoptant les notations complexes et posant
z =X+ jy

on peut alors dire que l'énergie de charge d'espace de deux tubes de
charge de densité p(zl) et p(zz) et d'extension dx, dy,, dx, dy, est
€gale a

p(z,) o(z,)

- ‘——E;Z;—‘- Re(Log [22 - Zl]) dx, dy,dx,dy,
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Si on considére maintenant un faisceau de densité p(r) & symétrie
de revolution, pour obtenir son énergie de charge d'espace, il suffira
d'intégrer 1'expression précedente sur tout le faisceau en prenant soin

de ne calculer qu'une fois l'interaction relative & deux tubes donnés.

Pour effectuer cette integration quadruple on la raménera &
une intégrale double en considérant des tubes cylindriques circulaires
successifs et pour éviter de compter deux fois les meémes termes d'inter-
action on va considérer 1l'interaction d'un tube circulaire cylindrique

avec tous les tubes intérieurs.

Prenant un point Z de ce tube on sera alors amené a calculer

une intégrale de la forme

-//p(z) Re {Log(z - z)} dx dy

Comme on a, d'aprés notre mode de calcul

2] > |z]

on peut écrire

Re {Log(Z - z)p = Logl|Z| - Re [£ + 2,22, .
sUeEst T e & €ty TogZ T3 T

Prenant des tubes successifs présentant tous la symétrie de
révolution, il est aisé de voir que les termes du développement donnent par
semmation tous une intégrale nulle. Le terme en Log |Z| = Log r donne une

intégrale égale 4 q(r) comme défini par (L4).

On obtient finalement pour énergie de charge d'espace

max

- .Qi{l_ﬂﬁEl. Log r 2mr dr

2wso
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On retrouve donc bien l'expression (7) ol le premier membre
n'est autre que l'énergie de charge d'espace (changée de signe) dans
1'état "initial", c'est-a-dire lorsque toutes les charges sont réparties

sur un cylindre de rayon R.




- 40 -

ANNEXE TII

CHAMP EXTERIEUR CREE PAR UN FAISCEAU CONTINU DE CHARGES

Adoptant 1la notation complexe, il est facile de voir que le
champ electrique dE créé en un point Z par un tube de charge de densité

p(z) et d'extension de dy est

e = 2ﬂ€i|; E z|2
c'est-a-dire

e = QHEO(é - z)¥
ou encore

21e, dE¥ = 7 i .

Le champ total E s'obtient par intégration:

ome, B¥ =[ﬁ><z> e

Cette intégrale peut se mettre sous une forme aisément calculable

dans le cas ol
|z] > |z]

On peut alors écrire en effet

1 1 z z?2 z3
—— +—+—- ———+ o 0 00
Z -z Wttty ]
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ce qui donne:

2re, E* =-% p(x,y)dx dy

+ %/fp(x)y)(x + jylax dy + %‘;ﬂ’p(x)y)(XZ - y2 + 2jxy)ax dy + -

Les intégrales figurant dans cette expression sont les moments

d'ordre O, 1, 2.... de la distribution de charges p(x,y).

Si la distribution présente deux plans de symétrie, tous les

moments d'ordre impair sont nuls et

1l .
D(X)Y)dx dy + Eg p(x,y)(xz - y2 + 2jxy)dx dy
1 . .
+ 25 [ ple,y)(x* = 6x%y2 + y* + bjx%y - bjxylax dy + +oveo

I1 est important de noter toutefois que ces expressions ne
sont valables que si

1z > [z]

pour tous les points du faisceau, ce qui est beaucoup plus restrictif

que la condition que Z soit extérieur au faisceau.

Toute distribution présentant des moments tels que les combi-~

naisons apparaissant dans les expressions précédentes aient les mémes

valeurs donne le méme champ extérieur et le potentiel de charge d'espace

Yy est donc le méme.
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ANNEXE III

ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE D'UN FAISCEAU CONTINU OU LA DIS-
TRIBUTION DE CHARGES PRESENTE DEUX PLANS DE SYMETRIE

L'expression de 1'énergie a laquelle on va se ramener est

1'expression (27)

€

=2 2 3
W= |E[? ax ay

Pour transformer cette expression on cherche un vecteur dont
la divergence puisse se mettre sous la forme d'une somme de termes dont
1'un soit |E|2; on applique alors a 1'intégrale de cette divergence la

formule de Riemann.

Il est bon pour commencer de vérifier qu'en dehors de la relation

classique
2 3 > — E2
div (E r) = E2 + r grad —
2 2
on peut aussi écrire
B2 ¥

> > . > _ > >
)=(Er) AivE-E » rot (r x E)

div ( 5

2 >
Appliquant un calcul semblable au vecteur.%— Log(|x[ + |y|) r

on obtient alors

div,Eg— Log(|x| + |y|) ¥1=%.7r Log(|x| + |y|) aiv E

E2

- E Log(|x| + |y|) rot(r x E) + 5

Or, pour une distribution possédant deux plans de symétrie, on
> . s - : &
peut remarquer que E, aussl blen que r sont des vecteurs qul possédent

également en fonction de x et de y ces plans de symétrie; 1la fonction
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Log(|x| + |y|) possdde elle aussi ces mémes symétries. Dans ces conditions

> > > e . . - .
rot(r x E) est antisymétrique en x et y et il en est de méme de 1'expression

—_— -

E Log(|x| + |y]|) rot(r x E)

L'intégrale de cette expression dans un domaine symétrique par

rapport aux plans x et y est donc nulle.

On a alors

> >
E r Log(|x| + ly|) div E dx ay + || =— ax dy

2
2 Log (|x| + |y]) ¥ &

oY encore

e .
:5_ EZdXdy-:'é—Q' EZLOg(IXI+IyI);£

> >
- |/E . r Log(|x| + |y|) o dx dy

Si le contour choisi est assez €loigné du faisceau, d'apres
1'Annexe II on voit que le champ en Z peut &tre développé en fonctions
impaires de'% . E2, développé également aura alors pour partie principale

. Q2
2 2
bn® e |z |2

le terme suivant étant en 1 / Z".

Sur un contour circulaire de rayon R l'intégrale curviligne a

alors pour valeur
/2
ﬂQE_ L R + %i— 9 3)d3 _93_
sussema > + = .
e, og e Log(sin cos e Log(1,115 + R)

0

(]
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On a donc:

€ 2
éﬂjﬁz dxdy=ﬂ%€—Log(l,115 R) - /% .7 rogl|x| + |y|) o a&x dy
(o]

Remarque

>
Appliquant la méthode de calcul précédente au vecteur 3E2r,

on obtient la relation:

on en déduit
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ANNEXE IV

CALCUL DE e, POUR UNE DISTRIBUTION RECTANGULAIRE UNIFORME

1

Rappelons que l'on a:

a+b X
bap 1 a b

ou encore

Si on considére une distribution de charge uniforme dans un
rectangle, le coefficient e, ne dépendra que du rapport des cdtés que

nous pourrons appeler a et b.

Pour é&valuer €1 il nous faut alors calculer l'une des moyennes

xE ouy Ey (L'autre s'en déduisant par symétrie) prise sur 1l'ensemble

des particules.

Ces moyennes sont obtenues par une intégrale quadruple, d'abord
pour le calcul du champ au point x, ¥y (sur les particules dont nous
désignerons les coordonnées par X, Y) puis pour le calcul de la moyenne

(par une intégration en x, y).

En négligeant 1'écriture de la densité et des facteurs numériques

qui s'éliminent dans 1l'expression de €

= x (x = X)
xE = [[xE dxdyﬁx_xz+(y_Y) dx dy ax ay
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Par raison de symétrie, on a &videmment:

X (X = x)
*E =k - x)2 + (y - y)2 &x dy d&X &y
d'ou également
' - v)2
(x X) =~ dx dy dX 4y
pYe (x = X)2 + (y - )

L'ordre d'intégration étant arbitraire, on intégre d'abord en

b
=)
n

v, Y (sur un carré de c6té 2b) et procdde pour cela 3 un changement d'axe:

y-Y=uwpl

y+Y-= v/g

on obtient, en se limitant & un quadrant et multipliant le résultat par L:

5 ( X)2 dx dX du dv
pre x ou? + (x - X)?

Zﬂ(x - X)2 ax ax 22‘2/5_—(2)_‘1;)2

bp2 + (x = X)2
(x = X)2

™
=
]

arctg‘;g?—— - 1 Log ] dx dX

- - )2 b
= 2 (X X) [X- X

X
On peut procéder ensuite d'une maniére analogue, par le méme
type de changement de variable, 4 1'intégration en x.X, dans un carré de

co6té 2a.

Le calcul, un peu long, ne présente cependant pas de difficulté.

On trouve

a
xE = L4 a%p? + 16 b (a2 arctg'2 - b2 arctg =)
b'd a b
)4 Y 2 Y 'b2
+ 3 (a Log 8.2 + _bz b LOg 8.2 + -bz)
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On en déduit

€
1 b=-a L ,a b b a
— +— — t — oy — t -—
> =P+ a3 (porete, - arctg )
+ 2 (a2 Lo L. -b—zLo 0 )
3 YA & aZ + b2 a? & a? + b2

Les variations de e, en fonction de b/a sont indiquées sur la figure 1.

I\

1 2 5 10 20 50 100 200 b/a

Figure 1 - Terme correctif €. (de champ) des équations de
Kapchinskij/Vladimirski] généralisées (le forme)
pour un faisceau uniforme rectangulaire de demi
axes a et b.
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ANNEXE V

CALCUL DE €, POUR DIVERSES DISTRIBUTIONS DE REVOLUTION

On va ici considérer pour simplifier des distributions présen-—
tant une symétrie de révolution, qui permettent d'utiliser 1'expression

R
2
W = e Log R - gﬁ_lll_e,(_r_) Log r rdr
Lme €4

ce

et on bornera 1l'examen a la valeur de l'intégrale qui seule caractérise
la distribution (le premier terme dépend de 1'état initial choisi pour

définir 1'énergie) ),

Up
q, (u) =/ p{u) du = 9‘1(‘31‘1
[¢]

1'intégrale figurant dans Voo s'écrit

Yo
- Egz-xj// q,(u) p(u) Log u du
0

Posant

et

a) Appliquant un formalisme analogue & celui employé par
F. Sacherer [1970 b] on pourrait étendre ces résultats & des
distributions présentant une symétrie elliptique (affines
d'une distribution circulaire), dans 1l'espace libre.
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C'est cette intégrale, ou plus précisément

L""0
72
I= &z q,(u) p(u) Log u du,
J‘ (0]
telle que
Q2
wce - Mneo (Log R - I)

que l'on va calculer ici.

On cherchera & 1'exprimer non pas en fonction de u, qui carac—-

térise la dimension extréme du faisceau, mais de sa dimension en moyenne

quadratique définie par

u, = p(u) u du p(u) du

et telle que (voir section 5, équ. 41):

ug = a2 /2 =1bp2 [} 2

Remarquant que
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que l'on mettra sous la forme

a+b
ov2

I=13Logu,+ e, = Log + €,

On va maintenant examiner quelques distributions particuliéres:

a) Distribution de couche infiniment mince

Cette distribution n'est réalisable physiquement en toute
rigueur qu'avec une émittance de faisceau nulle et une charge d'espace

également nulle; on l'envisage donc ici seulement comme cas limite.

On a alors

Uy = Yo
et
= 1
I = 3 Log u,
b) Distribution & densité croissante en fonction du rayon
Une telle distribution est également rare en pratique.
Prenons
p(u) = u u < u,
Alors
2
u
ql(u) =3
u =2 u
a 3 o
et
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soit
I = 3% Log u, + 0,077T7
c) Distribution uniforme
p(u) =1 u < u,
Alors
q,(u) =u
u
u, =_°
2
et
I=1Log 2u_ - 3
soit
I =3 Log u, + 0,0966
d) Distribution de couche épaisse uniforme

Soit une couche s'étendant de u, (1 -x) a u, (1L +x) = u,

on peut écrire dans cet intervalle

u-u u - ua;(l - x)
q,(u) =1+ =

- X
uo ua ua

Tous calculs faits, on obtient

= 1 1 il =-2x 1
I=zLogu, + 3z Log(l + x) + & " 5

La fonction de x apparaissant dans I varie de fagon continue

entre O pour x = 0 (couche infiniment mince) et 0,0966 pour x = 1

(faisceau 3 densité uniforme jusqu'ad l'axe). Les variations sont indiquées

sur la figure 2.
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1-x  1+x =4
0!1 //"—
005 //
I — | - X

02 04 06 08 1

Figure 2 - Terme correctif e (éhergétique) des équations de
Kapchinskij/Vladimirski]j généralisées (2e forme)
pour un faisceau annulaire épais.

A
—— 172 log F
0,5 \
— \ ,
4mE,W.,
04 Q \\ AN
\ -

\\\\\\
0,3 \\ :
\\\\\\

\

—
—

0.2 05 1 2 10 20 50 kR

(8]

Figure 3 = Energie de charge d'espace et logarithme népérien
du rayon en moyenne quadratique d'un faisceau
stationnaire 4 distribution uniforme dans 1'espace
des phases (3 4 dimensions) en fonction du paramétre
de charge d'espace kR.




e) Distribution paraboligque
u
= - — <
p(u) =1 0 u < ug
Alors
2
= _u
q,(u) = u ou
-1
u, =3 Y
et
11
I=31ILo -
2 108 3ua 2L
soit

I=13Log u, + 0,0910

) Distribution en fonction de Bessel

Employant les notations du rapport B. et P. Lapostolle [1969]
on obtient:

k2R2
8

L I2(kR) - 3 Io(xR) I (kR) + I2(xR)

ce hﬂeo k2R? Ig(kR)

Les variations de bm Woe / Q2 en fonction de kR son indiquées

sur la figure 3 ainsi que celles de 3 Log R2. Les variations de 1'dcart

sont indiquées sur la figure L. On voit que cette quantité varie progres-
sivement de 0,0910 pour kR = O (densité parabolique) a 0,0966 pour kR @

(densité uniforme).
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0,10 —

0,095 ~

P

0,090

——
O 02 05 1 2 5 1 20 50 100 kR

Figure 4 = Terme correctif €, (énergétique) des équations de
Kapchinskij/Vladimirskij généralisées (2e forme)
pour un faisceau stationnaire 3 densité uniforme
dans 1'espace des phases (3 4 dimensions) en fonction
du paramétre de charge d'espace kR.

¢

x=u/u,

ul U,
O1
0,095 ///////;,,,,,,,, :
0005z o4 06 08 1 "~ F

Figure 5 = Terme correctif e_ (énergétique) des équations de
Kapchinskij/Vladimirski]j généralisées (2e forme)
pour un faisceau circulaire de densité uniforme
au centre et parabolique sur les bords.




g) Distribution uniforme au centre, parabolique sur les bords

On peut écrire

p =1 9, = u u < u,
u, = u ) - uf + 2uu - u?
L
p = ql = u, <u<u
- - 1
u% u, 2 (u2 ul) 2
On a alors
3 - ;3
u
I !
a 3 u§ !

et aprés un calcul sans grande difficulté, on trouve en posant x = ul/u

2
_1 1 _ 1l
I = 3 LOg ua + 35 Lo g 3 2)4
2 2 2
X T 1 X 1 X q X
_x L X _a1___ X 1 -—
+ T+ 02 12 taToT 2 Y Log x + 3 Log (1 T+ %+ = )

Les variations de €, continues entre 0,0910 et 0,0966 sont

indiquées sur la figure 5.

h) Distribution gaussienne
Prenons
-u
p(u) = e
ql(u) =1-¢e ©
u =1
a

On doit, pour achever les calculs avolr recours i une estimation

numérique de l'intégrale. On trouve

I =3 Log u + 0,0559
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i) Autre distribution en cloche, décroissante de l'axe vers les bords

Soit

°
£
I
4

(1 + u%)3/

e (w) =TTy

Les calculs sont aisés. On trouve

q?(u)
du = 3 Log (1 + u?)

et

I =3 Log u,
c'est 3 dire €, = o.

I1 est intéressant de noter cependant que la coupure d'une

partie de la queue de la distribution fait rapidement monter la valeur de 62.

J) Distributions diverses: deux couches minces de méme charge

On peut trouver des distributions pour lesquelles €, est

extérieur 4 l'intervalle 0 = 0,1. Celle de deux couches minces en donne

un premier exemple.

Supposons les couches disposées en u (1 £ x). On trouve

alsement

I =3 Log u, +'% Log(l + x)3(1 - x)




Le terme en x présente un maximum &gal & 0,0654, pour x = 0,5.

Les variations sont indiquées sur la figure 6.

On voit que pour x > 0,839 le terme correctif €, présente un

signe négatif.

k) Distributions diverses: superposition de deux faisceaux de

densité uniforme jusqu'd 1'axe transportant la méme charge

On a ici un nouvel exemple ol g, peut sortir de l'intervalle

0= 0,1.
On peut représenter la distribution précédente par
q ='E;Ti“%2;§7 pour u <u (1= x)
et
q, =1+ ;;RE%%:TZT pour uo(l -x) <u<uy(l + x)
On trouve sans difficulté
I =3 Log u, + 3 Log 2 - & +'% Log(l + x)3(1 - x) - E?I"§fzyz

Les variations du terme e, sont indiquées sur la figure 7. On

2
voit qu'il peut devenir légérement supérieur a 0,10 et, comme dans le cas
précédent, devenir négatif lorsqu'on a une trés forte densité prés de

1'axe.

Il est bon de remarquer toutefois que parmi les distributions
étudiées seules sortent de l'intervalle O - 0,1 des distributions

présentant des discontinuités.
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1-x  1+x =u
o
/ N
- \
0 02 04 08 08 T

Figures 6 et 7 = Terme correctif e_ (énergétique) des équations de

0,05

Kapchinskij/Vladimirskij généralisées (2e forme)
pour des faisceaux circulaires de distributions
diverses.










