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l. INTRODUCTION 

L'etude d'un certain nombre de proprietes de la charge 

d'espace portant une attention toute particuliere a ses effets non 

lineaires, a deja fait l'objet de rapports anterieurs. Non seulement 

l'etat stationnaire de tels faisceaux (I. Kapchinskij [1966], 

P. Lapostolle [1969 a], M. Prome [1969], F. Sacherer [1970 a], 

R. Gluckstern et al [1970], J. Claus and A. Benton [1970]) mais aussi 

les oscillations possibles (P. Tanguy [1969], A. Davies [1969], 

B. et P. Lapostolle [1969], P. Lapostolle [1969 b], Taylor et al [1969], 

Kuznetsov et al [1969], Kuznetsov et al [1970]) ont donne lieu a des 

travaux theo�iques et a des calculs numeriques dont le but est de 

chercher a expliquer les grossissements de faisceaux observes dans la 

plupart des accelerateurs (P. Lapostolle et al [1968], Kuznetsov et al [1970]). 

Dans uh rapport recent (P. Lapostolle [1970]) on a montre 

comment l'emploi de calculs numeriques avait permis de trouver que des 

proprietes etablies dans le cas d'une approximation lineaire 

(I. Kapchinskij, V. Vladimirskij [1959]) pouvaient etre appliquees de 

fagon tres generale meme en presence de non linearites pourvu que l'on 

fasse appel a des grandeurs moyennes des faisceaux consideres. Ces 

proprietes, seulement enoncees, ont, depuis lors ete demontrees 

(R. Gluckstern [1970 a], F. Sacherer [1970 b]) pour une tres large classe 

de cas particuliers. 

Ces resultats ont encourage la poursuite d'un travail a la 

fois theorique et numerique qui a entraine la mise au point d'une 

nouveau programme de calcul plus precis faisant appel a des methodes 

modernes plus rapides (R. Le Bail [1970]). 

L'elaboration de ce programme et l'application d'un certain 

nombre de controles d'exactitude ont conduit a expliciter certaines 

notions energetiques et a formuler de nouvelles equations de 

Kapchinskij/Vladimirskij "generalisees" qui font l'objet du present rapport. 
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ENERGIE TOTALE DANS UN FAISCEAU. ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE. 

CAS D 'UN FAISCEAU DE REVOLUTION. 

Si l'on considere un faisceau guide dans un canal de focali

sation dent les forces derive�t d'un potentiel, l'energie cinetique 

totale des particules et leur energie potentielle dans le champ de force 

exterieur se calculent sans ambiguite. Il n'en est pas de meme de leur 

energie tle charge d'espace puisque c'est leur presence meme qui cree 

cette derniere. 

La consideration de deux particules chargees (on peut genera

liser a deux lignes de charges pour traiter le cas present de faisceaux 

"continus ") amenees depuis l' infini jusqu' aux points M1 et M2 conduit a 

penser que ce potentiel des particules doit etre affecte d'un facteur 

1/2 dans les considerations energetiques. En effet supposons qu'il 

n'existe aucun champ exterieur et qu'on amene la charge no, 1 en M1. 

Ceci s'effectue sans travail si la charge no. 2 est a l'infini et 

n'exerce aucun champ dans le domaine ou l'on deplace la charge no. 1. 

Par centre l'amenee de la charge no. 2 en M2 exigera alors un certain 

travail w2 qui est egal a l'energie potentielle de la charge no. 2 dans 

le champ de force de la charge no. 1. 

Pour obtenir le meme resultat final, a savoir la mise en place, 

partant de l'infini, des charges nos. 1 et 2 aux points M1 et M2 on 

aurait pu proceder dans l'ordre inverse. Il aurait alors fallu exercer 

un travail w1 egal a l'energie potentielle de la charge no. 1 dans le 

champ de force de la charge no. 2. 

Evidemment ces travaux sent egaux et 

en designant par W l'energie potentielle totale dans le champ total de 

charge d'espace, c'est-a-dire la somme des energies potentielles des 

charges nos. 1 et 2 dans le champ de force total. 
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Ce facteur 1/2 ne differe d'ailleurs pas du facteur qui inter

vient dans les expressions d'energie en electrostatique. Les paragraphes 

qui suivent exposent diverses consid;rations confirmant qu'il s'applique 

bien au cas de la charge d'espace qui regne dans les faisceaux continus 

de particules. 

D'une fa�on analogue aux considerations precedentes, nous 

allons porter notre attention sur le prwleme qui consisterait a consti

tuer le faisceau possedant la densite de distribution p (r) dans le 

domaine O < r < rmax (rmax pouvant d'ailleurs etre arbitrairement grand) 

a partir d'un faisceau de meme charge Q par unite de longueur, 

jrmax 

Q = 

0 

p (r) 2 TT r dr (1) 

repartie uniformement sur un cylindre de rayon R tel que 

R > rmax (2) 

Dans l'etat initial les charges du faisceau ne creent aucun 

champ a l'interieur du cylindre de rayon R; il est bien connu aussi que 

pour r > R, etant donnee la sym.etrie de revolution, le champ de charge 

d 1 espace est le meme dans l'etat initial et dans l'etat final. 

Dans ce qui suit, on se placera dans l'approximation non 

relativiste, considerant seulement l'effet electrostatique de la charge 

d'espace et negligeant les composantes magnetiques. On traitera plus 

specialement le cas d'un faisceau isole dans l'espace libre. L'applica

tion d'une transformation de Lorentz ou l'introduction de composantes 

magnetiques et quelques considerations supplementaires permettraient 

cependant de generaliser le probleme. 
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De maniere a conserver la symetrie de revolution, nous amenerons 

les charges par couches cylindriques successives, depuis le cylindre 

initial de rayon R jusqu'a leur position finale, en commen�ant par l'axe 

et en allant par rayons r cr�issant, deplacant a chaque operation une 

charge elementaire 

p ( r ) · 2n dr ( 3 ) 

dans le champ des charges deja deposees jusqu'au rayon r; ou designera 

ces charges par 

q (r) = Jr 
p (r) 2nr dr (4) 

Ces charges q (r) produisent, a l'exterieur, c'est-a-dire pour 

r' > r 

la ou se rai.ent deplacees les couches cylindriques sui vantes ( de R a r) un 

champ de charge d'espace (donne par la loi de Gauss) 

q(r) Ee e ( r , ) = _2_1r ... r ... ,--E-

centre lequel il faut, pour deplacer la charge elementaire (3) effectuer 

le travail 

- p (r) 2nr dr / 

r 

q(r) 
dr' = q(r) p(r) [Log R - Log r] r dr (6) 

Eo 

Effectuer cette operation, depuis l'axe jusqu'au bord du 

faisceau exigera le travail total: 
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q(r) p(r) 
Eo 

[Log R - Log r] r dr Log r r dr 

ou l'on a designe par Q la charge totale par unite de longueur trans

portee par le faisceau: 

rmax 

Q = q_ (r ) =1 p (r) 2Tir dr max 

0 

(bien entendu, dans les integrales (7) et (8) on peut remplacer la 

limite superieure d'integration rmax par R). 

(8) 

L'expression (7) represente l'energie de charge d'espace Wee' 
Appliq_uant deux fois la formule d'integration par parties, on peut 
,. . 
ecrire encore 

R - [g2 (r) Log 
4TIE 

0 

et Nemarq_uant q_ue, selon (5) 

(9) 

(10) 

est, dans l'etat final, le champ de charge d'espace (radial) regnant a 

la distance r de l'axe: 

q_ (r) Ece (r) �(r) Vee 
2 dr =-L 2 

Vee (r) p (r) 2Tir 
2 

dr (11) 
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ou l'on a fait appel a (4) et designe par Vee le potentiel de charge 

d'espace tel que, en symetrie de revolution 

d grad Vee = 
dr Vee (r) = - Ece (r) 

Ce potentiel de charge d'espace est defini a une constante 

pres et, par convention, on posera 

Vee (R) = 0 

On obtient alors l'expression 

- 1 lR 

- 2 

0 

Vee (r) p (r) 2Tir dr 

(12) 

(13) 

(14) 

qui montre bien que l'energie de charge d'espace est la moitie de 

l'energie potentielle des particules dans le champ de charge d'espace. 

En fait, lors du passage de l'etat initial a l'etat final les 

charges ont du etre deplacees dans le champ de focalisation et l'energie 

totale sera la somme de l'energie de charge d'espace (14) et de l'energie 

potentielle de focalisation Wf dans l'etat final si l'on suppose egale

ment cette energie nulle dans l'etat initial, c'est-a-dire si 

Vf (R) = 0 (15) 

en designant par Vr(r) le potentiel de focalisation. 

Dans l'Annexe I sera donne un autre calcul de l'energie de 

charge d'espace ou l'integrale de la relation (7) apparait comme l'energie 

d'interaction des generatrices de charges les unes avec les autres, 
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le terme tout integre n'etant que cette meme energie dans l'etat initial. 

Mais il est interessant egalement de donner des expressions precedentes 

une autre interpretation physique. 

Le calcul des energies dans les etats initial et final peut 

s'effectuer egalement en faisant appel simplement aux champs qui regnent 

dans ces deux etats. 

Designant par Ef (r) le champ de focalisation, dans l'etat 

initial on aura: 

(r) = Ef (r) pour r < R 

(r) = Ef (r) + Ece (r) pour r > R 

Dans l'etat final au contraire E (r) = Ef (r) + Ece(r) quel 

que soit r. 

(16) 

La difference d'energie entre ces deux etats est done donnee 

par 

Er(r) 2 
E: ---- 2nr dr o 2 

(17) 

Developpant le carre de la premiere integrale, on voit qu'il 

reste deux termes a integrer; le premier s'ecrit: 

(18) 
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qui, par integration par partie, remarquant que 

donne 

d 
dr (19) 

p (r) 2TTr dr (20) 

Le terme tout integre est nul d'apres (15) l'integrale repre

sente done l'energie potentielle de focalisation Wf. 

Le deu.xieme terme de (17) s'ecrit 

Ece (r) 2 

2 2rrr dr = 1 
On voit que ce terme n'est autre que 

forme deja trouvee en (9). 

R 

q 2 (r) 
4TTE r dr 

0 

(21) 

(22) 

L'expression de l'energie par les champs redonne bien la somme 

de l'energie potentielle de focalisation et de l'energie de charge 

d' a) (voir la page suivante) espace. 
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Remarque 

Lorsque les particules ont ete amenees, irnmobiles, dans la dis

tribution finale, il reste a leur cornmuniquer une certaine vitesse trans

versale, c'est-a-dire une certaine energie cinetique. L'expression de 

cette energie cinetique ne presente aucune difficulte. 

3. ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE DANS UN FAISCEAU NE PRESENTANT PAS 

LA SYMETRIE DE REVOLUTION. 

Le calcul des energies dans ce cas est plus difficile. S'il 

n'y a aucune symetrie dans le faisceau que l'on veut creer on ne peut 

aisement considerer le deplacement de couches cylindriques depuis un 

etat superficiel initial jusqu'a l'etat final qui permette un calcul 

simple du travail effectue, comme on l'a fait pour le cas de revolution. 

On va cependant evaluer encore les energies en considerant la 

difference entre deux etats, le premier etant toujours une distribution 

superficielle sur un cylindre qui sera choisi etre une surface equipoten

tielle du potentiel de charge d'espace de la distribution finale. La 

densite sur ce cylindre sera choisie telle que le potentiel exterieur 

soit le meme dans les deux etats (voir Annexe II). En particulier, si 

l'on prend une equipotentielle tres eloignee, elle coincidera pratique

ment avec un cylindre circulaire de rayon R dont l'axe passe par le 

centre de gravite des charges dans la distribution finale. 

a) Il faut, a ce sujet, signaler une erreur dans le rapport de 
B. et P. Lapostolle [1969] ou le calcul donne en annexe et les 
formules d'adaptation suggerees (55) et (56) sont erronees. 
Les expressions de chacune des energies, prises separement sont 
cependant correctes; l'energie potentielle donnee est la 
somme de l'energie de focalisation et de l'energie potentielle 
dans le champ de charge d'espace (c'est-a-dire le double de 
l'energie de charge d'espace proprement dite). 
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Au lieu d'evaluer l'energie de charge d'espace comme nous 

l'avons fait dans la premiere etape du cas de revolution par le calcul 

d'un travail, nous allons plutot adopter la deuxieme methode faisant 

appel a 1 1 energie des champs. De plus, admettant le resultat obtenu 

alors (et qui serait aisement generalise) selon lequel le terme rectangle 

(18) representait l'energie de focalisation, nous allons nous borner a 

evaluer l'energie relative au champ de charge d'espace proDrement dit et 

calculer la difference de cette energie entre les etats initial et final, 

c'est-a-dire l'energie du champ de charge d'espace pour la distribution 

finale, a l'interieur de la surface equipotentielle adoptee pour la dis

tribution initiale. 

Cette energie s'obtient en appliquant la formule de Riemann 

(qui remplace en quelque sorte la formule d'integration par parties) a 

l'expression vectorielle: 

-+ 

Ece · Vee 

En utilisant la relation: 

il vient 

-+ -+ -+ 

div Ece • V = Ece grad V + Vee div E 

-+ 

dn 

(23) 

div E d.xdy (24) 

Or, en prenant pour contour l'equipotentielle ou les charges etaient 

reparties initialement et en prenant pour zero le potentiel sur ce con

tour, le premier membre de l'equation precedente est nul. D'apres les 

relations 
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(25) 

et 

div E = £._ ce e: (26) 
0 

on obtient alors aisement 

(27) 

qui generalise bien l'equation (14). 

L'energie de charge d'espace est done bien la moitie de 

de l'energie potentielle des particules dans le champ de charge d'espace. 

4. AUTRES EXPRESSIONS DE L'ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE. 

Pour certaines applications, et en particulier pour mieux 

illustrer la partie suivante, il peut etre interessant d'exprimer 

l'energie de charge d'espace sous une forme un peu differente de celles 

donnees en (14), (22) OU (27) , 

Reprenant la relation (7) , on a 

Wee = 
4�: Log R 

0 -JR 
q(r) p (r) Log r r dr (28) 

ou encore: 

q2 (r) = 
4rrre: dr 

0 

Q2 

4rrre: 0 

1 

J
R 

d 
Log R - --

4rre:0 

0 

[q 2(r)] 
dr Log r dr (29) 
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c'est une expression du type (28) qui a ete utilisee par 

R. Gluckstern et al [1970] dans leur etude de distributicris stationnaires·. 

On peut encore ecrire (29) sous la forme: 

Log r ( 30) 

en designant par Log r la moyenne de Log r ponderee par la fonction de 

distribution de q2 (r). 

Dans le cas OU le faisceau ne presente pas la symetrie de revo

lution, mais seulement deux plans de symetrie, on peut encore generaliser 

l'expression precedente, comme on le montre dans l'Annexe III. 

On peut ecrire: 

Log R - "-1/;,; p(x,y) Log (x + y) dxdy (31) 

ou l'integration est faite seulement sur le premier quadrant (sinon il 

suffi t de remplace Log (x + y) par Log ( j x I + I y I ) et de supprimer le 

facteur 4 devant l'integrale.) 

Log R est la moyenne de Log (I xi + I YI ) sur le cylindre de grand 

diametre ou les charges sont distribuees dans l'etat initial (ou une sur

face equipotentielle si sa section n'est pas circulaire) et on peut ecrire 

(32) 
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➔ ➔ 

les moyennes etant ponderees par l'expression E .  r p(x,y )  telle que 

jJ; •; p(x, y) dxdy = -4
�-:-

0 

On peut noter que, pour un cercle de rayon R 

Log R:: Log (1,115 R )  

si bien que (32) peut encore s'ecrire: 

� Q2 X + y = 
4rri::

0 

Log R -
4rri::

0 

Log 
1,115 

(33) 

(34) 

(35) 

Pour un faisceau ne presentant aucune symetrie on peut encore 
,, . 
ecrire 

E2 -+ 

Log R -g div (c
0 /

e r) Log ( lxl + IYI) dxdy 

le cylindre initial de grand diametre ayant son axe sur la ligne du 

centre de gravite des charges des sections. 

et que 

telle que 

On peut noter que 

➔➔ ➔ ➔➔ 

(E.r) div E - i::
0 

E. rot (rxE) 

E
2 -+ -+ 

dl·v ( ,..o 
.2

ce 
) c. r = Ece·r 

E
2 -+ 

➔ ➔ ➔ 

ff div - o2 
( C e ) .....:::i,__ i::

0 -2
- r dxdy -

4 ITE: 0 

(36) 

(37) 

(38) 
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Par consequent, on peut toujours ecrire (32), (34) et (35h la 

moyenne Log (X + Y) etant simplement definie par une ponderation en 
E2

ce + div (E0 -2- r). 

Remarque 

Pour une distribution presentant la symetrie de revolution, 

d'apres (10), (31) et la relation (34) 

on retrouve bien la relation (28). 

COMPARAISON AVEC LES EQUATIONS DE KAPCHINSKIJ ET VLADIMIRSKIJ. 

On a deja rappele, precedemment, que les equations etablies 

depuis longtemps par I. Kapchinskij et V. Vladimirskij [1959] pour un 

faisceau de densite uniforme s'appliquaient egalement aux etats station

naires quelle que soit la distribution de charge qui y regne, pourvu que 

les parametres caracterisant le faisceau soient remplaces par des valeurs 

quadratiques moyennes. 

Et on a signale que, moyennant certaines hypotheses, il avait 

ete montre que ces relations s'appliquaient egalement aux oscillations 

"d'enveloppe" (et non seulement aux etats stationnaires). On va mainte

nant examiner quelles proprietes energetiques on peut associer a ce type 

d'equations de Kapchinskij/Vladimirskij (K/V) generalisees et voir qu'il 

est possible d'ecrire deux jeux d'equations de K/V generalisees et 

deduire des relations importantes de la comparaison de ces equations. 
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EQUATIONS DE K/V GENERALISEES. Premiere forme. 

Nous allons revenir d'abord rapidement sur l'origine de ces 

equations bien qu I elles aient deja ete etablies par R. Gluckstern [1970 a] 

et F. Sacherer [1970 b]. Soient 

{ 

X 11 + W� X - Ex = 0 

y" + lllj y - � = 0 
(39) 

les equations du mouvement d'une particule du faisceau dont la vitesse 

suivant la troisieme coordonnee s est supposee tres grande par rapport 

aux vitesses transversales (x' << 1, y' << 1), constante et identique 

pour toutes les particules. Les valeurs dew� et w§ qui caracterisent 

les forces de rappel de focalisation sont supposees exprimees dans une 

unite telle que les derives secondes sont prises par rapport a s; Ex et 

� sont egalement a un facteur pres -qui sera precise plus loin les com

posantes du champ de charge d'espace Ece qui a fait l'objet des prece

dentes parties et representent l'action de ce champ sur les particules. 

On supposera gue le faisceau presente deux plans de symetrie. 

Pour trouver le premier Jeu d'equations de K/V, on multiplie 

la premiere equation par x, la deuxieme par y et calcule les moyennes 

sur l'ensemble des particules: 

x x" + w� x2 - xEx = 0 
(40) 

y y" + lllj y2 - y� = 0 

Adoptons les definitions de demi axes et d'emittance en moyenne 

quadratique deja introduites par R. Chasman et al [1969] et 

P. Lapostolle [1970]: 
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a2 = 4 x2 

EM2 = 16 [ x2 X 1 2 - XX I Z J 
X 

b2 = 4?° 

E� = 16 [y2 y' 2 - yy' 
2
] 

On deduit aisement de ces definitions: 

--
aa' = 4 xx' 

aa" + a'2 = 4 xx" + 4 x·, 2 = 4 

et compte tenu de (41) et (42) 

soit finalement 

aa" + a'2 = 

aa" 
EM2 

X 
- -- = 

a 2 

EM2 
X 4 xx" + :-Z- + a' 2 

a 

4 xx" 

xx" 
E� 

2 
4 xx' + - + 

4 x2" � 

Finalement, le Jeu d'equations (40) s'ecrit apres division 

respective par a et b: 

de K/V. 

a" 2 + wx a 

2 
b" + Wy b 

EM2 
X 

-7 

EM2 
X - --

b3 

4 X E 
X 

0 -
a 

4 y E 
y - = 

b 

Les derniers termes mis a part, on reconnait les equations 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 
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Considerons les derniers termes. En additionnant terme a 

terme les equations (46), on obtient 

1if -+ -+ 

-- -- 1 
x Ex+ y Ey = Q 

r • Ece p (x,y)dxdy (46) 

On reconnait au 2e membre l'integrale de la relation (33). Il reste a 

determiner le facteur multiplicatif a appliquer aux champs proprement 

dits pour retrouver les equations (39). Adoptant le formalisme du rap

port P. Lapostolle [1970] on posera 

avec 

x Ex+ y Ey = A/2 

A = 

(47) 

(48) 

en designant par I le courant transporte par le faisceau a la vitesse 

Sc (S et y etant les facteurs relativistes classiques), e la charge de 

l'electron et r0 le "rayon classique" de proton s'il s'agit d'un faisceau 

de proton: 

4 -18 , 
r0 = 1,53 7 10 metres 

On peut alors ecrire 

2 
a" + w

x 
a -

2A 
a+ b 

A 

a 
E: 

1 

(49) 

= 0 

(50) 

= 0 



en posant 

a b 

- 18 -

A a +  b 
4ab 

E
l 

(51) 

Les equations (50) constituent le premier Jeu d'eguations de 

K/V generalisees. 

On y voi t apparaitre un terme correct if E
1 

, defini par ( 51) • 

Il faut insister sur le fait que les emittances � et EM ne 

sont pas supposees constantes: elles varient en general au cours du 

mouvement comme on le verra plus loin. 

Considerons le terme e1• 

Il est evidemment nul si le faisceau presente une symetrie par 

rapport aux bissectrices. 

F. Sacherer [1970 b] a montre qu'il etait nul egalement dans 

le cas d'une distribution a symetrie elliptique, c'est-a-dire affine 

d'une distribution de revolution, isolee dans l'espace libre. 

Divers types de distribution consideres ont toujours donne des 

valeurs tres faibles de E1: un rectangle donne au maximum! 0, 4% (voir 

Annexe IV). 

Le terme correctif E n'est cependant pas nul en general; il 

depend en particulier de la forme d'une surface equipotentielle qui peut 

etre imposee a 1 1 exterieur du faisceau (chambre a vide, effets d'image). 

Il reste cependant tres petit dans la plupart des cas pratiques. 
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EQUATIONS ENERGETIQUES. DEUXIEME FORME DES EQUATIONS DE K/V. 

Multiplions maintenant la premiere des equations (39) par x', 

la deuxieme par y', integrons par rapport a s. 11 vient en faisant la 

moyenne 

x'2 2 --+ Wx 2 

L3:. 
2 + 2 

W
Y 

� 
-

1S... - J x'E ds 2 X 

Y.::...-Jy'E ds 
2 y 

= cte 

(52) 

= cte 

Cette operation est bien connue; elle fait apparaitre l'energie 

cinetique des particules leur energie potentielle dans le champ de foca

lisation et, dans les integrales, l'energie de charge d'espace que nous 

avons etudiee dans les premieres parties (E et E varient au cours du 
X y 

mouvement ) • 

Faisant appel a (41) et (42) on ecrit aisement: 

A 

celle gu'on 

a'2 + 

b'2 + 

EM2 8] x'Ex ds 2 2 X 
wx a + -

2
- -

a 

w2 b2 
+ _J[_ - 8 y'E ds 

EM2 

J y b 2 y 

= cte 

= cte 

cette forme energetique des equations de K/V on 

obtient en derivant par rapport a s  et divisant 

obtenues respectivement par 2a' et 2b': 

EM2 fil\ EM� 4x'E 
a" + w2 a 

X X 
-:- -,- + 2 = 0 X a a a' a' 

EM2 EM EM' 4y'E 
b" + w2 b - -::-1- + 

'l. y l = 0 y b b 2b' b' 

(53) 

peut preferer 

les equations 

(54) 
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On retrouve toujours bien les trois premiers termes des equations 

classiques de K/V mais cette fois-ci deu.x termes s'ajoutent: un terme 

faisant apparaitre les derivees des emittances (definies en moyenne quad

ratique) et les moyennes x'Ex _et y1·Ey prises sur l'ensemble des particules. 

Pour ces derniers termes, on peut proceder a une evaluation du 

meme type que celle effectuee a partir de la relation (46); on a: 

x'E + y'E 
X y 

dW ce =--
ds 

(55) 

En effet, le premier membre n'est autre que la derivee par rapport a s  

de l'energie potentielle des particules dans leur champ de charge 

d'espace, dont on a vu qu'elle etait le double de l'energie de charge 

d'espace. Done, d'apres (32) ou (35) 

x'W. + y'E = _Q_ 
d Log (X + Y) -X y 4TTE:

0 
ds 

(56) 

et introduisant la quantite A: 

x'E + y'E 
X y 

A 
2 

d 
ds 

Log (X + Y) (57) 

Or, pour une distribution uniforme dans un faisceau elliptique 

de demi axes a et b on a  a)
, d'apres (34) (voir Annexe V) 

avec 

a) 

Log (X + Y) 
1,115 

= Log (a + b) + E:2 + Log 
2
72 

Pour retrouver cette expression, il est plus facile de revenir 
a l'expression (27) de l'energie de charge d'espace que de faire 
appel a (31) (voir rapport interne CERN AR/Int. SG/65-27, equ. 12 
et equ. 16 OU 20). 
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Et cornme on le montre dans l'Annexe V dans un certain nombre de distribu

tions assez diverses qui ont ete examinees, on peut toujours ecrire une 

expression du type (58) avec une valeur de € qui reste generalement 

comprise entre O et 0, 10. 

On pourra done ecrire une expression de la forme: 

et on posera meme 

x'E + y'E X y 

x'E 
A = 

X 2 

y'E 
A = 

y 2 

= A 

2 

a' 

a' + b' A ----+ E '  
a + b 2 2 

A + -
a + b 2 

(€ I ) 
2 X 

b' A 
(€ I ) + 

a + b 2 2 y 

Les equations (54) deviennent alors: 

EM
2 

2A 
EM EM' 

2A a" + w2 
X X X 

a - -3- - + 
a2 a' X a a + b a' 

EM2 

2A 
EM EM' 

2A b" + w2 
X y y 

b -
0 

+ y a +  b b2 b' b' 

(€ I ) = 
2 X 

( € I ) = 
2 y 

(59) 

(60) 

0 

(61) 

0 

C'est le deuxieme jeu d'eguations de K/V generalisees. On 

voit apparaltre deux termes correctifs: l'un contient la derivee des 

emittances en moyenne guadratigue et l'autre un terme gui depend de la 

distribution. 

valeurs notables mais leur sornme 

(E ') peut eventuellement prendre des 
2 y 

reste probablement faible car £ 2 est 

toujours tres petit. Notons que, cornme £ 1, £
2 

depend des effets d'image. 
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Remarque 

Au lieu du terme correctif global E
2 

introduit dans (58) on 

peut essayer de specifier les corrections relatives a a et b en ecrivant 

Log (X + Y) =�Log [ (1 + E ) a + (1 + E
2

) b] 
2X y 

En se limitant au premier ordre en E on est alors amene a: 

(E ') :::! 

2 X 

(E ') :x 
2 X 

a' -ab a 

b' -ab b 

E - E 
2x 2y:_ 

(a + b)2 

E
2 - E

2 if. X 

(a + b)2 

EI 
2X + a a + b 

E' 
+ b 2x 

a + b 

(62) 

(63) 

Il est toutefois interessant de noter que, avec les expressions 

(62) le jeu d 1 equations (61) de K/V generalisees devient: 

EM2 

a" + w2 X 2A A a - -- - E + 
X a 3 a +  b a 3 

EM2 

b" + (1)2 b -__L - 2A A + - E3 
+ y b 3 a +  b a 

en posant 

2ab 

(a + b) 2 

on y reviendra un peu plus loin. 

EM EM' 
X X - A 

a2a' 

EM EM' 
y 

b2b' 
y - A 

(E - E ) 
2x 2y 

2a 
E' 
_E :::! 0 

a +  b a' 

(64) 

2b EI 
_.J1l 0 

a + b b' 
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APPLICATION DES EQUATIONS DE K/V GENERALISEES. 

VARIATION DES EMITTANCES EN MOYENNE QUADRATIQUE. 

La comparaison des jeux d'equations (50) et (61) permet immedi

atement d'ecrire: 

EM EM' 
X X 

a2 
a' = 2A (E 1 ) - A - E

l 2 X a 

(66) 

Remarque 

EM EM' 
y y = 
b2 

En faisant appel a une forme du type (62) pour l'energie de 

charge d'espace, on retrouve au lieu de (66) un jeu d'equations tres 

semblable. qui s'ecrit: 

EM EM' x x 
_ A 2a 

E' a2 a +  b 2x 

EM EM' 
y y_A 2b 

E
1 +A� ( E - E ) b2 a +  b 2y b 1 3 

( 67) 

ou l'on voit se grouper les termes en E1 
et E

3 
qui tous deux, il faut le 

noter, sont dependant entre autres des effets d'image, et s'annulent en 

symetrie de revolution. 

Comme on le verra un peu plus loin en 6 b), on peut etre induit 

a poser E = E dans tous les cas, ce qui amenerait a penser que les 
1 3 

effets d'image jouent un role negligeable dans les variations d'emittance. 

Des etudes plus detaillees seraient cependant encore necessaires pour 

pouvoir l'affirmer. 
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6 a) CAS D'UNE DISTRIBUTION DE K/V. 

On l'a deja dit, en l'absence d'effets d'image, mais que le 

faisceau soit rond ou elliptique, on a pour une distribution de K/V 

El 
= 0 

E:
2 

= E: = E: = cte 
2X 2y 

On deduit immediatement de (66) que 

EM = cte, EM = cte 
X y 

D'ailleurs, dans ce cas, les deux jeux d'equations de K/V (56) et (61) 

se ramenent tous deux aux equations classiques de K/V. 

La distribution de K/V peut done se conserver; ce raisonnement 

ne prouve cependant pas qu'elle soit stable et se conserve toujours en 

pratique. 

6 b) DISTRIBUTIONS STATIONNAIRES. 

Dans ce cas 

a' = a" = b' = b" = 0 

EM' = EM' = 0 
X y 

(E: 1 ) = (E: 1 ) = E: 1 = E: 1 = 0 2 X 2 y 2x 2y 

Dans les equations (50) le premier terme disparait, ainsi que 

dans les equations (61) ou (64). On peut etre tente de dire que, dans 

ces dernieres, les deux derniers termes egalement disparaissent, ce qui 
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entrainerait, par oomparaison entre (50) et (64): 

comme on l'a deja mentionne. 

E = E 
3 1 

(70) 

Cependant, les deux derniers termes des equations (64) se pre

sentent, dans le cas d'un regime stationnaire, sous forme indeterminee 

et une etude plus detaillee serait necessaire pour etre sur de pouvoir 

affirmer que la relation (70) est correcte. D'ailleurs les expressions 

(63) ne sont qu'approchees; ainsi en est-il de (64) et par suite pour

rait-il en etre de (70). 

6 c) OSCILLATIONS SYMETRIQUES. FAISCEAU ROND. 

On a alors 

a = b, 

et 

Il vient 

(71) 

Si l'on avait a2 = cte, on deduirait immediatement 

et comme E reste tres petit, l'emittance en moyenne quadratique serait 
2 

elle mem.e pratiquement invariante. 
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La relation (72) est verifiee avec precision par les calculs 

numeriques pour un faisceau ne presentant pas d'oscillations d'enveloppe 

(ou des oscillations d'amplitude negligeable) mais presentant des oscil

lations d'ordre superieur ou la distribution et les emittances en moyenne 

quadratique varient de fagon absolument simultanee. 

Mais au cours des oscillations d'enveloppe a2 varie, de fagon 

approximativement sinusoidale. Au cours de ces oscillations la distri

bution cllange et s
2 

varie. Supposons, en premiere approximation, les 

oscillations de s
2 

egalement sinusoidales. 

L'examen de (71) montre alors que si a2 et s
2 

oscillent en 

phase, l'emittance presente seulement une variation sinusoidale de meme 

phase. 

Si les oscillations de a2 et s presentent entre elles un de-
2 

phasage, aux oscillations de l'emittance se superpose une variation 

lineaire seculaire dont le signe depend de cet ecart de phase, c'est-a

dire egalement de l'ecart de phase entre les oscillations de l'a.mplitude 

a2 et de l'emittance EM. 

Une telle propriete avait ete observee dans les calculs nume

riques (P. Lapostolle [1970]). 

6 d) OSCILLATIONS ANTISYMETRIQUES. 

L'etude du systeme (66) OU (67) OU l'on neglige en premiere 

approximation E OU E - E conduit, pour chaque coordonnee X et y a  des 
1 1 3 

conclusions analogues aux precedentes. 

On peut cependant noter, de plus, en additionnant membre a 

memb�e les deux equations (66): 

EM EM' EM EM' 
__ x __ x + _.._Y_,,__Y.._ = 2A 

a2 b2 s' 
2 

- A ( 
a' b' ---
a b 

E 
1 

(73) 
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Que tout en ayant un deuxieme membre tres petit (ce QUi est la seule af

firmation certaine QUe l 1 on puisse faire jUSQU 1 a present) chaQUe terme 

du premier membre peut prendre des valeurs notables. 

Il est ainsi possible d'obtenir des sortes d'echange d'emittance 

d'une direction vers l'autre ou des oscillations periodiQues; de tels 

phenomenes ont ete observes dans les calculs numeriQues. 

6 e) EFFET D'UN DEFAUT D'ADAPTATION 

Les paragraphes precedents ont montre QU'en cas de desadaptation 

on peut observer des variations d'emittance. Les calculs numeriQues 

indiQuent Que l'on assiste a une augmentation des emittances en moyenne 

QUadratiQue et a un amortissement des oscillations d'enveloppe; on tend 

pratiQuement vers un etat stationnaire. 

Ce dernier peut s'obtenir directement en faisant appel aux 

eQuations (53) et (58) ou (62) car l'energie totale doit se conserver au 

cours du mouvement. On va considerer pour simplifier ici les cas ou 

et 

w = w = w 
X y 

et examiner d'abord le cas d'oscillations symetriQues pures. 

L'energie, dans l'etat final (indice f) est facile a exprimer 

car alors a' = b' = �a = b et l'etat etant stationnaire, verifie 

l'eQuation de K/V. 



cette energie s'ecrit done 

w2 a2 
f 
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EM 2 

f --
2
-- A =O 

af 

Wf 
= � w2 a2 - A Log (a2) - l. (1 + 2 £ ) 

f 4 f 4 2f 

(74) 

(75) 

Afin d 1 obtenir une expression plus symetrique on peut, pour l'energie 

initiale (indice i), se laisser guider par les resultats de calcul 

numerique selon lesquels, si la distribution des charges dans le faisceau 

a l'allure d'une distribution stationnaire, au cours d'une demi oscil

lation cette distribution varie peu (done £ varie peu) et l'emittance en 

moyenne quadratique est, elle aussi, sensiblement constante. 

Considerant alors simultanement un maximum et un minimum 

d'oscillations d'enveloppe, a et a .  , on peut ecrire: 
max min 

En posant 

w. 
1 = a (1)2 a2 

max 

= a (1)2 a2 . 
min 

on obtient sans peine 

+ 1 
4 

EMf A 
� - 4 Log 

max 

EM? 

a max 

+ 1 
4 T."" -

A 
- Log a 
4 min 

min 

a = a. r max 1 

a . = a./r 
min 1 

et Log r = p 

_:e_ !:! 0 shp 

A 

2 

£ • 
21 

£ • 
21 

(76) 

(77) 

(78) 

(79) 
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et 

W. = � w2 a? chp - A4 Log (a? chp) - A4 (.....£.... - Log chp + 2s ) (80) i i i thp 2i 

On peut remarquer q�e 

Posant alors 

a? chp = 
i 

a2 + a2 . 
max min 

2 

F (u) A 
= � w2 u - - Log u 

4 

on voit que 1 1 egalite des energies initiale et finale s'ecrit: 

F (af) = F (a . )+ A (1 - .....£....+ Log chp + 2s
2 

- 2s
2

. )  i 4 thp f i 

(81) 

(82) 

(83) 

Sous cette fonne on peut remarquer que la paranthese qui multi-

plie A est petite: la fonction de p, egale a O pour a / a . = 1 
max min 

vaut 0,1 pour a / a. = 5, 0,2 pour a . / a . = 20 et atteint 0, 3 max min max min 
pour un rapport infini; la difference des s

2 
initial et final reduit 

encore cette valeur. On peut alors evaluer approximativement a: par un 

developpement de Taylor de la fonction F (u) autour de a}, ce qui donne 

a2 .::: f 

a2 + a2 . 
max min 

2 

- _:e_ + Log chp + 2s -
thp 2f 

w2af 
1 + 2 ( -A- - 1) 

(84) 

- le denominateur figurant dans cette expression a ete mis sous cette 

forme pour faire apparaitre, d'apres (74) qu'il est toujours superieur 

a 1 (egal a 1 pour une charge d'espace infinie et une desadaptation 

initiale nulle et a l'infini pour une charge d'espace nulle). 
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On retrouve done bien la propriete obtenue dans les calculs 

numeriques (Lapostolle [1970] ) a savoir que 

a2 � (a2 
+ a2 . ) / 2 f max min 

(85) 

dont on voit qu'elle est rigoureuse pour une faible charge d'espace mais 

peut-etre seulement approchee pour les tres fortes charges d'espace (a 

mains que les termes correctifs £ 2 
ne compensent le terme en p ce que 

pourrait montrer une etude detaillee). 

Pour des oscillations antisymetriques, afin d'obtenir un calcul 

presentant la meme symetrie que le precedant, on peut a nouveau faire 

appel a une propriete suggeree par les calculs numeriques qui montrent 

que dans les conditions initiales (du mains pour une distribution de type 

stationnaire) les oscillations de a2 et b2 sont approximativement sinu

soidales; autour d'un extremum on a alors en particulier 

d'ou 

aa" + bb" "' 0 

et apres ( 50) 

(86) 

Reprenant un calcul d'energie analogue a celui effectue pour 

les oscillations symetriques, on obtient alors, en faisant appel a cette 

relation (86) l'expression suivante: 

w2 - (87) 



et finalement 

a2 + b2 
a2 "' 1 + f 2 

.... l'on a pose OU 
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Log chp' - 2 Log 

+ 2 

a p' = Log -b 

ch (pl/2) + 2E2f - 2E2i (88) 
w a,f -- - 1 

A 

(89) 

On peut voir, cette fois encore, que le terme entre crochet 

reste voisin de l'unite l'ecart pouvant d'ailleurs etre compense par les 

term.es en E
2

' confirm.ant les resultats numeriques d'apres lesquels 

(90) 

Des relations (84), (85) ou (88) , (90) on deduit alors facile

ment les augmentations d'emittance resultant d'une desadaptation. La 

methode energetique perm.et en principe de traiter le cas de n'importe 

quel type de desadaptation, meme complexe. 

Remarque 

Les formules (79) et (87) permettent de trouver approximative

ment la relation liant maximum et minimum d'amplitude en oscillations 

symetriques ou antisymetriques. Le resultat d'un calcul numerique plus 

precis est donne dans un rapport anterieur (Lapostolle [1970]) sur les 

figures (13) et (14) avec o = A/w EM. 
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7 . CONCLUSIONS 

Les exemples qui precedent, montrent divers types d'application 

des equations de K/V generalisees . 

Ces equations semblent constituer un formalisme susceptible 

d'etre developpe pour l'etude detaillee des evolutions d'emittance en 

presence de charge d'espace . 

Si une extens ion de l'etude des divers modes d'oscillation 

libre dans un fais ceau (R . Glucks tern [1970 b] ) permettait d'obtenir 

des expressions de El et de E
2 

et ses derivees , on pourrait ecrire une 

equation de couplage de ces os cillations avec les os cillations d'enveloppe . 

Parallelement, l'etude de la maniere dont les oscillations 

d'enveloppe excitent des os cillations d'ordre superieur (P . Lapostolle [1970 ] )  

pourrait fournir une deuxieme equation de couplage . 

L'analyse s imultanee de ces deux equations devrait alors 

fournir l ' evolution complete du mouvement du fais ceau et decrire entiere

ment les augmentations d'emittance entrainees par les oscillations 

d'enveloppe qui ant fait l'obj et j usqu'ici s eulement d'un traitement 

approche. 

Un type de couplage similaire existe lors des ondulations d'un 

faisceau dans un systeme de focalisation periodique alterne ; la methode 

de calcul evoquee devrait alors expliciter aussi  les gros sissements 

d'emittance observes tant dans les calculs numeriques (M . Prome et al [1970] )  

que dans les mesures experimentales sur les accelerateurs lineaires 

(P. Lapostolle et al [1968] ) .  Elle permettrait en particulier de s avoir 

s i  ce type de phenomene existe aus si  aux plus faibles charges d'es pace 

ou s 'il y a  un seuil au des sous duquel il cesse d'apparaitre . 

Il serait s ans doute interes sant enfin d'approfondir la dif

ference qui existe entre l'effet de l'application de champs non lineaires 

fixes et celui des champs de la charge d'es pace proprement dite qui 
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dependent des particules elles memes. Il est facile, par exemple , de 

formuler les equations de K/V generalisees (50) et (61) dans le cas de 

champs appliques non lineaires et derivant d'un potentiel: on voit que 

de tels champs introduisent dans ces equations des termes analogues a 

AE 1 ou A(E') et  A(E2
1 ) , qui s'expriment simplement sous la forme d'une 

2 X y 
n 

serie de moments d'ordre n - � 
j=0 

n- 1 

k=0 

k- 1 n-k c
k X y x' et 

k n-k- 1 C' X y y' k n'etant le degre du potentiel applique. Les 

termes E relatifs a la charge d'espace proprement dite pourraient-ils 

aussi s'exprimer a l'aide de moments ou bien une telle forme est-elle 

impossible ? Il n'a pas ete possible jusqu'ici de repondre a cette 

question: on peut voir que la contribution des effets d' image se met sous 

la forme de produits de moments, mais la contribution du champ propre est 

plus difficile a evalue r, Au cours des etudes evoquees ici, les diverses 

expressions de l'energie de charge d'espace donnees au debut pourraient 

se reveler �tiles. 

Remarque 

Les methodes developpees precedemment pour l'etude d'un faisceau 

continu defini par deux coordonnees transversales pourraient etre etendues 

a l'etude de paque ts de particules definis par trois coordonnees 

(F. Sacherer [1970 b] ) .  
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ANNEXE I 

CALCUL DIRECT DE L'ENERGIE DE CHARGE D'ESPACE D'UNE 

DISTRIBUTION A SYMETRIE DE REVOLUTION 

Si la force de repulsion entre deux charges ponctuelles est 

egale au produit de leurs charges divise par 4TI E 0 d2, d etant leur dis

tance, une integration facile montre que la force de repulsion, par unite 

de longueur, entre deux lignes de charge de densite lineique 11 et 12 est 

egale a 

d etant leur distance. 

On peut alors dire, par definition et en se conformant aux con

siderations donnees au debut du paragraphe 2 q

u

e l'energie de charge 

d'espace de ces deux lignes de charge est 

Log d 

Adoptant les notations complexes et posant 

z = X + JY 

on peut alors dire que l'energie de charge d'espace de deux tubes de 

charge de densite p( z
1) et p (z

2
) et d'extension dx1 ay1, dx

2 
dy

2 
est 

egale a 
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Si on considere maintenant un faisceau de densite p (r) a symetrie 

de revolution, pour obtenir son energie de charge d'espace, il suffira 

d'integrer l'expression precedente sur tout le faisceau en prenant soin 

de ne calculer qu'une fois l'interaction relative a deux tubes donnes. 

Pour effectuer cette integration quadruple on la ramenera a 
une integrale double en considerant des tubes cylindriques circulaires 

successifs et pour eviter de compter deux fois les ·memes termes d'inter

action on va considerer l'interaction d'un tube circulaire cylindrique 

avec tous les tubes interieurs. 

Prenant un point Z de ce tube on sera alors amene a calculer 

une integrale de la forme 

-.ffo ( z ) Re 0og(Z - z � dx dy 

Comme on a, d'apres notre mode de calcul 

i z l  > l z l  

on peut ecrire 

Re {Log(Z - z � = 

Prenant des tubes successifs presentant tous la symetrie de 

revolution, il est aise de voir que les termes du developpement donnent par 

sommation tous une integrale nulle . Le terme en Log I Z I = Log r donne une 

integrale egale a q (r) comme defini par (4) . 

On obtient finalement pour energie de charge d'espace 

J
:

r )  e(r)  Log r 2u dr 
21re:o 

0 
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On retrouve done bien l'expression (7) ou le premier membre 

n'est autre que l'energie de charge d'espace (changee de signe) dans 

l'etat "initial", c'est-a-dire lorsque toutes les charges sont reparties 

sur un cylindre de rayon R. 
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ANNEXE II 

CHAMP EXTERIEUR CREE PAR UN FAISCEAU CONTINU DE CHARGES 

Adoptant la notation complexe,  il est facile de voir que le 

champ electrique dE cree en un point Z par un tube de charge de densi te 

p ( z) et d'extension de dy est 

z - z dE = ---.---..,....,.. 
2TTE:o l z  z l2 

c'est- a -dire 

ou encore 

2TTE:0 dE* = 1 
z - z 

Le champ total E s'obtient par integration: 

Cette integrale peut se mettre sous une forme aisement calculable 

dans le cas ou 

On peut alors ecrire en effet 

1 
z - z 

1 z z2 z 3 

Z [l + Z + z2 + z3° + • • • • •  ] 
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ce q_ui donne: 

2wc
0 

E* = ½_Jfp (x , y ) dx dy 
+ �2JJP ( x, y ) (x  + jy ) dx  dy + ½, ff p {x , y ) (x2 - y2 + 2jxy)dx dy + • • • • 

Les in-tegrales figurant dans cette expression sent .les moments 

d'ordre O, 1, 2 • • • •  de la distribution de charges p ( x, y). 

Si la distribution presente deux plans de symetrie, tous les 

moments d'ordre impair sent nuls et 

2nc
0 

E* = � jo ( x, y ) dx dy + �3 ff p ( x ,y ) ( x2 - y2 + 2jxy ) dx dy 
+ �5 jfp(x,y )(x4 - 6x2,r2 + y4 + 4jx 3y - 4j xy 3 )ax dy + • · · · ·  

Il est important de noter toutefois q_ue ces expressions ne 

sent valables q_ue si 

i z l  > l z l  

pour tous les points du faisceau, ce q_ui est beaucoup plus restrictif 

q_ue la condition q_ue Z soit exterieur au faisceau. 

Toute distribution presenta.nt des moments tels q_ue les combi

naisons apparaissant dans les expressions precedentes aient les memes 

valeurs donne le meme champ exterieur et le potentiel de charge d'espace 

y est done le meme. 
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ANNEXE III 

ENERGIE DE CHARGE D ' ESPACE D 'UN FAISCEAU CONTINU OU LA DIS

TRIBUTION DE CHARGES  PRESENTE DEUX PLANS DE SYMETRIE 

L 'expression de l ' energie a laquelle on va se ramener est 

l 'expression (27 ) 

Pour transformer cette expression on cherche un vecteur dont 

la divergence puisse se mettre sous la forme d ' une somme de termes �ont 

l ' un  soit j E j 2
; on applique alors a l 'integrale de cette divergence la 

formule de Riemann . 

classique 

Il est bon pour commencer de verifier qu 'en dehors de la relat1on 

-
grad 

on peut aussi ecrire 

E2 + 
+ + + ---+ + + di V (--r ) = ( E r )  di V E - E • rot . ( r X E )  2 

E2 

I I + Appliquant un calcul semblable au vecteur. 2 Log ( j x l  + y ) r 

on obtient alors 

div [ !2 

Log ( I x I + I y I ) ; ] = E • ; Log ( I x I + I Y I ) div E 

- E Log ( l x l + I Y I ) rot(1: x E) + E 2 

2 

Or, pour une distribution possedant deux plans de symetrie, on 
+ + 

peut remarquer que E, aussi bien que r sont des vecteurs qui possedent 

egalement en fonction de x et de y ces plans de symetrie ; la fonction 
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Log ( j x j + ! Y I ) possede elle aussi ces meines symetries, Dans ces conditions 
-+ -+ -+ 

rot (r x E) est antisymetrique en x et y et il en est de meine de l'expression 

L'integrale de cette expression dans un domaine symetrique par 

rapport aux plans x et y est done nulle. 

On a alors 

oij encore 

I Y I ) div E dx dy + }Jr dx dy 

-+ -r 
Log ( ! x i  + j y j )  r dn 

-+ � 
r dn 

Si le contour choisi est assez eloigne du faisceau, d'apres 

l'Annexe II on voit que le cha.mp en Z peut etre developpe en fonctions 
1 impaires de - • E2, developpe egalement aura alors pour partie principale z 

le terme suivant etant en 1 / z4 • 

Sur un contour circulaire de rayon R l'integrale curviligne a 

alors pour valeur 

*.- Log R + 
0 

f rr/2 

2rr�:
o 

Log (sin 

0 

- �  a +  cos a)da -
4rr£ Log (l,115 • R) 
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On a done: 

:o .Jf 2 dx dy = 
4�:

o 

Log (l ,115 R) -ff 'i • ; Log ( ! x i + ! :r l ) P dx dy 

Remarque 

Appliquant la methode de calcul precedente au vecteur �E2;, 

on obtient la relation: 

on en deduit 

jJ➔ ➔ Q2 

:} 
E • r P dx dy = 4Trso 

x E  + y E  = A / 2 
X y 



- 45 -

ANNEXE IV 

CALCUL DE E 1 POUR UNE DISTRIBUTION RECTANGULAIRE UNIFORME 

ou encore 

Rappelons que l'on a: 

A a +  b 
4ab El 

x E 
X = -- -

a 

y E 
:._x 

b 

b x E  - a y E  
X 

a +  b 

et, d'apres l'Annexe III (remarque) 

b x E  - a y E  
X E 1 = 2 

( a + b )  (� + yE) 
X y 

Si on consider.e une distribution de charge uniforme dans un 

recta�gle, le coefficient E 1 ne dependra que du rapport des cotes que 

nous pourrons appeler a et b. 

Pour evaluer E 1 , il nous faut alors calculer l'une des moyennes 

X E  OU y E (l'autre s'en deduisant par symetrie) prise sur l'ensemble 
X y 

des particules. 

Ces moyennes sont obtenues par une integrale quadruple, d'abord 

pour le calcul du champ au point x, y (sur les particules dont nous 

designerons les coordonnees par X, Y) puis pour le calcul de la moyenne 

(par une integration en x, y). 

En negligeant l'ecriture de la densite et des facteurs numeriques 

qui s'eliminent dans l'expression de s 1 on a 

- (( ((( x (x - x) x Ex = 
) J 

X Ex 
dx dy =:JJ j -( x--__,.::.;;,.X-) 2

.=,.
+__,;:.;( y""'---y )�2 dx dy dX dY 
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Par raison de symetrie, on a evidemment: 

(((( X (X  - x )  
x Ex =jjjj (-x 

- x)2 +-(y - y)2 dx dy dX dY 

d'ou egalement 

= , ((([ (x - x) 2 

x Ex J)jj (x _ x)2 + (y _ y)2 
dx dy dX dY 

L'ordre d 1 integration etant arbitraire, on integre d'abord en 

y, Y (sur un carre de cote 2b) et precede pour cela a un changement d'axe: 

y - y = u/2 

y + Y = v/2 

on obtient, en se limitant a un quadrant et multipliant le resultat par 4: 

2 f {,_ x  - X)2 [ b arctg 

J) ' 
x - X 

2b 
X - X - i 4b2 + (x - x) 2

] dx dX Log (x - x)2 

On peut proceder ensuite d'une maniere analogue, par le meme 

type de changement de variable, a l'integration en x . X, dans un carre de 

cote 2a . 

Le calcul, un peu long, ne presente cependant pas de difficulte. 

On trouve 

4 a2b 2 + 16 ab (a2 b b2 arctg �) X E = arctg - -
X 3 a b 

4 (a4 Log 2 
a2 

- b4 Log 
b2 

+ - + b2 a2 + b2) 
3 a 
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On en deduit 

b - a 4 (a b b a) + - - arctg - - - arctg -
b + a  3 b a a b 

1 a2 a2 b2 b2 
+ - (-Log ___ __,,, - -Log _.,,.-----) 3 b2 a2 + b2 a2 a2 + b2 

Les variations de e1 en fonction de b/a sent indiquees sur la figure 1. 

1 2 

Figure 1 -

5 10 20 50 100 200 b/a 

Terme correctif e (de champ) des equations de 
Kapchinskij/Vladi!irskij generalisees (le forme) 
pour un faisceau uniforme rectangulaire de demi 
axes a et b .  
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ANNEXE V 

CALCUL DE s2 POUR DIVERSES DISTRIBUTIONS DE REVOLUTION 

On va ici considerer pour simplifier des distributions presen

tant une symetrie de revolution, qui permettent d'utiliser l'expression 

R 

W = ...£L._4 

2 
Log R - 1  q(r) p(r) Log r rdr ce 

TI
S O so 

0 

et on bornera l'examen a la valeur de l'integrale qui seule caracterise 

la distribution (le premier terme depend de l'etat initial choisi pour 

definir l'energie) a) 

Posant 

u = r 2 

et 

p{u) du = � 
TI 

l'integrale figurant dans W ce s'ecrit 

a )  

TI 
ju

0 

-
4s 0 

Appliquant un formalisme analogue a celui employe par 
F. Sacherer [ 1970 b] on pourrait etendre ces resultats a des 
distributions presentant une symetrie elliptique (affines 
d'une distribution circulaire), dans l'espace libre. 
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C'est cette integrale, OU plus precisement 

TI 2 
I = 

Q2 lu

0.

0 

q1 (u) p (u) Log u du, 

telle que 

W - __g2_ (Log R - I) ce - 4TIE: 
0 

que l'on va calculer 1c1. 

On cherchera a l'exprimer non pas en fonction de u
0 

qui carac

terise la dimension extreme du faisceau, mais de sa dimension en moyenne 

quadratique definie par 

0 

u 
·o 

p (u) u du 

u 
0 

et telle que (voir section 5, equ. 41): 

Remarquant que 

u = a2 / 2 = b 2 I 2 a 

p ( u) du 

et effectuant une integration par parties, I peut encore s'ecrire: 

du 
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que l'on mettra sous la forme 

a) 

I =� Log Uo + E 
2 

On va maintenant examiner quelques distributions particulieres: 

Distribution de couche infiniment mince 

Cette distribution n'est realisable physiquement en toute 

rigueur qu'avec une emittance de faisceau nulle et une charge d'espace 

egalement nulle; on l'envisage done ici seulement comme cas limite. 

et 

b )  

Alers 

et 

On a alors 

Distribution a densite croissante en fonction du rayon 

Une telle distribution est egalement rare en pratique. 

Prenons 

p ( u ) = u 

q (u) 1 

u a 

u2 
= -

3 1 
I =� Log 2 ua -

8 



soit 

c )  

Alors 

et 

soit 

d) 
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I = ! Log ua + 0,0777 

Distribution uniforme 

p ( u) = 1 u < u  
0 

2 

Log 2u - � a 

Log u + 0, 0966 a 

Distribution de couche epaisse uniforme 

Soit une couche s'etendant de ua (1 - x) a ua (1 + x) = u0 

on peut ecrire dans cet intervalle 

1 + ---- = 

Tous calculs faits, on obtient 

u - ua . (1 - x) 

U X a 

Log u + ;  Log (l + x) + a � 
1 - 2x 1 (1 - x) 2 1 + X 

8 x2 Log 
1 - x X 

La fonction de x apparaissant dans I varie de fagon continue 

entre 0 pour x = 0 (couche infiniment mince) et 0,0966 pour x = 1 

(faisceau a densite uniforme jusqu'a l'axe). Les variations sont indiquees 

sur la figure 2. 
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L----'----'-------- u 
1 - x 1 + x  

-IL-------+--- -----1------------4----+----- +---� x 

0,2 0,4 0,6 0,8 1 

Figure 2 - Terme correctif E2 (energetique) des equations de 
Kapchinskij/Vladimirskij generalisees (2e forme) 
pour un faisceau annulaire epais. 

0,5 +-- -·+ 

0,2 Q,5 1 2 5 10 20 50 kR 

Figure 3 - Energie de charge d'espace et logaritbme neperien 
du rayon en moyenne quadratique d'un faisceau 
stationnaire a distribution uniforme dans l'espace 
des phases (a 4 dimensions) en fonction du parametre 
de charge d'espace kR. 



e)  

Alors 

et 

soit 

f) 
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Distribution paraboligue 

p ( u) = 1 u 

Uo 

Log u + 0,0910 a 

Distribution en fonction de Bessel 

Employant les notations du rapport B. et P. Lapostolle [1969] 

on obtient: 

Les variations de 4TI Wee / Q2 en fonction de kR son indiquees 

sur la figure 3 ainsi que celles de� Log R2. Les variations de l'ecart 

� Log R2 

sont indiquees sur la 1igure 4. On voit que cette quantite varie progres

sivement de 0,0910 pour kR = 0 (densite parabolique) a 0,0966 pour kR 00 

(densite uniforme). 
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j 

0,10 

0,095 / 
-

l,.-/ 
V 

0,090 

0 02 05 1 •) 5 10 20 50 100 -,_ kR 

Figure 4 - Terme correctif E
2 

(energetique) des equations de 
Kapchinskij/Vladimirskij generalisees (2e forme) 
pour un faisceau stationnaire a densite uniforme 
dans l'espace des phases (a 4 dimensions) en fonction 
du para.metre de charge d'espace kR. 

'----- -'---- �-� u 
U 2  

0,1 +----------,c----- ------.-----,-----.------, 

0,090
0
+-----+------+---+-----+----------'1--� X 

Q2 0,4 0,6 0,8 1 

Figure 5 - Terme correctif E (energetique) des equations de 
Kapchinskij/Vladi�irskij generalisees (2e forme) 
pour un faisceau circulaire de densite uniforme 
au centre et parabalique sur les bords. 
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Distribution uniforme au centre , parabolique sur les bords 

On peut ecrire 

p = 1 

p = 

On a alors 

- u2 + 2u u -
1 2 

u3 - u 3 

2 1 

u2 u2 
2 1 

u2 

et apres un calcul sans grande difficulte, on trouve en posant x = u /u 
1 2 

x 2 

+ 
(1 + x) 2 L + , 

12 2 

1 1 11 
I =  2 Log u + 2 Log 3 - -a 24 

X 1 X2 

1 - X 
+ 2 

(1 - x) 2 Log x 

, 

x2 

+ 2 Log (1 -
1 + x + x2) 

Les variations de s
2

, continues entre 0, 0910 et 0, 0966 sont 

indiquees sur la figure 5. 

h) Distribution gaussienne 

Prenons 

P ( u) -u = e 

ql (u) 1 -
-u = e 

u = 1 a 

On doit, pour achever les calculs avoir recours a une estimation 

numerique de l'integrale. On trouve 

Log u + 0,0559 
a 
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i) Autre distribution en cloche, decroissante de l'axe vers les bards 

et 

Soit 

P ( u) 

g_ ( u) 

u a = 1 

Les calculs sont aises. On trouve 

Log (1 + u2) 

Log u a 

c 1 est a dire i::2 
= 0. 

Il est interessant de noter cependant g_ue la coupure d'une 

partie de la g_ueue de la distribution fait rapidement monter la valeur de 

j ) Distributions diverses: deux couches minces de meme charge 

On peut trouver des distributions pour lesg_uelles i::2 est 

exterieur a l'intervalle O - 0,1. Celle de deux couches minces en donne 

un premier exemple. 

aisement 

Supposons les couches disposees en u (1 ± x). On trouve a 

I = ; Log ua + � Log (l + x)3 (1 - x) 

E: • 
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Le terme en X presente un maximum egal a 0,0654, pour X = 0,5. 

Les variations sont indiquees sur la figure 6 .  

On voit que pour x > 0, 839 le terme correctif s presente un 
2 

signe negatif. 

k) 

0 - 0 , 1 .  

et 

Distributions diverses: superposition de deux faisceaux de 

densite uniforme ,j usgu I a 1 1 axe transport ant la meme charge 

On a ici un nouvel exemple ou s peut sortir de l'intervalle 
2 

On ·peut representer la distribution precedente par 

2u 
ql = u (1 - x2) 0 

On trouve sans difficulte 

pour u (1 - x) < u < u0 (1 + x) 
0 

I = � Log ua + � Log 2 - a + ½ Log (l + x)3 (1 - x) -
4 (l : x)2 

Les variations du terme s2 sent indiquees sur la figure 7 ,  On 

voit qu'il peut devenir legerement superieur a 0,10 et, comme dans le cas 

precedent, devenir negatif lorsqu'on a une tres forte densite pres de 

l'axe . 

Il est bon de remarquer toutefois que parmi les distributions 

etudiees seules sortent de l'intervalle O - O,l des distributions 

presentant des discontinuites . 
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L__ __ L____ _ _  L_____� u 

1 -x 1 + x 

-IL-------1-----l----- ------l--------1--L -- -+---� X 
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

Figures 6 et 7 - Terme correctif E (energetique) des equations de 
Kapchinskij/Vladiiirskij generalisees (2e forme) 
pour des faisceaux circulaires de distributions 
di verses. 

L__ _____ J..__ _ � u 

1 +x  1-x  

0,05-+--- ----l----- - +-- ----+---\---+---- ------1  

+-------l-------l--- ----+-------1....!f---------J1r--l►X 0 0,2 0,4 0,6 0,8 






