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SOMMAIRE 

L'etude des oscillations qui pe�vent exister dans un faisceau 

en presence de charge d'espace ont ete etendues a des distributions 

autres que celles decrites par Kapchinskij/Vladimirskij en 1959; le 

traitement, purement numerique, a permis de constater que les oscillations 

d'enveloppe sont toujours decrites avec une tres bonne approximation par 

le systeme d'equations etablies par Kapchinskij/Vladimirskij pourvu que 

les valeurs des axes du faisceau et de ses emittances soient remplacees 

par des moyennes quadratiques, applicables a n'importe quel type de dis

tribution. Dans un cas completement etudie on a pu montrer que les dis

tributions stationnaires satisfont rigoureusement ce systeme et un the

oreme a ete enonce ace sujet. 

Dans le cas ou un faisceau n'est pas adapte et oscille dans un 

canal de focalisation on assiste a une augmentation d'emittance qui semble 

liee a l'apparition d'oscillations de densite a l'interieur du faisceau. 

On a pu etablir que dans ce cas, il y a  evolution vers un nouvel etat 

stationnaire qui a ete etudie. Ceci, bien entendu, ne serait pas le cas 

pour la distribution de Kapchinskij/Vladimirskij, a condition toutefois 

qu'elle soit parfaite, car elle se revele parfois instable en presence de 

defauts (statistiquespar exemple) d'uniformite. 

Un mecanisme analogue, produit par une focalisation alternee, 

peut aussi conduire a des augmentations continues d'emittance des que 

l'on tient compte de la charge d'espace; son etude n'est, cependant, pas 

terminee. 
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DISTRIBUTION DE CHARGES DE KAPCHINSKIJ ET VLADIMIRSKIJ. 

EQUATIONS D'ENVELOPPE. 

Le probleme de l'evolution d'un faisceau continu de particules 

-chargees dans un systeme de g;Uiaage assurant sa focalisation tenant compte 

de l'effet repulsif de la charge d'espace a ete etudie depuis lontemps. 

Le travail de Kapchinskij/Vladimirskij (1959) a neanmoins ete sans doute 

le premier a donner du probleme une formulation rigoureuse en considerant 

un faisceau d'emittance transverse non nulle. 

La limitation de cette theorie est cependant que le souci de 

lineariser les equations du mouvement des particules et, pour cela, des 

champs, y compris ceux de charge d'espace, exige de faire appel a une 

distribution particuliere des charges qui, dans l'espace des phases 

transversal a 4 dimensions doit etre une distribution uniforme de 

surface sur un hyperellipsoide. Une telle situation est, evidemment, 

presque irrealisable en pratique, mais elle est la seule a permettre une 

formulation simple. 

Alors, il est possible d 1 ecrire les equations donnant l'evolution, 

en fonction de l'abscisse s, des demi axes a et b d'un faisceau de section 

elliptique possedant suivant ces deux directions transverses orthogonales 

des emittances E et E *) avec des forces de rappel de focalisation sup-
X y 

posees lineaires en X et Y, caracterisees par des longueurs d'onde A 
x,o 

Si l'on neglige, les effets d'image (faisceau suppose isole et A 
y ,o 

dans l'espace) et si l'on suppose la vitesse longitudinale suffisamment 

grande et identique pour toutes les particules, negligeant l'effet des 

*) Les emittances sont definies comme la surface sur le plan de 

phase xx' OU yy' divisee par TI, x' et y' etant les derivees 

par rapport a s. 
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composantes longitudinales de la charge d'espace et, dans les trajectoires 

individuelles, les termes x'2 et y 
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on peut ecrire: 

(1) 

(2) 

f3) 

I etant l'intensite transportee par le faisceau, e, mo, E:O' c, set y 

ayant la signification usuelle, le systeme d'unites utilise etant rati

onnalise on peut encore ecrire: 

A= 

2r 
O 

I/e 

S3 3 
C y 

(4) 

en designant par r le "rayon electromagnetique" des particules du faisceau: 
0 

on sait que, pour les protons 

-18 = 1, 5347 10 metre 
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Dans le cas particulier ou les forces de rappel de focalisation 

sont egale,en X et y et OU les emittances E et E sont egales, on peut 
X y 

mettre le systeme (1) sous forme reduite: 

r 
I I u + u 

"\ 

I I 
V + V 

·--.. 

en posant 

·< 

1 - - -
3 u 

1 -
3 

V 

u = a 

28 
u + 

28 
u + 

1¥ . 

= 0 
V 

0 
V 

les derivees etant prises par rapport a l'abscisse w • s 

ou encore 

A 
8 - wE 

r A I/e 
0 0 

8 = --------

TT c s2 
y

2 
(ESy) 

(6) 

2TT = -- s, avec 
A 

(8) 

On a groupe (ESy) qui represente ce que l'on appelle l'emittance norma

lisee qui, d'apres le theoreme de Liouville est, generalement, supposee 

invariante au cours du mouvement. 

Ce para.m�tre 8 est sans dimensions et caracterise l'intensite 

de la charge d'espace (P.M. Lapostolle, 1963) . 
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Les groupes d'equations (5) ou (1) permettent d'etudier aisement les deux 

systemes d'oscillations symetriques et antisymetriques du faisceau (voir 

Appendice I) dont le caractere non lineaire est evident; on peut aussi , 

si l'on s'interesse a une machine circulaire , etudier les possibilites de 

traversees de resonances (P.M. Lapostolle , L. Thorndahl , 1967), 11 est 
• '- '- () ' I  • '- 2 2 encore possible , a l'aide du systeme 1 ou 1 on donnerait a wx et wy des 

valeurs alternativement positives et negatives suivant la valeur de 

l'abscisse s ,  d'examiner le cas d'une focalisation periodique alternee , 

quadripolaire ou autre. 

Dans tous les cas, les emittances E et E sont invariantes au 
X 

cours du mouvement avec une distribution de Kapchinskij/Vladimirskij 

pourvu qu'elle soit rigoureusement de ce type car , on le verra plus loin , 

une telle distribution semble parfois instable (Appendice II). 

2. AUTRES DISTRIBUTIONS. INTRODUCTION DE MOYENNES QUADRATIQUES. 

Pendant assez longtemps aucune autre distribution que celle de 

Kapchinskij/Vladimirskij n'a ete etudiee car , comme on l'a dit , elle 

seule sauvegarde le caractere lineaire des equations du mouvement des 

particules. 

Kapchinskij dans son livre sur les accelerateurs lineaires 

(1966 , chapitre 3) a cependant montre qu'on pouvait trouver des distribu

tions de charges stationnaires dans un canal de focalisation continu , 

c'est-a dire des distributions qui se conservent au cours du mouvement. 

Plus recemment P.M. Lapostolle (1969) , J. Claus et A. Benton (1970) et 

M. Prome (1969a) ont etudie deux cas particuliers l'un relatif a une dis

tribution uniforme dans l'espace des phases a quatre dimensions , l'autre 

a une distribution presentant un caractere gaussien en vitesses. Enfin , 
* ** R. Gluckstern , Lloyd Smith et F. Sacherer (1970) ont etabli un forma-

lisme general permettant de trouver toute une famille de telles distri

butions stationnaires caracterisees par une ·ronction arbitraire. 

*) "Stability of phase space distributions in the presence of space 
charge" presente a la "Linac Conference" , Batavia 1970 

* *) Communications privees 
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Certaines de ces distributions sont bornees dans l'espace des 

phases mais d'autres (telle, celle de type gaussien) peuvent s'etendre en 

principe jusqu'a l'infini. 

Si l'on veut pour ces distributions etablir un formalisme du 

type de celui decrit dans la premiere partie, il est clair que les 

notions de dimension du faisceau et de surface d'emittancedoivent etre 

modifiees. 

Une methode qui vient facilement a l'esprit consiste a introduire 

des moyennes quadratiques, qui pour toutes les distributions d'interet 

pratique restent en general bornees (c'est le cas des distributions 

gaussiennes par exemple). 

Pour definir les axes a et b on fera alors appel aux moyennes 

� et y2. Pour les emittances, on peut, dans le cas OU elles sont centrees 

sur les axes Ox et Ox' adopter par exemple un produit des moyennes en x 

et en x'. Si la figure est oblique, un tel produit ne caracterise pas la 

surface d'une ellipse; on peut alors faire appel a des axes obliques dis

poses selon des diam.etres conjugues (fig. 1) et adopter les moyennes 

quadratiques -;z et (x' - ax)2 ou a est la pente du diam.etre conjugue de 

l'axe Ox', tel d'ailleurs que la moyenne quadratique (x' - ax)2 soit mini

male en fonction de a.. Avec cette valeur de a on obtient une expression 

valable quelle que soit l'orientatiori de la figure d'emittance. 

Si l'on veut que, pour la distributimn de Kapchinskij/Vladimirskij, 

les valeurs quadratiques moyennes coincident avec les valeurs d'axes et 

d'emittance auxquelles on a fait appel dans la premiere partie, on ecrira 

ainsi: 

1-z 
= 2 Ix 

r;;-· 
(9) 

b 
= 2 

" 



Fig. 1 
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Ellipse d'emittance. Emploi d'un axe oblique 
pour definir une valeur en moyenne quadratique. 
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/x2 x'2 
2 

E = 4 - xx 

(10) 

4 /y2 y'2 
2 

Ex - yy 

Avec des programmes de calcul de trajectoires tenant compte des 

effets de charge d'espace, comme ceux mis au point par P. Tanguy (1970) 

il est alors possible de suivre l'evolution des expressions (9) et (10) 

le long d'un faisceau donne, de v;rifier ainsi si les distributions pre

cedentes sont stationnaires et d'etudier les divers types d'oscillations 

susceptibles de prendre naissance auteur de ces distributions stationnaires 

si les conditions initiales s'en ecartent (P.M. Lapostolle, 1969) . 

On constate que la distribution de type uniforme dans l'espace 

des phases a 4 dimensions et celle de type gaussien sont stables. Il en 

est de meme d'une autre distribution qui apparaitra plus loin, a la fin 

de la 4.§. partie. Par centre, la distribution de Kapchinskij/Vladimirskij 

pe�t etre instable et meme les erreurs statistiques dues au nombre limite de 

points representant les trajectoires (2 ,500 en general) , suffisent parfois, par 

les defauts d'homogeneite qu'elles entrainent sur la densite superficielle, 

pour induire un processus divergent; la surface se deforme progressivement, 

faisant apparaitre des sortes de plis ou de rides conduisant a une situ-

ation analogue a celle d'une surface d'epaisseur croissante (voir Appendice II). 

Parmi les oscillations que les programmes de calcul permettent 

d'observer, il en est que 1 1 on peut appeler oscillation d'enveloppe, du 

type de celles decrites par les equations (1) pour la distribution de 

Kapchinskij/illadimirskij; mais il existe egalement des oscillations dans 

la distribution des charges, a dimensions a et b constantes; ce sont ces 

dernieres qui peuvent etre instables dans la distribution de Kapchinskij/ 

Vladimirskij alors qu'elles sont apparemment stables pour les autres 

distributions (du mains si elles sont seules). 
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A partir de ces calculs numeriques il est possible d'�noncer un 

certain nombre de proprietees qui font l'objet des deux:r;arties suivantes. 

3. THEOREME: POUR TOUTE DISTRIBUTION STATIONNAIRE DANS UN CANAL 

DE FOCALISATION CONTINU ET LINEAIRE LES VALEURS QUADRATIQUES (9) 

ET (10) DES AXES DU FAISCEAU ET DE LEURS EMITTANCES VERIFIENT 

LES RELATIONS: 

I 
w2 

E2 
2A X 0 a - - - = 

a3 a + b 

(11) 

l � b -

E2 
2A J.. - = 0 

b3 a + b 

Cette propriete est evidemment vraie pour la distribution de 

Kapchinskij/Vladimirskij. Elle est egalement vraie pour la distribution 

en fonction de Bessel correspondant a une distribution uniforme dans 

l'espace des phases a 4 dimensions (P.M. Lapostolle, 1969) (voir Appendice III) . 

Elle s'applique egalement a la distribution qui sera discutee dans la 

4e partie. 

Enfin, numeriquement et a la precision des calculs (voir Ap

pendice IV), elle s'est appliquee a tous les cas traites (une trentaine) , 

de type un�forme ou gaussien a symetrie de revolution ouelliptique . .  Ceci 

remplace par une relation rigoureuse la loi empirique d'adaptation decrite 

par P.M. et B. Lapostolle (1969). 

Aucune demonstration generale n'a ete trouvee*de cette propriete 

relativement simple, mais les remarques precedentes ne laissent pratique

ment aucun doute sur son exactitude. 

*) Recemment le professeur R. Gluckstern m'a montre avoir elabore 

une telle demonstration, au moins pour le cas de symetrie de revolution. 
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OSCILLATIONS D'ENVELOPPE. AMORTISSEMENT ET AUGMENTATION 

D'EMITTANCE. INTERPRETATION GLOBALE. 

L'etude numerique des oscillations d'enveloppe pour des distri

butions autres que celles de Kapchinskij/Vladimirskij (de type densite 

Constante a 4 dimensions ou gaussienne) conduit a enoncer les proprietes 

suivantes: 

*) 

a) Les oscillations d'enveloppe en x2 et y2 sont quasi sinusoidales; 

leurs frequences sont donnees par le systeme d'equations (1) de 

Kapchinskij/Vladimirskij; elles dependent des proprietes du 

faisceau (intensite, emittances) et de l'amplitude des oscil

lations. 

b) Ces oscillations sont amorties*) , la moyenne arithmetique de x2 

et y2 au cours des oscillations restant pratiquement constante. 

La constante d'amortissement depend de l'intensite du faisceau 

(du parametre cS (8) par exemple) , de l'amplitude des oscillations 

et du type de distribution (on reviendra plus loin sur ces points) . 

c) Le faisceau tend vers une nouvelle distribution stationnaire 

pour laquelle a et b sont superieurs aux valeurs stationnaires 

qu'aurait pu prendre le faisceau initial convenablement adapte. 

d) Correlativement a c) les emittances Ex et Ey augmentent et 

tendent vers une limite qui correspond aux dimensions limites 

a et b du faisceau, compte tenu des relations (11) ; ceci est 

une consequence du theoreme de la 3e partie. 

Comme on le verra plus loin il ne s'agit pas d'un amortissement 

au sens habituel du terme, mais plutot d'un effet de desorgani

sation qui rappelle les phenomenes thermodynamiques d'augmenta

tion d'entropie. 
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Ces proprietes sont illustrees par les figures 2, 3 et 4 qui 

correspondent a une situation ou la charge d'espace est assez faible 

(o = 0,085 soit pour un accelerateur circulaire 6Q/Q de Laslett �0,04) . 

La figure 2 correspond a une densite uniforme a 4 dimensions et a des oscil

lations symetriques. La figure 3 a la meme distribution mais a des oscil

lations antisymetriques. La figure 4 a une distribution gaussienne. On 

voit que ces cas presentent des differences dans ce qu'on pourrait appeler 

les effets transitoires, ceux ci etant plus rapides avec des oscillations 

antisymetriques et plus rapides avec une distribution gaussienne. Mais 

l'etat final est sensiblement identique, 

Les proprietes precedentes peuvent etre interpretees globalement 

de la fagon suivante si l'on considere le cas d'un faisceau de faible inten

site ou, plus precisement, d'un faible parametre de charge d'espace o. 

Dans un tel cas (qui est celui en particulier des figures 2, 3 et 4), la 

charge d'espace etant faible, les termes non lineaires qu'elle introduit 

sont petits; dans un espace de phase x x' par exemple, les points repre

sentatifs des particules decrivent alors approximativement des cercles 

(pour des echelles appropriees). 

Si on suppose un faisceau mal adapte represente par une ellipse, 

celle-ci va tourner autour de l'origine (figure 5) . Cependant, les termes 

non lineaires, si faibles soient ils,ont pour effet de rendre la frequence 

d'oscillation, done de rotation dans l'espace des phases fonction de 

l'amplitude des oscillations. Il en resulte que le bord exterieur de 

l'ellipse tournera plus vite que le centre (filamentation). 

Dans un probleme a une seule coordonnee x un tel effet se bor

nerait a deformer l'ellipse et a lui donner progressivement la forme d'un 

S. Mais suivant les coordonnees y y' la vitesse de rotation du bord de 

l'ellipse va varier, et la figure d'emittance obtenue (Prome, 1969b) 

ressemble alors davantage a un eventail qui s'ouvre. (Voir figures 6, 7 

et 8 correspondant respectivement aux positions A, B et C de la figure 2. ) 

Au bout d'un certain temps, tout le cercle se remplit. Ce temps est lie 

a la difference de vitesse de rotation entre le centre et le bord de 
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Effet de filamentation dans l'espace des phases 
en presence des non linearites de charge d'espace 

Fig. 6, 7, 8 (ci-contre) Emittance en x x' aux points A, B et C 
(figure 2) lors de l'evolution d'un faisceau mal adapte 
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l'ellipse; c'est- a�dire a la variation de frequence d'oscillations en 

fonction de l'a.mplitude; l'ordre de grandeur observe correspond bien a 

cela. 

Pour decrire quantitativement le phenomene, on peut dire que 

les segments M et N de l'ellipse (figure 5) vont finalement se rtpartir 

a peu pres uniformement sur l'anneau MPNQ. Mais pour preciser il est 

plus facile d'etendre ce raisonnement directement a l'espace de phase a 

4 dimensions. Supposant une symetrie de revolution pour simplifier le 

raisonnement, x et y d'une part et x' et y' d'autre part jouent des roles 

analogues. On peut alors remplacer la figure 5 en faisant apparaitre sur 

les axes les quantites 

r2 = x2 + y2 

-· (12) 

r'2 = x'2 + y'2 

\ 

Toujours pour un choix convenable des echelles l'ellipse devient 

alors un triangle OAB rempli uniformement (Lapostolle, 1966) et le cercle 

un triangle isocele OAC (figure 9) . Les anneaux MPNQ deviennent alors des 

coquilles spheriques dans l'espace a 4 dimensions et des bandes MNP dans 

les axes r2 r'2 . Les particules qui� dans l'etat initial sont reparties 

uniformement sur le segment MN, occupent dans l'etat stationnaire final 

toute la bande MP; on peut supposer que dans l'etat de desorganisation 

totale vers lequel on tend, la densite dans la bande MP est egalement 

uniforme-

La distribution finale dans l'hypersphere est alors donnee en 

fonction de 

u = r2 + r'2 = x2 + y2 + x'2 + y'2 (13) 

par 

P4 = Po4 
(14) 

pour u < u1 



r 
,2 

C 

p 

Fig. 9 
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Repartition dans l'espace a 4 dimensions 
pour un faisceau mal adapte 
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I 
Ul Uo - u 

P4 = Po4 uo - u1 u 

(15) 

l 
pour ul 

< 

u < uo 

ou l'on a designe par u le carre du demi grgmd axe de l'ellipsoide initial 

(le carre du rayon de la sphere) et par u1 le carre du demi petit axe; 

Po4 est la densite dans l'espace a 4 dimensions a l'interieur de l'ellip

soide initial. 

L'allure de cette distribution est indiquee sur la figure 10. 

On peut aussi calculer l'allure de la distribution correspondante 

obtenue par projection sur un plan soit la s ection droite du faisceau, 

soit un plan d'emittance. La figure 11 indique la loi de distribution 

dans la section du faisceau en fonction de r2. 

On peut enfin calculer la courbe emittance-courrant donnant le 

courant passant dans des courbes equidensite du plan d'emittance 

(P.M. Lapostolle, C. S. Taylor et. al. , 1968) . La figure 12 repres ente une 

telle courbe dont la forme correspond bien a nombre de courbes obtenues 

experimentalement par des mesures sur des faisceaux. 

Sur c.es distributions on peut calculer les moyennes quadratiques 

definies dans la 2e partie. On trouve aisement 

d'ou l'on deduit finalement 

2 

3 

(16) 
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Fig.10 

f04 +---t 

Fig. 11 

I 
Fig 12 

._ __ ,.__ ______________ -+t_E 

Distributions dans l'espace 
a 4 dimensions (en u = r 2 + r'2) 
et dans la section droite 
(en r 2) et courbe emittance 
courant (Fig. 12) d'un faisceau 
initialement de densite uni
forme dans l'espace a 

4 dimensions mais mal adapte. 
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qui indique bien que la valeur finale est la moyenne aritmetique des 

valeurs extremes atteintes lors des oscillations initiales ·. 

Quant a l'emittance finale, il est aise de voir qu'elle est 

bien celle qui correspond a (16) avec les equations (11) dans l'hypothese 

d'un faisceau rond de faible intensite. 

MECANISME DETAILLE DE L'AUGMENTATION D'EMITTANCE. 

AUTRES APPLICATIONS. 

L'examen des figures 2, 3 et 4 montre que l'emittance n'augmente 

pas de fagon absolument reguliere au cours du processus decrit dans la 

partie precedente. A l'augmentation se superposent de petites oscillations. 

L'examen de tous les cas traites montre meme que c'est seulement par un 

couplage entre de telles oscillations et des oscillations d'enveloppe 

qu'une augmentation d'emittance a lieu. 

De telles oscillations d'emittance de faible amplitude apparais

sent generalement lorsque l'on est en presence d'oscillations de la distri

bution des charges a l'interieur du faisceau, oscillations dont l'existence 

a ete mentionnee a la fin de la deuxieme partie. Il existe toute une 

suite de telles oscillations, un peu comme les divers modes susceptibles 

d'etre excites dans un guide d'ondes electromagnetiques. 

Ces oscillations, qui font apparaitre des distributions irregu

lieres de charge, des sortes de vagues qui se propagent dans le faisceau 

et se reflechissent sur ses bards s'accompagnent evidemment de champs de 

charge d'espace non lineaires. Cependant, lorsque ces oscillations se 

developpent isolement sur leur frequence propre, il ne semble pas qu'elles 

presentent aucun caractere d'instabilite ( a  part, peut-etre , le cas de la dis

tribution de Kapchinskij/Vladimirskij) . Si on examine la distribution 

d'emittance on peut, suivant le mode excite, constater par exemple que 

cette emittance oscille entre des formes plutot rectangulaires et plutot 
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elliptiques en passant par des intermediaires en forme de S et de Z. On 

peut dire que l'on assiste a une sorte de fretillement de la figure 

d' emittance qui en fait osciller la valeur quadratique (10) . 

Or, lorsqu'un faisceau de distribution autre que celle de 

Kapchinskij/Valdimirskij presente des oscillations d'enveloppe d'amplitude 

notable, ces osc illations d'enveloppe excitent des oscillations forcees 

dans la distribution des charges. 

Ce mecanisme peut se comprendre de la faQon suivante : si un 

faisceau d'intensite et d'extension en phase donnee OU possedant certaines 

emittances est transmis adapte dans un canal de focalisation continu, il 

presente des dimensions differentes suivant les forces de rappel du canal 

qui le transporte (voir equation 11 ou l'on attribue aux w des valeurs 

diverses). Il en resulte que le parametre de charge d'espace n ' a  pas la 

meme valeur dans tous les systemes de focalisation et que, en consequence, 

la distribution stationnaire des particules peut elle aussi changer. 

Or a tout instant les particules cherchent a se repartir suivant 

la distribution stationnaire et oscillent auteur d'elle. 

Dans un faisceau presentant des oscillations d'enveloppe cette 

distribution stationnaire evolue sans cesse puisqu'elle depend des dimen

sions du faisceau. Ainsi les particules sont-elles en permanence a la 

recherche d'un etat d'equilibre qu'ellES ne peuvent atteindre. 

Ce mecanisme est responsable de l'exc itation d'oscillations 

forcees de la distribution des charges dans la section du faisceau. Ces 

oscillations s'accompagnant d'effets non lineaires conduisent a une aug

mentation d 1emittance jusqu'a ce q_ue les osc illations d'enveloppc ooient 

suffisamment a.mortics et que la situation soit telle q_ue les osc illations 

dans la distribution des charges se developpent quasi isolement. 

Un tel mecanisme peut aussi exister dans un systeme de foca

lisation periodigue ou les ondulations de forme creees par la periodi

cite peuvent egalement exciter des oscillations de distribution. Lans 
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ce cas , cependant , 1 1 augmentation d I emittance qui en :,resulte ne s I accompagne 

plus d.'amortissement des oscillations , et le processus ne tend pas vers un 

nouvel etat stationnaire : il pourrait se poursuivre indefiniment. 

Ce phenomene actuellement en cours d'etude , fera l'objet 

d ' un rapport ulterieur. Les resultats obtenus sont tres similaires a ceux 

obtenus par M ,  Prome (1970) dans son etude sur les phenomenes d ' augmenta� 

tion d ' emittance a la traversee d ' un accelerateur lineaire. 
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APPENDICE I 

OSCILLATIONS SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES EN PRESENCE DE 

CHARGE D'ESPACE. 

' , � . ( ) � � � . *)  Le systeme d equations 5 a ete resolu numeriquement pour 

un ensemble de valeurs du parametre 6 de charge d'espace et diverses 

conditions initiales choisies de maniere a donner naissance a des oscil

lations soit symetriques soit purement antisymetriques. 

Les figures 13 et 14  donnent , en fonction de l'amplitude 

maximale Umax l'amplitude minimale correspondante Umin ou , plus precisement,  

�in / a en fonct ion de Umax //Z'. 

Les figures 15 et 16 donnent les longueurs d'onde de ces 

oscillations d'enveloppe Aes et >-ea , fonctj on de 6 et de l'amplitude 

maximale Umax /16'. On a porte plus exactement les variations de 

Aes /Aeo et Aea /Aeo , Aeo etant la longueur d'onde des oscillations 

d'enveloppe sans charge d'espace : 

( l '7) 

ou A So est la longueur d'onde betatronique sans charge d'espace (2TT dans 

les equations ( 5) ) . 

Enfin les figures 17 et 18 donnent les frequences d'oscillation 

betatronique v des particules a l'interieur du faisceau dans le cas 

d'une distribution de Kapchinskij/Vladimirskij (v 0 represente cette 

frequence en l'absence de charge d'espace ) .  

*) Les calculs ant ete effectues sur ordinateur par Madame Y. Marti 
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Um1n/./c 
U min / ff 

o:z 

2 5 10 20 u,_ /ll 2 5 10 

Fig. 13 et 14 Amplitudes minimales et maximales des oscillations 
symetriques (Fig. 13) et antisymetriques (Fig. 14) 
en fonction du parametre de charge d'espace o ,  

d'apres les e quations (5) 

Fig. 15 et 16 (ci-contre) Longueur d'onde des oscillations d'enveloppe 
de grande amplitude (amplitude Umax) en fonction du 
parametre de charge d'espace o 

Aeo ,  longueur d'onde sans charge d'espace 

Aes , longueur d'onde des oscillations symetriques 

Aea , longueur d'onde des oscillations antisymetriques 
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Fig .  15 

Uma /.ff 
1.5 2 3 5 7 10 15 

Fig .  16 
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r - 10  

0 0  Umax/ff, . ,�- - --t- - --t-- ------,f-------+---+----+---=?-'---=----►' 
1.5 2 3 5 7 10 15 

Fig 17 

Frequence d ' oscillation des particules individuelles dans un faisceau 
de distribution Kapchinskij/Vladimirskij presentant des oscillations 
d' enveloppe symetriques (Fig. 17) ou antisymetriques (Fig. 18) 
d'amplitude maximale Umax (equation (5)) pour un parametre de charge 
d'espace cS. 

Fig. 18 

u /� 
0.01..1_- -----l----+ - --l------+- --+----+---+------,� 

1.5 1.5 2 5 7 1.0 
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Pour calculer ces freQuences dans le cas des oscillations syme

triQues , on a procede ainsi : 

designant par T1 la periode d'oscillation de l'eQuation 

U 1 I + U -
1 

u3 

cS 
= 0 

on calcule la periode T2 d'oscillation de l ' eQuation 

V 1 1  + V -
1 

avec comme conditions initiales 

On a alors (Lapostolle , 1963) 

cS 
= 0 

v '  = 0 0 

ou v0 est la freQuence en l'absence de charge d ' espace (1 / 2n) 

(18 ) 

(19) 

Dans le cas des oscillations antisymetriQues on procede ainsi : 

resolvant le systeme ( 5 ) sur la periode T1 , on calcule 

( 20 ) 

et en deduit 

d'apres la theorie de Courant et Snyder. 
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APPENDICE II 

STABILITE DES DISTRIBUTIONS DE KAPCHINSKIJ/VLADIMIRSKIJ 

Des calculs numeriques d'oscillations d'enveloppe symetriques 

ou antisymetriques avec une distribution de Kapchinskij/Vladimirskij *) , 

qui devrait satisfaire exactement les conditions d'application du systeme 

d'equations (5) ont montre qu'il pouvait n'en etre rien et que l'on 

pouvait obtenir avec une telle distribution les memes phenomenes d'aug

mentation d'emittance que ceux decrits dans la 4e partie. 

Pour expliquer ce resultat, au lieu de mettre en cause la 

precision du calcul, il semble justifie de l'attribuer a une instabilite 

des oscillations de la distribution de densite dans un faisceau du type 

de Kapchinskij/Vladimirskij. 

Une telle instabilite a ete recemment trouvee theoriquement par 

**) R. Gluckstern , pour des valeurs du coefficient de charge d'espace o 

telles que 

16 
17 < µ 

C
I est a dire 

= o � - � < l J-;;-
+ 1 2 

o > 3,85 

( 21 )  

La distribution aleatoire du type Kapchinskij/Vladimirskij est 

obtenue ainsi: on prend des points au hasard a densite moyenne 

uniforme dans le plan x, y, a l'interieur du cercle x2 + y2 = 1. 

Les coordonnees x' et y' sont alors prises, pour chaque point 

precedent, egales a /1 - x2 - y21 

cos 8, /1 - x2 - y2' sin 8 ,  

8 etant un angle a u  hasard pris entre O et 2n. 

if
*

} Le professeur R. Gluckstern a bien voulu me faire part a l'avance 
,,. 

de ses resultats maintenant publies (R. L. Gluckstern - Oscillation mode 

in two dimensional beams. Presente a la'�inac Conference, 

Batavia 1970.") et je l'en remercie. 
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Pour controler ce resultat, on a calcule la fagon dont evoluait 

au cours du mouvement, pour un faisceau represente par 2500 macro parti

cules reparties a l'origine selon Kapchinskij/Vladimirskij la distribution 

pour ces particules de la quantite sans dimensions: 

x2 }:2 = - + 
x2 

ou encore, d'apres (9 ) et (10 ) 

4x2 

a2 

4 2 

+ :±X.:... · +  
b2 

+ 
( _,....  I - 2 

yL y - yy' y) 

y 2 (y2 y'2 _ yy'
2

) 

2 
(� x '  - xx ' x )  64 -------

a2 � 
+ 

quantite qui, pour une distribution rigoureusement du type Kapchinskij/ 

Vladimirskij est toujours egale a 4. 

Du fait du caractere statistique de la population initiale, 

les valeurs de }:2 se distribuent, au depart, sur un intervalle de 

quelques pour cent autour de la valeur 4. 

Le calcul de l'evolution de la distribution a ete ensuite 

effectue pour 3 valeurs de o :  

o = 5,25 - 1,30 - 0,33 

Pour la premiere de ces valeurs, il se confirme qu'il y a  instabilite 

totale, les valeurs de }:2 se repartissant, assez vite • dans un intervalle 

de 0 a 8 et meme au dela, alors que, simultanement, si le faisceau est 

adapte a l'origine, les valeurs de a,  b 2 E3E et Ey restent inchangees , 

Pour la deuxieme de ces valeurs de o, les }:2 restent groupes 

auteur de 4 , la largeur de la distribution allant cependant jusqu'a se 

doubler, en presentant des phenomenes d'oscillation de concentration , 

Pour la derniere valeur, le groupement des }:2 reste plus net, 

l'elargissement ne depasse pas 50% et les oscillations sont plus lentes. 

(22 )  

(23 ) 
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APPENDICE III 

PROPRIETES COMPLEMENTAIRES DES DISTRIBUTIONS STATIONNAIRES DE 

REVOLUTION UNIFORMES DANS L'ESPACE DE PHASE A 4 DIMENSIONS 

Nombre de proprietes de ces distributions ont dej a  ete donnees 

dans des rapports anterieurs (Lapostolle, 1969).  On se borne a donner 

ici quelques complements utiles pour certains calculs ou certaines appli

cations. 

III . l  Determination du parametre de charge d'espace kR 

Des relations ( 9 ) et ( 100 ) du rapport precite 

(B . et P .  Lapostolle, 1969 ) , on tire : 

k2 R2 I2 (kR ) 2e Q2 (24 ) 
(kR ) 

= 
Io som E4 Pf 

Cette equation est utile pour determiner la valeur du parametre 

kR correspondant a un faisceau d'intensite donnee (charge Q par unite de 

longueur ) de volume d'emittance a 4 dimensions E4 donne (done de densite 

donnee dans cet espace de phase ) circulant dans un canal de focalisation 

de force donnee (densite de charge d'espace Pf equivalente ) .  

Les variations de la fonction figurant au premier membre de 

(24 ) sont indiquees sur la figure 19. 

III. 2 Valeur guadratigue moyenne du rayon 

On a 

a2 
= 4 � = 4 y2 = 2 R2 

" 



J I 
1 00 0 

500 

200 

100 

50 

20 

10 

5 

2 

1 

0,5 

0,2 

0,1 
0,1 

- 33 -

0,2 Op 

I 

7 
�~ 

I/ 

I/ kR 

1 2 5 10 20 

Fig. 19 Determination du parametre de charge d ' espac e kR en fonction 
de la charg e transporte e Q ,  de l ' emittanc e a 4 dimensions E4 
et de la force de focalisation ( r r )  
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avec 

( 26) 

la densite p (r) etant donnee par la relation ( 3) du rapport precite : 

P (r ) 

On tire evidemment 

1P ( r ) rdr = 

et on calcule: 

(r) r 3 dr 

Faisant appel a la relation 

on obtient finalement 

r2 
I2 ( kR) 

l Ia ( kR) 
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et 

(27) 

La figure 20 indique les variations du rapport W I  R2 en 

fonction du para.metre kR. On voit que ce rapport passe de 1/3 pour 

kR = 0 (densite parabolique) a 1/2 pour kR 00 (densite uniforme dans la 

section droite) . 

III. 3 Valeur quadratigue moyenne de la vitesse 

Elle est donnee par l'expression (33) du rapport precite et vaut: 

(28 ) 

soit 
If (kR) 

1 -
v2 = 2 (0) 2 I0 (kR) I2 (kR) vmax (29) 1 - 1 I Io (kR) 

Les variations du rapport v2 / v�
ax (0) sont rappelees sur la 

figure 21. Elles sont tres semblables a celles indiquees sur la figure 20, 

allant de 1/3 pour kR = O a 1/2 pour kR 00 

Emittance valeur quadratigue 

D'apres (10) , (27) et (29) on obtient 

cS  E = 2Rvmax (0) 

ou encore 

fj cS E = 2 

Io (kR) - If (kR) / 2 I2 (kR) 

I0 (kR) - 1 
(30) 

(31 ) 
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F ig .  21 

Relations entre les valeurs moyennes quadratiques et max imales du 
rayon et de la vitesse du ' un faisceau stationna ire de distribution 
uniforme dans l'espace a 4 dimensions en fonction du parametre de 
charge d ' espace kR . 
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l'extension en phase a 4 dimensions (pour un hyperellipsoide -
'IT 2 

E4 = 
2 

R 2 v�ax (0)  et pour un bicylindre - kR 00 - E4 = TT 2 R 2 v�
ax 

(0) ) . 

Les variations du double du deuxieme radical figurant en (31) 

sont indiquees sur la figure 22 . Il est tres interessant de noter que 

cette quantite varie extremement peu (moins de 6%) .  Ce fait est a 

rapprocher de la faible evolution des courbes emittance-courant (voir 

figure 7 du rapport precedent) avec le parametre kR. Il entraine que 

la defin:iti..on de l'emittance moyenne quadratique est, pour les distributions 

de type uniforme dans l'espace a 4 dimensions ure valeur qui permet une 

determination approximative simple de la densite dans cet espace. 

III. 4 Relation entre les parametres de charge d'espace 8 et kR. 

Le rapport deja cite (B. et P .  Lapostolle , 1969) donnait dans 

la 4e partie divers calculs approches tendant a raccorder le parametre 

kR de charge d'espace a ceux introduits de maniere classique pour un 

faisceau de distribution de Kapchinskij/Vladimirskij. 

D'apres les proprietes enoncees maintenant dans le present 

rapport , il est possible d'etablir des relations rigoureuses. On va le 

faire pour le parametre 8 ,  ce qui remplacera la relation approximative 

(75 )  du precedent rapport. 

Comme dans ce precedent rapport , on negligera , dans le calcul , 

le facteur relativiste y ;  mais le resultat obtenu sera general dans la 

mesure ou la vitesse transversale et la masse qui interviennent dans 

l'expression de k 2 sont exprimees dans le referentiel correct. 

L'expression (7)  de 8 peut s'ecrire , compte tenu de ( 3): 

8 = 
4TT 2 E m c 2 s2 (c SE) 

0 

( 32 ) 
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I I 
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0,95 / 
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Q,2 Q,5 2 5 10 20 50 k R  

Fig. 22 

Emittance moyenne quadratique d ' un faisceau stationnaire comparee a 

la racine carree de l ' extension a 4 dimensions E4 remplie uniformement , 
en fonction du parametre de  charge d ' espace kR. Les variations sont 
extremement fa ibles. 
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I = Q C S 

A 
0 

2 TI C S 

( 33 )  

1 
TI ( c  S E )  ( 34 ) 

Or , on peut montrer que le carre de la frequence angula irc les 

oscillations en l ' absence de charge d'espace est 

( 35 ) 

on a done 

1 ( 36) 

Fa isant alors appel aux relations ( 24) et (31) c i-dessus , on 

trouve ai  sement : 

J kR 
2 

[l + 
4 

2 � -
k2R2 

I2 (kR) / I
0 

(kR) 

I0 ( kR )  l lI0 ( kR )  
2 I2 (kR) I2 (kR) 2 

( 37 )  

r2 ( kR )  � 1 

I � (kR) 

Les variations de 5 en fonction de kR sont indiquees  sur la 

figure 23. On peut montrer que , pour les petites valeurs de kR 

tandis que , pour les grandes 

kR 0 ::, 1 ( 30 )  
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1 2 5 10 20 50 

Fig. 23 

Relation entre les parametres de charge d 'espace o et kR 
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III. 5 Verification du theoreme enonce dans la 3e partie . 

Une telle verification peut s e faire en introduisant les 

expressions (25 ) ,  (27) et (31) de a et de E dans l 'equation (11) ecrite 

en symetrie de revolution . Un tel calcul est long et fastidieux . Il 

peut etre interessant de proceder differemment par une methode qui se 

borne au calcul de t ermes sans dimensions, comm e suit : 

Considerant les variables reduites (6) , on peut ecrire la 

condition de stationnarite sous la form e : 

on en deduit sans pein e 

u2 

Or on a 

done 

a2 

u -
u

3 

0 
= 0 

0 1 
� 

= [- + 2 ] 2 

a2 u2 E 

E o  = 
w 

w 

1 � [- + - + -] 2 4 o 2 

(40)  

(41) 

( 42 )  

On va utiliser cette relation pour calculer a 2 et comparer la 

valeur obtenue a l'expression (27) calculee precedemment pour R 2 . 

Dans un systeme focalisant donne et pour une intensite donnee 

(w et I fixes ), E 6 /w est cons l.ant quel que soit E ou o .  

Dans le cas ou E = 0 (emittance nulle), on sait, en particulier, 

que la distribution stationnaire est uniforme et le champ de charge 

d'espace lineaire a l'interieur du faisceau; appliquant les calculs 



classiques, on trouve alors 

a2 ( ooo )  

- 42  -

Ea = - = R2 . 
w min (43) 

Rmin etant le rayon minimal d'un faisceau d'intensite donne dans un canal 

de focalisation donne, minimum obtenu pour une emittance nulle 

(Lapostolle, 1969). 

On a done, en general 

et c'est cette expression que l'on va evaluer: 

On a, posant pour simplifier 

kR = z 

et remarquant que 

1 l 4 
I0 I I z 2I2 z 2I 2 8 0 0 ° 0 z 1 ( 2 + - - -) ( 2 - - -- + -- - -) + -- + - - -0 2 4 - z2 I2 z2 I2 I2 4 I� 2 I2 4 4 

8 Io 2 
+ - - -) z2 I 2 

On obtient done 

a2 = R2 . 
min 

I
0 

( kR ) 
S I

0 
( kR ) 

I2 ( kR ) [ 2 + 
k2R2 -

I2 ( kR ) ]  

(44) 

(45) 
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Comme, d 1 apres le rapport precedemment cite 

R2 . 
�min = R2 

I2 (kR) 

I (kR) 0 

on voit, comparant a l'expression (27) , que 

a2 = 2 R2 

ce qui verifie bien les proprietes annoncees. 
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APPENDICE IV 

PRECISION DES PROGRAMMES DE CALCUL UTILISES 

Comme l'un des buts de ces etudes concernait les variations 

possibles de l'emittance d'un faisceau , un soin tout particulier a ete 

consacre a s ' assur er que les calculs nwneriques satis fai saient le theoreme 

de 

La routine adoptee pour l'integration du mouvement (aux differences 

centrees) a ete choisie pour sa propriete de conserver rigoureusement l'emittance . 

Elle peut se decrire tres simplement par les equations suivantes , 

qui se referent a une coordonnee d'une particule; on passe du point O au 

point l par les operations : 

x '  0 

ou h est le pas d'integration et f0 et f1 , facteurs de force aux points 0 

et l sont des fonctions qui dependent des coordonnees de toutes les autres 

particules a leur passage en O et 1 .  

forme 

On peut ecrire la deuxieme des equations precedentes sous la 

x'1 l 
h2 X + hx 1 + -0 ° 2 x '  0 

et calculer le jacobien de la transformat ion O ➔ 1 ,  pour la coordonnce x :  

h 
J = 

On verifie aisement que 

J - l 
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La propriete s I etend au �Tacobien relatif a tout es les co-

ordonnees. 

Des controles ant ete effecilles en suivant, au cours du mouvement, 

un certain nombre de points choisis sur des plans de symetrie pour 

s ' assurer de l ' invariance de la surface occupee, mais la precision de 

tels controles a toujours ete tres inferieure a celle obtenue qu i, d ' apres 

la propriete verifiee ci-dessus est la precision numerique de l 'ordinateur . 

Des essais ant ete faits de suivre sur une grande longueur (une 

dizaine de longueurs d ' onde betatronique) l ' evolution d ' un faisceau 

presentant a l ' origine une distribution sensiblement adaptee (stationnaire 

aux erreurs statistiques  pres) pour une intensite tres elevee ( o  = 5, 45 

OU kR = 11 ,5) .  Ce calcul a ete effectue avec les  deux programme s 

utilises (symetr i e  de revolution ou deux plans de symetrie) ; sur c.: ette 

distance, l ' evolution des dimensions du faisceau et de ses emittances 

(valeurs quadrati ques moyennes) est restee inferieure en moyenne a 1%, 

c ' est-a-dire a l ' interieur des limites imputables aux erreurs statisti ques 

obtenues avec 2500 particules seulement. Les resultats obtenus avec les 

deux programmes sont tres similaires, a part le fait, bien sur, que le 

residu d ' oscillations antisymetriques n ' apparait pas dans le programme 

a symetrie de revolution et quelques differences mineures de ce type. 

Pour des intensites de charge d ' espace plus faibles, la meme precision 

de 1% est maintenue sur des intervalles d ' integration plus longs . 

Les resultats representes sur les figures 2, 3 et 4 constituent 

a ce titre, avec une integration sur plus de 60 longueurs d 'onde beta

tronique, un ,.test tres convaincant. 

Remarque : 

La demonstration precedente, relative au Jacobien, suppose 

implicitement que la fonction f est derivable, ce qui peut etre mis en 

doute a cauae de son caractere aleatoire du aux erreurs statistiques 



provenant du remplacement de la fonction continue de densite par un nombre 

limite de lignes de courant. Le programme de calcul precede a un lissage 

et une interpolation, mais la derniere remarque sur la confirmation a 

posteriori des calculs reste sans doute la plus valable. 






