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1) INTRODUCTION 

Les notions d 1 cmittance ct la consideration do l'ospaco 

dos phases ont depuis longtemps 6t6 introduitos dans la technique 

dos acceleratcurs do particulos. Copondant co n 1 ost quo plus recom­

ment, lorsquo les problemes d 1 augrnentation d'intensito, et, corr6la­

tivement, ceux de brillance, de charge d 1 cspace, se sont pesos do 

fa9on plus aigue, quo l'on a commence a s 1 interrogcr s6riousomont 

sur l'allure dos distributions dans les cspacos geomotriquos ou do 

phasos, o. 2, 3, 4 ou 6 dimonsion·s, a, r6fl6chir a lours implications 

et a envisager d'autres lois quo la donsite uniforme qui avait servi 

de base aux premiers travaux. Evidemmont, des quo l 1 on dopasse trois 

dimensions, notre conception visuelle est on dofaut et deja memo pour 

trois n'est-olle pas toujours si claire. 

On va indiquer ici quolques relations assoz simples qu'il est 

possible d 1 etablir dans le cas tros particulier ou lcs distributions 

dans l'espace dos phases sont du type hyporellipsoidal. 

On d6signo par la unc distribution ou la donsit6 dans un 

espace a n dimensions, do coordonncos x1 , x2 ••• 

sous forme de fonction d'uno soulo variable 

OU r = 
n 

x2 

n +-2 
a n 

x , pout s 1 oxprimor n 

(1) 

Los surfaces equidensito sont alors des hyperollipsoides 

homothetiques et poss6dant los axes do coordonnoos par axes principaux. 
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Par dos changomonts d'axos , cotto dornicro restriction 

pourrait otro lcvoo ot los relations qui vont otro 6tablios otonduos 

au cas d'hyporollipsoidos obliques. On laisso copondant au loctour lo 

soin d' ?xaminor los ?a_s _ parti?:1-��?�s .... 9.:tJ:� __ ;r;>_ourraiont l' in:tor9_1'3J3�r ,_ 

ponsant q,uo la_ sim'.j2_�o apJ.)li10·!i..?� �o :propric5tc5s projoctiyos. g.ovrait 

on general suffiro. 

2) ESPACES A DEUX ET Q.UATRE DIMENSIONS 

Co cas so roncontro habituollomont lorsquo l'on considoro 

la section transvorsalo d 1 un faiscoau dont la distribution longitu­

dinalo ost , par oxomplo, uniformo , constanto ou lontomont variable, 

do maniore a, pouvoir valablomont raisonnor sur uno tranche ! Quoiqu'il 

on soit il s'agit d'un problomo a quatro diomsnions, los distributions 

a doux dimensions ctant los pro_joctions do la distribµtion totalo sur 

un plan. 

La propri6t6 do distribution hyporollipsoidalo attribuc un 

role absolumont ogal aux 4 cpordonnoos ct la projection considoroo pout 

otro soi t sur un dos doux plans do phases rolutifs a uno soul_o coor­

donnoc transvorsalo , soit sur lo plan do soction gc5om6triquo du 

faiscoau (ou sur lo plan dos .g_uantitos do mouvomont). 

Lo cas d 'uno distribution uniformo. dans lo, plr:m d,o section 

goomctriquo a do)uis longtomps 6t6 oxamin6 par I. Kapchinskij et 

V. Vladimir.sbi/ qui .ont dos.1959 signalo qu'il corrospondait a uno 

distribution· do surface sm' un hyporollipsoido dans 1 1 ospaco dos 

phases a, 4 dimensions. 

Il va sans diro qu 1 uno tollo distribution est invraisomblablo 

on pratiquo. Il no sorait bosoin , pour s 1 on convaincro , qu'a r6flcchir 

a. co qu'il adviondrait d'un tol faiscoau si on lo di0,phragmait in­

finimont pou par un tube motallig_uo qui opousorait sa formo sur une 

dista.nco ogalo a, uno domi lol"'l.G'UQUr d' ondo botatroniquo. 

Mais supposons ici:• uno distrilmtion do donsi to quolconquo 

Nous nous proposons do chorchor le, distribution 0, 4 dinonsions Q
4(r

4
) 

tollo quo 
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(2) 

La distribution hyporollipsoidalo adoptoo nous incito a 

offoctuor lo changomont do variables usuol � 

r 
1 

' los e pouvont OU 

Dans cc 

xl 
= alr4 

x2 
= a_r 

c'. 4 
x3 = a3r4 
X = n4r4 4 

vo.rior do 

systomo, 

dv 4 

cos el 
sin e_ cos e-

l. ,:'. ( 3) sin el sin e2 cos e3 
sin el sin e

2 
sin e3 

0 
' ·sau.:f 93 

0 do 0 
' 2tt; a n, 0 a 

l 1 olomont do volumo vaut 

sin 

ot pour calculor l'intogralo (2) nous la romplacorons par 1 1 oxprossion 

oquivalonto � 

Q2 (r2) dxl dx2 " ffff Q4(r4) dv4 ( 5) 

dans laquollo l'intogralo quadruple est otonduo a l'hyporvolumo 

compris ontro los hyporplans de coordonnocs x1 , x1 + dx1 ot :x;2, 

x2 + dx2 • 

Cot hyporvolumo elomontairc dofinit en fait uno ccrtaino 

relation ontrc lcs coordonnoos e1 e2 e3 r4 • Si, par oxomplo on 

choisit uno valour do r4, e1 ot e2 sont dofinis par x1 ot x2, il no 

rosto plus on (5) quo la variable e3 a intogror, co qui ost aiso, 

comma on lo voit d 1 apros l'cxprossion (4). Dans co cas, aussi, on 

voit quo 1 1 ol6mont d'airodx1 dx2 docoupo dans lo plan x1 x2 par los 

hyporplans prccodonts s 1 6crit 

car r4 ayant ate choisi, los doux promioros relations do (3) 

dofinissont uno transforuation de x1 
x2 on e

1 e2 ct la rolation (6) 

n'oxprimo rion d'autro quo la valour du Jacobion. 
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Il ost al ors indiquo do ce,lculor ( 5); on int6grant d I abord 

on e
3

, a la suito do quoi on obtiont simplomont 

q2
(r2) dx1 dx

2 � 2� a
3 

a
4 ff f Q

4
(r

4
) r

4 
a.r

4 
dx1 dx2 (7) 

Cotto intogralo n 1 ost plus, on fait, qu'uno int6grn,lo simple, car 

dx1 ot dx
2 

sont fixes ot on pout voir assoz aisomont qu'ollo doit otro 

otonduo do r
2 

a l'infini, car, pour x1 ot x2 donnos, lo changomont do 

variables (3) no pout so faire quo si r
4 

� r
2

• 

on obtiont 

ou oncoro 

Si l'on poso maintonant 

t2 
2 r
2 

= 

2 
t

4 
= r

4 
= 

• , .J.. aisomonl, 

2 xl 
--r 
al 

2 xl 
2 al 

2 x
2 

+ � 
a

2 

2 2 2 x
2 

x
3 

X 

+-2 +-2 +---4 
0,2 

d 

dt 

a
3 

a 
4 

(8) 

(9) 

(10) 

· (11) 

En particulior , si l'on vout uno distribution Q
2 

uniformo, 

la distribution Q4 
doit bion otro uno distribution do surface, comma 

1 1 o.vaiont indiquo Kapchinsk.ij ot Vladimirskij. Uno distribution 
Q 2 

gaussionno correspond au contrairo a uno distribution Q
4 

ogo..lomont 

gaussionno. Un distribution Q
2 

linoairo on t ,  c'ost a dire parabo­

liquo on r ,  du typo 

(12) 

correspond a uno distribution Q
4 

uniformo, co qui ost pout-otro assoz 

procho do nombroux cas pratiquos, (rappolons quo l'hypervolumo d'uno 

hyporsphoro a 4 dimensions est n2/2 R4) .  
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3) ESPACES A DEUX ET SIX DIMENSIONS 

Co cas so pr6sonto on particulier si, pour un faiscoau ou 

los particulos sont dofinios par lours trois coordonnoos goometriquos 

et par u...n ospaco dos phases a six dimensions on so propose do relier 

cotto distribution a 6 dimensions a la distribution dans l'u.n quol­

conquo dos trois plans do phases relatifs aux trois coordonn6os. 

aura ici lo changomont de variables 

xl 0,1 r 
6 

cos el 
x2 

= 

3,2 r6 sin el cos e
0 
'---

X3 a3 r6 sin el sin 82 cos e3 (13) X 
B,4 

r6 sin 81 sin e sin e
7-

cos e
4 4 2 ) 

X5 
= a

5 r
6 

sin el sin e2 sin 83 sin e
4 

cos 85 
x6 

= a6 r6 sin 81 
sin e sin e3 sin e

4 
sin 85 2 

ou lose variant do 0 sauf e5: do O a 2n. D. TC 

L'olemont do volume vaut 

et on calculoro, 

otenduo a l'hyporvolumo compris ontro los hyporplans do coordonnoos 

x
1

, x
1 

+ dx1 ct x2
, x

2 + dx2, qui docoupont toujours dans lo plan 

x1 
x
2 , uno airo donnoo par (6). 

Mais, cotto fois il est plus difficile d'ocriro l'intogro,lo 

(15) sous uno formo o,no.log,.w a (7) ; on pout bion intogror d'abord on 

e3 e4 
e5 , mais e

1 
ct e

2 
no s'oliminont plus. 

On a 

sin (16) 
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Pour poursuivre l'integration de (15), qui ·contier1t encore, 

maintenant apres elimination de dx1 dx2, 

r3 sin 2 el sin 2 
92 6 

on peut reµiarquer que 

2 . 2 
9 

2 2 2 r6 SJ.ll l sin 92 
= r6 

- r2 (17) 

On obtient alors 

. (18) 

Par l'introduction de t2 defini par (8) , et de 

xi 
2 

2 x2 t6 
= r6 

= 

2 +2 
al a2 

et en remarquant que l 1 integrale (18) doit se calculer pour r
6

1-'r
2 

on trouve aisement 

2 
= n (20) 

ou encore 

(21) 

Cette fois, pour obtenir une distribution Q2 u_n_iformc, il 

faudrai t une <l.istribution Q 6 a doul)le couche, ce qui est infiniment 

improbable. 

Une distribution Q2 caussiennc correspond_ toujqurs a une 

distribution r1
6 

c;aussienne. 

Et a une distribution Q
6 

uniforme doitcorrespondre une 

distribution Q2 du type 

( 22) 
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qui pourrait peut-etre etre utilisee dans certaines applications 

(rappelons que l 1 hypervolume d'une hypersphere a 6 dimensions est 

n3/6 R6) .  

4) ESPACES A TROIS ET SIX DUIBNSIONS 

L'application est 6vidente 9 pour relier uno distribution de 

volume a distribution dans l'espace des phases a six dimensions qui 

lui correspond. 

Le calcul ne permet pas ici d'arriver a des expressions 

aussi simples que colles rencontrcos dans los deux cas precedents. 

On peut 9 pourtant 9 l'effectuer. 

On a maintonant 

= 3 · 3 8 · 2 8 sin 8 d9 d9 d8 ��6 sin 1 sin 
2 3 1 2 3 

comme le montre le calcul du Jacobion 9 a partir du changement de 

variable dofini par los trois premieres lignes do (13) ,  pour r6 
fixe. 

D'autre part 9 on romarquora que 

2 - r 
3 

Par la memo mothode quo precedemment, on est done ameno a 

.. 

dt 
6 

( 24) 

( 23) 

( 25) 

Cotto relation donno la disti1ibution Q
-z 

correspondant a 

n'importe quolle distribution Q
6

• 1fais il n'ost plus possible a 

partir d'olle cl 1 6criro des relations du typo (11) ou (21) pour 

offoctuor la transformation invorso. 

Pour dctorminor la distribution Q
6 

corrospondant a une dis­

tribution Q
3 

donnoo, on pout passor par la distribution Q2 
et 

appliquor les rosultats du paragrapho proc�d.ent. 
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. On obtiont assez facilomont 

Q3 (t3) 

V t3 - t2 
( 26) 

d'ou l'on doduit 

2 a 2 

J
oo 

Q-z ( t3) 
re a4 a5 a6 Q6(t) = dt2 Vt - t 

. t 3 
( 27) 

Si Q -z (t) ost continue do O a(IO ot s'il on ost do momo do 
) 

sa derivoe, l'uno ot l'autro s'annulant, bi.on sur, a l'infini, ot si 

sa derivoo socondo ost d6finio 1 on pout oncoro ecrire (27) sous la 

formo 

= 
_J

co

--::;:

d

=

2

=

:

=

:
:::::�

=

(t

=-

3
-

) 

\/ t - t ' 3 
t 

(28) 

expression rolativoment simple mais dont l 1 application roquiort copondant 

uno certaino prudence. 

Cos divorsos relations pormottont do fairo los romarquos 
suivantos 

La relation (25) montro qu'a uno distribution Q
6 

u..Diformo 

correspond uno distribution du typo 

3/2 

avoc 

(30) 

A uno distribution Q
6 

G'aussionno no correspond pas uno dis­

tribution Q3 gaussionno. 

La distribution q
6 

qui correspond a uno distribution Q3 uniforme 

s'obticnt a partir do (27) , ollo ost du type 
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avoc 

(32) 

Cette fois 1 la densito n'est plus nullo au centre. Cepondant 1 ollo 

deviant encore infinio sur la surface de l'hyporvolumo a six dimensions. 

Tiistribution: (open) AR and ISR Scientific Staff 
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