' ISR-300 LIN/66-32
! le 26 octobrec 1966

QUELQUES RELATIONS ENTRE DES DISTRIBUTIONS DE TYPE HYPERELLIPSOIDAL
DANS DES ESPACES A DEUX, TROIS, QUATRE ET SIX DIMENSIONS

par

P.M. Lapostollc

1) INTRODUCTION

Les notions d'émittance et la considération de 1l'ecspace
des phases ont depuis longtemps 6té introduites dans la technique
des accélératcurs dc particules. Cependant ce n'est que plus récem-
ment, lorsquc les problémes d'augmentation d'intensitd, ct, corrdéla-
tivement, ceux de brillance, de charge d'ecspace, sc sont pesds de
fagon plus aigue, quc l'on a commencé & s'interroger sdéricusement
sur 1l'allure des distributions dans les cspaces géométriques ou de
phascs, & 2, 3, 4 ou 6 dimensions, & réfléchir & lcurs implications
et & envisager d'autres lois que la densité uniforme qui avait scrvi
de base aux premiers travaux. Evidemment, dés que l'on dépasse trois
dimensions, notre conception visuclle cst en défaut ct déjd méme pour
trois n'est-clle pas toujours si clairc. |

On va indiquer ici quelques rclations asscz simples qu'il est
possible d'établir dans le cas trés particulier ou les distributions
dans l'espace des phases sont du type hyperellipsoidal.

On désignec par 13 unc distribution ol la densité dans un
espace &4 n dimensions, dc coordonndcs o X2 cee X pcut s'ecxprimer

sous forme de fonction d'une sculec variable

2 2 2
*1 %o *n
a, a O

1 2 n

Les surfaces equidensité sont alors des hypercllipsoides

homothétiques et possédant lcs axes de coordonnées par axes principaux.
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Par des changements d'axces, cette dernilre restriction
pourrait Ctre levée ot les relations qui vont 8tre établics Stenducs
au cas d'hypercllipsoides obliques. On laissc cepcendant au lecteur lec
soin d'examiner lcs cas partioulicrs qui pourraicnt 1'intéresser,
pensant que la simple application de propriétés projectives devrait

en géndral suffirc.

2) ESPACES A DEUX ET QUATRE DIMENSIONS

Cc cas sc rcncontrce habitucllement lorsque 1'on considire
la scection transversalce d'un faisceau dont la distribution longitu-
dinale cst, par cxcmple, uniforme, constantc ou lentement variable,
dec manidére & pouvoir valablement raisonncr sur unc tranche. Quoiqu'il
cn soit il s'agit d'un problémc & quatre dicmsnions, les distributions
& deux dimensions étant‘lcs'projoctions de la distribution totale sur
un plan. |

La propriété de distribution hypercllipsoidalc attribuc un
r8le absolument dgal aux 4 coordonnées ct la projection considérée. pcut
8trec soit sur un des_douﬁ plans dec phases rclatifs & unc sculc coor-
donnéc transversalc, soit sur lc pl%n de soction ﬁéométriquo.au-
faisccau (ou sur lc plan des quantitdés de mouvoment) _

Lec cas d'unc distribution unlforme dans lc: pl?n do scctlon
géométrique a depuis longtemps été cxaminé par I. Kapchinskij et
Ve Vladimirskij1 qui.ont dés 1959 signalé qu'il corrcspondait 3 unc
distribution dec surface sur un hypérellipsoidé dans l'cspacc des
phascs & 4 dimensions. | -:"

I1 va sans dirc qu'unc telle distribution est invraiscmblable
cn pratique. Il ne scrait besoin, pour s'en convaincre, qu'd réfléchir
& cc qu'il advicndrait d'un tel faisccau si on lc diaphragmait in-
finiment pcu par un tube métalliquo qui épouscrait. sa forme sur une
distance égalc & unc demi loﬁéucur d'ondc betatroniquc.

Mais supposons ici” unc distribution de densité quelconque

e, (z,)

Nous nouélprOPOSons de chercher 1o distribution & 4 dinensions Q4(r4)

telle que
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0ple) = [ o,(x,) a5 ax, (2)

La distribution hypecrellipsoidalc adoptéc nous incite &

effectuer le changement de variables usucl :

’
X, = a1r4 cos 91
< X, = a2r4 sin 91 cos 92 (3)
X3 = a3r4 sin 91 sin 92 cos ©
\ x4 = a4r4 sin 91 sin 92 sin 93
ol les 6 peuvent v@fiéf'dé'o a ﬁ,'def'QB : de 0 & 2%y

Dans cc systime, 1'élément de volume vaut

: .2 )
; dv sin 91 sin © d@l d92 de, dr

3 70y
(4)

¢t pour calculer I'intégralew(Q)-nous la rcmplaccrons par l'expression

3
4 = &18,28,3&4 I‘4 o

équivalente

(5)

dans laquellc 1l'intégralc quadruple cst Stenduc & 1'hypervolume
compris cntrc les hyperplans de coordonndcs Xy Xt dxl ct oy

x2 + dxz.

Cct hypervolume élémentaire définit cn fait unc certainc

rclation cntre les coordonnées ©, 6, 6, r,. Si, par cxcmple on

12 %3 %

choisit unc valeur dc r,, 91 ct 92 sont définis par xq ct X5 3 il nec

reste plus on (5) que la variable 93 3 intégrer, cc qui cst aisd,
comme on lc voit d'aprds l'expression (4). Dans cc cas, aussi, on
voit que liélémcnt'd'aircdxl dx2 découpé dans lc plan X, X, par les
hyperplans prdécdédents s'éerit

2 .2 .
dxy dx2 =8y 8, T, sin 6, sin 0, d8, ae,, (6)

car r4 ayant été choisi, lecs deux premidres rclations de (3)
définissent unc transformation de x, X, en 6, 6, ct la relation (6)
n'exprime ricn d'autrce que la valcur du Jacobicn.
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I1 cst alors indiqué de calculer (5) on intégrant d'abord

en 93, & la suitc de quoi on obtient simplement

Q2(r2) dx, dx,. = 2% a5 a

) dx, . Q4(r4) z, dr4 dx, dx, (7

£

Cotte intégralc n'ecst plus, cn fait, qu'unc intdégralc simple, car

dxl ct dx2 sont fixés ct on peut voir asscz aisdément qu'clle doit &tre
étendue de r, & 1'infini, car, pour Xy ct X, donndés, lc changcment de
variables (3) nc peut sc fairc que si. r4 > T,e
Si 1l'on posc maintcnant
‘ | x2 x2
t, =10 = —— +—2 o
2" T2 T 2 2 (8)
1 2
X2 X2 X2 X2
2 1 2 3 4
by=T, =% +t—2+t—5+ 3 (9)
a a a a
1 2 3 4
on obticnt aisdément
oo
t.) =  ap.a, t,) dt; 10
.t2
ou cncore
“may a0, (8) = & o (%) | -~ (11)
3 74 %4 at ~2

En particulicr, si l'on vcut unc distribution Qs uniforme,
la distribution Q4 doit bien 8trc unc distribution de surface, comme
1'avaicnt indiqué Kapchinskij et Vladimirskij.Unc distribution @,
gaussicnne corrcspond au contrairc A urnc distribution Q4 également
gaussicnnc. Un distribution Qs lindairc ecn t , c'est & dirc parabo-

lique en r , du typec

(12)

(1 - 2

Qs T 0 2)

corrcspond A unc distribution'g4 uniforme, cc qui cst pecut-&trc asscz
prochc dc nombrecux cas pratiques, (rappclons que 1'hypervolumec d'unc

4).

hypersphdre & 4 dimensions cst n2/2 R
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3) ESPACES A DEUX ET SIX DIMENSIONS

Ce cas sc préscnte on particulier si, pour un faisccau ol
lcs particules sont définics par lcurs trois coordonndes géométriquces
et par un cspacc des phases & six dimensions on sc propose de relicr
cette distribution & 6 dimensions & la distribution dens 1l'un quel-

conquc des trois plans de phases rclatifs aux trois coordonndcs.

Le calceul sc dévoloppe oxactoment comme préeddemment. On
aura ici le changcment de variables
~
Xl = al r6 cos 91
x2 = 2, r6 sin 91 cos 92
X, = a, r, sin 6, sin 6, cos ©
x4 = a4 r6 sin 91,31n 92 sin 95 cos ©
x5 = a5 r6 sin 91 s%n 22 sin 93 sin 6, cos ©
_ . ain . . .
X6 a6 r6 sin 91 5 sin 95 sin 94 sin 95
ol les © varient de O & = sauf 95 : de 0 & 2%,
L'é81lément dc volume vaut
- 5 .4 .3 . 2 .
dv6 = a1a2a5a4a5a6 r6 gin Gl sin 92 sin 93 sin 6 | ( )
(12

d@iadgz d@3 d94 d95 dr6

2, (rz) dx, dx, = d[[[f{], Qg (r6) ave (15)

étenduc & 1'hypervolumec compris centrc les hyperplans de coordonndes

et on calculcra

X, s X, + dx ct X29 X2 + dx29 qui découpcnt toujours dans lc plan

1 1
, unc airc donnéc par (6).

1
1 %

Mais, cectte fois il cst plus difficile d'decrirc l'intdégralc
(15) sous unc forme analogue & (7) 3 on pcut bicn intégrer d'abord cn

6, 6, 6. , mais 6. ¢t 6, nc s'déliminent plus.

374 75 1 2

.2 : 2
JII(Sln 65 sin 94 as. dG4 e, = 2m (16)

On a
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Pour poursuivre 1l'intégration de (15), qui contient encore,

maintenant aprés élimination de dxl dxz,

5 .2 .2
Ty sin 91 sin 92
on peut remarquer que

2 .2 2 2 2
ro sin” 6, sin” 6, =1, - T, (17)

On obtient alors

2 2 2
0, (rz):dxl ax, = on 852,858 P (r6) (r6v rz) Ty §r6 dx, dx,
(18)
Par 1'introduction de t2 défini par (8), et de
2 2 2 2 2 .2
e S S s S
t6—r6=-‘§+-—2+—-§+ 2+*’2"+a2v (19)
a) & 8z &, &g &
e

et en remarquant que 1'intégrale (18) doit se calculer pour r. 2;r2

on trouve aisément

2

i) (¢, ) == 838,85%¢ /{ % (tg) (b - t5) d#6;»tx (20)
b2

ou encore

2 d
= _&3&435a6 Q6(t) = 7 % (%) | - (21)

Cette fois, pour obtenir une distribution Q2_uniforme, il
faudrait une distribution Q6:é double couche, ce qui est infiniment
improbable. | .

Une distribution 02 gaussiénne correspond toujours & unc.
distribution oy gaussiennc.

Bt & une distribution Q6 uniforme doitcorrespondre une

dlstrlbutlon Qs du type

(1 - ) (22)
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qui pourrait peut-&tre &tre utilisde dans certaines applications
(rappelons que 1'hypervolume d'une hypersphére & 6 dimensions est

n3/6 R6).

4) ESPACES A TROIS ET SIX DIMENSIONS

L'application est évidente, pour relier unc distribution de
volume & distribution dans l'espace des phases & six dimensions qui
lui correspond.

Le calcul ne permet pas ici d'arriver & des expressions
aussi simples que cclles rencontrdes dans les deux cas précédents.

- On peut, pourtant, 1'éffectuer.

On a maintcnant

5 .3 .2 .
= - 2
dx, dx, dx, = -Tg sin” 6, sin® 6, sin 6; 46, 46, doy (23)
comme le montre le calcul du Jacobicn, & partir du changement de
variable défini par les trois premidres lignes de (13), pour T
fixe.

D'autre part, on rcmarquera que

T, sin @1 sin 92 sin 93 = Vl‘é - r% (24)

Par la mémec méthode quec précédemment, on est donc amend &

oe
QB_(tB) =21 2, ag ag ij/ Q6<t6> tg -ty dtg (25)

Cettec reclation donne la distribution Q3 correspondant &
n'importe quclle distribution Qg Mais il n'est plus possible &
partir d'elle d'écrire des relations du type (11) ou (21) pour
cffectuer la transformation inversc.

Pour détcrmincer la distribution % corrcspondant & une dis-
tribution Q3 donndée, on pcut passcr par la distribution Qy et

appliquer les résultats du paragraphc prdécdédent.
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. On obticnt asscez facilement

o > (1)
. 0. (4
3 37
2, (t,) = a5 (26)
V - t
%
p)
d'od 1l'on déduit
)
2 ez (%)
d S S g4 (27)

2
17 a, a. a, o.(t) = =
4 %5 %6 % it o 3
. g 3
Si QB(t) cst continuc de O 40 et s'il cn est de méme de

sa dérivée, l'unc ct l'autre s'annulant, bicn slir, & 1'infini, et si

sa dérivéc scconde cst définic, on peut cncore écrire (27) sous la

formo Y d2 Q3 (t7)
o dt3
T, ag ag Qg (t) = l =t Qta (28)
' ¥, )
t

expression relafivement simple mais dont l'application requicrt ccependant
unc certaine prudence.

Ces diverscs relations permettent de fairce les rcmarques
suivantecs s _

La relation (25) montrc qu'd unc distribution o uniforme

corrcspond unc distribution du typc

; . S 2 3/2 , _WNWWWMHWWM?

( = - .

R % J QB QBO (1 r5> (29%
avece ! |
QBO =5 a4 8 a6 oy (jO)

A uric distribution Qg gaussicnne nc correspond pas unc dis-
tribution Q3 gaussicnnc.

La distribution Qe qui corrcspond & unc distribu#ion Q3 u@iforme
s'obticnt & partir de (27) 3 cllc cst du typc : ’

-2 -3/2
06 = Q6 (1 = f6) (51)
@]
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avee
> (32)
a, a. a, g, =—%
4756 o 2n2

Cette fois, la densité n'est plus nulle au centre. Cependant, clle

devient encorc infinic sur la surface de 1l'hypervolume & six dimensions.

Distribution: (open) AR and ISR Scientific Staff
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