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INTRODUCTION

L'étude de la distribution des champs de charge d'espace a
fait 1l'objet de travaux depuis de nombreuses années. En particulier
le cas de faisceaux elliptiques isolés dans l'espace a été considérd

1y2)

par divers auteurs dés 1955 et l'effet d'image des parois a été

traité en 1963 par L.J. Lasslett /.

Cependant, si le cas de parois elliptiques a été traité par
ce dernier, il ne 1l'a été, en toute rigueur, que pour un faisceau
infiniment fin ou (comme on le verra) de section circulaire. Et 1la

superposition des deux corrections d'antisymétrie, 1l'une due a la

forme du faisceau, l'autre due & celle des parois, ne peut pas se faire

linéairement. I1 est aisé de se rendre compte< par exemple, que les

. P ‘ ; 3 . .
formules simplifiées données par L.J. Lasslett ’ ne stappliqueraient

pas au cas d'une chambre elliptique remplie entiérement par un faisceau,

cas qu'il est trés aisé de résoudre exactement.

Le but de cette note est d'éclaircir certains points de
détail relatifs & cette distribution des champs de charge d'espace
dans un systeme non de révolution, mals présentant deux plans de
symétrie; Ille s'applique principalement & des faisceaux elliptiques
et de densité uniforme, mais il sera poésible d'obtenir aussi des
propriétés importantes relatives au cas de densités non uniformes
(mais possédant toutefois deux plans de symétrie); elle permettrait
aussi de traiter le cas de paréis non elliptiques mais possédant les

mémes symétries. IBnfin elle donnera des expressions approchées des

; . . 3
champs qui, un peu plus complexes que celles données par L.J. Lasslett

ont par contre l'avantage d'&tre plus précises, d'éviter les paradoxes

auxquels les expressions simplifiées risquent de conduire et, de plus,

’

de se présenter sous forme algébrique.

)
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POTENTIEL DE CHARGE D'ESPACE CREE PAR UN FAISCEAU DE SECTION
ELLIPTIQUE ISOLE DANS L 'ESPACE

Un calcul du champ produit par une telle distribution de
charges de densitébuniforme, isolées dans l'espace, a été effectué
d'abord sur les génératrices situées aux sommets des axes de 1l'ellipse

1) puis en tout point intérieur et sur les plans principaux,
2

4 l'extérieur ).

de section

On va donner ici quelques propriétés complémentaires sur
cette distribution de champs et étendre les résultats précédents a

tout l'espace.

Rappelons d'abord le mode de calcul qﬁi conduit aux
résultats1>_et2){ Cohsidérons une section du faisceau (Fig. 1) et
adoptons leé notations de la figure; cherchons d'abord le champ élec~
trique produit en P sur l'un des axes par les filets de charge paralléles

a4 0x qui constituent le faisceau.

Par raison de symétrie ce champ est paralléle & Oz., La
contribution d'un filet de section dydz situé en M et transportant une
charge (on supposera la densité uniforme) qdydz/mbc par unité de longueur

du faisceau est, selon 0z:

_ q h -z
2m%€obe y2 + (h-2)2

dydz . ' (1)

Pour obtenir le champ total en P, il suffit dtintégrer sur
toute la section elliptique du faisceau. C'est seulement dans ce mode

1 2
d'intégration que différent les méthodes ) et ) précédemment citées.

On va ici procéder de fagon encore légérement différente.



N

Décrivons seus forme paramétrique

J
Z

b cos h
S | (2)
¢c sin ¢ J

It

1'ellipse de section.
Tout point intérieur peut 8tre représenté par deux coordonnées

p et ¢ telles que :

vy =p b cos ¢
. (3)
Z =p c sin @
avec
02 p 21
] )
~ TS ST .

On a alors

q [ h=cp cos o ' i
E = = doe d
2né e, j/\bzpzsinz ¢ + (h=cp cos ¢)* p arce )

1'intégrale étant étendue au domaine défini par (4).

Séparant en éléments simples la fraction qui apparait sous

1'intégrale on obtient

o 4 .
/ b2_02 "-bz_.-cz.
E = = X
he b /(b2 - c?)p? + K
T €ob bZ~c?)p® + n? cos o+ -
/4 0 P'\/( )P (!5 ¢ (b2-02>p (b?-—cz)p
p S
n o, .be’  _be/(b® - c?)p? + h?
p2 - c? b2 - o2
- = === 5 p dpde
cos ¢+ ho - b/(b% - c®)p® + h -
(b= c®)p (b® - c®)p
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ou cncore

g-—9- | hb_+ of(b” = ¢*)p® + h?
"~ 4aPeo J) | (b2=c2)p cos @ + he + by/(bZ - c2)pZ + h?

(6)

hb - c/(b?=c?)p® + h? :]'x p_dp dg
(b2~ c?)p cos ¢ + he = b/ (b= c®)p® + h® V(% =0c?)pZ + h?

L'intégrale en ¢ est prise de -7 & +7, et en utilisant la

relation :

dp 2 ~ WhP-q te 3
= arctg
/p+qcosq> Vp2— @* P +q

on voit aisément qu'elle se réduit & deux termes valant respectivement

27 .
€ signe de p
Wp® - q°

(€ signe de p étant pris égal & +1 si p>0 et & -1 si p<0)s On vérifie

que

2
p?=q? = [hb £ o/(b°-c®)p® + K*] >0
ce qui justifie 1'emploi de la relation utilisée.

Pour achever le calcul,il reste alors & discuter le signe des

deux quantités

he - by (b% = c?)p? + h?

qui est du signe de c®-1b% et

nb - of(b?=c?)p® + h?

qui est du signe de (b%~c?)x (h=-cp).
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Finalement, les deux termes de 1'intégrale s'ajoutent si
cp <h
et ils se retranchent dans le cas contraire,
On a ainsi
h/c, 1

E = -4 £_dp | (7)
m€e | /(%= c2)p2 + h?

[0}

la limite supérieure étant la plus petite des deux valeurs indiquées,
clest-a~dire h/b si le point P est intérieur au faisceau et 1 s'il est
. k
extérieur,
On trouve ainsi la propriété suivante qui généralise une
propriété bien connue dans le cas de faisceaux de section circulaire :
si 1'on décompose le faisceau en tubes creux elliptiques, de

sections homothétiques, seuls contribuent au champ électrigue de charge

d'espace ceux gqui sont intérieurs au cylindre passant par le point Pj

ceux qui sont extérieurs sont sans influence.

Ceci est vrai Quelle que soit la distribution de densité,
uniforme ou non, pourvu simplement que la symétrie elliptique soit

conservée,

En cas de densité non uniforme il suffit de rajouter dans 1'in-

tégrale (7) une fonction f£(p).

Achevons le calcul dans le cas d'une densité uniforme, on trouve

! —_— e—=r—r—c = 2
B = Wec(éL:zgj % (8)

dans le cas d'un point intérieur

" o B R RS I SIS | (9)
L) b2 - C2

dans le cas d'un point extérieur.
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On a, évidemment, des expressions semblables sur 1l'autre axe

il suffit de permuter b et c.

A partir de telles expressions il est aisé de déduire la dis-—
tribution de potentiel dans tout 1l'espace. En effet, ce potentiel V doit

vérifier la loi de Poisson
. q
div V = == (10)

4 1'intérieur du faisceau, et 1'équation de Laplace
div V= 0 (11)
& 1l'extérieur.

Ayant, par intégration, la valeur de V sur les axes, la valeur

en tout point de 1l'espace peut alors &tre calculée de fagon univoque.

On obtient aisément, & 1'intérieur du faisceau

R — = (12)
°Tome(d+e) \b ¢

qui vérifie bien (10) et satisfait (8) sur les axes. On voit que les

édquipotentielles sont une famille d'ellipses homothétiques.

Le potentiel extérieur, étant laplacien, s'obtient en faisant

appel aux fonctions analytiques.
- Posons
Z=y+js | | | (13)

on va chercher une fonction F(Z) telle que sa partie rdelle soit égale

4 V lorsque y et z sont les coordonnées du point P.

Soit
N
R e o TR L ol
F(Z):Zﬂeo log|;Z+\/Z. -(b“-vc)]+‘ — . (14)
)




On vérifie; aussi bien pour un axe gque pour l'autre, que la
partie réelle satisfait la relation (9) ou celle obtenue par permutation

de b et c.

Posant

on en dédduit le pdtentiel

=

olog 72 + 52 +;\/€(y2—-z‘2-f2)2 ¥ Ly2z?

+ y«/c?;/«/(yz-zz-fz)z + 4y%z® + (y® - 2%~ £?)

+ z.fz'W(yZ- Z )7 4 e - (5P - g e 1)

== ==

(16)

ersomesa,

st 7 = O T e e (- - )

‘ZZ+VZHZ\/“/(y2- 2 £2)2 + LyPz - (3% -5t~ 1?)

—— a——

- =3
2n€ol°g(b + c)

valable & l'extérieur du faisceau.

I1 est trés intéressant de noter que ce po%éntiel, a part le
terme constant, ne dépend de la forme du faisceau que par la longueur

focale f de 1'ellipse de section. I1 est le-méme quelle que soit la
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surface de 1l'ellipse, pourvu que la charge g par unité de longueur soit la

méme et que la densité soit uniforme, Fn particulier la distribution du

champ de charge d'espace est la méme que si la charge était concentrée sur

un ruban de largeur 2f avec une distribution en 1 - yz/fz.

, On généraliserait d'ailleurs aisément cette remarque au cas ol
la distribution dans le faisceau ne serait pas uniforme : il suffirait de

changer la distribution sur le ruban équivalent,

L'expression (16) peut 8tre employée pour ddterminer la forme des

lignes équipotentielles. "Rappéldns d'ailleurs que les lignes, de force du
' te

champ sont telles que :  partie imaginaire de F(Z) =C",
Sur 1'axe 0z on a
N vt | e
- 2q—4i:" Z +fﬁ/z e S log(z + /22 + %) = log(b+-ci] . (17)
TEp '
Sur 1l'axe Oy
~
pbur ysf
i -2 -
Ve =] L4 log L ]v
2meo | 2 b+ ¢
pour y 2 f
2 _ . jo2_ q2 —_— ~
v = Eiz [—V' ?gV Lt Tog(y + Jy2-£2) - log(b+-czj . (18)
>0
J
Enfin, posant
| ¥y =pcos ¢ | :
_ j (19)
zZ = p sin ¢ -

55/1675/5
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pour o > T
on a
I} 2 4
V = —3— log T¢¢¢“’+ 1. g;? cos 2¢ - i — cos Lo + oa{] (20)
2m€o | _ b + ¢ 2 8p 32p

et,d grande distance, les dquipotentielles s'assimilent & une famille
d'ellipses homofocales ayant leurs foyers sur l'axe Oy (si b > c) et

une longueur focale f/VE.

Les figures 2 et 3 montrent les variations de V en fonction
de p pour diverses valeurs de ¢ et l'allure des équipotentiellecs et
lignés de champ., En hachures est indiquée une section de faisceau
elliptique (b = 1,25f, ¢ = 0,75f) de longueur focale f et en pointilléd
les lignes équipotentielles et de champ correspondantes a 1'intdéricur
du faisceau (bien entendu elles se raccordent aux lignes en traits pleins

4 1'extérieur du faisceau),

III. EFFET D'IMAGE PRODUIT PAR UN TUBE METALLIQUE DE SECTION ELLIPTIQUE,
CAS D'UN FAISCEAU INFINIMENT FIN OU CIRCULAIRE,

Si un faisceau de charge est entouré de parois métalliques on
dit fréquemment que ces pardis produisent un effet d'image. C'est
effectivement le cas si cette paroi se réduit & un plan indéfini car,
alors, l'effet de ce plan est identique a celui que créerait un faisceau
de charge contraire symétrique du premier (ou son image) par rapport au

plan,

Mais d'un point de vuec plus général,l'effet des parois est
d'imposer que le potentiel y soit constant. La détermination des
potentiels résulte alors de la résolution da'un probléme de Dirichlet et

peut se faire de la maniére suivante

65/1675/5
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a) On calcule lec potentiel créé par le faisceau supposé isolé dans
l'espace, soit V,, Ce potenticl prend, & 1l'endroit des parois,
une valeur variable V, (s), s désignant une coordonnée prise sur

leur périmétre,

b) On cherche un potentiel laplacicn intérieur V, prenant, sur les
parois, la valcur -V, (s).

.' . < te . . ‘ s e,
¢) V=V, =~ V, =~ C 7 e¢st la solution cherchée, comme on pcut aisément

le voir,

- Dans 1'étude que nous allons développer ici, au licu de chercher
4 résoudre lo probléme de Dirichlotb(bl nous allons considércr des poten-—
tiels laplacicns intérieurs V, exprimés sous forme de aéveloppemonts limités,
de potenticls quadrupolaires, octupolaires, dodéoapolairesh... qui seculs
possédent‘ies‘symétrics qUC NOUS NOus SOMMES imposéés.> ‘Ekaminant la forme
desvéQuipotenticllos V=V, +V, = Ct% nous chercherons pour qucllc ampli-
tude des potenticls laplacicns élémentaircs on obtient_uno_équipotonﬁiollc

présentant scnsiblement la forme des parois,

Pour commencer, on prendra pour V, un potenticl du type
) = = g<x,~; (T . . ' '
Vo= mies logp (21)

qui correspond & un faisceau infiniment fin ou, cncore, & un faisceau
circulaire dc rayon R, & condition que p : R; ¢ ost la charge par unité
de longueur du faisccau et €, la permittivité du vide.

Les potenticls V, scront, commc on 1'a dit, des potenticls
laplacicns intéricurs possédant.les symétries imposécs, c'est-a-dire de
type

V, = by p? cos- 2p App? cos Lo + Asp® cos 6O “ eee (22)

65/1675/5
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Bn pratique, il est possible de normaliser les échelles de
longucur et de potentiel pour ramener le potentiel total & unc expression

de la forme :
v = log p -~ p? cos 2¢ -+ pp4 cos 4@ - p’p6 cos 69 + sae (23)

Tes figures 4 & 8 montreat les distributions de potenticl
correspondant & diverses valeurs dec p et p’. Bt on y a tracd en
pointillé quelgues ellipses dont le contour est assez volsin de lignes
dquipotentielles.

I1 résulte immédiatement de 1l'examen de ces figures gqu'il est
indispensable d'introduirc des valeurs de p ot de p’/ différentes de zdro,
c'est-a-dire des non lindarités, si 1'on veut obtenir des équipotentielles
sensiblement elliptiques dés que l'excentriciué n'est pas négligeable;
en conséquence, avec les formes usuelles de chambre a.vide, les champs de

charge d'espace possédent nécessairement un taux de non lindaritd appréciable.

A partir de ces figures, ou de tracés de ce type, il est aussi
possible d'évaluer le coefficient Ay & mettre avec des échelles non nor-

. - . 2 N . .
malisées devant le potentiel en p® pour obtenir une ellipse dont les demi-

xes h et kX sont donnés,

La figure 9 indique en foncticn du rapport k/h les valeurs de

- cc

*)
Ces valeurs ’ soncordent d'ailleurs avec celles obtenues par

3
L.J. Lasslett par un calcul direct ). A titre indicatif, cette figure

#*) Lorsque h/k = » on est ramené au probléme de la distribution de potentiel
entre deux plans paralléles, Par la méthode des transformations
conformes3), on obtient aisément cette distribution qui peut s'exprimer
sous la forme :

2T€o _ 1 ~Ch 2v + cos 2z
q V= 2 tog Ch 2y ~ cos 2z

(suite de la note pasge suivante)
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montre aussi les valeurs de B tel que

qui permet de chiffrer 1'importancc du premier terme non linéaire dans la

distribution des champs.,

Pour les applications pratiques, il est intéressant de possdéder
une expression algébrique de . On peut en calculer une, applicable a
des rapports h/k voisins de 1'unité, de la manidre suivante : négligeant

le terme en A, et les suivants, le potentiel, hors du faisceau est de la

forme

2
22?°V’= log p = « ﬁ; cos 2¢ (25)

-

et V doit &tre-le méme aux deux sommets de l'ellipse qui représenfe les

parois, On doit donc avoir, par différence :

2 2 -
:Log%=oc£l'=7-g:§ch . (26)

En remplagant le logarithme par une formule approchde, valable
au voisinage de h/k = 1, on trouve une expression de «,
Ecrivant par exemple

h h-k
log E- R

on obtient

o« =k ==, . (27)

(suite de la page précédente)

que l'on peut encore développer, autour de 1l'origine :

2oV log py = p{ cos 2¢ + JLpf cos Lo = =6=£é=pf’cos 6P + see
_ 10 105
en posant
pf = Z:%%ﬁi

tel que les plans paralléles sont définis par

pq sin ¢ = * T .
3
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Sur la figure 9 la courbe correspondante cst indiquée en tirets.

On voit que l'accord n'cst pas trés satisfaisant, 4 part pour les valeurs

de h trés VC‘SlnG de k.,

Pour obtenir un meilleur accord, on doit donc modifier 1'expres-
5

sion (27). Les courbes A, B et C représentdes en pointilld sur la

figure 10 correspondent 4 divers degrés d'approximation de la courbe exacte,

la meilleure prdcision s'accompagnant d'unc complexité plus grande des

formules, Ainsi, cn a, pour la courbe A :
k W=k, 2 (h-K)*
i ol I (28)
tandis que pour B et C on aurait eu respectivement :
. _rid}l»-k . 2 ( k
" 2h h?+k? 5 k
et ' R |
k h®-k? 1 (h=k)®(2h+k) |
o = == C 2 1 + = N o
2h h? k2 | 5 hk(h+k)

Mais il ne faut pas oublier, comme on 1'a dit, que l'existence
d'une excentricité dans la forme des parois entraine obligatoirement des
termes de champ non linéaire; et il serait illusoire de vouloir accroitre
indéfiniment la précision du coefficient du terme lindaire si 1'on néglige
complétement les termes non lindaires, Aussi se limitera-t-on &
1'expression (28).

EFFET D'IMAGE, CAS D'UN FAISCEAU DE SECTION ELLIPTIQUE.

On peut, dans ce cas, reprendre les mémes types de calcul que

ceux prectucs au paragraphe précdédent. I1 suffit de remplacer 1l'expres-
sion (21) de V4 par un potentiel du type (20) correspondant & un faisceau

non circulaire,
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Les figures 10 et 11 reprdscntent deux exemples typiques de dis-
tribution de potenfiel.. On y a encorc indiqué en pointillé des ellipscs
dont lec contour cst assez voisin de lignes équipotenticlles. En tirets on
a montré quclques formes de faisccau compatibles avec la répartition de
potentiel adoptde (ayant la méme longucur focale). Sur la figure 10 il
existe en particulier une courbe sensiblement elliptique E qui-peut &tre a
la fois équipotentielle ot forme de faisceau; elle correspondrait alors

au cas d'un faisceau remplissant complétement la chambre.

On peut encore chercher empiriqucment le coefficient de la
composante de champ quadrupolaire tel que le potentiel dans 1l'espace compris

entre le faisceau et les parois soit de la forme :

2 2 2 2\2
_b—C COSZCP““LIL_;LZ’:'COSI{_(P

éﬂggv =§£=
8p2 32p*

= log

1
' (29)
2 29
+ eee "OC'I%ECOS 2(P + o0

ot b et ¢ d'unec part et h et k d'autre part représentent respectivement

les demi-axes de la section du faisceau et des parois (voir figure 12).

Pour obtenir une expression analytique de « on peut procéder

de la maniére suivante :
supposons (ce qui, on fait, n'est vrai qu'en premidre approxi-

mation, si b est assez voisin de c) que « puissc se mettre sous la forme :
o = ocq (h’ k) + (bz "'CZ)OCZ (h, k) ’ (30)

le terme o4 devra alors &tre le coefficient (28) correspondant & un faiscecau
circulairc; quant au terme «2 on peut le choisir dc maniére & satisfairc
les deux conditions suivantes ¢
1) si h = k, en limitant (29) aux termcs du deuxidme ordre en ps la
valeur dc «z = o/b% = c? doit 8tre telle qu'on a une équipotentielle

circulaire pour p = h = k :

1
x2 = = §E? s (31)
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sih # k, mais h®-%k® = b®= c® on peut oxaminer le cas particulier

ou 1'on aurait b = k, ¢ = k, Or le potentiel intérieur au faisceau

correspondant & (29) stéerit :

2 2

27€V A v~z
’T:mﬁ’*’ﬁ*ﬁ's‘““m (32)

mais dans le cas évoqué ci-dessus, ce potentiel doit, évidemment,

8tre de la forme

. 2 23
vocle X, 2
\hz k2

/

d'otu la condition :

(h+k1)1(hl‘§+k2) - (33)

e —

o
k2

En pratique, on se servira de (33) pour calculer «» et contrélera

gue la valeur obtenue est compatible avec (31) pour h = k. On trouve ainsi,

au lieu de (28) ) :

- 2h. h®+k? hk I

k _n?-k? [1 . 2 (a-k)%
. ‘ |

. _ (30)
Lk opf-er b, L (B2 |
2h (h + k)2 | k(P k2

*) Aux courbes B ou C de la figure 9 auraient correspondu respectivement les
valeurs de «z sulvantes

ou

T A NCPSSTCTALY
2 7% (h+k)2 | 5 k(b +k?) '

ok i [, 1 (a-%x) (h+k)2(3h-k) |
S ) L R T TS 03 (o =)

mais, comme on l'a dit, on n'y aura pas recours.
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et ces expressions fournissent un accord satisfaisant avec les résultats
des tracés d'équipotentielles dans la mesure, cette fois, ou les foyers des

ellipses sections du faisceau et de la chambre ne sont pas par trop différents.

Mais il est important de noter ici que, méme dans le cas de
faisceaux de densité non uniforme ou de faisceaux plats,une expression de
type (34) peut 8tre utilisée pour exprimer les effets d'image. FEn effet,
si la distribution de charge peut s'exprimer comme la superposition d'une
série d'ellipses de densité uniforme possddant les mémes axes de symétric,
mais de longueurs d'axes variables, on peut toujours représenter le potentiel
extéricur sous la forme (29) ol, simplement, les expressions q(b®-c?),
q(b®=~c?)?® ... scraient remplacdes par des sommes %(bﬁ -~ cf)lan eee; et de
méme, en se limitant au premier terme, la forme (30) est encore applicable

ourvu que q(b%=-c?) y soit également remplacé par la somme précédentes
b &4 .

En disposant d'un programme de calcul qui pourrait déterminer la
distribution de potentiel dans un faisccau de densité non uniforme, mais
supposé isolé dans 1l'espace, l'expression (34) permettrait d'y rajouter

correctement 1l'effet d'image des parois.

Si 1'on revient au cas de faisceau elliptique de densité uniforme,
le potentiel de charge d'espace, a l'intérieur, peut étrc exprimé de fagon
précise sous la forme relativement compliqude, mais se prétant aisément aux

calculs numériques

2"€0V_y2+zz_lz"zix b70+2§_2‘ hz—kz_bz-cz—'
q ~ 2bec 2be b +c hk|h®+k? (h+k)2J

(35)

i | 207 - 010 |

ou on peut d'ailleurs remarquer que le dernier termc peut méme &tre omis

si la chambre n'a pas unc trop grande ellipticité (h/k < 1,5 par cxemple),
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