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PROLOGO

Divulgar las Matemaéticas es un objetivo que muchos nos hemos plan-
teado en multiples ocasiones y en la gran mayoria de ellas resulta dificil
de alcanzar, al menos, con el grado de completitud deseado.

Divulgar las Matemaéticas es una tarea que muchos hemos iniciado en
multiples ocasiones y en la gran mayoria de ellas nos hemos sentido re-
confortados ante la acogida recibida por parte de sus receptores.

Tal vez, el convencimiento de la certeza de ambas afirmaciones nos
conduce a algunos matematicos a continuar esta accion, generalmente con
mads ahinco que éxito. En esta linea, a principios de 2004 surge en la Facul-
tad de Matematicas de la Universidad de Sevilla, a través de un grupo de
profesores de la misma, la necesidad de hacer realidad dicho objetivo, es
decir, divulgar matemadticas para mostrarlas mds atractivas e interesantes
a los alumnos de Secundaria y Bachillerato. En un intento de acabar con
los estereotipos creados, se inician asi multiples actividades divulgativas,
organizadas y financiadas por la propia Facultad, dirigidas fundamental-
mente a colegios e institutos, enmarcadas en lo que se denomina Plan de
Divulgacion de la Facultad de Matematicas.

Asi, se cre6 el Grupo de Divulgacién, del que forman parte un buen
numero de profesores de la Facultad, que se estd dedicando a divulgar
las matemadticas tanto dentro como fuera del &mbito de nuestra Facultad,
ofreciéndose a todos los centros de Educacién Secundaria y Bachillerato
de las provincias de Sevilla, Huelva y Cérdoba la posibilidad de concer-
tar una visita a nuestra Facultad, guiada por profesores del grupo, en la
que, aparte de conocer de primera mano nuestras instalaciones y medios
materiales y humanos, se les imparte una pequefia charla divulgativa en
la que se deja patente algtin aspecto de las Matematicas de utilidad en la
vida real. De este modo se muestra la parte mds real y cotidiana de las
Matematicas, destruyendo en gran medida la idea de ciencia abstracta y
lejana que tienen para el gran publico. También se realizan, por parte de
los divulgadores, visitas a centros escolares para impartir una charla di-
vulgativa.
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De ese modo, poco a poco se ha ido plasmando la idea de que la di-
vulgacién de las Matematicas, en particular, y de la Ciencia, en general,
es un compromiso obligado con la sociedad. Este proceso de apertura cul-
mina con la puesta en marcha del Proyecto QUIFIMAT, en el que durante
dos semanas, y en coordinacién con las Facultades de Fisica y Quimica, se
organizan unas series de visitas a las tres facultades, siguiendo en la me-
dida de lo posible las ideas y formato que dio origen a esta actividad. Este
proyecto, financiado por la FECYT dependiente del Ministerio de Ciencia
e Innovacion, se viene realizando todos los afios desde 2006, por lo que
promete perdurar en el tiempo.

En este punto, y dada la cantidad de charlas divulgativas que se han
preparado y siguen prepardndose, se ha considerado la oportunidad de
plasmarlas en un libro, para que llegasen no sélo a los alumnos de los
centros de Educacién Secundaria y Bachillerato, sino a un ptblico mas
amplio que pudiera estar interesado en conocer algunos aspectos de las
Matematicas que pueden motivar un mejor conocimiento de esta ciencia,
de su relevancia histérica, de su importancia en la gran mayoria de los
medios y recursos de los que hoy dispone el hombre y de su influencia en
el disefio de la sociedad futura.

Todos los capitulos han sido cuidadosamente escritos para que puedan
ser seguidos y entendidos por un lector casi sin conocimientos previos de
Matematicas. En algunos casos, en los que los autores han sentido la ne-
cesidad de explicar con mayor profundidad algunos de los aspectos que
se plantean, se han afiadido apéndices o notas separadas claramente del
texto por entornos visualmente diferentes, de modo que facilitan una pri-
mera lectura en la que dichas notas no son necesarias para la comprensién
global del capitulo.

Esté por tanto en el &nimo de los profesores que participamos en es-
te proyecto el llegar con claridad y sencillez al mayor niamero de lectores
posible, y conseguir de ese modo que las Matematicas pasen a ser tan ad-
miradas y disfrutadas por los lectores como lo son por nosotros.

Tan s6lo nos queda desearle que usted lo pase bien. Disfrute del paseo.



MATEMATICAS: UNA CIENCIA VIVA

(Qué queda por descubrir en mateméticas? Esta es la tipica pregunta
que nos hemos hecho de estudiantes y que probablemente, se la hagan
muchos alumnos. La visién que puede tener un joven o adolescente de
las matematicas es de que estdn perfectamente organizadas, estructu-
radas en una secuencia de conocimientos y ya no queda nada mds por
inventar. Por otro lado, a este nivel, puede pasar inadvertido el hecho de
que esta ciencia se estd aplicando en nuestro entorno. Més bien, al con-
trario, el alumno puede estar tentado a pensar que son unos conceptos
y una terminologia puramente abstractos y que nada tienen que ver con
la realidad. Quisiéramos convencer al lector con estas paginas de todo
lo contrario. Introducimos el tema con el discurso que dio Hilbert en el
2° Congreso Internacional de Matematicos (ICM), celebrado en Paris en
1900. Hacemos referencia a lo que Hilbert defini6 como una ciencia viva
para, desde Fermat hasta Wiles, mostrar que las matematicas han ofreci-
do y ofrecen problemas en abundancia, y de ahi que sea, segtin Hilbert,
una ciencia viva. En el teorema de Fermat, cuya resolucién llevé mas de
350 afios, han contribuido grandes matematicos. Este popular resultado
es el hilo conductor para narrar en este capitulo hechos significativos de
célebres personajes, Pierre de Fermat, Euler, Sophie Germain, Andrew
Wiles, entre otros. Volvemos a Hilbert y su concepcion de lo que son
problemas importantes en matemdticas para hablar de los siete proble-

mas del milenio y contar algunas anécdotas, como la de Perelman.

El contenido de este trabajo ha sido extraido fundamentalmente de un
articulo de Leo Corry, que aparece en la revista "La Gaceta”, de la Real
Sociedad Matemaética Espafiola (RSME), Vol. 9.2 (2006), de la pagina de in-
ternet http://www.divulgamat.net, pagina de divulgacién de la RSME y
de los libros “Matematicas en el mundo moderno”, de la coleccién Selec-
ciones de Scientific American y “Una historia de las matemaéticas, retos y
conquistas a través de sus personajes”, Miguel A. Pérez, Ed. Vision Net.
Ellos me han incentivado en la biisqueda por descubrir y aprender nuevas
cosas en matematicas.
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FIGURA 1: David
Hilbert

En el 2° ICM, celebrado en Paris en 1900, fue in-
vitado a dar una conferencia uno de los tltimos uni-
versalistas en matematicas, David Hilbert (1862-1943).
La expectacion era grande, se esperaba que hablara de
algtn problema importante en el que estuviera traba-
jando y explicara sus tltimos avances.

Sin embargo, David Hilbert lo que hizo fue pre-
sentar 23 problemas que a su juicio deberian ocupar
los esfuerzos de los matematicos en el nuevo siglo que
iba a comenzar.

Decia en su discurso (citando a otro matemaético

de tiempos pasados) que una teoria matemdtica no debe ser considerada
completa hasta que sea tan clara de entender que pueda ser explicada al
primer hombre que pase por la calle.

Esta claridad que

aqui se le exige a una teoria matemidtica, continuaba Hil-

bert, yo la exigiria, aiin con mds razén, a un problema matemdtico perfecto; por-
que lo que es claro y ficil de comprender nos atrae, lo complicado nos repele...
Destaco de su discurso la frase que da titulo a este capitulo:

Una rama de la ciencia sequird viva mientras siga ofreciendo problemas en

abundancia.

Quisiera justificar que las matematicas son una ciencia viva mostran-
do diversos problemas. Empezaré por quizés el problema mas popular

de todos, el tltimo
teorema de Fermat.

teorema de Fermat o también conocido como el gran

GRAN TEOREMA DE FERMAT

Es imposible que un cubo se pueda expresar como su-
ma de dos cubos o que una potencia cuarta se escri-

ba como

una suma de potencias cuartas o, en gene-

ral, que un namero que sea una potencia de grado
mayor que 2 se pueda descomponer como suma de
dos potencias del mismo grado. He encontrado una
demostracion verdaderamente maravillosa de este re-
sultado, pero este margen es demasiado estrecho para
contenerla.
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Esto escribia Pierre de Fermat (1601-1665) en el
margen de un ejemplar de Aritmética, de Diofanto. Fer-
mat fue un hombre de leyes que se dedicé a estudiar
matemadticas por aficion.

Al no tener una prueba del teorema se habla enton-
ces de conjetura (la conjetura de Fermat). En términos
matematicos, la conjetura dice que no existen enteros
positivos z,y, z tales que

" +y" = 2", paran > 2. FIGURA 2: Fermat

Haran falta mas de 350 afios para resolverla. Esto unido a las tragicas
vidas de algunos matemaéticos que han dedicado muchos esfuerzos a pro-
barla, ademds de la existencia de un premio (a partir de 1905) para el que
lo consiguiera, han sido ingredientes importantes para tanta popularidad.

Leonhard Euler desistid, Sophie Germain resolvié casos particulares,
Yutaka Taniyama conect6 dos teorias diferentes que dieron la pista para la
resolucién final, y por dltimo, Andrew Wiles, en 1994, dio con la demos-
tracion que cierra la conjetura.

Sophie Germain (1776-1831), autodidacta en las
matemadticas, tuvo que hacer frente a la oposicién de
una sociedad y de su propia familia que no com-
prendian que una mujer pudiera dedicarse a la cien-
cia. Aprendi6 latin sin ayuda, leyendo a Newton y a
Euler.

Estas son sus palabras cuando se refiere a su in-
terés por las matematicas:

Me impresiond la descripcion del final de Arquimedes a
manos de un guerrero romano, por estar absorto en su
trabajo. Me entusiasmé que sus elucubraciones le aleja-
ran tanto de la realidad como para desatender la peticion
de un soldado que empufiaba un arma.

FIGURA 3: Sophie
Germain

Sophie Germain mantuvo oculta su identidad de mujer en su corres-
pondencia con el gran matemdtico Gauss. Ella firmaba sus cartas con el
seudénimo de Mr. Leblanc. No tuvo en vida titulo alguno y tuvo que tra-
bajar en solitario porque una jerarquia cientifica masculina la exclufa.

También se dedic6 a otras cuestiones, més aplicadas. Es conocida por
sus trabajos en vibraciones. Seis afios de esfuerzos le costé culminar su
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“Estudio de las vibraciones de superficies eldsticas”, por el que se le otor-
g6 el premio de la Academia de Ciencias de Paris, premio al que habia op-
tado por tres veces. Todo el mundo esperaba con espectacién ver a la mujer
matemadtica recibir el premio, pero Sophie no asistié. Aunque muchos afios
antes se habia considerado una novata entre gigantes, en ese momento no
sentfa ninguna admiracién por muchos de sus colegas. El presidente de la
Academia, Poisson, le habia manifestado su desprecio por el hecho de ser
mujer e incluso se habria apropiado de alguno de sus resultados.

Otro personaje que ha contribuido a la populari-
dad de la conjetura de Fermat ha sido el industrial
alemén Paul Wolfskehl (1856-1906).

Se gradud en medicina, pero siendo ain muy jo-
ven le diagnosticaron esclerosis multiple. Viendo que
esta enfermedad le imposibilitaria ejercer la medicina,
se dedicé a las matematicas, y en concreto, a intentar
probar el teorema de Fermat. A instancias de su ma-
dre, se cas6 con el fin de tener a alguien que cuidara de
él. Pero el matrimonio fue un fracaso y Wolfskehl fue
muy desgraciado los tltimos afios de su vida. Quizas

FIGURA 4: Paul o
Wolfskehl por esto decidi6 legar la mayor parte de su fortuna

a lo tnico que le habia dado placer en esta vida, las
matematicas, y establecié un premio para aquel que
demostrara el teorema de Fermat.

Yutaka Taniyama (1927-1958) se dedic6é también a probar el teorema,
y de hecho dio la pista para la resolucién definitiva. Cuando estaba en
pleno éxito profesional y personal (a punto de casarse) se suicidd, lo que
contribuy6 a aumentar la leyenda sobre el teorema.

Finalmente, Andrew Wiles (1953-), obsesionado
desde nifio con el teorema y después de décadas de
trabajo en solitario, concluy6 en 1994 la demostracion.

Cuando crefa tener el resultado lo present6 a la co-
munidad cientifica y ésta descubri6 un error. Tal error
fue subsanado con dos afios mds de trabajo. No pu-
do conseguir la medalla Fields (equivalente al premio
Nobel en matemaéticas) porque Wiles tenia en aquel
momento 42 afios y estas medallas se conceden a los
menores de 40.

Alfred Nobel dejé expresamente prohibida la crea-  Figura 5: Andrew
cién para las matematicas del galardon que lleva su Wiles
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nombre. Parece ser que la razén estuvo en la relacién que mantuvo el ma-
tematico sueco Mittag-Leffer con su novia. Este era el mateméatico mas bri-
llante en aquel momento y con toda probabilidad habria ganado el premio
de haberse creado.

En el &mbito de las matematicas el galardén de mayor prestigio es la
medalla Fields, patrocinada por John Charles Fields quien en 1932 doné en
su testamento una fortuna para que se dieran dos medallas en los congre-
sos mundiales de matematicas celebrados cada cuatro afios.

A pesar de todo esto, siempre ha sido mayor la curiosidad despertada
por el teorema que la cantidad de trabajo serio que se le haya dedicado.
Salvo excepciones, el teorema no ha sido objeto de estudio de la mayoria
de los matemdticos. Hay que decir que no tiene aplicacién en si mismo a
ningln problema real. Sin embargo, Fermat también dej6 otro teorema sin
demostrar, el “Pequefio teorema de Fermat”, que dice:

EL PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Si p es un ndmero primo que no divide a z, entonces
p divide a 2P~! — 1.

Este teorema es muy importante en criptografia y en todo lo que tenga
que ver con transmisiones seguras en internet (véase el capitulo dedicado
a ello).

Leonhard Euler (1707-1783), el matemdatico mas
prolifico de todos los tiempos, dio hasta tres demos-
traciones distintas de este teorema.

En vida escribié mds de 500 trabajos, que junto con

su obra péstuma suman 886 trabajos (a 800 hojas por
afo), y todo esto teniendo en cuenta que estuvo ciego
los dltimos 17 afios de su vida. A pesar de su ceguera,
debido a su extraordinaria memoria (se dice de él que
sabia no sélo los cien primeros ntimeros primos sino
también sus cuadrados y cubos), a su regreso a San ¢k 6: Leonhard
Petersburgo con 59 afos de edad, después de pasar 25 Euler
afios en Berlin, produjo casi la mitad de toda su obra.
Por supuesto, alcanzé este notable nivel de conocimiento con la ayuda de
sus hijos, tuvo trece aunque sélo cinco superaron la infancia. Euler recuer-
da en sus notas autobiograficas estar siempre trabajando con un nifio en
los brazos.
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De él son las notaciones tan familiares como f(z), e, 7, i. Tiene trabajos
en todos los campos. Con 19 afios realizé un estudio relacionado con la
rotacién del Sol, lo hizo sélo en tres dias y le vali6 el premio de la Aca-
demia de Ciencias de Paris (consiguié doce veces este premio), aunque le
costo6 la visién de un ojo. Al afio siguiente hizo un estudio sobre la distri-
bucién éptima de los mastiles y las velas de un barco, aunque no habia
visto un barco de vela en su vida. Demostr¢ la irracionalidad de e (que no
puede ser solucién de una ecuacién polinémica con coeficientes enteros),
calcul6 hasta 23 cifras decimales de este nimero, también calculé cifras
decimales de .

Uno de los problemas que resolvié da inicio a la teoria de grafos, utili-
zada por ejemplo para el disefio de circuitos. Se trata del problema de los
Puentes de Konigsberg (vedse el capitulo correspondiente).

Cerca de la ciudad de Konigsberg nacié Hilbert, que no se dedicé al
altimo teorema de Fermat ni lo incluyé en su lista de los 23 problemas
importantes.

Pero, ;qué es un problema importante?

Puede ser aquél que intenta dar respuesta a una pregunta real, es decir,
que viene motivado desde un problema de la realidad, de origen fisico,
biolégico, quimico, social, de la ingenieria... Por ejemplo, determinar la
curva que debe seguir una particula situada en A para llegar hasta un
punto mds bajo B en el minimo tiempo posible. Se conoce como problema
de la braquistécrona y fue resuelto por Johann Bernoulli en el siglo XVII
(véase el capitulo sobre curvas).

Pero también es un problema importante aquél
que, tal vez desde la abstraccion, es capaz de clarificar
y posiblemente solucionar una gran cantidad de pro-
blemas adicionales. Desde este punto de vista, la con-
jetura de Riemann fue incluida por Hilbert en 1900 co-
mo un problema importante y hoy en dia es uno de los
7 problemas del milenio. Hay 7 problemas que se con-
sideran 7 retos para el siglo XXI y que estdn premia-
dos con 1.000.000 de ddlares. De entre estos 7, mencio-
A naré tres:

Una esfera es una superficie cerrada en si misma

FIGURA 7: Grigori ) ) ) )
Perelman sin agujeros. La conjetura de Poincaré es: ;Ocurre lo

mismo en un espacio de dimensién 4 con una esfera
tridimensional? A Grigori Perelman (1966-), en el ultimo ICM, en 2006,
celebrado en Madrid, se le concedi6 la medalla Fields por su contribucién
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a la resolucién de la conjetura. No fue a recoger el premio, de hecho lo
rechaz6. Estas fueron sus palabras a un periodista:

Desde el principio le dije que lo rechazaba. Es completamente irrelevante para
mi. Cualquiera puede entender que si la prueba es correcta no se necesita
ningtin otro reconocimiento.

Otro problema del milenio es la conjetura de Riemann. La funcién

(tiene todos sus ceros no triviales en la recta Re(s) = % (parte real de s
igual a 1/2)?

Y otro problema es relativo a las ecuaciones de Navier-Stokes, ecua-
ciones de finales del siglo XIX que gobiernan el comportamiento de los
fluidos.

En plena Alemania nazi y después de que grandes matematicos de
origen judio se viesen obligados a huir, Hilbert se quedé casi sin colabora-
dores en su universidad. Cuando murié sélo acudieron 12 personas a su
entierro y en su epitafio aparece una de sus tltimas frases:

“Debemos saber, sabremos...”

Miremos ahora el Universo.

FIGURA 8: Anillos de Saturno

Esta foto fue tomada en 2004 por Cassini-Juygens, una nave espacial
automadtica, llegando a los anillos de Saturno. Uno de estos puntitos es
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nuestro planeta. Son quinientos cuarenta millones de kilémetros cuadra-
dos de superficie, seis mil cuatrillones de toneladas de roca, mas de mil
trillones de toneladas de agua...

Quiero terminar recordando las palabras de Galileo:

“Las matemdticas son el lenguaje con el que Dios ha escrito el Universo.”
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EL NUMERO DE ORO

El ideal de la belleza y de la armonia ha sido una constante que ha mo-
tivado a pintores, arquitectos, musicos, poetas o escultores de todos los
tiempos. En este capitulo vamos a analizar esta buisqueda haciendo un
recorrido por la Historia, desde los cldsicos hasta nuestros dfas, siguien-
do el camino de una proporcién en las formas, la proporcién durea, que,
en algtin momento, lleg6 a llamarse la divina proporcién. Esta pequefia
muestra nos ensefia algo que los matemaéticos siempre hemos conside-
rado indiscutible: la Matematica forma parte del patrimonio cultural de
la Humanidad, ha estado ligada a sus grandes creaciones y constituye
uno de los hilos conductores de la historia de las ideas y del pensamiento
humano. EI conocimiento de sus contenidos y de sus métodos constitu-
ye un capitulo importante de la formacién cultural y académica de una

sociedad moderna.

1 LAS MISMAS DIMENSIONES PARA MUCHAS COSAS

El carnet de identidad, las tarjetas de crédito, el bonobds,... tienen to-
dos el mismo tamafio. Las fachadas de algunos edificios emblematicos,
clasicos y modernos, innumerables pinturas del Renacimiento y también
lienzos del siglo XX siguen en sus formas pautas parecidas a las de las tar-
jetas. En la Naturaleza nos encontramos muchas estructuras relacionadas
con las formas anteriores.

¢(Por qué tienen este tamafio y no otro el DNI, [ 7
las tarjetas, los calendarios, el bonobdts, ... ? Si, il i/ DN 7
por ejemplo, medimos el largo y el ancho de > [ ®

i ‘.
[=8,6cm .
a=>54cm } FIGURA. 1: Todas tienen el
mismo tamafio

nuestro DNI, tenemos:
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Y si dividimos el largo por el ancho, resulta:

l 8,6
= ~1,6.

a 54

En el famoso cuadro de Leonardo da Vinci La
Gioconda la cara de Monna Lisa estd encuadra-
da en un rectdngulo cuyas dimensiones también
guardan aproximadamente la relacién § ~ 1, 6.

Como veremos a lo largo de este capitulo, es-
ta relacion aparece en muchas ocasiones, no sélo
en Matemadticas, sino en otras disciplinas tales
como la Arquitectura, la Pintura o la propia Na-
turaleza.

FIGURA 2: La cara de
Monna Lisa

2 EN BUSCA DE UN RECTANGULO GUAPO

¢Son estos rectdngulos, por la proporcion de sus dimensiones, més bo-
nitos, mas estéticos que otros? Vamos a ver diferentes maneras de construir
un rectdngulo, imponiendo ciertas condiciones a sus dimensiones.

En primer lugar, veamos algunas consideraciones sobre formas y di-
mensiones de los objetos. Entendemos que dos objetos tienen la misma
forma cuando vemos uno como una ampliacién del otro (véanse las fo-
tografias de la figura 3).

Si observamos los dos tridangulos de la figura 3, vemos algo parecido a
lo de las fotografias: los dos tridngulos tienen la misma forma, pero distin-
to tamario.

FIGURA 3: Objetos con la misma forma
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DEFINICION DE SEMEJANZA

Las parejas de objetos que hemos visto tienen dos ca-
racteristicas muy sencillas:

1. Cada angulo que hay en uno de ellos tiene su
correspondiente igual en el otro.

2. Todas las longitudes de ambos objetos son pro-
porcionales.

» La primera es facil de ver. Por ejemplo, los dngu-
los de los ojos, los labios o el pelo del nifio en la
figura 3 son los mismos en ambas fotografias. En
la figura 3 los dngulos del primer tridangulo son
iguales a los del segundo.

= La segunda quiere decir que si dos segmentos
del primer objeto guardan una cierta relaciéon
entre sus longitudes, por ejemplo, el lado a es
triple del b en los tridngulos de la figura 3, los
segmentos correspondientes del segundo objeto
guardan la misma relacién, el lado o’ es triple
del ¥’ y asi con cualquier par de segmentos. Esto
se expresa escribiendo:

Cuando se dan las dos condiciones anteriores decimos que
los dos objetos son semejantes.

Volviendo a nuestros rectdngulos, podemos
ver que se pueden dibujar de muy diversas for-
mas. La figura 4 muestra algunos rectdngulos
mads o menos alargados. Una forma bien conocida
es el cuadrado, con igual ancho que largo.

Vamos a ver con detalle algunas de estas for-
mas rectangulares.

1

FIGURA 4: Hay rectangulos
de formas diferentes
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UNA POSIBILIDAD INTERESANTE: LA NORMA DIN

al2 Vamos a tratar de conseguir un rectdngulo
que al cortarlo por la mitad de sulado mayor, re-
sulten dos rectdngulos semejantes al primero (fi-
gura 5). Los dngulos de los rectangulos son to-
dos rectos y, por lo tanto, iguales. Entonces, la
condicion que tienen que cumplir dos rectdngu-
a los para que sean semejantes es que sus lados
FIGURA 5: El tamafio DIN A S€an proporcionales.
Para que el rectingulo grande y su mitad
sean semejantes debe ocurrir:

:%b;a2:2b2;a:b\/§ %:\/5

SaliS]

I

b

vl o

Esta es la proporcién que tienen las hojas de papel que usamos nor-
malmente y que se conocen como DIN A4. Las hojas DIN comienzan con
la DIN AQ que es una hoja con 1 m? de drea, en la proporcién anterior-
mente dicha. Por tanto, para obtener las dimensiones de una hoja DIN A0
habré que resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(proporcién entre los lados)

g - V2
(dreaigual a 1) ab = 1

La solucion de este sistema es: a = v2y b = 4%/5, que en notacién decimal
es:a=1,1892my b = 0,8409 m. La hoja DIN Al es la mitad de la AOQ, por
tanto el lado mayor mide 84,09 cm y el lado menor la mitad de a, esto es,

59,46 cm. Siguiendo asi, podemos obtener una tabla con las dimensiones
de distintas hojas DIN:

A0 | 118,92 cm | 84,09 cm
Al | 84,09cm | 59,46 cm
A2 | 5946 cm | 42,05 cm
A3 | 42,05cm | 29,73 cm
A4 | 2973 cm | 21,00 cm
A5 | 21,00cm | 14,86 cm

TABLA 1: Distintas hojas DIN
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UNA PROPORCION ELEGANTE: EL RECTANGULO AUREO

Tratemos ahora de conseguir un rectangulo que al quitarle el cuadrado
mas grande posible, quede un rectdngulo semejante al primero (figura 6).

a-b

a
FIGURA 6: Rectangulo dureo

Como es fécil ver, el mayor cuadrado que se le puede quitar a un
rectdngulo es el que tiene por lado el lado menor del rectdngulo. Si las
dimensiones del primero son a y b, las dimensiones del segundo serdn b y
a —b.

Para que ambos rectdngulos sean semejantes se tiene que verificar:

a? — ab — b* = 0 ; dividiendo por b? resulta:

2
2—2—%—1:0yhaciendo%:mquedat
-2 —-1=0

La solucién positiva de esta ecuacion es

C1+VE
T
que en notacién decimal es
Z= ! +2‘/5 — 1,6180339887...

Esta proporcién es la que aparecia en el primer ejemplo de las tarjetas
y en la cara de La Gioconda. Era conocida ya en la cultura griega con el
nombre de proporcion durea o seccién durea 'y se consideraba como el canon
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ideal en lo que a belleza y armonia se refiere. El ntimero 1, 6180339887...,
que tiene infinitas cifras decimales, se llama niimero dureo o niimero de oro 'y
se representa por la letra griega ® (Fi)L.

(Coémo se construye un rectingulo dureo?

Para construir un rectdngulo dureo se parte de un cuadrado dividido
por la mitad (ver figura 7). Tomando como radio la diagonal de uno de
los rectangulos se traza un arco que corte a la prolongacién de la base del
cuadrado.

/
a a a a d/ a

f

a al2 al2 al2 d

FIGURA 7: Construccién de un rectangulo dureo

Por este punto de interseccién se levanta una perpendicular y se cierra
el rectdngulo como se ve en la figura 8.

a2 +d

FIGURA 8: Construccién de un rectdngulo dureo

DEMOSTRACION. La longitud de la diagonal d la podemos obtener por
el Teorema de Pitagoras:

2 2
G 2 @ e I
2) +a = 7 +a = i

de donde resulta d = §+/5. Entonces, el lado mayor del rectangulo es

d* = (

a a a 1—1—\/5
§+d—§—|—§\/g—a'72

El lado menor es a y, por tanto, la relaciéon entre ambos es # = .

!Se cree que el uso de ® para designar al niimero de oro procede de la inicial de Phidias,
arquitecto autor del Parthenon griego.
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TEOREMA DE PITAGORAS

En todo tridngulo rectdngulo el cuadrado de la hipo-
tenusa es igual a la suma de los cuadrados de los dos
catetos.

UN RECTANGULO MAS CERCANO: LA PROPORCION
CORDOBESA

Trescientos afios a.C. Euclides de Ale-
jandria (325-265 a.C.) escribi6 el primer li-
bro conocido sobre Geometria, “Los Elemen-
tos”, donde se trata por primera vez la pro-
porcion durea o regla de oro. En el s. IX d.C.
“Los Elementos” fueron publicados en drabe
y estudiados en las escuelas de Cérdoba. La
capital del Califato fue depositaria del teso-
ro euclidiano durante la Edad Media, hasta
que ocurrié un hecho que se puede consi-
derar como una de las primeras acciones de
espionaje cientifico de las que se tiene cono-
cimiento.

En 1120, un britanico, adiestrado en el idioma y en las costumbres,
disfrazado de estudiante hispanodarabe, logré sacar una copia de
“Los Elementos” que fue publicada en 1472. Hasta 1535, en que se
descubre el texto griego, el mundo no cuenta mas que con esta tra-
duccién arabe; por lo que cabe pensar que los trabajos de Leonardo
da Vinci y Luca Pacioli en el Renacimiento se hicieron a partir del
texto cordobés.

FIGURA 9: Euclides de
Alejandria

Parecia razonable, pues, buscar en la arquitectura cordobesa muestras
de la existencia pre-renacentista de la proporcién durea. Sin embargo un
trabajo realizado en 1944 por la Universidad Central desvel6 que, salvo
alguna excepcidn, el rectangulo dureo no aparece por ninguna parte. Pos-
teriormente, en 1951, la Diputacién de Cérdoba realiza un test a estudian-
tes de Arquitectura en el que se pedia que buscaran esa proporcién en los
monumentos y edificios de la ciudad, pero extrafiamente aparece otro tipo
de relacién que se repite con asiduidad. Se encontré que la mayoria de los
rectdngulos observados guardaban la proporcién

lado mayor / lado menor ~ 1'3.



26 PRISMA: UN PASEO ENTRE LAS MATEMATICAS Y LA REALIDAD

Buscando una explicacién a este hecho observariamos que muchas de
las fuentes que se ven por las plazas de Cérdoba y muchas de las bévedas
de sus iglesias son octogonales y si calculamos la relacién entre el radio de
la circunferencia circunscrita al octégono y el lado del mismo resulta:

% _ v 1,306562964...,

212

precisamente, la encontrada por los estudiantes de Arquitectura.

DEMOSTRACION. Consideremos un octégono regular y la circunferen-
cia circunscrita al mismo

FIGURA 10: Lado y radio del octégono regular

El tridngulo MON es rectangulo y por el Teorema de Pitdgoras:
MN? = 72 + 2 = 2r?, de donde, MN = r\/2. Pero el tridngulo
MOQ también es rectangulo e isésceles por lo que OQ = QM Yy, co-
mo QM = %MN, resulta: OQ = r@.

Ahora, en el tridngulo M PP’, que también es rectdngulo, podemos
aplicar el Teorema del Cateto: (> = PP"-QP = 2r-(OP —0Q) = 2r(r —
r@) = r2(2 — /2). Por lo tanto:

T 1
! 2— /2
TEOREMA DEL CATETO

En un tridngulo rectdngulo un cateto es media propor-
cional entre la hipotenusa y su proyeccién sobre ella.
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FIGURA 11: Como hemos dicho,

esta proporcién aparece en multitud

de edificios de Cérdoba, por lo que se
le ha llamado la proporcion cordobesa.

Un ejemplo es la puerta de Alhaken II
en la Mezquita, donde puede apreciarse
que la mayorfa de los rectdngulos

que se ven son rectingulos cordobeses.

. RECTANGULOS Y POLIGONOS REGULARES

Hemos visto que la proporcién cordobesa “procede” de la relacion entre
el radio del octégono regular y su lado. ;Habra también relaciones pareci-
das en otras formas rectangulares?

Si consideramos un cuadrado y su circunferencia circunscrita (figura
12), observamos que la relacién entre el lado y el radio es, por el Teorema
de Pitagoras, 12 =r2+4+7r2=2r? 0sea, % = /2. Estaes la proporcién de
los rectangulos en la norma DIN.

a i

, o ’a

\ el
FIGURA 12: Lado y radio del FIGURA 13: Lado y radio del

cuadrado hexagono regular
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En el hexagono regular (figura 13) el lado es igual al radio y, por tanto,
la relacién entre ellos es 1, que es la proporcién que existe entre los lados
del cuadrado (base y altura iguales).

Por ultimo, en el decagono regular, la relacién entre el radio y el lado
del decagono es precisamente el niimero dureo. Esta afirmacién es algo mds
complicada de probar y la incluimos con la advertencia ya hecha de que
su lectura no es necesaria en un contexto divulgativo.

DEMOSTRACION.- En primer lugar vamos a analizar la presencia del
niimero dureo en el pentdgono regular. Veamos en la figura 14 la relacién
que existe entre la diagonal y el lado del pentdgono.

FIGURA 14: Lado y diagonal del pentdgono regular

Los triangulos AF'E, BFC'y AF B son is6sceles, como lo demuestra la
igualdad de los dngulos marcados (dngulos inscritos en la circunferen-
cia). Por otra parte, los tridngulos ABC'y AF B son semejantes (tienen
la misma forma) porque sus dngulos respectivos son iguales. Por lo

tanto:
AB _ BC es decir, d__1t
AC ~ BF’ 1 d-1
Quitando denominadores resulta: d> — dl = 1%, estoes, d?> — dl — 2 =
0. Si dividimos los dos miembros de esta ecuacién por /2, nos queda:
(%)2 - ch —1 =0 y, resolviendo la ecuacién,
d 1+v5

= d
l 2

Esto quiere decir que la diagonal y el lado del pentdgono regular,
asi como los segmentos en que las diagonales se cortan, estdn en pro-
porcion dureaq.
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Si volvemos ahora al decdgono regular (figura 15) observamos que los
tridngulos AOB y AGC, ambos is6sceles, son semejantes por la igual-
dad de sus dngulos respectivos.

FIGURA 15: Lado y radio del decdgono regular

Por lo tanto, la relacién que existe entre sus lados es la misma en los
dos. En el primero un lado coincide con el lado del decagono regular
y el otro es el radio de la circunferencia circunscrita, mientras que en
el segundo los lados correspondientes son el lado y la diagonal del
pentdgono regular, que, como ya hemos visto, estdn en proporcién durea.
Entonces, la relacion entre el radio y el lado del decdgono regular es el
niimero dureo. n

ANGULOS INSCRITOS

Los dngulos inscritos en una circunferencia son
aquéllos que tienen su vértice en la circunferencia y
sus lados son cuerdas de la misma. Su valor es la mi-
tad del arco que abarcan sus lados.

Una tabla para resumir lo anterior

En la tabla 2 aparecen: en la primera columna los cuatro primeros
poligonos regulares con un ntimero par de lados, en la segunda la rela-
cién que existe entre el lado del poligono y el radio de su circunferencia
circunscrita y en la tercera el tipo de rectdngulo que tiene sus lados en esa
proporcion.
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Poligono regular = Relacién radio/lado = Tipo de rectangulo

cuadrado % =2 DIN A
hexdgono % =1 Cuadrado
octégono r= \/2%—\/5 Cordobés
decdgono r— 145 Aureo

TABLA 2: Relacién entre lado y radio en poligonos regulares

Mencién aparte merece el pentdgono regular en el que hemos visto
coémo estd presente la proporcion durea; también el pentdgono estrellado
(figura 16), cuyos segmentos estan relacionados por el niimero .

ab=bic=c/d=1618..

FIGURA 16: Estrella pentagonal

El dios griego Hermes Trismegisto,

2 que significa “Hermes, el tres ve-
i3y 3 ces grande”, es conocido también
por su nombre romano Mercurio
e identificado con el dios egipcio
Thor. Muchas de las investigaciones
numéricas de los pitagéricos pro-
ceden de las ensefianzas de Her-
mes, asi como el “hermetismo” ca-
racteristico de la escuela pitagori-
ca. El pentagono regular y la estre-
FIGURA 17: Mascara del dios ~ lla pentagonal (pentagrama) se con-
Hermes virtieron en el simbolo de los segui-

dores de Pitagoras.
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4 UN PASEO POR LA HISTORIA

A lo largo de la Historia la proporcién durea ha estado presente en nu-
merosas manifestaciones artisticas tales como Arquitectura, Pintura, Es-
cultura o Miusica. Vamos a hacer un breve recorrido por algunas de estas
manifestaciones de la cultura.

Egipto. La Tumba de Petosiris (300 a.C.)

La tumba de Petosiris estd situada en
la necrépolis de Tuna el-Gebel, en las
inmediaciones de la antigua Khmun
(Hermépolis, ciudad de Hermes, actual
el-Ashmunein). Petosiris fue un antiguo
sacerdote del dios Thot (el Hermes grie-
g0) que lleg6 a ser muy venerado. En su
tumba, que se convirtié en lugar de pere-
grinacién, se empieza a percibir el cardcter FIGURA 18: Tumba de
sagrado que tuvo la proporcion durea hasta Petosiris

el Renacimiento.

FIGURA 19: Bajorrelieve de la Tumba de Petosiris y el nlimero 4ureo

Podemos observar en el dibujo de la figura 19 la construccién del lado
mayor del rectdngulo dureo a partir del cuadrado de lado 1, siguiendo los
pasos que se han descrito antes.
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Grecia. El Parthenon (432 a.C.)

El Parthenon es un templo situa-
do enla Acrépolis de Atenas y de-
dicado a la diosa Atenea. De estilo
dérico su construccion fue inicia-
da por Pericles en el afo 447 a.C.
y realizada por los arquitectos Ic-
tino y Calicrates bajo la direccién
de Phidias, autor de la decoracién
escultérica. Es de marmol pentéli-
co blanco extraido de las canteras
del monte Pentélico, a 13 km de Atenas. Su construccién culminé el
afo 432 a.C.

FIGURA 20: El Parthenon

En el Parthenon podemos observar la presencia de rectdngulos dureos
y secciones dureas en muchas de sus lineas.

D

HINININIRINININININININIEIE

C" ‘S

FIGURA 21: El ntimero dureo en el Parthenon

En particular (ver figura 21) tenemos:

AB o CD CA

CD CA  AD

Euclides se referia también a la proporcién durea como “divisién de una

linea en media y extrema razén”, que es lo que apreciamos en la altura del

Parthenon. La proporcién se definia como aquélla en la que el segmento
a a+b

mayor es al menor como el total es al mayor, es decir, sia > b, 7 = 2, que es

equivalente a la ecuacién que veiamos al obtener el rectdngulo dureo.

o
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| Renacimiento. Leonardo da Vinci (1452 - 1519)

Para Leonardo el hombre es el centro del Universo y en él debe encar-
narse la perfeccién. En el hombre de Vitrubio? realiza un estudio anatémi-
co buscando en las proporciones del cuerpo humano el canon clasico o
ideal de belleza (figura 22).

¢ e
mw-w“’] [0 e g £ S W‘w{.ul_-ﬁxw 4 f 3
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FIGURA 22: El hombre de Vitrubio

El ombligo es el centro de una circunferencia que circunscribe al hom-
bre, pasando por las puntas de brazos y piernas extendidas, a la vez que
su cuerpo queda enmarcado en el interior de un cuadrado.

Y ademas, el ombligo divide la altura del hombre en dos segmentos

cuya proporcion es el niimero de oro ®. La razén entre la altura y la distancia
del ombligo a los pies también es ®.

*Marcus Vitruvius Pollio, arquitecto romano del siglo I a.C. autor del tratado sobre
arquitectura mas antiguo que se conserva, De Architectura.
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Leonardo nace en la ciudad de Vinci, cer-
ca de Florencia, el 15 de abril de 1452. Fue
educado en casa de su abuelo paterno hasta
que en 1469 viaja con su padre a Florencia
donde inicia su formacién pictérica. En mu-
chas de sus obras escoge la proporcion durea
para enmarcar las figuras que aparecen en
ellas, como, por ejemplo, La Gioconda. Mas
tarde, en Mildn, conoce al matematico Luca
Pacioli con quien establece una gran amis-
tad y dibuja para €l las tablas que se gra-
FIGURA 23: Leonardo ba.ron en su libro I?e Divina Pro,por.'tione. En
da Vg Milan pinta su mejor obra, La Ultima Cena,
ejemplo singular del uso del Espacio Pro-
yectivo en la pintura. Fue, ademas de pintor, ingeniero, inventor,
anatomista, escultor, arquitecto, urbanista, botanico, musico, poeta,
filésofo y escritor.

Renacimiento. Santa Maria Novella (Florencia, 1470)

FIGURA 24: Iglesia de Santa Marfa Novella

En la fachada de Santa Maria (figura 24) se aprecian gran cantidad de
formas geométricas, cuadrados, circulos y rectangulos, que dan propor-
cién y armonia a la obra. Para su autor, Leon Battista Alberti (1404 - 1472),
las formas geométricas impulsan a meditar sobre las verdades de la fe. La
presencia de rectdngulos dureos y el pensamiento de Alberti nos recuerda
de nuevo el caracter sagrado de ®.

En el dibujo podemos ver marcados los rectdngulos aureos, caracteri-
zados por la forma de construirlos que quedaba reflejada en la figura 8.

La existencia de cuadrados en la fachada hace que v/2 junto con ® sean
los ntimeros predominantes en toda ella.
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Renacimiento. Luca Pacioli (1445 - 1517)

Luca Pacioli fue fraile franciscano
entre 1470 y 1477, tras lo cual em-
pez6 a dar clases de Matemdticas,
publicando en 1497 su obra princi-
pal, la Summa de arithmetica, propor-
tioni et proportionalita.

En 1497 marcha a Milan donde co-
noce a Leonardo da Vinci, quien
ilustra su libro De divina proportio-
ne. En esta obra Luca Pacioli llama
por primera vez divina proporcién FIGURA 25: Luca Pacioli

a la proporcion durea. De esa forma,

reafirma en el Renacimiento el cardcter sagrado que ya tuviera en la
antigtiedad.

Renacimiento. Piero de la Francesca (1416 - 1492)

En la pintura renacentista se hace patente la idea del hombre como
centro del Universo. Los cuadros adquieren profundidad; para lograrlo, el
ojo del pintor se sittia delante de la escena, proyecta su mirada sobre ella y
corta por un plano que es el cuadro. Nace asi la Geometria Proyectiva, a la
que se le dedica un capitulo de este libro.

PIERO DE LA FRANCESCA

“Yo digo que la perspectiva significa literalmente...,
las cosas vistas a la distancia, representadas como si
estuvieran encerradas en el interior de limites dados
y en proporcion, de acuerdo a la cantidad de sus dis-
tancias, sin las cuales nada podria ser degradado co-
rrectamente.”

Libro III de la Prospectiva pingendi

En su cuadro La Flagelacion (figura 26) se puede apreciar la profun-
didad de la escena y como las estancias estan enmarcadas en rectdngulos
aureos.

En El Bautismo de Cristo (figura 27) se observan similitudes con el
Hombre de Vitrubio, existiendo relaciones dureas entre la altura de Jesus
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FIGURA 26: La Flagelacién

y las posiciones del ombligo y El Espiritu Santo. Como hemos dicho, la
sacralidad de ® es patente en el Renacimiento.

Se lleg6 a plantear que las relaciones que verifica ® tales como:

1 1 1 1 1

P S SEDA S Sl

eran una explicacién matematica al Misterio de la Santisima Trinidad

FIGURA 27: El Bautismo de Cristo
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Arquitectura civil moderna

El edificio que alberga el Congreso de los Diputados (figura 28) en Ma-
drid, construido el afio 1850, es una muestra del uso de la proporcién durea
en la construccién de esa época. En la imagen puede verse una forma
préctica de localizar rectdngulos dureos: se proyecta, por ejemplo, nuestro
DNI sobre la fachada, buscando si hay coincidencia superpuesta con algin
rectdngulo. En tal caso existiria una semejanza (misma forma) entre ambos
rectdngulos y como nuestro DNI es dureo, también lo seria el rectdngulo
localizado.

......

FIGURA 28: Palacio de las Cortes FIGURA 29: Edificio en
Plaza de Esparia

Otro ejemplo es el también madrilefio Edificio Espafia del afio 1953. En
el dibujo de la figura 29 se han marcado algunos rectingulos dureos de los
que llenan la fachada.

Le Corbusier (1887 - 1965)

El arquitecto francés Charles E. Jeanneret-Gris, conocido por Le Corbu-
sier, public6 en 1948 su libro Le Modulor en el que, siguiendo la tradicién
de Vitrubio y da Vinci, disefia un sistema de medidas del cuerpo humano
en el que cada una se obtiene dividiendo la anterior por el niimero dureo
(ver figura 30).

El sistema se inicia con la medida del hombre con la mano levantada
(226 cm) y con su mitad, la altura del ombligo (113 cm). A partir de ahi se
obtienen las series de la tabla 3.

Estas medidas del cuerpo humano propuestas por Le Corbusier esta-
ban destinadas a ser usadas en arquitectura como base del disefio, que-
dando asi el niimero dureo implicitamente presente en las construcciones.
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f S

e

FIGURA 30: Le Modulor de Le Corbusier

serie azul (cm) 226 140 86 53 33 20
serieroja(cm) 113 70 43 26 16 10

TABLA 3: Las series de Le Corbusier

. Pintura del siglo XX. Salvador Dali (1904 - 1989)

La obra de Salvador Dali es un ejemplo clasico del uso de la Geo-
metria en la pintura. En la figura 31 vemos el cuadro de Dali Leda Atémi-
ca. La modelo estd situada encajando perfectamente en los vértices de un
pentdgono regular, como puede apreciarse en uno de los bocetos previos
dibujados por el pintor.

FIGURA 31: Leda Atémica
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En La Ultima Cena (1955), por ejemplo, Cristo y los doce apéstoles se
encuentran dentro de un dodecaedro regular, formado por doce pentago-
nos regulares que, como se recordara, estan estrechamente relacionados
con la divina proporcion.

Recoge ademéds la idea de Platén segtin la cual el dodecaedro represen-
ta la esencia misma del Universo, en el que se pueden inscribir los demas
poliedros regulares, el cubo, el tetraedro, el octaedro y el icosaedro, re-
presentacion a su vez de los cuatro elementos, tierra, fuego, aire y agua,
respectivamente.

5 ;COMO SE REPRODUCEN LOS CONEJOS?

Contando parejas de conejos

Observemos la figura 32: se parte de una pareja de conejos, que al mes
se hace adulta y engendra una nueva pareja. Al tercer mes ya hay dos
parejas. La primera pareja, que ya es adulta, vuelve a engendrar, mientras
que la segunda no lo hard hasta el mes siguiente. Y asi sucesivamente.
(Cudntas parejas habra en el sexto mes? ;Y en el séptimo?

Mes Parejas

FIGURA 32: ;Cuéntas parejas
habria en el 69 mes?

La sucesién de Fibonacci y el niimero dureo

(Qué tiene todo esto que ver con nuestro niimero de oro? Si observamos
el namero de parejas que hay cada mes, obtenemos la siguiente sucesién:

1,1, 2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ---
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Esta sucesion parte de los ntimeros 1, 1, y a partir de ahi cada ntiimero
es la suma de los dos anteriores. Se conoce con el nombre de sucesién de
Fibonacci y presenta numerosas curiosidades.

Sicogemos tres términos consecutivos (por ejemplo, 34, 55, 89 ), el pro-
ducto de los extremos es igual al cuadrado del niimero central mas/menos
una unidad (3026 = 3025 + 1). Cosa parecida ocurre si tomamos cuatro
términos consecutivos (21 x 89 = 34 x 55 — 1).

Volviendo a las series azul y roja de Le Corbusier, nos damos cuenta de
que ambas son sucesiones de Fibonacci “a la inversa”, es decir, cada término
es igual a la suma de los dos siguientes.

Pero lo que nos importa ahora de la sucesion de Fibonacci es 1o que ocu-
rre si dividimos cada término entre el anterior, a partir del segundo. Se
obtiene la siguiente sucesién, en notacién decimal aproximada:

1,2,1'5,1'666,1'6,1'625,1'615,1'619, 1’6176, 1’6181, 1’6179, 1’6180, - - -

ii Nos acercamos al niimero dureo ~ 1,6180339887498948482...!!

Leonardo de Pisa, més conocido por Fi-
bonacci (1170 - 1250), fue un matemati-
co italiano famoso por la invencién de
la sucesién que lleva su nombre, surgi-
da como consecuencia del estudio del
crecimiento de las poblaciones de cone-
jos. Fibonacci escribi6 en 1202 el libro de
los célculos o del abaco, Liber abaci, en
el que estudia la produccién de conejos
a partir de una pareja, que es fecunda
cuando cumple un mes de edad y en-
gendra otra pareja, que tarda un mes en
nacer. Esta pareja es adulta al mes y am-
bas parejas vuelven a engendrar cada
una otra pareja. Y asi sucesivamente.

FIGURA 33: Fibonacci

Un enigma dureo

En la figura 34 se han cambiado de posicién los trozos de colores.
¢Coémo es posible que aparezca un hueco en la segunda disposicién?

Solucion del enigma: Los puntos sefialados en la hipotenusa del tridngulo
no estdn alineados, porque % no es igual a 2 (2 x 8 > 3 x 5); realmente no
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L Do idncie ha sako wsle fosco?

FIGURA 34: Un enigma aureo

existe el tridngulo rectingulo grande, los segmentos que deberian completar la hi-
potenusa forman una V muy abierta. Al cambiar de posicion los trozos, la V se
invierte y hay un aumento de superficie, que se compensa con el hueco “fantas-
ma”. Lo interesante de este enigma es ver que los niimeros 2, 3, 5 y 8 son términos
consecutivos de la sucesion de Fibonacci y que la diferencia entre 2 x 8 y 3 x 5
es, como vimos antes, 1.

6 EL NUMERO AUREO EN LA MUSICA

Un ejemplo de la presencia de la seccién durea en la Musica lo tene-
mos en el compositor htingaro Béla Barték (1881 - 1945). Tanto la proporcién
durea como la sucesion de Fibonacci son usadas como patrén para determi-
nar ciertos elementos de sus composiciones. También en la Quinta sinfonia
de Beethoven (1770-1827) se ha podido mostrar cémo el tema principal a
lo largo de la obra estd separado por un ntimero de compases que perte-
nece a la sucesion de Fibonacci. Asi mismo, en varias sonatas para piano de
Mozart (1756-1791) la proporcién entre el desarrollo del tema y su intro-
duccién es cercana a la razén durea.

Las escalas de tipo dureo presentan en su estructura intervalos de 1:5,
1:3, 1:2, que surgen de la proporcion 5:3:2, tres ntiimeros de la sucesién de
Fibonacci. En la figura 35 podemos ver un modelo de escala 1:2.

7 L O [ S S S TR
( 5 = : — = z 1
eyt L —=: = —_— = — ——_
o 2 £ o 8 Ve o T * :

FIGURA 35: Modelo de escala 1:2
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7 EL NUMERO AUREO EN LA NATURALEZA

Como ya se coment6 al principio, el niimero dureo y también la sucesién
de Fibonacci estdn presentes en muchas manifestaciones de la Naturaleza.
Vamos a detenernos en algunas de ellas.

La espiral durea

Si tomamos un rectdngulo dureo ABC'D (ver figura 36) y le quitamos
el cuadrado AEF' D, resulta que el rectangulo EBCD, como ya sabemos,
es también dureo. Si & éste le quitamos el cuadrado EBGH, el rectdngulo
resultante HGC'F es dureo también.

="

FIGURA 36: La espiral durea

Este proceso se puede reproducir indefinidamente, obteniéndose una
sucesion de rectdngulos encajados que convergen hacia un punto. Si uni-
mos los vértices opuestos de los cuadrados con arcos de circunfe-rencias,
obtenemos una espiral que se llama espiral durea o espiral de Durero.?

Esta espiral fue ideada por el famoso pintor de Nurenmberg Albert
Durero (1471 - 1528) buscando una curva que aproximara bien otra espiral
famosa, la espiral logaritmica, que se caracteriza por ser constante el &ngulo
que forma la tangente en cada punto con el radio vector. Como se sabe,
ésta no puede dibujarse con regla y compds, lo que si es posible y sencillo
en la espiral durea; basta recordar la construcciéon de un rectdngulo aureo,
pues a partir de él se dibuja la espiral.

Un perfecto ejemplo de espiral logaritmica es la concha del nautilus. En
la figura 37 se aprecia mediante un corte los compartimentos que ocupa el
animal, que aumentan de tamafio manteniendo la misma forma.*

3En realidad no es una espiral porque esta formada por arcos de circunferencia.
*Una informacién més detallada sobre la espiral logaritmica puede verse en el capitulo
de este mismo libro “CAMINANDO SOBRE LAS CURVAS”.
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FIGURA 37: La concha del nautilus

Los girasoles y las pifias también presentan espirales dureas en su es-
tructura. En la figura 38 pueden verse espirales en los dos sentidos, levdgiro
(sentido contrario a las agujas del reloj) y dextrégiro (mismo sentido que las
agujas del reloj).

FIGURA 38: Espirales dureas en los girasoles y en las pifias

Galileo Galilei (1564 - 1642)

Terminamos la seccién con esta frase de Galileo que nos hace reflexio-
nar sobre la necesidad de mirar el mundo con ojos matematicos, viendo
las Matemadticas que hay en la belleza, para apreciar asi la belleza de las
propias Matematicas.

La Naturaleza estd escrita en ese gran libro que siempre estd delante de nues-
tros ojos, el Universo, pero que no podemos entender si no aprendemos pri-
mero el lenguaje y comprendemos los simbolos en los que estd escrito. El libro
estd escrito en lenguaje matemitico y los simbolos son tridngulos, circunfe-
rencias y otras figuras geométricas, sin cuya ayuda es imposible comprender
ni una palabra de él, sin lo cual se deambula en vano a través de un oscuro
laberinto.



44 PRISMA: UN PASEO ENTRE LAS MATEMATICAS Y LA REALIDAD

A modo de epilogo

La Geometria posee dos grandes tesoros: uno es el teorema de Pitigoras; el
otro, la division de una linea en media y extrema razén. El primero puede
compararse al oro, el sequndo a una joya.

Johannes Kepler (1571 - 1630)

En este capitulo hemos pretendido acercarnos un poco a esa joya de
la que nos hablaba el gran astrénomo y matemadtico aleman. Esperamos
haberlo conseguido.
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LOS PUENTES DE KONIGSBERG

En este capitulo, presentamos el Problema de los Puentes de Konigsberg
y analizamos la solucién que le dio el matematico Leonhard Euler en
1735, a partir de un proceso de modelizacién ideado por él mismo y que
dio lugar al nacimiento de dos ramas de las matematicas: la Teorfa de
Grafos y la Topologia.

1 INTRODUCCION

Una pregunta repetida que nos encontramos los matematicos en el de-
venir de nuestro quehacer diario es ;para qué sirven las Matematicas? De
hecho, esté totalmente constatado que cuando un profesor de Matemati-
cas de cualquier nivel (incluyendo el universitario) empieza a hablar a sus
alumnos de un tema nuevo, surge inevitablemente desde los pupitres la
clasica cuestion: profesor y esto, ;para qué sirve?

Responder esta pregunta en un contexto tan general es demasiado
complicado. Podemos simplificar y decir que las Matemaéticas (y, por tan-
to, los matematicos) sirven (servimos) para resolver problemas. Pero esta
respuesta, de nuevo, es muy general y ambigua, porque invita, a su vez,
a plantear nuevos interrogantes, por ejemplo, ;qué tipo de problemas se
resuelven? Y més, ;qué es, para los matemadticos, un problema?

El propésito de este capitulo es el de ilustrar, con un ejemplo concreto,
qué piensan los autores sobre cémo responder a las cuestiones anteriores
y conducir al lector (o, al menos intentarlo) a través de la historia que se
cuenta a encontrar sus propias respuestas.

Y, ;por qué hemos elegido precisamente el Problema de los Puentes de
Konigsberg para usarlo como ejemplo en un libro de divulgacién mate-
matica? En primer lugar, porque la historia de los Puentes de Kénigsberg
resulta muy fécil de leer y de entender por cualquier persona que, atin sin
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tener muchos conocimientos de Matematicas, tenga algo de interés por
leer algunos temas de esta disciplina, sin que ello le suponga un gran es-
fuerzo mental a la hora de captar el mensaje que se le esté transmitiendo.

Por otra parte, también se ha pretendido con la narracién de esta his-
toria, de una manera sencilla y amena, dar a conocer cémo la resolucién
de un problema aparentemente intrascendente, produjo el nacimiento de
dos ramas de las Matemaéticas que pudieran parecer alejadas en sus técni-
cas y objetivos, la Teoria de Grafos y la Topologia, Matemdtica Discreta y
Matematica Pura, respectivamente.

Y para finalizar, otro propésito que también nos anima es mostrar cual
es, en nuestra opinién, el trabajo de un matematico (por supuesto, apar-
te del de, como cualquier cientifico, saber transmitir sus conocimientos
y logros): hacer Matematicas. ;Y qué se entiende por esto tltimo? Pues,
basicamente, hacer Matematicas es sinénimo de resolver problemas, tan-
to aquellos propios como aquellos que le puedan llegar desde fuera, para
cuyo tratamiento son muy ttiles los razonamientos y planteamientos ma-
temadticos habituales.

En esta historia veremos cémo un matematico, Leonhard Euler, cuan-
do es requerido para resolver un problema de la vida real (el problema de
los Puentes de Konigsberg), aparentemente alejado de todo tipo de Mate-
maticas, procede en primer lugar a modelizarlo, es decir, a prescindir del
significado fisico real de los elementos del problema (zonas de la ciudad
y puentes en este caso, como se verd a continuacion), a crear una nueva
teoria matemaética adecuada a este modelo (la Teoria de Grafos, en este
caso), a resolver el problema segtn los fundamentos de esta teoria y, fi-
nalmente, a traducir la solucién obtenida (en grafos) a la situacién real
de partida. Podemos resumir su trabajo, nuestro trabajo, en el siguiente
esquema:

- —
_

Nueva
teoria
adaptada
al
modelo

Traduccioén al
mundo real

_

FIGURA 1: El trabajo de los matematicos.
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En este capitulo presentaremos el Problema de los Puentes de Konigs-
berg y analizaremos la ingeniosa solucion que le dio el matematico Euler
en 1735, como resultado de un proceso de modelizacién ideado por él mis-
mo, mediante la introduccién de una nueva teoria matematica, la Teoria de
Grafos, como base de esta resolucién.

Desde este momento, nos permitimos aconsejar al lector para que, a la
vez que se va narrando la historia, trate de ir averiguando por su cuenta
si existe el camino que se plantea, si la solucién, caso de existir, es tinica
0 Nno, si este problema es parecido a otros que pudieran ocurrirsele y, en
definitiva, si, en lugar de llegar a la posible solucién considerando todas
las posibilidades, es capaz de formular una estrategia que lleve a la misma
de una forma mads simple, rapida y 16gica a la vez. Es decir, en una palabra,
que él mismo intente ir haciendo Matematicas.

2 LA CIUDAD DE KONIGSBERG

La palabra “Konigsberg” significa en aleman “Colina real” (Konig =
rey y Berg = monte). La ciudad de Konigsberg (en algunos textos se escri-
be Koenigsberg o Konigsberg), actualmente llamada Kaliningrado, es una
ciudad portuaria de Europa Oriental, situada a orillas del Mar Béltico en
territorios de la Federacién Rusa y a unos 50 kilémetros de la frontera con
Polonia. Hasta mediados del siglo pasado, Kénigsberg pertenecia al im-
perio prusiano, estando situada al este del mismo y esta atravesada por el
rio Pregel, que en la actualidad se denomina Pregolya y que desagua en
el Lago del Vistula, comunicado a su vez con el Mar Béltico por el estre-
cho de Baltiysk. Es la capital de la provincia de Kaliningrado, que segin
Wikipedia (véase la referencia [6]) ocupa 13.612 km? y que tenfa en 2004
una poblacién de 968.200 habitantes. Dicha provincia se encuentra aislada
del resto del territorio ruso, con fronteras al norte con Lituania y al sur con
Polonia, ambos paises de la Unién Europea.

Konigsberg tiene su origen en una fortaleza del siglo XIII (aproximada-
mente hacia 1255) construida por el Rey Ottokar II de Bohemia. Su funcién
era ser el centro de la lucha para expulsar a los pueblos paganos bélticos
fuera de la Prusia histérica e instaurar el régimen germdnico cristiano. Fue
destruida en 1263 por los prusianos y, posteriormente, reedificada en 1268.
Mads tarde, Konigsberg entr6 a formar parte de la Liga Hansedtica en el si-
glo XIV, hacia 1365. Desde el siglo XVI al XVII alberg6 a los maestres de la
Orden Teuténica y a los Duques de Prusia.
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La ciudad sufri6 mucho durante la guerra de los siete afios, en la que la
ocuparon primero los rusos, en el siglo XVIII, tras la batalla de Frienland y
luego los franceses, en el siglo XIX. Durante todo ese tiempo y hasta 1945,
Konigsberg fue la capital de Prusia Oriental, habiendo también perteneci-
do al Imperio Alemén y al III Reich.

Durante las dos guerras mun-

e~ FnLAnDa v ' diales, Konigsberg fue duramente
AL 3 He’s.'"""» sroma  atacada y seriamente dafiada. Mu-
eoua ChOs de sus edificios histéricos fue-

uruana ron derrumbados por bombardeos.
s En 1946, en la Conferencia de Berlin,
POI‘./ZI?I;W& BIELORRUSIA la ciudad pasé a manos de la antigua
s FrogalpESLOVS okiev . URSS, que le cambi6 el nombre, un

* ESLOVAQUIA ~ . ..
o 7‘ iEnag R BIEsaa , yap on ATl después, por el de Kaliningrado,

o Tallin

CUDGIN, 5udapest chisinau™”  en honor de Mijail Kalinin. En ella
FIGURA 2: Situaci6n actual de Kénigsberg ~€Stuvo una de las principales bases

de submarinos nucleares de la extin-
ta Unién Soviética. Tras la independencia de Lituania en 1991, la regién
queda bajo soberania rusa, aunque separada del resto de Rusia, debido
a su importancia estratégica por ser el tnico puerto ruso del Mar Baltico
libre de hielo durante todo el afio.

La recientes reuniones entre la Unién Europea y la Federacién Rusa
han confirmado las discrepancias sobre el futuro de Kaliningrado. Su pro-
ximidad con la frontera polaca la convierte también en un importante en-
clave defensivo ante el proyecto de escudo nuclear planteado por los Es-
tados Unidos y la OTAN.

Entre sus principales construcciones se en-
cuentra la Universidad Albertina (hoy Univer-
sidad Estatal Immanuel Kant de Rusia), funda-
da en 1544 por el duque de Prusia, Alberto de
Brandenburgo. Esta universidad pronto se con-
virtié6 en un importante centro de estudios al
que asistia un gran niimero de estudiantes por
el espiritu de la reforma que predominaba en él.

FIGURA 3: Universidaden  En el siglo XVII, decay6 su importancia debido
Kaliningrado. a las largas guerras y a las continuas disputas
teoldgicas, aunque después, bajo la proteccion de los reyes prusianos, la
universidad alcanz6 un nuevo periodo de esplendor, sobre todo en tiem-
pos del filésofo nacido en la propia ciudad, Immanuel Kant.
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Otra gran construccién es la Catedral de
Konigsberg, iniciada en el afio 1325, de estilo
fundamentalmente gético alemén, en la que se
estuvo trabajando hasta mediados del siglo XVI.
Fue casi destruida en la Segunda Guerra Mun-
dial y restaurada a partir de 1990. En su interior
hay numerosas esculturas y pinturas del renaci-
miento flamenco, asi como la biblioteca Wallen-
rodt, donada en 1650 y que se encuentra en la
torre principal. FIGURA 4: La Catedral de

También caben destacar el palacio, obra de Kénigsberg.

Von Unfried, en el que fueron coronados los

principales reyes de Prusia, como Federico III, en 1701 y Guillermo I, en
1861 y la Iglesia de Cristo Salvador, la mayor de la provincia, situada cerca
de la plaza central de la ciudad, de estilo ruzo-bizantino, terminada en el
afio 2006.

Konigsberg tiene también un parque zoolégico fundado en 1896 donde
se pueden ver alrededor de 2300 animales.

FIGURA 5: La catedral y el rio.
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3 CIUDADANOS DESTACADOS NACIDOS EN KONIGSBERG

En la ciudad de Konigsberg nacieron tres de las personalidades cientifi-
cas y filoséficas mas importantes de los altimos tres siglos, contando con
el actual. En concreto y por orden cronolégico, el filésofo Immanuel Kant,
el fisico Gustav R. Kirchoff y el matemdtico David Hilbert vieron la luz
por primera vez en esta ciudad y pasaron en ella los primeros afios de sus
vidas. Ofrecemos a continuacién unas breves notas biogréficas.

Immanuel Kant (1724-1804), para muchos uno de
los més grandes fil6sofos de todos los tiempos y el
pensador mas influyente de la era moderna, naci6 en
Konigsberg en 1724. Tras realizar sus estudios prima-
rios, Kant ingres6 en la universidad, donde gustaba
del estudio de los autores clasicos. También se de-
dicé a estudiar Fisica y Matemaéticas. Sin embargo, la
muerte de su padre hizo que Kant tuviese que abando-
nar sus estudios y ganarse la vida como tutor privado.
FIGURA 6: Inmanuel BN 1755, reanudé sus estudios universitarios y obtu-

Kant vo el doctorado. Posteriormente, impartié clases en la
universidad y dio conferencias de Ciencias y Matema-
ticas, para llegar paulatinamente a disertar sobre casi todas las ramas de
la Filosofia. Durante este periodo, sus escritos y conferencias hicieron que
se ganara una gran reputacién como filésofo, aunque ello no bast6 para
que se le concediera una catedra, que no logré hasta 1770, cuando se le
designoé profesor de Léogica y Metafisica. En afios posteriores continué con
su labor docente, atrayendo un gran niimero de estudiantes a su ciudad
natal. Sus nada ortodoxas ensefianzas religiosas le crearon problemas con
el gobierno de Prusia, hasta el punto de que el rey, Federico Guillermo
II, le lleg6 a prohibir impartir clases sobre asuntos religiosos, orden que
Kant obedeci6 hasta la muerte del monarca. Ya una vez retirado, en 1798,
Kant publicé un epitome con sus ideas en materia religiosa. Sus princi-
pales obras son: “Los Fundamentos de la Metafisica de las Costumbres”, “La
Critica del Juicio” y “Primeros Principios Metafisicos de las Ciencias de la Na-
turaleza”. Kant muri6 el 12 de Febrero de 1804 en su ciudad natal, donde
habia pasado toda su vida.

Kirchoff (1824-1887), fisico aleman nacido en Konigsberg en 1824, era
hijo de un abogado. A los 18 afios entré en la universidad de su ciudad,
obtuvo el doctorado cinco afios después y recibié una beca para continuar



CAPITULO 3. LOS PUENTES DE KONIGSBERG 51

estudios de postgraduado en Paris, a donde no pudo viajar por la revo-
lucién de 1848. Fue profe sor en Berlin y también en las universidades de
Breslay y Heidelberg.

Entre sus descubrimientos cientificos mds impor-
tantes citamos la formulacién, en 1845, de sus leyes
relativas a las corrientes eléctricas en las redes de con-
ductores, sus aportaciones a la Fisica de las Radiacio-
nes, que le acreditan como creador del Analisis Espec-
tral y su contribucién al conocimiento de la constitu-
cién intima de la materia. En 1859 comunicé a la Aca-
demia de Berlin la presencia de sodio en el Sol, abrien-
do de esta forma un nuevo capitulo de la Fisica: la
Astrofisica. Ese mismo afio, estableci6 la ley que lleva
su nombre y que afirma que la relacién entre el poder

. . FIGURA 7: Gustav. R.
emisor y el absorbente es la misma para todos los cuer- Kirchoff
pos y sélo depende de la temperatura. En 1860 reali-
z6 unas investigaciones sobre las transformaciones del calor en energia
luminosa y, a partir de 1864, trabajé en diversas cuestiones de la Fisica, ta-
les como las descargas eléctricas oscilantes, la velocidad del sonido en los
tubos sonoros o las caracteristicas del éter (que entonces se creia existente).
Muri6 en 1887 en Berlin.

David Hilbert(1862-1943), eminente matemaético
alemén, nacié en Konigsberg el 23 de enero de 1862.
Estudi6 en el instituto y en la universidad de su ciu-
dad, doctorandose bajo la direccién del profesor Lin-
demann en 1885. Seguidamente, se incorporé al pro-
fesorado de dicha universidad en 1886, llegando a ob-
tener el titulo de catedrético. En 1895, reclamado por
Klein, consigui¢ la Catedra de Matematicas en la Uni-
versidad de Gottingen, donde continu6 toda su carre-
ra profesional. Hilbert trabajé muchas ramas de la Ma- ,

e . , . FIGURA 8: David
tematica Pura y Aplicada, como la Teoria de la Relati- Hilbert
vidad, la teoria de invariantes, el Andalisis Funcional
(son especialmente conocidos sus Espacios de Hilbert), las ecuaciones in-
tegrales y el clculo de variaciones, entre otras. Estos trabajos influyeron
de forma notable en la Geometria, aumentando su prestigio al participar
en el Segundo Congreso Internacional de Matemaéticos, celebrado en Paris
a finales del siglo XIX. En su intervencién, propuso sus 23 problemas abier-
tos, muchos de los cuales han sido resueltos abriendo nuevos campos en
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las Matematicas. Se retir6 en 1930, siendo nombrado ciudadano de honor
de la ciudad de Konigsberg. Murié en Gottingen, en 1943. Su lema fue:
“Nosotros debemos conocer, nosotros conoceremos”.

. EL PROBLEMA DE LOS PUENTES DE KONIGSBERG

Como ya se ha comentado, en el siglo XVII la
ciudad de Konigsberg estaba atravesada por el
rio Pregel (actualmente llamado Pregolya), que
se dividia en el Viejo y en el Nuevo Pregel. Este
rio formaba dos islas a su paso por la ciudad,
una de las cuales, la mas pequefia, se llamaba la
isla Kneiphof.

Para unir las cuatro partes de la ciudad se-
paradas por las geografia, existian siete puentes,
cuya situacién se detalla en la siguiente figura:

FIGURA 9: El rio Pregel.

FIGURA 10: Los Puentes de Kénigsberg.

Los nombres de estos puentes en alemdn, inglés y espafiol son los que
se recogen a continuacion:

1.- Kraemer /Shopkeeper/ Tendero
2.- Schmiede / Blacksmith / Herrero
3.- Holz / Wooden / Madera

4.- Honig / Honey / Miel

5.- Greune / Green/ Verde

6.- Koettel / Guts, Giblets / Despojos
7.- Hohe / High / Alto
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Cuenta la literatura que los domingos
por la mafiana y los dias de fiesta, los ha-
bitantes de la ciudad en sus paseos se en-
tretenian tratando de resolver el siguien-
te problema: ;Es posible recorrer todas las
zonas de la ciudad, atravesando todos los
puentes, una y sélo una vez cada uno de
ellos? Y en tal caso, se podria volver al

FIGURA 11: Kénigsberg en tiempos  punto de partida?
de Euler.

Mientras unos negaban la posibilidad

de hacerlo y otros dudaban, nadie sostenia

que fuese posible realmente. De hecho, es un dato histérico que un co-

mité de jévenes universitarios de la ciudad de viaje de estudios por Euro-

pa visitd, en 1735, a Leonhard Euler, matemdtico suizo nacido en Basilea
en 1707, para pedirle que resolviera el conflictivo problema.

5 SOLUCION DE EULER AL PROBLEMA DE LOS PUENTES DE
KONIGSBERG

Euler, una vez enterado del problema, se dedic6é por completo al estu-
dio del mismo, dando una solucién simple e ingeniosa, que servia también
para cualquier nimero de puentes.

Para empezar, Euler formul6 el problema de la siguiente manera:

En la ciudad de Koenigsberg, en Prusia, hay una isla A llamada Kneiphof, ro-
deada por los dos brazos del rio Pregel. Hay siete puentes a, b, c, d, e, f, , que
cruzan los dos brazos del rio. La cuestion consiste en determinar si una per-
sona puede realizar un paseo de tal forma que cruce cada uno de estos puentes
s6lo una vez... Se me ha informado que, mientras unos negaban la posibilidad
de hacerlo y otros lo dudaban, nadie sostenia que fuese posible realmente. EI
problema podria resolverse haciendo cuidadosamente una tabla de todos los
recorridos posibles asegurindose asi, por inspeccion, de cual de todos ellos, si
es que alguno hay, satisface lo requerido. Este método de solucién, sin embar-
g0, es demasiado tedioso y dificil a causa del gran niimero de combinaciones
posibles... Por tanto, lo descarté y traté de buscar otro que mostrase sélamente
si se puede descubrir un camino que satisfaga la condicion prescrita.
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A los pocos meses de habérsele sido planteado el problema, Euler pre-
senté un voluminoso informe a la Academia Rusa de San Petersburgo,
en el que afirmaba haber demostrado la imposibilidad de tal ruta. Pos-
teriormente, en 1736, publicé un articulo titulado “Solutio problematis ad
geometriam situs pertinentis” (véase la referencia [3]), en el que resolvia el
problema en el caso més general, obteniendo condiciones sobre la existen-
cia de soluciones para cualquier problema del mismo tipo. Este articulo es
considerado por varios autores como el nacimiento de la Teoria de Grafos,
utilizada actualmente en una gran cantidad de aplicaciones y también co-
mo una de las primeras manifestaciones de una “nueva Geometria” en la
que Gnicamente importa la posicién de los objetos y no sus medidas. Ya
Leibniz habia sido el primero en hablar de la “geometriam situs”, palabras
latinas que designaban a la geometria de la posicién y que actualmente se
traducen como Topologia.

No se sabe si Euler estuvo o no en Konigsberg. Lo méas problable es
que no, pero modeliz6 el problema mediante un dibujo de puntos (que
representaban las zonas de la ciudad) y una linea entre dos de esos puntos
por cada puente, si lo habia, que uniera las dos zonas representadas (es
decir, pint6 lo que conocemos hoy en dia por un grafo). Ademads, se dio
cuenta que para cruzar cada zona de la ciudad hay que entrar en ella por
un puente y salir por otro distinto. De ahi, dedujo en general que:

» Sienlaciudad hay mds de dos regiones a las que conducen un name-
ro impar de puentes, la ruta no es posible.

= Sisoélo hay dos regiones a las que llega un niimero impar de puentes,
la ruta se podra realizar, comenzando en una de esas regiones.

» Sino hay regiones a las que conduzcan un niimero impar de puentes,
la ruta pedida se podré realizar, comenzando en cualquier zona y
volviendo a ella.

Empleando un lenguaje més actual y propio de las Matematicas, la
solucién dada por Euler se podria enunciar asi:

La condicién necesaria y suficiente para que tal ruta exista es que el
nuimero de zonas de la ciudad a las que le llega un ntimero impar de
puentes sea 0 (en cuyo caso la ruta serd cerrada, es decir, comenzard y
acabara en la misma regién) 6 2 (en cuyo caso la ruta serd abierta, es
decir, comenzara en una regién y terminara en otra distinta).
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O, utilizando la terminologia de la Teoria de Grafos, alguno de cuyos
detalles se presentan en la siguiente seccion:

La condicién necesaria y suficiente para que un grafo pueda recorrerse
pasando por todas sus aristas (lineas) una y sélo una vez es que o bien
todos los vértices (puntos) tengan valencia (ntiimero de aristas que in-
ciden en un vértice) par (en cuyo caso la ruta serd cerrada) o bien sé6lo
haya dos vértices de valencia impar (en cuyo caso la ruta serd abierta),
comenzando en uno de tales vértices y terminando en el otro.

A tales rutas, caso de existir, se les llama por los especialistas recorridos
o caminos eulerianos, por razones obvias. Hay que indicar también que, en
realidad, Euler s6lo demostrd la condicién necesaria en su articulo de 1736,
quizéds porque, para él, la condicién suficiente era trivial. Esta condicién
suficiente tuvo que esperar casi siglo y medio para ser probada, lo que
hizo Carl E. Hierholzer, en 1873 (véase la referencia [5]).

Como anécdotas y antes de terminar esta seccién con una breve bio-
grafia de Leonhard Euler, decir que en 1875 los alemanes construyeron
un nuevo puente en la ciudad de Konisberg, situado més alld de la isla
de Kniephof, con lo cual ya si era posible realizar la ruta comentada, si
bien el camino era abierto. Ademas, s6lo cuatro de los puentes originales
de Konigsberg en 1735 sobrevivieron a la Segunda Guerra Mundial. Los
de Blacksmith y Guts fueron destruidos durante la guerra, los de Shop-
keeper y Green fueron reconstruidos por los rusos, que los sustituyeron
por la carretera de Leninsky Prospekt y el de Honey fue reconstruido por
los alemanes en 1935, por lo que sélo los puentes de Wooden y High se
conservan actualmente indemnes.

Leonhard Euler (1707-1783)

Leonhard Euler es uno de los més grandes cientificos de nuestra histo-
ria. Su obra se encuentra en todas los campos de las matematicas y también
en astronomia, 6ptica, actistica y mecénica. Era un hombre entrafiable, ani-
moso y alegre, que ademds, posefa una gran energia en su trabajo.

Euler naci6 el 15 de abril de 1707 en Basilea (Suiza). Su padre, pas-
tor calvinista, deseaba que su hijo siguiera sus pasos, por lo que Euler
inici6 estudios de Teologifa. Sin embargo, el mismo padre, que habia reci-
bido formacién matemaética de Jakob Bernoulli (1654-1705), reconocié en-
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seguida el talento de su hijo y abandoné su idea de convertirlo en cléri-
go. Asi, el joven Leonhard estudi6 en la Universidad de Basilea Teologia,
Lenguas Orientales, Medicina, Astronomia, Fisica y Matematicas, tenien-
do como profesor de esta tiltima disciplina a Johann Bernoulli (1667-1748).
A los 17 afios, Euler recibe una mencion honorifica de la Academia de las
Ciencias de Paris, por un trabajo sobre la mejor disposicién de los mastiles
de un barco. No serfa ésta la primera vez, ya que Euler consiguié en doce
ocasiones dicha mencién.

En 1727, fue invitado por la emperatriz Catalina I
para que ocupara un puesto en la Academia de San Pe-
tersburgo (hoy Leningrado), donde ya trabajaban sus
amigos, los hermanos Daniel y Nikolaus Bernoulli, co-
mo profesores de Matematicas. Durante el viaje, Euler
se entera de la muerte de Nikolaus por lo que a poco
de llegar, estuvo a punto de volverse, aunque final-
mente no lo hizo. En 1730 ocupa la Catedra de Filo-
soffa Natural y en 1733 sucede a su amigo Daniel, que

FIGURA 12: . 5
Leonhard Fuler ~ @bandona Rusia para hacerse cargo de una Catedra de

Matematicas en Basilea.

Leonhard se casa con Catherine Gsell y llega a tener trece hijos, aunque
no todos sobrevivieron a la infancia. De hecho, se decia de él que “Euler
producia memorias en la media hora, entre la primera y segunda llamadas
a comer” o que “componia a menudo sus memorias con un bebé en su
regazo mientras que los niflos mayores jugaban a su alrededor”.

Euler publica incesantemente en la revista de la Academia. Fue el ini-
ciador del Anélisis Matematico y de la Geometria Analitica de tres dimen-
siones y hacia calculos sin ningtn esfuerzo aparente. Aplicé también el
célculo matemaético a la Astronomia, llegando a resolver un problema as-
tronémico en sélo tres dias, cuando en opinién de los astrénomos se hu-
biesen necesitado varios meses para hacerlo. No obstante, forzé tanto la
vista en resolver ese problema que sufrié la pérdida de la visiéon de un ojo
a los 30 afios (hecho que le haria ganarse el apodo de ciclope) y sufri6 de
ceguera casi total durante los tltimos 17 afios de su vida. En 1741, recibe
otra invitacién, esta vez de Federico el Grande de Prusia, para incorporar-
se a la Academia de Berlin, en donde pasa 25 afios. Cuando sus relaciones
con el rey se deterioran, acepta en 1766 un nuevo ofrecimiento de Catalina
la Grande y vuelve a Rusia.

Euler es considerado una de los autores méas prolificos de la historia.
A lo largo de su vida publicé mds de 500 libros y articulos. Afiadiendo su
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obra péstuma, se alcanza la cifra de 886 trabajos. Contribuy¢6 al avance de
la ciencia, introduciendo y popularizando algunas notaciones en Matema-
ticas: utiliz6 la letra “e” para indicar la base del logaritmo neperiano, la
letra griega “pi” para designar la razén entre la longitud de la circunfe-
rencia y su didmetro, y la letra “i” para designar la unidad imaginaria.

También en Geometria encontramos huellas de Euler. Utiliz6 las le-
tras mintdsculas “a, b, ¢” para los lados de un tridngulo y las maytsculas
para los vértices y dngulos “A, B, C” opuestos a cada uno de los lados.
Llamo6 “R, 1, s”, respectivamente, a los radios de la circunferencia circuns-
crita, inscrita y al semiperimetro del tridngulo. Demostr6 que el ortocentro
(punto donde se cortan las alturas de un tridangulo), el baricentro (punto
donde se cortan las medianas) y el circuncentro (punto donde se cortan las
mediatrices), estdn alineados, formando la llamada Recta de Euler.

Entre sus obras cldsicas mas famosas se encuentran (con el titulo ya
traducido, ya que Euler escribi6 estas obras en latin) “Introduccion al andli-
sis de los infinitésimos”, en 1748, “Instituciones de cilculo diferencial”, en 1755
e “Instituciones de cilculo integral”, en 1768. Leonhard muere finalmente en
San Petersburgo el 7 de septiembre de 1783, habiendo continuado traba-
jando hasta el altimo dia de su vida.

6 LOS PUENTES DE KONIGSBERG Y LA TEORIA DE GRAFOS

De lo visto anteriormente puede colegirse que la resolucién por Euler
del problema de los puentes de Kénigsberg constituye un claro ejemplo de
un proceso de modelizacién. En primer lugar, Euler reemplazé el mapa de
la ciudad por un simple diagrama de puntos (que denot6 con las letras A, B,
Cy Dy que representaban las zonas de la ciudad) y aristas entre ellos (que
representaban los siete puentes). Este diagrama constituye el germen de
lo que posteriormente se conoceria como grafo, razén por la cual muchos
autores consideran a Euler como el “padre”i” de la Teorfa de Grafos.

Bésicamente, un grafo consiste en un conjunto finito de vértices (pun-
tos) y un conjunto finito de aristas (lineas) entre ellos. En versién actualiza-
da, el diagrama de Euler podria contemplarse ahora tal y como se observa
en la siguiente figura:

En un grafo, dos vértices se dicen adyacentes si ambos son extremos de
una arista. Toda arista es incidente con sus vértices extremos y dos aristas
se dicen incidentes si ambas comparten un vértice comtn. Se denomina
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FIGURA 13: El grafo de Konigsberg.

valencia (o grado) de un vértice al ntiimero de vértices adyacentes con él
o bien al nimero de aristas incidentes con él. Por convenio, un vértice
no se considera adyacente consigo mismo y los vértices de valencia 0 se
denominan vértices aislados.

Relativo a los problemas de incidencia y adyacencia, tiene especial im-
portancia el denominado Lema del Apreton de Manos (Handshake Lemmay),
segun el cual en todo grafo el niimero de vértices con valencia impar es
par.

Un camino en un grafo es una sucesién consecutiva de vértices y aristas
del grafo, comenzando por un vértice, del tipo v1, €1, v2, €2,v3, ..., v,—1, €,
de tal manera que cada arista e; una los vértices v;_1 y v;.

Veamos coémo a partir tiinicamente de estos dos conceptos bésicos, el
problema de los Puentes de Konigsberg puede ser reformulado usando
terminologia de la Teoria de Grafos:

EL PROBLEMA DE LOS PUENTES DE KONIGSBERG
EN LENGUAJE DE TEORIA DE GRAFOS

El objeto del problema es encontrar un camino (no ne-
cesariamente cerrado) sobre un grafo que contenga ca-
da arista del grafo una y s6lo una vez.

En Teoria de Grafos, un camino de este tipo se denomina, como ya se
ha comentado més arriba, camino euleriano y Euler probé entonces que el
grafo de Konigsberg no posee un camino euleriano cerrado.

Sin embargo, al construirse el nuevo puente de 1875, el grafo corres-
pondiente cambi6:

Obsérvese que ahora hay dos vértices de valencia par (B y C) y dos con
valencia impar (D con 3 y A con 5). Por tanto, ya si es posible el recorrido,
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FIGURA 14: El nuevo grafo de Konigsberg.

siendo estos dos vértices de valencia impar los vértices inicial y final del
mismo. Ademds, el camino es abierto, pues se empieza en un punto y se
termina en otro distinto. Un posible camino seria, por ejemplo: DCBDA-
CABA.

La Teoria de Grafos también permite la resolucién de problemas rela-
tivos a campos tan separados como puedan ser la lingiiistica, la investi-
gacion operativa, la electricidad, la genética, la sociologia, etc. Para una
visién mas general de los aspectos basicos de esta teoria, el lector puede
consultar los libros de Bollobas (ver la referencia [2]) o de Harary (ver la
referencia [4]).

Un problema relacionado con el de los Puentes de Konigsberg:
El problema de dibujar una figura sin levantar el lapiz del papel
y sin pasar dos veces por una misma linea

El concepto de camino euleriano en un grafo, definido anteriormente,
permite dar una interpretaciéon geométrica intuitiva y simple de los gra-
fos eulerianos como aquellos grafos que se pueden dibujar sin levantar el
lapiz del papel y sin pasar dos veces por la misma arista, permitiéndose
sin embargo pasar dos veces por el mismo vértice. En particular, se tienen
las siguientes afirmaciones:

» Todo grafo que no tenga vértices de valencia impar se puede dibujar
sin levantar el ldpiz del papel y sin pasar dos veces por la misma
arista. Mas concretamente, se puede dibujar empezando desde cual-
quier vértice y el dibujo serd cerrado, es decir, que terminara en el
mismo vértice donde empezé.
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= Siun grafo tiene exactamente dos vértices de valencia impar, enton-
ces se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel y sin pasar dos
veces por la misma arista, pero en este caso hay que empezar siem-
pre en uno de esos dos vértices y terminar en el otro. Este es el caso
que se da cuando se afiade un puente mds al problema original de
los Puentes de Konigsberg.

= Siun grafo tiene 4 6 més vértices de valencia impar, entonces no se
puede dibujar sin levantar el 1apiz del papel y sin pasar dos veces por
la misma arista. Este es el caso del problema original de los Puentes
de Konigsberg.

Finalmente, como ejercicio de aplicacién practica de estas sencillas re-
glas, proponemos al lector que estudie (y dibuje, en su caso) la posibilidad
de dibujar las dos siguientes figuras (la letra hache maytscula y el sobre
de una carta), sin levantar el lapiz del papel y sin pasar dos veces por la
misma arista:

FIGURA 15: ;Se pueden dibujar sin levantar el 1dpiz del papel y sin pasar dos veces por la
misma linea?
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ENLOSADOS Y PAVIMENTACIONES

En este capitulo vamos a tratar el problema de pavimentar un suelo
plano con baldosas que tengan forma de poligonos regulares del mismo
lado, bien de forma que coincidan en cada vértice el mismo ntimero de
poligonos de cada tipo y en el mismo orden, lo que se denomina una pa-
vimentacién regular, o bien de manera que no coincidan en cada vértice
el mismo ntimero de poligonos de cada tipo ni en el mismo orden, lo que

se denomina una pavimentacién no regular.

1 INTRODUCCION

(Has reparado en alguna ocasién, estimado lector, en la cantidad de
suelos diferentes que existen? ; Te has fijado en que en la mayoria de ellos
las losetas son o bien rectangulares o bien cuadradas, pero todas iguales?
Sin embargo, ¢no has observado que existen también muchos otros tipos
de losetas? Pues bien, en este capitulo vamos a ocuparnos de los suelos,
vamos a tratar de explicar por qué ocurre lo que te acabamos de comen-
tar, y qué otros tipos diferentes de suelos se podria uno encontrar. Y todo
ello lo vamos a hacer con ayuda de la Geometria. Si, no te asustes, veras
como todo lo que sigue estd al alcance de cualquiera. Vamos a comenzar
aclarando con precisién algunos de los conceptos que utilizaremos. En el
Diccionario de la Real Academia de la Lengua Espafiola (DRAE), podemos
encontrar las siguientes palabras:

Enlosado: 1. m. Suelo cubierto de losas.

Losa: 1. f. Piedra llana y de poco grueso, casi siempre labrada, que
sirve para solar y otros usos.

Loseta: 1. f. baldosa.
Pavimentacién: 1. f. Accién y efecto de pavimentar.

Pavimento: 1. m. suelo (superficie artificial).
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Pero bueno, en cualquier caso, tampoco tenemos por qué complicarnos
la vida. En lo que sigue, utilizaremos indistintamente las palabras enlosado
y pavimentacién como sinénimos. Ahora, una vez aclarado esto, vamos a
recordar algunos conceptos de Geometria Elemental, normalmente muy
conocidos pero que también resultan indispensables para entender ade-
cuadamente el contenido de lo que sigue.

Recordamos en primer lugar la nocién de poligono. Un poligono (del
griego “polys”: varios, muchos, y “géno”: &ngulo) es una figura geométri-
ca plana limitada por tres o maés lineas rectas que se cortan dos a dos en
unos puntos llamados vértices. Los segmentos de tales rectas entre cada
pareja de vértices se denominan lados del poligono.

Es importante notar que en un poligono, a cada vértice le corresponde
un dngulo interior definido por los dos lados que convergen en éL.

FIGURA 1: Angulo interior

Entre los poligonos, merecen especial atencién los denominados poligo-
nos regulares. Un poligono regular es un poligono en el que todos los lados
tienen la misma longitud y todos los angulos interiores son de la misma
medida. Algunos ejemplos de poligonos regulares son los siguientes:

FIGURA 2: Tridngulo equilétero, cuadrado y pentdgono

Los tres primeros poligonos regulares tienen, respectivamente, 3, 4y 5
lados y se conocen como tridngulo equilatero, cuadrado y pentagono.

®00®

FIGURA 3: hexagono, heptdgono, octégono y enedgono
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En la figura 3 pueden observarse los poligonos regulares de 6, 7, 8 y
9 lados. Sus nombres son: hexdgono, heptagono, octégono y enedgono.
Cabe destacar que el tridngulo equildtero, el cuadrado y el hexagono son
los poligonos regulares mas utilizados en el disefio de pavimentaciones
regulares.

FIGURA 4: decdgono, undecdgono y dodecagono

En la figura anterior se muestran los siguientes poligonos regulares:
decagono, undecagono y dodecdgono. Estos poligonos tienen, respectiva-
mente, 10, 11 y 12 lados.

En Geometria se demuestra (generalmente por induccién) el siguiente
resultado:

La suma de todos los angulos interiores de un
poligono es 180(n — 2), siendo n el ndmero de lados
del poligono.

Este resultado trae como consecuencia éste otro, referido al valor del
angulo interior de un poligono regular:

El &ngulo interior de un poligono regular de n lados
180 (n—2)

es

En lo que sigue, denotaremos por ¢,, al angulo del poligono regular de
n lados. De acuerdo entonces con el resultado anterior se tienen:

¢3 = 602 ps = 90° ¢5 = 1082
s = 1202 7 = 128,572 g = 1352
dg = 140° 9= 144° $11 = 164,452
$12 = 1502 @3 = 152,312 ¢4 = 154,289
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Por otra parte, también haremos uso en este capitulo del siguiente re-
sultado, muy conocido en Geometria Elemental:

RESULTADO 3

En cada vértice de un poligono regular, la suma de los
angulos que concurren en él (el interior y el de fuera)
es de 360°.

2 PAVIMENTACIONES REGULARES

Recordamos que, tal como se indicé en la Introduccién, una pavimen-
tacion se dice regular si las baldosas son todos poligonos regulares del
mismo lado, de forma que coincidan en cada vértice el mismo namero de
poligonos de cada tipo y en el mismo orden.

Entre estas pavimentaciones pueden distinguirse las tres siguientes,
seguin estén formadas por un solo tipo de poligono, dos o tres poligonos
regulares diferentes.

Pavimentaciones regulares formadas por un tnico tipo de
poligono regular

Comencemos por el caso mds sencillo, el de las pavimentaciones re-
gulares del suelo en las que todas las baldosas sean poligonos regulares
iguales entre si.

Esta condicién exige que el angulo ¢,, sea un divisor de 360, lo que s6lo
es cierto entonces para tres tipos de poligonos regulares: los tridngulos
equiléteros (¢3 = 60), los cuadrados (¢4 = 90) y los hexdgonos regulares
(6 = 120).

Por tanto, se obtienen de esta forma los siguientes tres tipos de enlo-
sados: aquéllos en los que en cada vértice o bien concurren seis tridngulos
equilateros (360 : 60 = 6), lo que esquemaéticamente representaremos por
(3-3-3-3-3-3), o bien cuatro cuadrados (360 : 90 = 4), lo que esquemati-
camente representaremos por (4-4-4-4), o bien, finalmente, tres hexdgonos
regulares (360 : 120 = 3), que vendra representado por (6-6-6). Si nos
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fijamos bien en el suelo que pisamos, probablemente observaremos enlo-
sados de estos tres tipos, siendo la cuadricula (4-4-4-4) la mds frecuente de
encontrar.

FIGURA 5: (3-3-3-3-3-3)

FIGURA 6: (4-4-4-4)

FIGURA 7: (6-6-6)

Pavimentaciones regulares formadas por dos tipos de poligonos
regulares distintos

También podemos encontrar pavimentaciones formadas por dos tipos
de poligonos regulares distintos. Al respecto, existen cuatro posibilidades.
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= Formadas por tridngulos equilateros y por cuadrados.

En este caso, s6lo pueden darse dos configuraciones distintas, for-
madas ambas por 3 tridngulos y 2 cuadrados , que representaremos
por (3-3-3-4-4) y (3-3-4-3-4), respectivamente. Esto es debido a que
3 x 60 4 2 x 90 = 360. Obsérvese coémo cambia la configuracién al
alterarse el orden de los poligonos.

FIGURA 8: (3-3-3-4-4) FIGURA 9: (3-3-4-3-4)

» Formadas por tridngulos equildteros y por hexdgonos regulares.

En este caso, también hay s6lo dos posibles configuraciones distintas
que representaremos por (3-3-3-3-6) y (3-6-3-6), respectivamente.

Esto es debido a que, en la primera, 3 x 60 4+ 1 x 120 = 360, y en la
segunda, a que 2 x 60 + 2 x 120 = 360.
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FIGURA 10: (3-3-3-3-6) FIGURA 11: (3-6-3-6)

= Formadas por cuadrados y por octégonos regulares.

En este caso, s6lo hay una tinica pavimentacién posible, la (8-8-4),
debido a que ¢4 = 90 = 45 x 2y ¢g = 135 = 45 x 3, y por tanto,
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1 x 90+ 2 x 135 = 360. Nétese que esta pavimentacion es la tinica en
la que aparecen octégonos regulares.

FIGURA 12: (8-8-4)

» Formadas por tridngulos equildteros y dodecadgonos regulares.

En este caso, hay también una tinica pavimentacion posible, la (12-
12-3), ya que ¢3 = 60 y ¢12 = 150, con lo que se podrian completar
los 3602 segtin 1502 + 1502 + 602. La configuracion seria entonces la
(12-12-3).

FIGURA 13: (12-12-3)

. Pavimentaciones regulares formadas por tres tipos de poligonos
regulares distintos

Otro caso més interesante, si cabe, que el anterior, es el que constitu-
yen las pavimentaciones formadas por tres tipos distintos de poligonos
regulares. Entre ellas, las dos tinicas posibles son:
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= Formadas por dodecdgonos regulares, hexagonos regulares y cua-
drados.

En este caso, s6lo hay una tinica pavimentacién posible, la (12-6-4).
Esto es debido a que ¢12 = 150, ¢g = 120 y ¢4 = 90. Entonces, 150 +
120 + 90 = 360.
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FIGURA 14: (12-6-4)

= Formadas por hexdgonos regulares, cuadrados y tridngulos equilé-
teros.

En este caso, también hay una tinica pavimentacién posible, la (6-4-
3-4), ya que como ¢¢ = 120, ¢4 = 90y ¢3 = 60, se tiene que 1 x 120 +
2 x 90+ 1 x 60 = 360.

FIGURA 15: (6-4-3-4)

Como curiosidades al respecto podriamos indicar que estos ultimos
enlosados son los mds bonitos desde un punto de vista mds geométrico
que estético, si bien son los menos vistos. ;Cudl es la razén de que éstos
sean bastante menos frecuentes que los ya citados en primer lugar? Pues,
posiblemente que para el fabricante de baldosas lo mds econémico sea
hacer todas las baldosas iguales.
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Otra pregunta que podriamos hacernos es la siguiente: ;por qué en to-
das estas tltimas pavimentaciones aparecen dodecdgonos regulares, oct6-
gonos regulares, hexdgonos regulares, cuadrados y tridngulos equilédteros
y no otros poligonos regulares?

La respuesta es la siguiente y ya se esboz6 al principio del capitulo.
Estos cuatro tipos de poligonos regulares son los tinicos cuyos angulos
internos, 1502 para el dodecagono, 1202 para el hexagono, 902 para el cua-
drado y 60° para el tridngulo equildtero, son mdultiplos de 30°. Bastaria
reunir 12 veces este dngulo de 30° para conseguir que 12 x 30 = 360. Esto
s6lo puede hacerse con los poligonos regulares antes citados.

Para terminar esta seccién, nos podriamos preguntar si serian posibles
enlosados con 4 tipos de baldosas distintas. Como vamos a ver a continua-
cion, la respuesta a esta pregunta es negativa.

En efecto, si en cada vértice del enlosado concurriesen cuatro poligo-
nos regulares distintos, en el caso en que éstos tuvieran el menor niimero
de lados posibles para que la suma de los d&ngulos fuera la menor posible,
tendrian que ser un tridngulo equildtero, un cuadrado, un pentagono re-
gular y un hexdgono regular. Sin embargo, en este caso, se tendria ¢3 +
¢4+ ¢5 + ¢ = 60 + 90 + 108 + 120 = 378, que es una cantidad superior a
la permitida, 360.

Por tanto, como consecuencia de todo lo visto anteriormente, puede
destacarse el siguiente:

RESULTADO 4

Solo existen 11 posibles pavimentaciones regulares
formadas todas ellas por uno, dos o tres tipos de
poligonos regulares.

3 PAVIMENTACIONES NO REGULARES

No obstante, si se omite la exigencia de que tengan que concurrir el
mismo ntimero de baldosas iguales en cada vértice de la pavimentacion,
es decir, si se consideran pavimentaciones 1o regulares, entonces si existen
otras pavimentaciones distintas a las once anteriormente consideradas.
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La primera de ellas estd formada por tridngulos equilateros y cuadra-
dos. En ella tenemos vértices en los que s6lo concurren tridngulos y en los
que inciden tanto cuadrados como triangulos.

En la segunda figura tenemos los siguientes poligonos regulares: tridn-
gulos equilateros, cuadrados y dodecdgonos. En este caso, tenemos tres
tipos distintos de vértices: aquéllos en los que concurren sélo tridngulos,
tridngulos y cuadrados, y tridngulos, cuadrados y dodecagonos.

La tercera figura responde a una configuracién formada por tridngu-
los, cuadrados y hexagonos. En ella encontramos dos tipos de vértices:
aquéllos en los que concurren tridngulos y cuadrados, y en los que concu-
rren cuadrados, tridngulos y hexagonos.
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En esta tltima figura tenemos los siguientes poligonos regulares: tridn-
gulos equildteros, cuadrados, hexdgonos, y dodecdgonos. Nos encontra-
mos con vértices donde concurren triangulos, cuadrados y hexagonos; y
otros en los que concurren cuadrados, hexagonos y dodecagonos.

4 EJEMPLOS DE ESTOS ENLOSADOS EN LA VIDA REAL

Artistas, escultores, arquitectos y constructores de todos los tiempos
han utilizado figuras geométricas en sus trabajos. Para algunos artistas
que trabajaban en construcciones arquitecténicas, la representacion de fi-
guras humanas o animales estaba prohibida, por lo que se vefan obligados
a utilizar formas geométricas para decorar los edificios.

En esta seccién mostraremos algunas imédgenes que se han obtenido
de la vida real. Veremos cémo todas ellas se corresponden con algunas de
las pavimentaciones que se han mostrado en las secciones anteriores y se
propone al lector que encuentre més ejemplos.

Estos son ejemplos de pavimentacién (6-6-6):
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En la siguiente figura mostramos imédgenes de un comercio y del suelo
del Paseo Sagasta en Zaragoza.

Estas imdgenes son ejemplos de la pavimentacion (8-8-4).

Finalmente, mostramos una fotografia correspondiente al interior de
la Facultad de Matematicas de la Universidad de Sevilla donde tenemos
un ejemplo de la pavimentacion (4-4-4-4).

-y
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LA MAGIA DEL ALGEBRA

En el desarrollo del Algebra clésica, como conjunto de métodos de reso-
lucién de diversos tipos de ecuaciones, han existido momentos estelares
importantes, de los que daremos algunas simples pinceladas. Sefialare-
mos lo que de misterio y magia ha tenido a lo largo de los tiempos, sin
sorprendernos de que resolver una ecuacién sea como resolver un miste-
rio o incégnita. Como ocurre en la vida misma, y en estos casos también,
han aparecido situaciones o personajes propios de la Mafia, mas que de
la Magia.

1 ECUACIONES DE PRIMER GRADO

En primer lugar, el origen de la resolucién de ecuaciones estd en el
planteamiento de diversos problemas practicos derivados de las medicio-
nes agricolas, el intercambio comercial, el reparto de cantidades, la posi-
cién de los astros, etc.

Las grandes culturas antiguas, babilonias, egipcias, o chinas, del se-
gundo milenio antes de Cristo nos han transmitido sus conocimientos en
la resolucién de algunos de aquellos problemas, usando sencillas ecuacio-
nes de primer y segundo grado.

FIGURA 1: La tablilla Plimpton 322
que se conserva en la Universidad de
Columbia, del afio 1800 a.C. con la
primera relacién de ternas pitagoéri-
cas de la que se tenga conocimiento.
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El siguiente problema aparece planteado y resuelto en el papiro de
Rhind, del 1650 a.C. En términos actuales el problema se podria enunciar
asi: “Repartir una herencia de 24 monedas entre dos hermanos, sabiendo
que el hermano pequefio debe recibir la séptima parte de lo que recibe el
hermano mayor”.

En notacién actual el problema seria resolver la ecuacién

x

La solucién se buscaba por el método de la “posicién o solucién falsa”,
consistente en ensayar con un valor aproximado e irse acercando gradual-
mente al valor exacto. En este caso, podriamos ensayar, por ejemplo, con
el valor = 7, que sustituido en la ecuacién produce 7 + 7/7 = 8. Como
el cociente entre el término de partida 24 y el obtenido 8 es 3, entonces
la solucién exacta se obtiene aplicando este factor de proporcionalidad al
valor inicial, es decir que la solucién es 7 x 3 = 21.

H. Rhind, anticuario escocés compré en
1858 este papiro, copiado por el escriba
Ahmés a mitad del siglo XVII a.C. de un pa-
piro anterior desconocido, conteniendo 85
problemas, con la finalidad de ensefiar dis-
tintas técnicas de resolucién a futuros escri-
bas. Comienza la portada del papiro con al-
go de magia y de misterio: “Cuidadoso cdlcu-
lo para penetrar en las cosas, en el conocimiento
de todas las cosas que existen, misterios... todos
los secretos”.

PROBLEMA 34 DEL PAPIRO DE RHIND

Una cantidad, un medio de ella y un cuarto de ella,
afiadidas juntas son 10, ;cuél es la cantidad?

PROBLEMA 40 DEL PAPIRO DE RHIND

Dividir 100 panes entre 5 hombres de tal forma que
las partes estén en progresion aritmética (es decir, se
diferencien en una misma cantidad) y que la séptima
parte de la suma de las tres mayores coincida con la
suma de las dos mds pequefias.
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En este caso se trata de un problema algebraico con dos ecuaciones y
dos incognitas.

La matematica griega mas centrada en la geometria no generé muchos
avances en estos problemas algebraicos, quizds con la tinica excepcién de
Diofanto (250 d.C.), cuyo atribuido epitafio ya era un problema algebraico.

EPITAFIO DE DIOFANTO

Transetinte, ésta es la tumba de Diofanto: es él quien
con esta sorprendente distribucién te dice el ntimero
de afios que vivié. Su juventud ocupé su sexta par-
te, después durante la doceava parte su mejilla se cu-
brié con el primer vello. Pasé atiin una séptima parte
de su vida antes de tomar esposa y, cinco afios des-
pués, tuvo un precioso nifio que, una vez alcanza-
da la mitad de la edad de su padre, perecié de una
muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirla,
llordndole durante cuatro afios. De todo esto, deduce
su edad.

Solucién. Traducido a lenguaje matemaético, si = es la edad de Diofanto
en anos, el epitafio se escribe asf:

T x x x
S+ 445+ +d=2

6 12 7 2
o bien, . . - 5
i
ERE R I TR S ™
es decir,
T =84
MAGIA

Con el lenguaje de las ecuaciones de primer grado ya se tiene suficiente
bagaje para hacer magia. Vamos a ensefiar a hacer un juego de adivinacién
de una carta. Se toma una baraja espafola de 48 cartas y se le quitan las
figuras (sotas, caballos y reyes), con lo que las 36 cartas restantes son todas



78 PRISMA: UN PASEO ENTRE LAS MATEMATICASY LA REALIDAD

las numeradas del 1 al 9. Se dice a un espectador que elija una de las cartas,
sin mostrdrsela al mago, que elige otra, un 6, sin mostrarla a nadie. Ambos
tienen, por tanto, una carta que el otro desconoce. El truco estd en que el
espectador encuentre inesperadamente las dos cartas.

Ambos depositan las dos cartas elegidas, boca abajo, en la mesa, la del
espectador a la izquierda y la del mago a la derecha. Se ordena al especta-
dor a hacer unas cuentas mentales muy sencillas (sumar, restar y multipli-
car) que el mago le va diciendo sucesivamente:

1.- Sumarle dos al ntimero de su carta.

2.- Al resultado multiplicarlo por cinco.

3.- Al nuevo resultado restarle siete.

4.- Al nuevo resultado multiplicarlo por dos.

Ahora el mago pide al espectador escribir el ntiimero final obtenido
encima de la dos cartas: la decena sobre la carta del espectador y la unidad
sobre la del mago. A continuacién se pide al espectador que descubra las
cartas y el resultado sorprenderd a los presentes: el nimero obtenido tras
las operaciones coincidird con los nimeros de las cartas descubiertas.

FIGURA 2: Momento final del truco, mostrando las cartas, en este caso 56.
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