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QUESTIONS NOUVELLES D’ARITHMETIQUE SUPERIEURE
PROPOSEES PAR M. EDOUARD LUCAS;

(Voir »* série, t XV, p. 83

Par M. MORET-BLANC.

1. Déterminer le dernier chiffre du ni*m terme de
la série de Lamé donnée par la loi de récurrence

Uppo = Upyq + U,

et les conditions initiales uy= o, u,=1.

Les derniers chiflves forment néeessairement une pé-
riode, qui recommencera lorsque les derniers chiffres de
deux termes consécutifs redeviendront les mémes. For-
mons cette période:
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On voit que

o termine les termes de rang 6om -+ (1, 16, 31, 46),

1 » 6om + (2, 3,9, 20, 23, 29, 42, 60).
) » 6om - (4, 37, 53, 58),

3 » Gom + (3, 8, 14, 27, 45, 47, 48, 54).
1 » 6om -+ (10, 13, 19, 52),

5 » 6om + (6, 11, 21, 26, 36, 41, 51, 56),
6 » 6om + (22, 40, 43, 49).

» 6om + (13, 17, 18, 24, 35, 38, 44, 47),
6om + (7, 23, 28, 34),
6om + (12, 30, 32, 33, 39, 50, 53, 59);

< XLl

m peut étre o.
Au moven de ce tableau, lc reste de la division de
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par 6o fera conmaitre le dernier chifire du n'*™ terme
de la série oude u,,_,.

On peut remarquer que les chiflres qui terminent les
3o derniers termes de la période sont les compléments
a 10 de ceux qui terminent les 30 premiers.

Il y a 4 termes terminés par chacun des chiffres pairs
et 8 terminés par chacun des chifires impairs.

9. Formuler les restes obtenus dans la recherche du
plus grand commun diviseur de deux termes donnés de
la série, up et uq, en fonction des rangs p et q.

Remarquons : 1° que, si I'on prolonge la série vers la
gauche en donnant aux termes des indices négatifs, on
aura

U_p=F Uy,

suivant que n est pair ou impair; 2° que, si 'on prend
les termes de m en m, et que 'on désigne par ¢ les termes
de la série ainsi formée, on aura, quel que soit le point
de départ,

(1) Cnre = Ay IF Cny

suivant que m cst pair ou impair, avee

It?ln
A = —
Itlll

N

nombre toujours entier.

Cela posé, proposons-nous de trouver les restes ob-
tenus dans la recherche du plus grand commun diviseur
de up et u,. Soient, pour fixer les idées, ¢ >p et
¢ — p = m, ctsupposons qu’on prenne les quotients par
exces si m est pair, et par défaul si m est impair, de ma-
niére a avoir toujours un reste moindre que la moitié du
diviseur.
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Les restes successifs seront, d’aprés la formule (1),

Up—my Up_amy Up_3m) --+»

jusqu’a ce que l'on passe d’un indice positif & un indice
négatif. Soient p’ le plus petit, ¢’ le plus grand des deux
indices en valeur absolue, et ¢'— p'=m'; on aura en-
suite

Uptmty Upl_om!y -y

et ainsi de suite. En d’autres termes, les restes seront des
termes de la série ayant pour indices les restes qu'on
obtiendrait si, dans la recherche du plus grand commun
diviseur entre p et m, on faisait les divisions par sous-
tractions successives. A

Les restes sont ainsi exprimés en termes de la série
dont les indices sont fonctions de p et g. Nous verrons
plus loin 'expression d’un terme de la série en fonction
de son indice.

3. Traiter les mémes questions pour la série

donrées par la loi de récurrence
Upig==2Uppy~+ Up,

et généralement pour les séries récurrentes du premier
genre données par la loi

Upys ™= AUy + DU,

dans laquelle a et b désignent des nombres premiers
entre eux.

La période des derniers chifives se forme de la méme
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maniére; clle est, pour la premiére série,

~ .
0? l! '2} ')7 ’)‘7 f)? O’ 9’ 87 PR 8,’ l;

o termine les termes de rang 12m + (1, 7).

1 » 12m —+ (2, 12),
2 » t2m—+ (3,5),
5 » 12m+ (4, 10).
8 » 12m + (9, 11),
9 » 1am + (6, 8).

Aucun terme n’est terminé par 3, 4, 3, 6.

Les formules qui expriment les restes obtenus dans la
recherche du plus grand commun diviscur de up et u,
en termes de la série restent les mémes que pour la séric
de Lamé.

Considérons la série

o, 1, a, @&+ b, @® ~2ab, a*—+ 3a*b + b,

a+ hatb + 3ab?, a* - 5a*h -+ 6a2D? + b3,
dont la loi de récurrence est
Uyy =@l —+ bu,y,.

Si Von prend les termes de m en me, et qu’on désigne
I ) | 8
par ¢ les termes de la série obtenue, on aura

Chae = A T by,
suivant (ue m est pair ou impair, avee

Uam
A = 3
Um

nombre entier.

S1lon a soin de supprimer, dans chaque reste obtenu
dans la recherche du plus grand commun diviseur de u,
ot ug, le facteur &™ qui est premicr avec le. diviseur,
puis &', quand on sera ramené 4 chercher le plus grand
commun diviseur de wpy et wy, ..., la loi des restes
sera la méme que dans les deux cas déja considérés.
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4. Trouver lUexpression générale du terme de la
série, en supposant uy= o, u; =1, quelles que soient
les valeurs de a et b.

La fonction génératrice de la série est

1 1
l—ﬂ<"—/)-l"'—(—a—+—\(z-’—4— 1o o +\Vat+4b
—_—t )| ———" 4
20 20
b 1 1
- ;:74—713 —a—4\ @A+ 4b - a-\ A+ 40
’ b Y

uy, est le coefficient de x7=! dans le développement de
cette fonction ordonnée suivant les puissances croissantes
de x; on a donc

" — b a-\'a*+ 41b (/fl—-\/ﬂz—i—f;f)\ "
n-— - M
Va4 50 2 b . 2 b

ou
y :(z’l”'—k-ll__ga”_"/) (n—3Y(n—14%) a5 e
" I 1.2
n— "N —>5)(n—06) -
+( l)(l - 3)( @b

Silon fait @ =1, b =1, on a, pour la série de Lamé
9 ) s ] )

el ()
\3

ct, en faisant ¢ = 2, b =1, on a, pour la séric du n* 3,

I - IRY/
tn= 75 [y a ) = =y )],

Nous avons obtenu les restes de la recherche du plus
grand commun diviseur cntre u, €t ug, exprimés cu
termes de la série dont les indices sont fonctions de p
ct ¢; on pourra donc exprimer les restes cux-mémes en
fonction de p et g.
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3. S p désigne un nombre premier et u,, ) ’expression
7 ~ ’ ~\
(a4 DY —Ta—\B)"
VO

lp =

)

démontrer que w, ., est divisible par p si b est un non-
16sidu quadratique de p, et que u,_, est divisible par p,
en exceptant les valeurs de a pow lesquelles a2—b
est dwisible par p, st b designe un residu quadratique
de p.

On a

7 op+l 7P+
aa\'h " —(a—\ p'P

u

p+1

\ b
Béveloppant et supprimant les termes qui contiennent
le facteur p, on a
p=1
Uppy —=2(p — l)a(nl‘“+ b ? ) (mod. p).

Or

a’ ‘=1 (mod.p) (theoreme de Fermat),

et, b étant un non-résidu quadratique de p,

Pt
b2 ——1 (mod. p),
done
Upy=0 (mod. p). . Q. t. b
On a
Ca =\ D)’ l—((/—\/z\ll'ﬂl
Uy -
VO
p—13
- —oal\al? Y—al Sh oar TP+ . — b ? J
Pt p—1
—m‘tnl) b2 —a(r—ru) (mod. p)
= mod. p).
- —b @—b !

Le numérateur = o (mod. p), c’est-a-dire qu’il est di-
visible par p; donc, si a*— b n’est pas divisible par p,
up_y le sera nécessairement.

¢. Q. F. D.
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8. Résoudre complétement I'équation

4 (r+ 1)+ .+ [r+(n—1)]=)?
pour les valeurs de n égales & 2, 11, 23, 24.

x4 (r +1)2 ..+ [+ (n—1)]?

n(n—n(an—r1)

=naxi+ n(n—1)r -+ : =
6 N
1° Soit 2 =9 :
. . m\?
I27r-+=93r 4+ 1=y - —={1 -+ —.r
: t n
,
% m m?® . om
=1+ R ) — >,
n n n

y s
d’on
an(m—n)

g nt— g’

x sera entier et positif si 'on a
an®—mr=1 ou an?*—m?—o.

Dans le sccond cas, m doit étre pair; posons alors
m=2m'.

On a a trouver les solutions des deux équations

(1 m?— an* ~--1.

(2) n—-om?—i.

Elles seront données par les réduites de rang pair
pour (1) et de rang impair pour (2) dans le dévelop-
pement de \/; en fraction continuc. On obtient ainsi les
doubles séries de valeurs

m=r1, 7, 41. 239, 1393. 8119, ...,
n=1, 5, 29, 169, @83, 5741, ...,
m=o, 4, 24, 14o, 816, 4756, ....
n=r1.3, 17. 99. 577.3363. ....
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On c¢n déduit les deux séries de valeurs de x
£ = o0, 20, 696, 23660, 803760, 27304196, ...,
xr =—1, 3, 119, 4039, 137903, 4684639, ...,
qu’on peut réunir en une seule
r=—1, 0, 3, 20, 119, 696, 4059, 23660, 137903, 803760, ...,
dont la loi de récurrence est

Unas = 7 (Upyo— Upyy) + Uy
2° Soit n=11: )

Lt 1o -+ 11 35 = »?
ou
(e —+3) 4110 == 12,

a1 (ar+d)2=r110.
Posons
y==11(r+3—1o0u).

3 étant évidemment un multiple de 115 Péquation de-
vient, en divisant par 110,
(r =0V —92u +-110U% =1,
ety en posant ' + 5 —rru==x,,
Bl b R A=t

9
1

Les valeurs de x et de u sont données par les ré-
duites de rang impair dans le développement de /11 en
fraction continue ; ce sont

xry==1, 1o, 199, 3970, 79201, 1580050, ...,
u=o, 3, 6o, 1197, 23880, 476403, ...,
ct, comme x == 11— ) 3¢ Xy, on a les deux séries de
valeurs de x
xr=—0, 18 436, 9192, 183474, 3660378, ...,
ro=-—4. 380 834, 17132, 341856, 6820438, ...,
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et les deux séries de valeurs correspondantes de y

y=11, 77, 1329, 30503, 608531,
¥y =11, 143, 2849, 56837, 1133891, ....

La loi de récurrence pour chaque série est
Ungs =21 (Upyy— Upiy) + Up.
3° Soit n = 23 :

232+ 23 X 220 + 23 X165 = v
ou

.

2 —a3(x +11)P=23x 1}

y est multiple de 23).
Posons .
y==£3(x +11—220u);

I’équation devient, en divisant par 23 >< 22,
(r +11— 23u)— 231 = 2,

ou, en posant x -+ 11— 24u ==+ x,,
xi—a23ut=o.
Les solutions de cette équation sont données par les

réduites de rang pair correspondant au quotient complet
de dénominateur 2 dans le développement de \/3 en
fraction continue; les dénominateurs des quotients com-
plets sont
7y 2,7, 1, 7, 1, 7, 1,
Une seule réduite satisfait a la question : ¢’est ?

On a donc

r=29 wu=1, dou x=

= 7. y= 92,
x -1y, v =138

12 £ 5,
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En donnant a u la valeur — 1, on aurait les solutions
négatives
£ =-—129, x=—39.

4° Soit n = »4.

242+ 2 x23x + [ x e3 X 47 =1?

ou

6(2x -+ 23)2+ 1130 =y

2+ 23, 1150 et 3 étant premiers entre eux deux a

deux, on peut, si I’équation est résoluble, satisfaire a
P'équation indéterminée du premier degré

y=n(2x +23)—1150u,
ou y et x seraient des valeurs données satisfaisant a 1'é-

quation du second degré, et n et u des indéterminées.
Substituant cette valeur de 5, on a

(n?*—6) (2 -+ 23)*— 2300 nu (2 + 23)+ 1150 u* = 1150.
Il faut que n*— 6 soit divisible par 11503 or,
312— 6 —=r1150.
Posons donc n = 34 et divisons par 11503 il vient

(2 + 232 —068u (22 +23) 115002 =1
ou

ar >

(2t 23— 3ju)P—06uwr=r,

ou, en posant 2x = 23 — 34u == x,,
xr;—obut=1.
Les solutions de cette équation sont données par les
réduites de rang impair dans le développement de \/5

en fraction continue; ce sont :

wy=1, 3. 49. 185, 4801, 47523, 470449, 4656963, .. ..

©=o. 2, 20, 198, 1960, 19402, 192060. 1g0o11g8. ...,

3hu—23 =&
2 — ——
2
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d’ou

@xe=— 11, 29, 333, 3397, 33-09g, 333383, 3500283, ...,
J /70

&= —112, 20, 304 312, 30908, 306060, 3020784, ....

puis

»=3% 182, 1786, 17678,
/
}

Laloi de récurrence pour chacune des quatre séries est
Upyz—=11 (”/l+2 — Upyy) = Uy,

9. Démontrer, sans se servir de la Table des nombres
premiers, que 23— 1 est un nombre premier.

P — 1= 2147483647,

dont la racine carrée, a une unité pres, est 463 40.

Il faut démontrer que 23— 1 n’est divisible par aucun
nombre premier inféricur a 4634o.

Or, 23 —1 n’admet que des diviseurs de la forme
62m + 1, et commeils doivent diviser aussi 23— 2, qui
est de la forme t2— 21?2, et n’admet que des diviscurs de
la forme 8m -+1 et 8m—+ 7, les diviseurs de 23t —
doivent ¢tre de la forme 2487 + 1 ou 248m + 63.

Ilya (ﬁéﬁ

246
rieurs a 46 340, parmi lesquels on peut supprimer ceux
(ui ne sonl pas premiers.

):: 186 nombres de chaque forme infé-

A cet effet, je représente les 186 nombres de¢ chaque
série par son numéro d’ordre 1, 2, 3, 4, ..., 180.

Considérons d’abord les nombres 248m +1.

Soient p un nombre premier, r le reste de la division
de 248 par p, ct 2 le numéro d’ordre du premier terme
divisible par p; on aura

VA onr=—amp owmp - nr= v,
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, . , . ne
n sera donné rapidement par la réduction de — en
n

fraction continue; ce sera le numérateur de I'avant-der-
ni¢re réduite, pris avee le signe + ou le signe — suivant

(1 . . N
que cette réduite est de rang pair ou impair, 5 Ctant la

premiére. S'il est négatif, on le remplacera par le com-
plément a p. On effacera les nombres r + Ap.

Pour les nombres 248m + 63, il faudra multiplier
cette valeur de 2 par le reste de la division de 63 par p
et supprimer le multiple de p contenu dans le produit.

En opérant ainsi, ¢t ayant égard aux nombres pre-
miers < 263, il nc reste dans la premiére série que les
termes

6, 11, 17, a1, 24, 206, 29, 32, 33, 36, i1,
43, 47, 0, 59, 62, 66, =1, =4, 8o, 81, 87,
89, 92, 93, 96, 104, 103, 110, 111, 116, 117, 120.
123, 126, 116, 147, 150, 135, 161, 162, 171, 176, 180,
182, 186,

ot n représente 248n + 1, et dans la seconde série

. 5, 10, 11, 20, 27, 25, 37,
38, 62, 65, 68, 76, 8, 85, 86, 95, 113, 118,
2y, 123, 136, 137, 142, 143, 118, 163, 166, 167.

8, 183.

46, 47, O,

170, 172, 173, 176, 17

ou n représente 248n + 63.

En tout, 85 diviseurs a cssayer.

SiTon derit les produits de 248 par les neuf premiers
nombres, tous ces diviseurs s’obtiendront immédia-
tement ou par 'addition de deux nombres.

Trois seulement, 311, 1303, 148¢, donnant des quo-
tients de sept chiffres, on vérifie par la division ordi-
naire qu’ils ne divisent par 2147483647. Pour tous les
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autres, on peut opérer par logarithmes; les Tables 4
7 décimales donnent avec certitude le dernier chiffre du
quotient, ct I'on ne conserve que les diviseurs dont le
dernier chiffre multiplié par le dernier chiffre du quo-
tient donne un proluit terminé par 7.

Cette condition n’est remplie que par les nombres sui-
vants :

. 5933, 17609, 18353, 20399. 21143,
Diviseurs ...

? 7281, 20761, 32303, 40487.
Quotients. .. { 360739, 1219?3, 117009, 1?5273, 101359,
! 78717, 72137, 066479, 53041.

Les preuaves par g et par 11 montrent que le produit
de 'un de ces diviscurs par le quotient correspondant ne
peut pas étre égal & 2147483647 ; donce ce nombre, n’ad-
mettant pas de diviseur inféricur a sa racine carrée, est
un nombre premicer. C. Q. F. D.

Note. — 11 reste a résoudre les numdéros 6 et 7.



