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ƒ¨¤·µ¤¨´ ³¨±  · ¸Ï¨·ÖÕÐ¥£µ¸Ö Ë °¥·¡µ² 

‘¨¸É¥³  ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ·¥Ï ¥É¸Ö Î¨¸²¥´´µ
´  µ¸´µ¢¥ ³¥Éµ¤  SHASTA ¸ ¢¢¥¤¥´¨¥³ ±µ··¥±É¨·ÊÕÐ¨Ì ¶µÉµ±µ¢ ¤²Ö µ¤´µ-,
¤¢Ê- ¨ É·¥Ì³¥·´µ° £¥µ³¥É·¨¨. ’µÎ´µ¸ÉÓ ¶·¥¤²µ¦¥´´µ£µ ³¥Éµ¤  ¶·µ¤¥³µ´¸É·¨-
·µ¢ ´  ¸· ¢´¥´¨¥³ ¸ ÉµÎ´Ò³¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ ¤²Ö µ¤´µ³¥·´µ° § -
¤ Î¨ �¨³ ´  ¨ ²µ·¥´Í-¨´¢ ·¨ ´É´µ£µ ¶·µ¤µ²Ó´µ£µ · §²¥É  ¢ ³µ¤¥²¨ �Ó¥·±¥´ .
� ¸¸³µÉ·¥´´Ò° ¶·¨³¥· · ¸Ï¨·ÖÕÐ¥£µ¸Ö É·¥Ì³¥·´µ£µ Ë °¥·¡µ² , ´ Î ²Ó´Ò¥
Ê¸²µ¢¨Ö ±µÉµ·µ£µ ¶·¨³¥·´µ ¸µµÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ Pb + Pb-¸Éµ²±´µ¢¥´¨Ö³ ¶·¨ Ô´¥·£¨¨
∼ 160 ƒÔ‚ ´  ´Ê±²µ´, Ê± §Ò¢ ¥É ´  Éµ, ÎÉµ ¶·¥¤¶µ² £ ¥³ Ö ¤¨´ ³¨±  · §²¥É 
³µ¦¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´µ ¶µ¢²¨ÖÉÓ ´  ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ  ´ ²¨§  ¸·¥¤µ¢ÒÌ ¸¢µ°¸É¢  ¤·µ´µ¢,
¨§¢²¥± ¥³ÒÌ ¨§ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éµ¢ ¸ ²¥¶Éµ´ ³¨.
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�. �. �µ£µ²Õ¡µ¢  �ˆŸˆ.

�·¥¶·¨´É �¡Ñ¥¤¨´¥´´µ£µ ¨´¸É¨ÉÊÉ  Ö¤¥·´ÒÌ ¨¸¸²¥¤µ¢ ´¨°. „Ê¡´ , 2005

�¥·¥¢µ¤  ¢Éµ·µ¢

Skokov V. V., Toneev V. D. P2-2005-95
Hydrodynamics of an Expanding Fireball

A set of relativistic hydrodynamic equations is solved numerically by means
of the SHASTA method with 	ux corrected transport for the 1D-, 2D- and 3D-
cases. Accuracy of this method is illustrated by comparison with the available
exact analytical solutions for the 1D Riman problem and boost invariant longitudinal
expansion in the Bjorken model. A given example of a 3D expanding ˇreball,
whose initial state approximately corresponds to Pb + Pb collisions at the energy
about 160 GeV per nucleon, shows that the assumed expansion dynamics noticeably
in	uences the analysis of in-medium hadron properties inferred from experiments
with leptons.

The investigation has been performed at the Bogoliubov Laboratory of Theoretical
Physics, JINR.
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�·¨²µ¦¥´¨¥ ³¥Éµ¤µ¢ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±µ° £¨¤·µ¤¨´ ³¨±¨ ± Ë¨§¨±¥ ¸¨²Ó´ÒÌ
¢§ ¨³µ¤¥°¸É¢¨°  ¤·µ´µ¢ ¨ Ö¤¥·, ´ Î ²µ ±µÉµ·Ò³ ¶µ²µ¦¥´µ · ¡µÉµ° ‹. „. ‹ ´-
¤ Ê [1] ¶µ µ¶¨¸ ´¨Õ ¶·µÍ¥¸¸  ³´µ¦¥¸É¢¥´´µ£µ ·µ¦¤¥´¨Ö Î ¸É¨Í ¢  ¤·µ´´ÒÌ
¸Éµ²±´µ¢¥´¨ÖÌ, ´¥¤ ¢´µ µÉ³¥É¨²µ 50-²¥É´¨° Õ¡¨²¥°. ‡  ÔÉµ ¢·¥³Ö £¨¤·µ¤¨-
´ ³¨±  ´¥ · § µ± §Ò¢ ² ¸Ó ¢µ¸É·¥¡µ¢ ´´µ° ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¸²µ¦´ÒÌ Ë¨§¨Î¥-
¸±¨Ì § ¤ Î, ÎÉµ ¢ ¸¢µÕ µÎ¥·¥¤Ó ¶·¨¢µ¤¨²µ ± ´¥µ¡Ìµ¤¨³µ¸É¨ · §¢¨É¨Ö · §-
²¨Î´ÒÌ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ¸Í¥´ ·¨¥¢ ¨ ¸µ¢¥·Ï¥´¸É¢µ¢ ´¨Ö ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ
¸Ì¥³. •µÉÖ Ê¸²µ¢¨Ö ¶·¨³¥´¨³µ¸É¨ £¨¤·µ¤¨´ ³¨±¨ ±  ¤·µ´´Ò³ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨Ö³
´¥ ¸Éµ²Ó µÎ¥¢¨¤´Ò, Ê¦¥ ¢ É¥Î¥´¨¥ ¶¥·¢µ£µ ¤¥¸ÖÉ¨²¥É¨Ö ¸ ¥¥ ¶µ³µÐÓÕ ¡Ò²¨
Ê¸¶¥Ï´µ ¨¸¸²¥¤µ¢ ´Ò £²µ¡ ²Ó´Ò¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ ¨ ¸±¥°²¨´£µ¢Ò¥ ¸¢µ°¸É¢ 
Ê²ÓÉ· ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì ¢§ ¨³µ¤¥°¸É¢¨°  ¤·µ´µ¢,   É ±¦¥ ¶µ± § ´  ¶·¨´Í¨¶¨-
 ²Ó´ Ö ¸ ³µ¸µ£² ¸µ¢ ´´µ¸ÉÓ £¨¤·µ¤¨´ ³¨±¨ ¸ µ¡Ð¨³¨ ¶·¨´Í¨¶ ³¨ ±¢ ´Éµ-
¢µ° É¥µ·¨¨ ¶µ²Ö (¸³. µ¡§µ·´Ò¥ · ¡µÉÒ [2, 3]). ‚ ¸¥³¨¤¥¸ÖÉÒ¥ £µ¤Ò ¸ ´ Î ²µ³
· ¡µÉ ´  ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì Ê¸±µ·¨É¥²ÖÌ ÉÖ¦¥²ÒÌ ¨µ´µ¢ ¢ „Ê¡´¥ ¨ �¥·±²¨ £¨-
¤·µ¤¨´ ³¨±  ¢Ò§¢ ²  ¡µ²ÓÏµ° ¨´É¥·¥¸ ¢ ¸¢Ö§¨ ¸ ¢µ§³µ¦´µ¸ÉÓÕ £¥´¥· Í¨¨
Ê¤ ·´ÒÌ ¢µ²´ ¢ Ö¤¥·´µ° ³ É¥·¨¨. �±É¨¢´Ò¥ É¥µ·¥É¨Î¥¸±¨¥ ¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´-
É ²Ó´Ò¥ ¨¸¸²¥¤µ¢ ´¨Ö ¢ ÔÉµ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ (¸³. µ¡§µ· [4]) ÌµÉÖ ¨ ´¥ ¶·¨¢¥²¨
± µÉ±·ÒÉ¨Õ ®¶·µ¸ÉÒÌ¯ Ê¤ ·´ÒÌ ¢µ²´, ´µ ¶µ± § ²¨ ´ ²¨Î¨¥ ±µ²²¥±É¨¢´µ£µ
¤¢¨¦¥´¨Ö ¢µ§¡Ê¦¤¥´´µ° Ö¤¥·´µ° ³ É¥·¨¨ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±µ° ¶·¨·µ¤Ò, ¸ÊÐ¥-
¸É¢¥´´µ ¢²¨ÖÕÐ¥£µ ´  ¤¨´ ³¨±Ê ¢§ ¨³µ¤¥°¸É¢¨Ö Ö¤¥·. �µ ¡µ²¥¥ ¢ ¦´Ò³ ·¥-
§Ê²ÓÉ Éµ³ Ö¢¨²µ¸Ó Î¥É±µ¥ ¶µ´¨³ ´¨¥ Éµ£µ, ÎÉµ £¨¤·µ¤¨´ ³¨±  ¢ ¶·¨²µ¦¥´¨¨
± ¸Éµ²±´µ¢¥´¨Õ ÉÖ¦¥²ÒÌ ¨µ´µ¢ ¶·¥¤µ¸É ¢²Ö¥É Ê´¨± ²Ó´ÊÕ ¢µ§³µ¦´µ¸ÉÓ ¨§-
¢²¥ÎÓ ¨´Ëµ·³ Í¨Õ µ £²µ¡ ²Ó´ÒÌ ¸¢µ°¸É¢ Ì ¸¨²Ó´µ ¸¦ Éµ° ¨ ´ £·¥Éµ° Ö¤¥·´µ°
³ É¥·¨¨ ¨, ¢ Î ¸É´µ¸É¨, µ ¥¥ Ê· ¢´¥´¨¨ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö. ˆ³¥´´µ ÔÉ  ¨¤¥Ö µ¡ ¨§¢²¥-
Î¥´¨¨ ¨§ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ¨´Ëµ·³ Í¨¨ µ¡ Ê· ¢´¥´¨¨ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö
¢µ§¡Ê¦¤¥´´µ° ³ É¥·¨¨, ¢±²ÕÎ Ö ¢µ§³µ¦´µ¸ÉÓ · §²¨Î´ÒÌ Ë §µ¢ÒÌ ¸µ¸ÉµÖ´¨°,
¸É ²  µ¸´µ¢´µ° ¢ ¶·µ£· ³³ Ì ¨¸¸²¥¤µ¢ ´¨° ´  Ê¸±µ·¨É¥²ÖÌ ¸²¥¤ÊÕÐ¥£µ ¶µ-
±µ²¥´¨Ö (�·Ê±Ì¥°¢¥´, –…��) ¨ ´  ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±µ³ ÉÖ¦¥²µ¨µ´´µ³ ±µ²² °¤¥·¥
RHIC. �¤´¨³ ¨§ ¶µ¸²¥¤´¨Ì ®¸Õ·¶·¨§µ¢¯ £¨¤·µ¤¨´ ³¨±¨ Ö¢¨²µ¸Ó Éµ, ÎÉµ µ´ 
¶· ¢¨²Ó´µ ¶·¥¤¸± § ²  ¢¥²¨Î¨´Ê ¨ ¶µ¢¥¤¥´¨¥ Ô²²¨¶É¨Î¥c±µ£µ ¶µÉµ±   ¤·µ´µ¢
¢ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨¨ Ö¤¥· ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ RHIC [5]. 
Éµ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´µ ´¥µ¦¨¤ ´´µ,
¶µ¸±µ²Ó±Ê ¶·¨ ¸Éµ²Ó ¢Ò¸µ±¨Ì Ô´¥·£¨ÖÌ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨Ö, ± ±

√
sNN ∼> 100 ƒÔ‚,

³µ¦´µ ¡Ò²µ ¡Ò µ¦¨¤ ÉÓ ¶µ²´µ£µ ¤µ³¨´¨·µ¢ ´¨Ö ±¢ ·±-£²Õµ´´ÒÌ ¸É¥¶¥´¥°
¸¢µ¡µ¤Ò, µ¤´ ±µ µ± § ²µ¸Ó, ÎÉµ ¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´Ò¥ ¶ ·Éµ´´Ò¥ ³µ¤¥²¨ ¤²Ö ¶· -
¢¨²Ó´µ£µ µ¶¨¸ ´¨Ö Ô²²¨¶É¨Î¥¸±µ£µ ¶µÉµ±  É·¥¡ÊÕÉ Ê¸¨²¥´¨Ö ¸¥Î¥´¨Ö ¢§ ¨³µ-
¤¥°¸É¢¨Ö ¶·¨³¥·´µ ¢ 50 · § [6].
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–¥²Ó ¤ ´´µ° · ¡µÉÒ ¸µ¸Éµ¨É ¢ · §¢¨É¨¨ Î¨¸²¥´´µ° ¸Ì¥³Ò ·¥Ï¥´¨Ö ·¥-
²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨°, µ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨Ì · §²¥É ¸¦ Éµ£µ
¨ ¢Ò¸µ±µ¢µ§¡Ê¦¤¥´´µ£µ ¸£Ê¸É±  ³ É¥·¨¨ (Ë °¥·¡µ² ), µ¡· §µ¢ ´´µ£µ ¢ ·¥-
§Ê²ÓÉ É¥ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨Ö ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì Ö¤¥·. ‚ · ¡µÉ¥ ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ´ ³¥Éµ¤
SHASTA ¸ ±µ··¥±É¨·µ¢ ´´Ò³  ´É¨¤¨ËËÊ§¨µ´´Ò³ ¶µÉµ±µ³. � ¸¸³µÉ·¥´Ò ¥£µ
µ¤´µ-, ¤¢Ê- ¨ É·¥Ì³¥·´Ò¥ ·¥ ²¨§ Í¨¨. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ · ¸Î¥É  ¸· ¢´¨¢ ÕÉ¸Ö ¸
¨³¥ÕÐ¨³¨¸Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  É·¥Ì³¥·´µ°
£¨¤·µ¤¨´ ³¨±¨ · ¸¸³µÉ·¥´  Ô¢µ²ÕÍ¨Ö ¶¨µ´´µ£µ Ë °¥·¡µ² , µ¡· §µ¢ ´´µ£µ ¢
Pb + Pb-¸Éµ²±´µ¢¥´¨¨ ¶·¨ ³ ±¸¨³ ²Ó´µ° Ô´¥·£¨¨ Ê¸±µ·¨É¥²Ö CERN-SPS.

1. ƒˆ„��„ˆ��Œˆ—…‘Šˆ… “��‚�…�ˆŸ

ƒ¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸µ¡µ° § ¶¨¸Ó ²µ± ²Ó´ÒÌ § -
±µ´µ¢ ¸µÌ· ´¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ¨ § ·Ö¤µ¢ (´ ¶·¨³¥·, ¡ ·¨µ´´µ£µ § ·Ö¤ ).
�¥¸³µÉ·Ö ´  ± ¦ÊÐÊÕ¸Ö ¶·µ¸ÉµÉÊ, ÔÉ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ´¥ ¨³¥ÕÉ  ´ ²¨É¨Î¥¸±µ£µ
·¥Ï¥´¨Ö ¢ µ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¨ ¶·¨¢µ¤ÖÉ ± µ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ ¸²µ¦´µ¸ÉÖ³, ¸¢Ö§ ´´Ò³
¸ ¨Ì Î¨¸²¥´´Ò³ ³µ¤¥²¨·µ¢ ´¨¥³. ƒ¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ³µ£ÊÉ ¡ÒÉÓ
§ ¶¨¸ ´Ò ± ± [7]

∂µT µν = 0, (1)

∂µNµ
i = 0, (2)

£¤¥ T µν ≡ T µν(x) ¨ Nµ
i ≡ Nµ

i (x) Å É¥´§µ· Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ¨ Éµ± ¸µÌ· -
´ÖÕÐ¥£µ¸Ö § ·Ö¤ . MÒ µ£· ´¨Î¨³¸Ö · ¸¸³µÉ·¥´¨¥³ ¨¤¥ ²Ó´µ° ¦¨¤±µ¸É¨, ¤²Ö
±µÉµ·µ° ¢ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ²µ± ²Ó´µ£µ É¥·³µ¤¨´ ³¨Î¥¸±µ£µ · ¢´µ¢¥¸¨Ö ¸¶· ¢¥¤-
²¨¢Ò ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ µ¶·¥¤¥²¥´¨Ö:

T µν = (p + ε)uµuν − pgµν , (3)

Nµ
i = ni uµ , (4)

£¤¥ p Å ¤ ¢²¥´¨¥, ε Å ¶²µÉ´µ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨, ni ³µ¦¥É ¡ÒÉÓ ¡ ·¨µ´´µ° ¶²µÉ-
´µ¸ÉÓÕ nB , ¶²µÉ´µ¸ÉÓÕ ¸É· ´´µ¸É¨ nS ¨ É. ¤. ‚¸¥ ÔÉ¨ ¢¥²¨Î¨´Ò ¤ ´Ò ¢
¸µ¡¸É¢¥´´µ° ¸¨¸É¥³¥ ±µµ·¤¨´ É ¦¨¤±µ¸É¨, ¤¢¨£ ÕÐ¥°¸Ö ¸ Î¥ÉÒ·¥Ì¸±µ·µ¸ÉÓÕ
uµ. „²Ö Éµ£µ ÎÉµ¡Ò § ³±´ÊÉÓ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° (1), (2), ´¥µ¡Ìµ¤¨³µ ¢¢¥¸É¨
Ê· ¢´¥´¨¥ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö p = p(ε, ni), Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¥¥ ¸¢µ°¸É¢  ·µ¦¤¥´´µ° ¢
¸Éµ²±´µ¢¥´¨¨ Ö¤¥·´µ° ³ É¥·¨¨. ŒÒ ¢Ò¡¥·¥³ ¥£µ ¢ ¶·µ¸É¥°Ï¥° Ëµ·³¥

p = c2
sε, c2

s � 1
3
, (5)

£¤¥ ¶·¥¤¥²Ó´µ¥ §´ Î¥´¨¥ ±¢ ¤· É  ¸±µ·µ¸É¨ §¢Ê±  c2
s = 1/3 µÉ¢¥Î ¥É Ê· ¢´¥-

´¨Õ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö Ê²ÓÉ· ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±µ£µ ¨¤¥ ²Ó´µ£µ £ §   ¤·µ´µ¢.
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“· ¢´¥´¨Ö (1) ¨ (2) Ê¤µ¡´¥¥ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ, ¢¢¥¤Ö ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ¢ ¸¨¸É¥³¥
Í¥´É·  ³ ¸¸ ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨Ì¸Ö Ö¤¥·: ¶²µÉ´µ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ E = T 00, ¶²µÉ´µ¸ÉÓ
¨³¶Ê²Ó¸  M = T 0i ¨ ¶²µÉ´µ¸ÉÓ ¡ ·¨µ´´µ£µ § ·Ö¤  Ri = N0

i . ‚ É¥·³¨´ Ì
¢´µ¢Ó ¢¢¥¤¥´´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ³Ò ¨³¥¥³

∂tE + ∇(Ev) = −∇(pv),
∂tM + ((v∇) + (∇v))M = −∇p, (6)

∂tRi + ∇(Riv) = 0.


É  ¸¨¸É¥³  £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ¨¤¥ ²Ó´µ° ¦¨¤±µ¸É¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö
£¨¶¥·¡µ²¨Î¥¸±µ° ¨ Ö¢´µ Ê¤µ¢²¥É¢µ·Ö¥É Ê¸²µ¢¨Õ ¶·¨Î¨´´µ¸É¨. „µ¶µ²´¥´´ Ö
Ê·. (5), ¸¨¸É¥³  (6) ¸É ´µ¢¨É¸Ö § ³±´ÊÉµ° ¨ ¤²Ö ¥¥ ·¥Ï¥´¨Ö ´¥µ¡Ìµ¤¨³µ Éµ²Ó±µ
µ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ´ Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²µ¢¨Ö.

2. —ˆ‘‹…��›‰ Œ…’�„

� ¸¸³µÉ·¨³ Ö¤¥·´ÊÕ ³ É¥·¨Õ, · ¸Ï¨·ÖÕÐÊÕ¸Ö ¢ ¢ ±ÊÊ³ ¸µ ¸±µ·µ¸ÉÖ³¨,
¸· ¢´¨³Ò³¨,   ¨´µ£¤  (´  ¶¥·¥¤´¥³ Ë·µ´É¥ · §²¥É ) ¤ ¦¥ · ¢´Ò³¨ ¸±µ·µ¸É¨
¸¢¥É . 
Éµ µ§´ Î ¥É, ÎÉµ §  ¶·µ³¥¦ÊÉµ± ¢·¥³¥´¨ δt ³ É¥·¨Ö · ¸¶·µ¸É· ´Ö¥É¸Ö
¢ ¢ ±ÊÊ³ ´  · ¸¸ÉµÖ´¨¥, · ¢´µ¥ δt. ‚ Î¨¸²¥´´ÒÌ ³µ¤¥²ÖÌ ³Ò ¢Ò´Ê¦¤¥´Ò
· ¡µÉ ÉÓ ´¥ ¸ ·¥ ²Ó´Ò³ ¢·¥³¥´¥³ ¨ ¶·µ¸É· ´¸É¢µ³,   · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¨Ì ¸¥-
ÉµÎ´µ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥, ÎÉµ ¢µ ³´µ£¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ µ¶· ¢¤ ´µ ¨ ´¥·¥¤±µ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¥¤¨´¸É¢¥´´Ò³ ¸¶µ¸µ¡µ³ ·¥Ï¥´¨Ö Éµ° ¨²¨ ¨´µ° § ¤ Î¨.

�²£µ·¨É³Ò ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° ¢ Î ¸É´ÒÌ ¶·µ¨§¢µ¤´ÒÌ ³¥Éµ¤µ³ ±µ´¥Î-
´ÒÌ · §´µ¸É¥° ¤µ²¦´Ò Ê¤µ¢²¥É¢µ·ÖÉÓ É ± ´ §Ò¢ ¥³µ³Ê ±·¨É¥·¨Õ ŠÊ· ´É Ä
”·¨¤·¨Ì¸ Ä‹¥¢¨ (´¥µ¡Ìµ¤¨³Ò° ±·¨É¥·¨° Ê¸Éµ°Î¨¢µ¸É¨ · §´µ¸É´µ° ¸Ì¥³Ò)
[8]: uδt/δx < 1, É. ¥. ¢·¥³¥´´µ° Ï £ δt ¤µ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ³¥´ÓÏ¥ Ï £  ¶µ ¶·µ-
¸É· ´¸É¢Ê δx. �·¨³¥´¨É¥²Ó´µ ± ´ Ï¥° § ¤ Î¥ ÔÉµ µ§´ Î ¥É, ÎÉµ ¢ · ³± Ì
³¥Éµ¤  ±µ´¥Î´ÒÌ · §´µ¸É¥° ¶·¨ · ¸¶·µ¸É· ´¥´¨¨ ³ É¥·¨¨ ¢ ¢ ±ÊÊ³ ¸µ ¸±µ-
·µ¸ÉÓÕ, ¡²¨§±µ° ± ¸¢¥Éµ¢µ°, §  µ¤¨´ ¢·¥³¥´´µ° Ï £ δt ¢µ§³ÊÐ¥´¨¥ ¶¥·¥°¤¥É
¨§ µ¤´µ° £· ´¨Î´µ° ÖÎ¥°±¨ ¢ ¸µ¸¥¤´ÕÕ ¸ · §³¥·µ³ δx = δt/λ, £¤¥ λ < 1,
ÎÉµ Ö¢´µ ´ ·ÊÏ ¥É ¶·¨Î¨´´µ¸ÉÓ. ‘µ¢¥·Ï¥´´µ µÎ¥¢¨¤´µ, ÎÉµ ¶·¨Î¨´´µ¸ÉÓ
¡Ê¤¥É ¢µ¸¸É ´µ¢²¥´  ¤²Ö ¡µ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨° λ, ÎÉµ § ¶·¥Ð¥´µ ±·¨É¥·¨¥³ ŠÊ-
· ´É . ’ ±¨³ µ¡· §µ³, ´ ²¨Î¨¥ ´¥±µÉµ·µ° ´¥¡µ²ÓÏµ° Î ¸É¨ ³ É¥·¨¨, · ¸¶·µ-
¸É· ´ÖÕÐ¥°¸Ö ¸ ´ ·ÊÏ¥´¨¥³ ¶·¨Î¨´´µ¸É¨, Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥¨§¡¥¦´Ò³ ´¥¤µ¸É É±µ³
±µ´¥Î´µ-· §´µ¸É´ÒÌ Î¨¸²¥´´ÒÌ ¸Ì¥³ ¢ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±µ° £¨¤·µ¤¨´ ³¨±¥.

’ ± ¦¥ ´¥¶·µ¸É ¨ ¢Ò¡µ· ±µ´±·¥É´µ° ¸Ì¥³Ò ³¥Éµ¤  ±µ´¥Î´ÒÌ · §´µ¸É¥°.
‘Ì¥³  ¤µ²¦´  ¸µÎ¥É ÉÓ ÔËË¥±É¨¢´µ¸ÉÓ ³¥Éµ¤  ¸ ¥£µ ¶·µ¸ÉµÉµ° ¨ ¶·µ§· Î-
´µ¸ÉÓÕ. � ¨¡µ²¥¥ ¶·µ¸ÉÒ³¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸Ì¥³Ò ¶¥·¢µ£µ (Up-wind [9]) ¨ ¡µ²¥¥
¢Ò¸µ±¨Ì ¶µ·Ö¤±µ¢ (Leapfrog [9])  ¶¶·µ±¸¨³ Í¨¨ ¶·µ¸É· ´¸É¢¥´´µ° ¶·µ¨§-
¢µ¤´µ° ¡¥§ ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ´¨Ö ³¥Éµ¤µ¢ ±µ··¥±Í¨¨. Š ± ¨§¢¥¸É´µ, ´¥¤µ¸É É±µ³
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¸Ì¥³Ò ¶¥·¢µ£µ ¶µ·Ö¤±  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶µÖ¢²¥´¨¥ ¨¸±Ê¸¸É¢¥´´µ° ¤¨ËËÊ§¨¨, ¸¢Ö-
§ ´´µ° ¸ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¥° ¶·µ¸É· ´¸É¢ -¢·¥³¥´¨, ÎÉµ Ê¸¨²¨¢ ¥É ¢±² ¤ ¢ ´ ·Ê-
Ï¥´¨¥ ¶·¨Î¨´´µ¸É¨ ¶¥·¥´µ¸ . ‚Ò¸µ±¨° ¶µ·Ö¤µ±  ¶¶·µ±¸¨³ Í¨¨ ¶·µ¸É· ´-
¸É¢¥´´ÒÌ ¶·µ¨§¢µ¤´ÒÌ Éµ¦¥ ´¥ £ · ´É¨·Ê¥É Ê¸¶¥Ìa, É. ±. ³µ£ÊÉ µ¡· §µ¢ ÉÓ¸Ö
´¥Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ µ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ¨ ·¥Ï¥´¨¥ ¸É ´eÉ ´¥Ê¸Éµ°Î¨¢Ò³ ´  · §·Ò¢ Ì, µ¡· -
§µ¢ ´¨Ö ±µÉµ·ÒÌ ¸²¥¤Ê¥É µ¦¨¤ ÉÓ ¶·¨ ³µ¤¥²¨·µ¢ ´¨¨ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨Ö ÉÖ¦¥²ÒÌ
¨µ´µ¢. � ¨¡µ²¥¥ µ¶É¨³ ²Ó´µ° ¸É· É¥£¨¥° §¤¥¸Ó ¡Ê¤¥É ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ´¨¥ ¸Ì¥³Ò
¢Ò¸Ï¥£µ ¶µ·Ö¤±  ¢ µ¡² ¸ÉÖÌ, ´¥ ¸µ¤¥·¦ Ð¨Ì · §·Ò¢µ¢, ¨ ±µ··¥±Í¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö
¢ µ¡² ¸ÉÖÌ, ¡²¨§±¨Ì ± · §·Ò¢ ³, ¸ ¶µ³µÐÓÕ ¸Ì¥³Ò ´¨§±µ£µ ¶µ·Ö¤± . �¤´µ° ¨§
·¥ ²¨§ Í¨° ¤ ´´µ° ¸É· É¥£¨¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸Ì¥³  SHASTA ¸ ±µ··¥±Í¨¥° ¶µÉµ±µ¢
(FCT-SHASTA). ‘Ì¥³  ¡Ò²  ¶·¥¤²µ¦¥´  ¢ [10] ¨ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ · §¢¨É  ¢ · -
¡µÉ Ì [11,12],   É ±¦¥ µ¡µ¡Ð¥´  ´  ¶·µ¨§¢µ²Ó´Ò¥ ¸Ì¥³Ò ¢Ò¸µ±µ£µ ¨ ´¨§±µ£µ
¶µ·Ö¤±µ¢ ¨ ³´µ£µ³¥·´Ò° ¸²ÊÎ ° [13]. ‚ ¶·¨³¥´¥´¨¨ ± ¸Éµ²±´µ¢¥´¨Ö³ ÉÖ¦¥-
²ÒÌ ¨µ´µ¢ ¸Ì¥³  SHASTA  ±É¨¢´µ ¨¸¸²¥¤µ¢ ² ¸Ó ¢ [14]. ˆ¤¥¨ ÔÉ¨Ì · ¡µÉ
¡Ò²¨ Ê¸¶¥Ï´µ ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ´Ò ¢ ³¥Éµ¤¥ Î ¸É¨Í ¢ ÖÎ¥°± Ì [15].

‚ ¤ ´´µ° · ¡µÉ¥ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ÉÓ µ·¨£¨´ ²Ó´Ò° ³¥Éµ¤ SHASTA
¸  ´É¨¤¨ËËÊ§¨¥°, ¶·¨³¥´ÖÖ ³¥Éµ¤ ±µ··¥±Í¨¨  ´É¨¤¨ËËÊ§¨¨ ´  · §·Ò¢ Ì.

–¥²ÓÕ ´ Ï¥£µ  ²£µ·¨É³  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶µ¸É·µ¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥-
´¨° (6), § ¶¨¸ ´´µ° ¢ Ô°²¥·µ¢ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ, £¤¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ri ³Ò ¡Ê¤¥³
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¡ ·¨µ´´ÊÕ ¶²µÉ´µ¸ÉÓ ¢ ¸¨¸É¥³¥ Í¥´É·  ³ ¸¸ RB . �¥·¥³¥´-
´Ò¥ E, M, RB ¡Ê¤ÊÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¢ ¢¨¤¥ ¨Ì ¸¥ÉµÎ´µ°  ¶¶·µ±¸¨³ Í¨¨ ´ 
Ë¨±¸¨·µ¢ ´´µ° ¥¢±²¨¤µ¢µ° ¸¥É±¥. ‡ ³¥É¨³, ÎÉµ  ²£µ·¨É³ FCT-SHASTA Ö¢-
´Ò° ¨ ¶µÔÉµ³Ê É·¥¡Ê¥É ³¥´ÓÏ¨Ì § É· É µ¶¥· É¨¢´µ° ¶ ³ÖÉ¨, ÎÉµ Ö¢²Ö¥É¸Ö
¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢µ³ ¤ ¦¥ ¶·¨ ¸µ¢·¥³¥´´µ³ · §¢¨É¨¨ 
‚Œ.

� Î´¥³ ¸ · ¸¸³µÉ·¥´¨Ö  ¡¸É· ±É´µ£µ µ¤´µ³¥·´µ£µ ´¥µ¤´µ·µ¤´µ£µ Ê· ¢-
´¥´¨Ö ¶¥·¥´µ¸ , µÉ¢¥Î ÕÐ¥£µ ¸É·Ê±ÉÊ·¥ Ê·.(6) :

∂tU + ∂x(Uv + f) = 0. (7)

‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ¤²Ö ±µ´¥Î´µ° · §´µ¸É¨ ´¥±µÉµ·µ° ËÊ´±Í¨¨ f(x, t) ¶µ ¶·µ-
¸É· ´¸É¢¥´´µ° ±µµ·¤¨´ É¥ ³Ò ¡Ê¤¥³ ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ÉÓ µ¡µ§´ Î¥´¨¥

δfn
i = fn

i+1 − fn
i , (8)

£¤¥ ¢¥·Ì´¨° ¨ ´¨¦´¨° ¨´¤¥±¸Ò µ¡µ§´ Î ÕÉ ¸µµÉ¢¥É¸É¢¥´´µ ´µ³¥· ¢·¥³¥´´µ£µ
¨ ¶·µ¸É· ´¸É¢¥´´µ£µ Ï £ .

„²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (7) ´  ± ¦¤µ³ ¶µ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ n + 1 ¢·¥³¥´´µ³ Ï £¥ ¶µ¤-
¸Î¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö É ± ´ §Ò¢ ¥³µ¥ ¤¨ËËÊ§¨µ´´µ¥ ·¥Ï¥´¨¥ (¶µ¤·µ¡´Ò° ¢Ò¢µ¤ · §-
´µ¸É´µ° ¸Ì¥³Ò ³µ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ °¤¥´ ¢ [10])

u
(td)
i = un

i − δFi

δx
, (9)
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£¤¥ ËÊ´±Í¨Ö ¶µÉµ±  · ¢´ 

Fi = −δx

[
1
2
Q2

i δui + (Qi −
1
2
)ui

]
+ δt [Qi(fi+1 − fi) + fi] , (10)

Qi =
1
2 − λv

n+1/2
j

1 + λδv
n+1/2
j

. (11)

„ ²¥¥ ¶µ¤¸Î¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö  ´É¨¤¨ËËÊ§¨µ´´Ò° ¶µÉµ±, ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÐ¨°  ´µ³ ²Ó-
´ÊÕ ¤¨ËËÊ§¨Õ ¢ (9):

Ai =
δx

8
δu

(td)
i . (12)

�´É¨¤¨ËËÊ§¨µ´Ò° ¶µÉµ± (12) ¶¥·¥¤ ¶·¨³¥´¥´¨¥³ ± Ê·.(9) ¤µ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¸±µ·-
·¥±É¨·µ¢ ´, ÎÉµ¡Ò ¨§¡¥¦ ÉÓ ¶µÖ¢²¥´¨Ö µ¸Í¨²²ÖÍ¨°, ¶·¨¸ÊÐ¨Ì ¸Ì¥³ ³ ¢Ò¸µ-
±µ£µ ¶µ·Ö¤± :

Ac
i = σi max{0, min(σi δx δu

(td)
i+1 , σi δx δu

(td)
i−1, σi Ai)}, σi = sign (Ai). (13)

ˆ¸¶µ²Ó§ÊÖ É¥¶¥·Ó (13), ³Ò ¶µ²ÊÎ ¥³ ·¥Ï¥´¨¥ ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ Ï £¥:

un+1
i = u

(td)
i −

δAc
i−1

δx
. (14)

�µ²´µ¥ ·¥Ï¥´¨¥ (14) ¸¨¸É¥³Ò £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° (6) ¢ µ¤-
´µ³¥·´µ³ ¸²ÊÎ ¥ · §²¥É  ¶µ²Ê¡¥¸±µ´¥Î´µ° ³ É¥·¨¨ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö
Ê²ÓÉ· ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±µ£µ ¨¤¥ ²Ó´µ£µ £ §  (5) ¸ nB = 0 ¶·¥¤¸É ¢²¥´µ ´  ·¨¸. 1.

�¨¸. 1. —¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö µ¤´µ³¥·´ÒÌ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° (6) ¤²Ö ¶²µÉ-
´µ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ¢ · §²¨Î´Ò¥ ³µ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨. �µ²´µ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ³¥Éµ¤µ³ ±µ··¥±É¨-
·ÊÕÐ¨Ì ¶µÉµ±µ¢ ¶µ± § ´µ ²¨´¨Ö³¨, É·¥Ê£µ²Ó´¨±¨ (a) Å ¤¨ËËÊ§¨µ´´ Ö ¸Ì¥³  ¶¥·-
¢µ£µ ¶µ·Ö¤±  ¶µ ¢·¥³¥´¨, ¶¥·¥¢¥·´ÊÉÒ¥ É·¥Ê£µ²Ó´¨±¨ (¡) Å ¸Ì¥³  ¢Éµ·µ£µ ¶µ·Ö¤± 
t = 2 Ë³/¸ (¸³. É¥±¸É)
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…¸²¨ ³Ò µ£· ´¨Î¨³¸Ö ¤¨ËËÊ§¨µ´´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ (9) (É. ¥. ¶µ²µ¦¨³ · ¢´Ò³
´Ê²Õ ¢Éµ·µ¥ ¸² £ ¥³µ¥ ¢ (14)), Éµ ¶µ²ÊÎ¨³ · §´µ¸É´ÊÕ ¸Ì¥³Ê ¶¥·¢µ£µ ¶µ-
·Ö¤±  ÉµÎ´µ¸É¨ ¶µ ¢·¥³¥´¨. Š ± ¢¨¤´µ ¨§ ·¨¸. 1, ¤¨ËËÊ§¨µ´´µ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥
´¥¸±µ²Ó±µ ¸£² ¦¨¢ ¥É ¶µ²´µ¥ ·¥Ï¥´¨¥. � µ¡µ·µÉ, ¥¸²¨ § ¤ ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ ¡¥§
±µ··¥±Í¨¨  ´É¨¤¨ËËÊ§¨µ´´µ£µ ¶µÉµ±  (É. ¥. ¶µ²µ¦¨ÉÓ Ac

i = Ai ¢ (14) ), Éµ
¶µ²ÊÎ¥´´ Ö ¸Ì¥³  ¡Ê¤¥É ¸Ì¥³µ° ¢Éµ·µ£µ ¶µ·Ö¤±  ÉµÎ´µ¸É¨ ¶µ ¢·¥³¥´¨. 
É 
¸Ì¥³  ¶·¨¢µ¤¨É ± µ¸Í¨²²ÖÍ¨¨ ·¥Ï¥´¨Ö (¸³. ¶· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ ·¨¸. 1, µ¡· É¨É¥
¢´¨³ ´¨¥ ´  ³ ¸ÏÉ ¡ µ¸Í¨²²ÖÍ¨°).

�¡µ¡Ð¥´¨¥ µ¤´µ³¥·´µ£µ ±µ¤  FCT-SHASTA ´  ³´µ£µ³¥·´Ò° ¸²ÊÎ ° ¢Ò-
¶µ²´¥´µ ¢  ²£µ·¨É³¥ ®µ¶¥· Éµ·´µ£µ · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö¯ [11, 14], ¸µ£² ¸´µ ±µÉµ-
·µ³Ê µ¶¥· Í¨¨ É· ´¸¶µ·É  ¨ ±µ··¥±Í¨¨ ¶µÉµ±  µ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÕÉ¸Ö ´¥§ ¢¨¸¨³µ
¶µ ± ¦¤µ³Ê ¶·µ¸É· ´¸É¢¥´´µ³Ê ´ ¶· ¢²¥´¨Õ ´  ± ¦¤µ³ ¢·¥³¥´´µ³ Ï £¥.

3. ‘��‚�…�ˆ… ‘ ���‹ˆ’ˆ—…‘ŠˆŒˆ �…˜…�ˆŸŒˆ

�µ¤¸É ¢¨¢ (3) ¢ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (1) ¨ ¢Ò¤¥²¨¢ ¶·µ¤µ²Ó´ÊÕ
¨ ¶µ¶¥·¥Î´ÊÕ ±µ³¶µ´¥´ÉÒ µÉ´µ¸¨É¥²Ó´µ Î¥ÉÒ·¥Ì¸±µ·µ¸É¨ uµ, ¨³¥¥³

uµ ∂µε + (p + ε) ∂µuµ = 0, (15)

(p + ε) uµ ∂µuν + (gµν − uµuν) ∂µp = 0. (16)

�´ ²µ£¨Î´µ ¶µ¸²¥ ¶µ¤¸É ´µ¢±¨ (4) § ±µ´ ¸µÌ· ´¥´¨Ö ¡ ·¨µ´´µ£µ Éµ± 
§ ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ± ±

uµ ∂µnB + nB ∂µuµ = 0. (17)

3.1. ‡ ¤ Î  �¨³ ´ . ” ±É¨Î¥¸±¨ ¥¤¨´¸É¢¥´´Ò³ ¸²ÊÎ ¥³, ¤µ¶Ê¸± ÕÐ¨³
ÉµÎ´µ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨° (15)Ä(17), Ö¢²Ö¥É¸Ö § ¤ Î  �¨³ ´ : µ¤´µ-
³¥·´µ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ¢ ¶Ê¸ÉµÉÊ ¶µ²Ê¡¥¸±µ´¥Î´µ° ³ É¥·¨¨, µ¶¨¸Ò¢ ¥³µ° Ê· ¢-
´¥´¨¥³ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö (5). „²Ö µ¶·¥¤¥²¥´´µ¸É¨ ³Ò · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ · ¸Ï¨·¥´¨¥
³ É¥·¨¨, ÎÓÖ £· ´¨Í  · ¸¶µ²µ¦¥´  ¢ ÉµÎ±¥ x = 0 ¨ ´ Î ²Ó´Ò¥ · ¸¶·¥¤¥²¥-
´¨Ö ¶µ²Ö U (´ ¶·¨³¥·, ¶²µÉ´µ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ε) ¨ ¶·µË¨²Ö ¸±µ·µ¸É¨ ¢ ³µ³¥´É
¢·¥³¥´¨ t = 0 ¨³¥ÕÉ · §·Ò¢

U(x, 0) ≡
{

U0, x < 0,
0, x � 0,

(18)

v(x, 0) ≡
{

0, x � 0,
1, x > 0.

(19)

„²Ö t > 0 · §·Ò¢ ¶µ²Ö ¡Ê¤¥É · ¸¶ ¤ ÉÓ¸Ö, ¶·¨¢µ¤Ö ± · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Õ

U(x, t) ≡




U0, x < b1 t,
Ulr(x), b1 t � x < br t,
0, x � br t.

(20)
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ŠµÔËË¨Í¨¥´ÉÒ b1 < 0 ¨ br > 0 ¥¸ÉÓ ¸±µ·µ¸É¨, ¸ ±µÉµ·Ò³¨ · ¸¶ ¤ ¸± Î± 
¶·µ¨¸Ìµ¤¨É ¸µµÉ¢¥É¸É¢¥´´µ ¢²¥¢µ ¨ ¢¶· ¢µ µÉ´µ¸¨É¥²Ó´µ ¸¢µ¥£µ ´ Î ²Ó´µ£µ
¶µ²µ¦¥´¨Ö. ‚ ÉµÎ´µ³ ·¥Ï¥´¨¨ § ¤ Î¨ �¨³ ´  Ulr(x) Å ´¥É·¨¢¨ ²Ó´ Ö ËÊ´±-
Í¨Ö, ÊÎ¨ÉÒ¢ ÕÐ Ö ¢µ²´Ê · §·¥¦¥´¨Ö, ¶·µÌµ¦¤¥´¨¥ ¢µ²´Ò Î¥·¥§ ¸± Îµ± ¨ É. ¶.
‚ Î ¸É´µ¸É¨, ¤²Ö ¶²µÉ´µ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ µ´  ¨³¥¥É ¢¨¤ [16]

ε(x/t) = ε0 ·




1, −1 � x/t � −cs,[
1 − cs

1 + cs

1 − x/t

1 + x/t

](1+c2
s)/2cs

, −cs < x/t � 1,
(21)

£¤¥ ¸±µ·µ¸ÉÓ §¢Ê±  µ¶·¥¤¥²¥´  Ê·. (5).

�¨¸. 2. ‘· ¢´¥´¨¥ ÉµÎ´µ£µ  ´ ²¨É¨Î¥-
¸±µ£µ ·¥Ï¥´¨Ö �¨³ ´  ¤²Ö ¶²µÉ´µ¸É¨
Ô´¥·£¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶·¨ µ¤´µ³¥·´µ³ · §-
²¥É¥ (±·Ê¦±¨) ¸ Î¨¸²¥´´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ ¶µ
 ²£µ·¨É³Ê FCT-SHASTA (14) (±·¨¢Ò¥)

�  ·¨¸. 2  ´ ²¨É¨Î¥¸±µ¥ ·¥Ï¥-
´¨¥ (21) ¸· ¢´¨¢ ¥É¸Ö ¸ Î¨¸²¥´´Ò³,
¶µ²ÊÎ¥´´Ò³ ¶·¨ ¶µ³µÐ¨  ²£µ·¨É³ ,
µ¶¨¸ ´´µ£µ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ · §¤¥²¥.
� Î ²Ó´µ¥ ¸µ¸ÉµÖ´¨¥ § ¤ ´µ ¢ ¢¨¤¥
¸± Î±  ¶²µÉ´µ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ (18). Š ±
¢¨¤´µ, ¢ ¸²ÊÎ ¥ É¥·³µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨
´µ·³ ²Ó´µ° ³ É¥·¨¨, c2

s = 1/3, Î¥É±µ
´ ¡²Õ¤ ¥É¸Ö ¢µ²´  · §·¥¦¥´¨Ö, ´ ¶· -
¢²¥´´ Ö ¢ £²Ê¡Ó ¢¥Ð¥¸É¢ . � §· ¡µ-
É ´´Ò°  ²£µ·¨É³ ¶·¥±· ¸´µ ¢µ¸¶·µ-
¨§¢µ¤¨É ÉµÎ´µ¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±µ¥ ·¥Ï¥-
´¨¥. Š ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¸µµÉ´µÏ¥´¨Ö (21),
Ô¢µ²ÕÍ¨Ö ¶²µÉ´µ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ µ¡² ¤ ¥É
¸¢µ°¸É¢µ³ ¶µ¤µ¡¨Ö: ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨
x/t · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ´¥ ³¥´Ö¥É¸Ö ¸µ ¢·¥-
³¥´¥³.

3.2. �Ó¥·±¥´¸±¨° ·¥¦¨³. �·¥¤¶µ-
² £ Ö µ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ ³ ¸ÏÉ ¡´ÊÕ ¨´¢ -
·¨ ´É´µ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨Ö, ³µ¦´µ Ê¶·µ¸É¨ÉÓ ¸¨¸É¥³Ê (15)Ä(17) ¨ ´ °É¨ ¥¥ ¶·¨¡²¨-
¦¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö [17Ä20].

�·¥¤¶µ²µ¦¨³, ÎÉµ Î¥ÉÒ·¥Ì¢¥±Éµ· ¸±µ·µ¸É¨ ³µ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ¢
¢¨¤¥

uµ =
x̃µ

τ
, τ =

√
x̃µx̃µ. (22)

‡¤¥¸Ó x̃µ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥±Éµ·µ³, ¶µ¸É·µ¥´´Ò³ ¨§ Î¥ÉÒ·¥Ì¢¥±Éµ·  ±µµ·¤¨´ ÉÒ
xµ ¶·¨ ÊÎ¥É¥ ¸¨³³¥É·¨¨ § ¤ Î¨. � ¶·¨³¥·, ¶·¨ ¶·µ¤µ²Ó´µ³ · §²¥É¥ ¢ É ±
´ §Ò¢ ¥³µ³ ¡Ó¥·±¥´¸±µ³ ·¥¦¨³¥ x̃µ § ¶¨Ï¥É¸Ö ± ±

x̃µ = (t, 0, 0, z). (23)

7



…¸²¨ ´ Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²µ¢¨Ö µ¤´µ·µ¤´Ò ¶µ ¢¸¥³ ¶¥·¥³¥´´Ò³ (¢ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ó¥·-
±¥´¸±µ£µ ¸Í¥´ ·¨Ö [19] ¶µ ¡Ò¸É·µÉ¥, É. ¥. ²µ·¥´Í-¨´¢ ·¨ ´É´Ò) ±·µ³¥ ¸µ¡-
¸É¢¥´´µ£µ ¢·¥³¥´¨ τ , Éµ ³µ¦´µ µ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉµ ¨ ¢ ¡µ²¥¥ ¶µ§¤´¨¥ ¢·¥³¥´ 
¤¨´ ³¨±  ¸µÌ· ´¨É ÔÉÊ ¸¨³³¥É·¨Õ ¢ ¸¨¸É¥³¥, É. ¥.

ε = ε(τ), p = p(τ). (24)

“Î¨ÉÒ¢ Ö ¶µ¸²¥¤´¥¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥, Ê· ¢´¥´¨Ö (15) ¨ (17) ¶¥·¥¶¨Ï¥³ ¢ ¢¨¤¥

∂τε + (∂µuµ)(ε + p) = 0 , (25)

∂τnB + (∂µuµ) nB = 0 . (26)

„µ¶µ²´¨É¥²Ó´µ¥ ¶·¥¤¶µ²µ¦¥´¨¥ (22) µÉ´µ¸¨É¥²Ó´µ Î¥ÉÒ·¥Ì¢¥±Éµ·  ¸±µ·µ¸É¨
¶µ§¢µ²Ö¥É ¥Ð¥ ¡µ²¥¥ Ê¶·µ¸É¨ÉÓ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö

∂τε +
∂µx̃µ − 1

τ
(ε + p) = 0, (27)

∂τnB +
∂µx̃µ − 1

τ
nB = 0. (28)

�µ¸²¥¤´¥¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¨´É¥£·¨·Ê¥É¸Ö ´¥¶µ¸·¥¤¸É¢¥´´µ, ¤ ¦¥ ¡¥§ Ë¨±¸ Í¨¨
Ê· ¢´¥´¨Ö ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö,

nB(τ) = nB(τ0)
(τ0

τ

)(∂µx̃µ−1)

, (29)

£¤¥ τ0 Å ´ Î ²Ó´Ò° ³µ³¥´É Ô¢µ²ÕÍ¨¨. „²Ö Éµ£µ ÎÉµ¡Ò ´ °É¨ § ¢¨¸¨³µ¸ÉÓ
ε(τ), ´¥µ¡Ìµ¤¨³µ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° (27), (28) ¤µ¶µ²´¨ÉÓ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¸µ¸Éµ-
Ö´¨Ö (5). ’µ£¤  Ô¢µ²ÕÍ¨Ö ¶²µÉ´µ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ¸¨¸É¥³Ò ¡Ê¤¥É § ¤ ¢ ÉÓ¸Ö ± ±

ε(τ) = ε(τ0)
(τ0

τ

)(1+c2
s)(∂µx̃µ−1)

. (30)

‚ Î ¸É´µ³ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ó¥·±¥´¸±µ£µ ¸Í¥´ ·¨Ö (23) ¶µ²ÊÎ ¥³ (¸·. ¸ [20])

ε(τ) = ε(τ0)
(τ0

τ

)(1+c2
s)

, (31)

nB(τ) = nB(τ0)
τ0

τ
. (32)

� ·Ö¤Ê ¸ µ¶¨¸ ´¨¥³ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨° ÉÖ¦¥²ÒÌ ¨µ´µ¢ ¨´É¥·¥¸¥´ ¨ ¸²ÊÎ °
· ¤¨ ²Ó´µ£µ · §²¥É  ± ± ³µ¤¥²Ó Ô¢µ²ÕÍ¨¨ · ´´¥° ‚¸¥²¥´´µ°. �¥É·Ê¤´µ Ê¡¥-
¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉµ ¢ µ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¢ · ³± Ì ¢Ò¸± § ´´ÒÌ ¶·¥¤¶µ²µ¦¥´¨° ¤²Ö d-
³¥·´µ£µ · ¤¨ ²Ó´µ£µ · §²¥É  ¸¶· ¢¥¤²¨¢Ò Ëµ·³Ê²Ò

ε(τ) = ε(τ0)
(τ0

τ

)d(1+c2
s)

, (33)

nB(τ) = nB(τ0)
(τ0

τ

)d

; (34)
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É. ¥. ¸ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³ τ ¤²Ö · ¤¨ ²Ó´µ£µ ¨§µÉ·µ¶´µ£µ · §²¥É  ¶²µÉ´µ¸ÉÓ Ê¡Ò¢ ¥É
¸ÊÐ¥¸É¢¥´´µ ¡Ò¸É·¥¥, ¶·¨ ÔÉµ³ ¶µ± § É¥²Ó ¸É¥¶¥´¨ ¸¶ ¤  ¶·µ¶µ·Í¨µ´ ²¥´
· §³¥·´µ¸É¨ ¶·µ¸É· ´¸É¢  d.

�¨¸. 3. “· ¢´¥´¨¥ Ô¢µ²ÕÍ¨¨ ¸·¥¤´¥° (¶µ
µ¡Ñ¥³Ê) ¶²µÉ´µ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ 〈ε〉, ¶µ²ÊÎ¥´´µ°
Î¨¸²¥´´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ µ¤´µ³¥·´µ° £¨¤·µ¤¨-
´ ³¨±¨ ¸ ÊÎ¥Éµ³ (±·Ê¦±¨) ¨ ¡¥§ ÊÎ¥É  (±·¥-
¸É¨±¨) § ³µ· ¦¨¢ ´¨Ö, ¸ ¡Ó¥·±¥´¸±¨³  ´ -
²¨É¨Î¥¸±¨³ ·¥Ï¥´¨¥³ (¶·Ö³Ò¥ ²¨´¨¨ ¸ ´ -
±²µ´µ³ −4/3, ´µ·³¨·µ¢±  ¶·µ¨§¢µ²Ó´ Ö)

„²Ö ¸µ¶µ¸É ¢²¥´¨Ö ¸ ·¥§Ê²ÓÉ -
É ³¨ �Ó¥·±¥´  ¡Ò² · ¸¸Î¨É ´ · §-
²¥É ¢ ¶Ê¸ÉµÉÊ µ¤´µ·µ¤´µ£µ ¸²µÖ ³ -
É¥·¨¨ ±µ´¥Î´µ° Ï¨·¨´Ò ¸ ´Ê²¥¢Ò³
´ Î ²Ó´Ò³ ¶·µË¨²¥³ ¸±µ·µ¸É¨. ˆ¸-
¶µ²Ó§µ¢ ²µ¸Ó Ê· ¢´¥´¨¥ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö
Ê²ÓÉ· ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±µ£µ ¨¤¥ ²Ó´µ£µ
£ §   ¤·µ´µ¢, É. ¥. ¶µ± § É¥²Ó ¸É¥-
¶¥´¨ τ ¢ Ê·. (31) · ¢¥´ −(1 + c2

s) =
−4/3. Š ± ¢¨¤´µ ¨§ ·¨¸. 3, ´ ±²µ´
Î¨¸²¥´´µ£µ ·¥Ï¥´¨Ö  ¸¨³¶ÉµÉ¨Î¥-
¸±¨ ¢µ¸¶·µ¨§¢µ¤¨É ¡Ó¥·±¥´¸±¨° ·¥-
§Ê²ÓÉ É, ´µ µÉ±²µ´¥´¨Ö ¶µ¸²¥¤´¥£µ
µÉ ÉµÎ´µ£µ ·¥Ï¥´¨Ö ¢¥²¨±¨ ¢ ´ -
Î ²Ó´µ° ¸É ¤¨¨ · §²¥É  Ë °¥·¡µ² .

ƒ¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸± Ö Ô¢µ²ÕÍ¨Ö
§ ± ´Î¨¢ ¥É¸Ö,   · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö
®§ ³µ· ¦¨¢aÕÉ¸Ö¯ ¢ ´¥±µÉµ·µ°
ÉµÎ±¥, ¥¸²¨ ¢ ´¥° ¶¥·¥¸É ÕÉ ¢Ò¶µ²-
´ÖÉÓ¸Ö Ê¸²µ¢¨Ö ¶·¨³¥´¨³µ¸É¨ £¨-
¤·µ¤¨´ ³¨±¨. ŒÒ ¨¸¶µ²Ó§Ê¥³ ¶·µ-
¸Éµ¥ Ê¸²µ¢¨¥ § ³µ· ¦¨¢ ´¨Ö: ²µ-
± ²Ó´ Ö ¶²µÉ´µ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ ¢ ÖÎ¥°±¥ ·¥Ï¥É±¨ ´¨¦¥ ´¥±µÉµ·µ£µ §´ Î¥´¨Ö
εfr ∼ 0,3 ƒÔ‚/Ë³3. �·¨ ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ´¨¨ ²µ± ²Ó´µ£µ ±·¨É¥·¨Ö § ³µ· ¦¨¢ ´¨¥
¶·µ¨¸Ìµ¤¨É ¸ ¶µ¢¥·Ì´µ¸É¨ · ¸Ï¨·ÖÕÐ¥°¸Ö ¸¨¸É¥³Ò ¢ É¥Î¥´¨¥ ¢¸¥£µ ¢·¥³¥´¨
Ô¢µ²ÕÍ¨¨. “Ìµ¤ ®§ ³µ·µ¦¥´´µ°¯ ³ É¥·¨¨ ¨§ ¸¨¸É¥³Ò ¢²¨Ö¥É ´  ¶µ¸²¥¤ÊÕ-
ÐÊÕ Ô¢µ²ÕÍ¨Õ ¸µ¸¥¤´¨Ì ÖÎ¥¥±, ÎÉµ ¶·¨¢µ¤¨É ± Ê¢¥²¨Î¥´¨Õ 〈ε〉 ¨ Ê³¥´ÓÏ¥-
´¨Õ ¶µ²´µ£µ ¢·¥³¥´¨ Ô¢µ²ÕÍ¨¨ (¸³. ·¨¸. 3). 
ÉµÉ ÔËË¥±É ´¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö ¢
¨³¥ÕÐ¨Ì¸Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨ÖÌ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨°.

3.3. ’·¥Ì³¥·´Ò° · §²¥É. �¥ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ÉµÎ´µ£µ  ´ ²¨É¨Î¥¸±µ£µ ·¥Ï¥´¨Ö
£¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ¢ É·¥Ì³¥·´µ³ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ ´¥ ¸Î¨É ÉÓ ²µ·¥´Í-
¨´¢ ·¨ ´É´µ£µ ¸Ë¥·¨Î¥¸±µ£µ · §²¥É  (33), (34), ±µÉµ·Ò° ¶µ ¸ÊÉ¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö
µ¤´µ³¥·´Ò³. �·¨ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨¨ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì Ö¤¥· ¸¨¸É¥³  ¡Ò¸É·µ Ô¢µ-
²ÕÍ¨µ´¨·Ê¥É ¢ ¶·µ¤µ²Ó´µ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ ¨ ³¥¤²¥´´µ Å ¢ ¶µ¶¥·¥Î´µ³. 
Éµ
µ¡¸ÉµÖÉ¥²Ó¸É¢µ ¨¸¶µ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ Ë¥´µ³¥´µ²µ£¨Î¥¸±¨Ì ³µ¤¥²ÖÌ, £¤¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥
¢ ¶·µ¤µ²Ó´µ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ µ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ²µ·¥´Í-¨´¢ ·¨ ´É´Ò³ ¡Ó¥·±¥´¸±¨³
·¥Ï¥´¨¥³ ¢ ¶·¥´¥¡·¥¦¥´¨¨ ¨²¨ ¶·¨ ¸² ¡µ° ¸¢Ö§¨ ¶·µ¤µ²Ó´µ£µ · ¸Ï¨·¥´¨Ö ¸
¶µ¶¥·¥Î´Ò³ ¤¢¨¦¥´¨¥³ [21, 22]. �·¨³¥´¨³µ¸ÉÓ ÔÉµ£µ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö § ¢¨¸¨É
µÉ Ô´¥·£¨¨ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨Ö.
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‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  · ¸¸³µÉ·¨³ É·¥Ì³¥·´Ò° · §²¥É Ë °¥·¡µ² , ´ Î ²Ó´µ¥
¸µ¸ÉµÖ´¨¥ ±µÉµ·µ£µ ¶·¨³¥·´µ ¸µµÉ¢¥É¸É¢Ê¥É Í¥´É· ²Ó´µ³Ê Pb + Pb-¸Éµ²±´µ¢¥-
´¨Õ ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ 160 ƒÔ‚ ´  ´Ê±²µ´: µ¤´µ·µ¤´Ò° ²µ·¥´Í-¸¦ ÉÒ° Í¨²¨´¤·
πR2(2R)/γ · ¤¨Ê¸  R = 4 Ë³ (γ Å £ ³³ -Ë ±Éµ· ¸¨¸É¥³Ò Í¥´É·  ³ ¸¸)
¸ ¶²µÉ´µ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨ ε0 ≈ 10 ƒÔ‚/Ë³3 [23] ¨ ´Ê²¥¢Ò³ ¶·µË¨²¥³ ¸±µ·µ¸É¨.
„²Ö µ¶·¥¤¥²¥´´µ¸É¨ ¢µ§Ó³¥³ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö Ê²ÓÉ· ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±µ£µ £ § 
¶¨µ´µ¢

p =
π2gπ

90
T 4 = ε/3, (35)

£¤¥ T Å ²µ± ²Ó´ Ö É¥³¶¥· ÉÊ·  ¨ gπ = 3 Å Ë ±Éµ· ¢Ò·µ¦¤¥´¨Ö ¶¨µ´µ¢.

�¨¸. 4. 
¢µ²ÕÍ¨Ö · §²¨Î´ÒÌ ±µ³¶µ´¥´É É¥´§µ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸ . � Î ²Ó´µ¥ ¸µ¸Éµ-
Ö´¨¥ Ë °¥·¡µ²  µÉ¢¥Î ¥É µ¤´µ·µ¤´µ³Ê ²µ·¥´Í-¸¦ Éµ³Ê Í¨²¨´¤·Ê. �Ê´±É¨·´ Ö ²¨´¨Ö
¸¨³Ê²¨·Ê¥É ¡Ó¥·±¥´¸±µ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ε ∼ t−4/3. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶µ²ÊÎ¥´Ò ¸ ÊÎ¥Éµ³ ( ) ¨ ¡¥§
ÊÎ¥É  (¡) ¶·µÍ¥¸¸  § ³µ· ¦¨¢ ´¨Ö

Š ± ¢¨¤´µ ¨§ ·¨¸. 4,  , ´  ´ Î ²Ó´µ° ¸É ¤¨¨ · §²¥É  ²µ·¥´Í-¸¦ Éµ£µ Í¨-
²¨´¤·  Ô´¥·£¨Ö ¸¨¸É¥³Ò 〈E〉 ¸¶ ¤ ¥É ¤µ¸É ÉµÎ´µ ³¥¤²¥´´µ, ´µ ¸ ³  ¸¨¸É¥³ 
ÔËË¥±É¨¢´µ Ê¸±µ·Ö¥É¸Ö ¢ ¶·µ¤µ²Ó´µ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ (〈ML〉 > 〈MT 〉). „ -
²¥¥ · §´µ¸ÉÓ 〈ML〉 − 〈MT 〉 ³¥´Ö¥É¸Ö ¸² ¡µ, ´µ §  ¸Î¥É · ¸Ï¨·¥´¨Ö Ô´¥·£¨Ö
〈E〉 Ê¡Ò¢ ¥É ¡Ò¸É·¥¥, ¨ ÔÉµÉ ¸¶ ¤ ¢µ¸¶·µ¨§¢µ¤¨É¸Ö ·¥Ï¥´¨¥³ �Ó¥·±¥´ . � 
§ ±²ÕÎ¨É¥²Ó´µ° ¸É ¤¨¨ 〈ML〉 ≈ 〈MT 〉 ¨ ¶µ¢¥¤¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ¸É ´µ¢¨É¸Ö ¡²¨§-
±¨³ ± ¸Ë¥·¨Î¥¸±µ³Ê · §²¥ÉÊ, ¶µÔÉµ³Ê Ô´¥·£¨Ö ¸¶ ¤ ¥É ¥Ð¥ ¡Ò¸É·¥¥. ‚ ¶·¨-
¡²¨¦¥´¨¨ �Ó¥·±¥´  ¶µ¶¥·¥Î´µ¥ ¤¢¨¦¥´¨¥ ´¨± ± ´¥ ¸¢Ö§ ´µ ¸ ¶·µ¤µ²Ó´Ò³,
Ö¢²Ö¥É¸Ö Î¨¸Éµ É¥·³µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³ ¨ µ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö É¥³¶¥· ÉÊ·µ° (35). �µ¢¥-
¤¥´¨¥ Ê¸·¥¤´¥´´ÒÌ ±µ³¶µ´¥´É É¥´§µ·  Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸  ´¥¸±µ²Ó±µ ³¥´Ö¥É¸Ö,
¥¸²¨ ¢±²ÕÎ¨ÉÓ ¶·µÍ¥¸¸ § ³µ· ¦¨¢ ´¨Ö, ·¨¸. 4, ¡. �µ¸±µ²Ó±Ê § ³µ· ¦¨¢ ÕÉ¸Ö
¢ µ¸´µ¢´µ³ ¶¥·¨Ë¥·¨Î¥¸±¨¥ ÖÎ¥°±¨ ¸ ³ ²µ° Ô´¥·£¨¥°, ε < εfr, Éµ · §´µ¸ÉÓ
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〈ML〉−〈MT 〉 µ¸É ¥É¸Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ¶µ¸ÉµÖ´´µ°. �  ¶µ¸²¥¤´¥° ¸É ¤¨¨ · ¸Ï¨-
·¥´¨Ö ¸±µ·µ¸ÉÓ ¸¶ ¤  ¶²µÉ´µ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ ¸µ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¡Ó¥·±¨´¸±¨³ §´ Î¥´¨¥³
−4/3, ´µ, ¸É·µ£µ £µ¢µ·Ö, ¢ ÔÉµ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ �Ó¥·±¥´  ´¥¶·¨³¥´¨³µ.

� ¸¸³µÉ·¥´´Ò¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ ´¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨. �¥·¥´µ¸Î¨-
± ³¨ ¨´Ëµ·³ Í¨¨ µ ¸¢µ°¸É¢ Ì £µ·ÖÎ¥° ¨ ¸¦ Éµ° ³ É¥·¨¨ ³µ£ÊÉ ¸²Ê¦¨ÉÓ ¸² ¡µ
¢§ ¨³µ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸ Ö¤¥·´µ° ¸·¥¤µ° ¦¥¸É±¨¥ ËµÉµ´Ò, e+e−- ¨ µ+µ−-¶ ·Ò.
‚ ÔÉµ° ¸¢Ö§¨ ´  ·¨¸. 5 ¶·¥¤¸É ¢²¥´  Ô¢µ²ÕÍ¨Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶µ ¨´¢ ·¨ ´É´µ°
³ ¸¸¥ e+e−-¶ · ¤²Ö Éµ£µ ¦¥ ¸²ÊÎ Ö, ÎÉµ ¨ ´  ·¨¸. 4.

�¨¸. 5. � ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶µ ¨´¢ ·¨ ´É´µ° ³ ¸¸¥ e+e−-¶ ·, ·µ¦¤¥´´ÒÌ ¢ ππ-
¢§ ¨³µ¤¥°¸É¢¨ÖÌ ¢ µ¡² ¸É¨ ¶¸¥¢¤µ¡Ò¸É·µÉ η ≈ 0 ¢ ³µ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t, · ¸¸Î¨É ´-
´Ò¥ Î¨¸²¥´´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ É·¥Ì³¥·´ÒÌ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ( ) ¨ ¢ ³µ¤¥²¨
¶·µ¤µ²Ó´µ£µ · ¸Ï¨·¥´¨Ö �Ó¥·±¥´  (¡). ’µÎ± ³¨ ¶µ± § ´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö ´ Î ²Ó´µ£µ
¢·¥³¥´¨ Ô¢µ²ÕÍ¨¨ ¢ ¶·¥´¥¡·¥¦¥´¨¨ ÔËË¥±É ³¨ ¸·¥¤Ò (Ë¨§¨Î¥¸±¨° ρ-³¥§µ´) „¢¥ Í¨-
Ë·Ò, ¸ÉµÖÐ¨¥ µ±µ²µ ±·¨¢ÒÌ, Ê± §Ò¢ ÕÉ ³µ³¥´É Ô¢µ²ÕÍ¨¨ t (¢ Ë³/c) ¨ ¸·¥¤´ÕÕ
É¥³¶¥· ÉÊ·Ê (¢ ŒÔ‚), ¤µ¸É¨£´ÊÉÊÕ ´  ÔÉµ ¢·¥³Ö

‘µ£² ¸´µ £¨¶µÉ¥§¥ ¢¥±Éµ·´µ° ¤µ³¨´ ´É´µ¸É¨ ¢§ ¨³µ¤¥°¸É¢¨¥ ¶¨µ´µ¢ ¨¤¥É
Î¥·¥§ µ¡· §µ¢ ´¨¥ ¢´¥³ ¸¸µ¢µ£µ ρ-³¥§µ´ , ±µÉµ·Ò° ³µ¦¥É ±µ´¢¥·É¨·µ¢ ÉÓ¸Ö
¢ ËµÉµ´ ¸ ¶µ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ · ¸¶ ¤µ³ ´  e+e−-¶ ·Ê. ‚ ²¨¤¨·ÊÕÐ¥³ ¶µ·Ö¤±¥ ¶µ
Ô²¥±É·µ³ £´¨É´µ° ±µ´¸É ´É¥ ¸¢Ö§¨ α = e2/4π ¨ ¢ ¶·¥´¥¡·¥¦¥´¨¨ ³ ¸¸ ³¨
²¥¶Éµ´µ¢ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ Ö ¢¥·µÖÉ´µ¸ÉÓ Ô³¨¸¸¨¨ ¤¨²¥¶Éµ´µ¢ ¥¸ÉÓ [24Ä26]:

d8N

d4xd4q
=

α2

12π4

R(q, T )
eq0/T − 1

, (36)

£¤¥ R(q, T ) Å Ê¸·¥¤´¥´´ Ö ¶µ ¸¶¨´Ê ¸¶¥±É· ²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ËµÉµ´µ¢ ¨ q2 =
M2 = q2

0 − q2 Ä ±¢ ¤· É Î¥ÉÒ·¥Ì¨³¶Ê²Ó¸  ²¥¶Éµ´´µ° ¶ ·Ò.
‘±µ·µ¸ÉÓ Ô³¨¸¸¨¨ ²¥¶Éµ´´µ° ¶ ·Ò, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´ Ö ´  ·¨¸. 5, ¥¸ÉÓ ¨´É¥-

£· ² µÉ ¸µµÉ´µÏ¥´¨Ö (36) ¶µ ¢¸¥³Ê ¶·µ¸É· ´¸É¢Ê, § ´¨³ ¥³µ³Ê ¸¨¸É¥³µ° ´ 
¤ ´´Ò° ³µ³¥´É t, ¨ ¶µ ¶µ¶¥·¥Î´Ò³ ±µ³¶µ´¥´É ³ ¨³¶Ê²Ó¸  ¶ ·Ò.
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� ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¶µ ¨´¢ ·¨ ´É´µ° ³ ¸¸¥ ¤¨²¥¶Éµ´µ¢, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´µ¥ ´ 
·¨¸. 5, Ê± §Ò¢ ¥É ´  ¸¨²Ó´µ¥ ÊÏ¨·¥´¨¥ ¸¶¥±É· ²Ó´µ° ËÊ´±Í¨¨ ρ-³¥§µ´  ¢
£µ·ÖÎ¥° ¸·¥¤¥ §  ¸Î¥É ¶¥·¥· ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¢ÒÌµ¤  ²¥¶Éµ´µ¢ ± ± ¢ ¸Éµ·µ´Ê
³¥´ÓÏ¨Ì, É ± ¨ ¡µ²ÓÏ¨Ì ³ ¸¸ [26]. ˆ§ÊÎ¥´¨¥ ¸¢µ°¸É¢ ρ-³¥§µ´  ¢ ¸·¥¤¥
Ö¢²Ö¥É¸Ö µ¸´µ¢´µ° Í¥²ÓÕ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éµ¢ ¸ ¤¨²¥¶Éµ´ ³¨ [27]. Š ± Ëµ·³ 
¨´¢ ·¨ ´É´µ£µ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö, É ± ¨ ¢ÒÌµ¤ e+e−-¶ · ³¥´ÖÕÉ¸Ö ¶µ Ìµ¤Ê Ô¢µ-
²ÕÍ¨¨ ¸¨¸É¥³Ò. 
¢µ²ÕÍ¨Ö Éµ£µ ¦¥ ´ Î ²Ó´µ£µ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö, ´µ · ¸¸Î¨É ´´ Ö
¢ ³µ¤¥²¨ �Ó¥·±¥´ , ¶·¨¢µ¤¨É ± § ³¥É´µ µÉ²¨Î ÕÐ¨³¸Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö³ ¤¨-
²¥¶Éµ´µ¢: ¨§-§  ¡µ²¥¥ ¢Ò¸µ±¨Ì É¥³¶¥· ÉÊ· Ê¸¨²¥´ (¶µ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ÉµÎ´µ°
¤¨´ ³¨±µ°) ¢ÒÌµ¤ ²¥¶Éµ´´ÒÌ ¶ · ¸ M ¢ÒÏ¥ §´ Î¥´¨Ö ³ ¸¸Ò Ë¨§¨Î¥¸±µ£µ
ρ-³¥§µ´ ; ¡µ²¥¥ Î¥³ ¢ ¤¢  · §  ³¥´Ö¥É¸Ö  ¡¸µ²ÕÉ´ Ö ´µ·³¨·µ¢±  (§  ¨¸±²ÕÎ¥-
´¨¥³, ¥¸É¥¸É¢¥´´µ, ³µ³¥´É  t = 0). � ¤µ µÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉµ · ¸Ìµ¦¤¥´¨¥ ³¥¦¤Ê
ÔÉ¨³¨ ³µ¤¥²Ó´Ò³¨ ¶·¨³¥· ³¨ ´ · ¸É ¥É ¸µ ¢·¥³¥´¥³ t.


±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´µ ¨§³¥·Ö¥³µ° ¢¥²¨Î¨´µ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶µ²´Ò° ¢ÒÌµ¤, É. ¥.
¸µµÉ´µÏ¥´¨¥ (36) ¤µ²¦´µ ¡ÒÉÓ ¥Ð¥ ¤µ¶µ²´¨É¥²Ó´µ ¶·µ¨´É¥£·¨·µ¢ ´µ ¶µ t.
ˆ§ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éµ¢ ¸²¥¤Ê¥É, ÎÉµ µÉ¢¥É ¡Ê¤¥É · §´Ò° ¢ § ¢¨¸¨³µ¸É¨
µÉ Éµ£µ, ¡Ê¤¥É ²¨ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±µ¥ · ¸Ï¨·¥´¨¥ ¸Î¨É ÉÓ¸Ö ÉµÎ´µ ¨²¨ ¤²Ö
ÔÉµ£µ ¡Ê¤¥É ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ´µ ¡Ó¥·±¥´¸±µ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥, ±µÉµ·µ¥ ¢¥¸Ó³  ¶µ¶Ê-
²Ö·´µ ¶·¨ µÍ¥´± Ì ¢ÒÌµ¤  ¤¨²¥¶Éµ´µ¢. ‘²¥¤Ê¥É µÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉµ · ¸¸Î¨É ´´Ò°
´ ³¨ ¨´É¥£· ²Ó´Ò° ¢ÒÌµ¤ ²¥¶Éµ´´ÒÌ ¶ · ´¥ ³µ¦¥É ¡ÒÉÓ ´¥¶µ¸·¥¤¸É¢¥´´µ
¸µ¶µ¸É ¢²¥´ ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éµ³. „²Ö É ±µ£µ  ´ ²¨§  ´¥µ¡Ìµ¤¨³µ ¡µ²¥¥ µ¡µ-
¸´µ¢ ´´µ § ¤ ÉÓ ´ Î ²Ó´µ¥ ¸µ¸ÉµÖ´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò, ¢µ¸¶µ²Ó§µ¢ ÉÓ¸Ö ¡µ²¥¥ ·¥ ²¨-
¸É¨Î¥¸±¨³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ¸µ¸ÉµÖ´¨Ö ¸ ÊÎ¥Éµ³ ¢µ§³µ¦´µ£µ Ë §µ¢µ£µ ¶¥·¥Ìµ¤ ,
¢±²ÕÎ¨ÉÓ ¤·Ê£¨¥ ¢µ§³µ¦´Ò¥ ¨¸ÉµÎ´¨±¨ ¤¨²¥¶Éµ´µ¢, ¢ Éµ³ Î¨¸²¥ ¨ É¥, ±µÉµ-
·Ò¥ µÉ¢¥Î ÕÉ ²¥¶Éµ´´µ³Ê · ¸¶ ¤Ê  ¤·µ´µ¢, µ¡· §µ¢ ¢Ï¨Ì¸Ö ´  ¸É ¤¨¨ § ³µ-
· ¦¨¢ ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò. Š·µ³¥ Éµ£µ, Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´µ ¤¨²¥¶Éµ´Ò µÉ¡¨· ÕÉ¸Ö ¢
µ¶·¥¤¥²¥´´µ° µ¡² ¸É¨ ¶ · ³¥É·  Ê¤ ·  ¨ ¨§³¥·ÖÕÉ¸Ö ¢ µÎ¥´Ó µ£· ´¨Î¥´´µ°
µ¡² ¸É¨ ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ, ÎÉµ ¢²¨Ö¥É ´  Ëµ·³Ê ¨ ¢ÒÌµ¤ ¨´¢ -
·¨ ´É´ÒÌ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°. Šµ´±·¥É´Ò° Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò°  ±¸¥¶É ´¸ ¤µ²¦¥´
¡ÒÉÓ  ±±Ê· É´µ ÊÎÉ¥´ ¶·¨ É ±µ³  ´ ²¨§¥.

‡�Š‹�—…�ˆ…

� §¢¨É ¨ ·¥ ²¨§µ¢ ´ ³¥Éµ¤ Î¨¸²¥´´µ£µ ·¥Ï¥´¨Ö ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì £¨¤·µ¤¨-
´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨°, µ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨Ì ¸É ¤¨Õ · §²¥É  ¢µ§¡Ê¦¤¥´´µ° ³ É¥·¨¨,
µ¡· §µ¢ ´´µ° ¶·¨ ¸Éµ²±´µ¢¥´¨¨ ÉÖ¦¥²ÒÌ ¨µ´µ¢. ‘ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³ Ô²¥³¥´Éµ³
³¥Éµ¤  Ö¢²Ö¥É¸Ö ³µ¤¨Ë¨± Í¨Ö ¸Ì¥³Ò SHASTA ¶ÊÉ¥³ ¢¢¥¤¥´¨Ö ±µ··¥±É¨·Ê-
ÕÐ¨Ì ¶µÉµ±µ¢, ¶µ§¢µ²ÖÕÐ Ö ± ± Ê³¥´ÓÏ¨ÉÓ ÔËË¥±ÉÒ Î¨¸²¥´´µ° ¤¨ËËÊ§¨¨,
É ± ¨ ¨§¡¥¦ ÉÓ ¢µ§´¨± ÕÐ¨Ì µ¸Í¨²²ÖÍ¨° ·¥Ï¥´¨Ö. ‚Ò¸µ± Ö ÉµÎ´µ¸ÉÓ Î¨-
¸²¥´´µ£µ ³¥Éµ¤  ¶·µ¤¥³µ´¸É·¨·µ¢ ´  ¸· ¢´¥´¨¥³ ¸ ¤¢Ê³Ö  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨
·¥Ï¥´¨Ö³¨: ÉµÎ´µ° µ¤´µ³¥·´µ° § ¤ Î¨ �¨³ ´  ¨ ²µ·¥´Í-¨´¢ ·¨ ´É´µ£µ · §-
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²¥É  ¢ ·¥¦¨³¥ �Ó¥·±¥´ . �É³¥Î ¥É¸Ö ¢²¨Ö´¨¥ ÔËË¥±É  § ³µ· ¦¨¢ ´¨Ö ´ 
Ô¢µ²ÕÍ¨Õ ¸¨¸É¥³Ò, ´¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥³µ£µ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¨²²Õ¸É· Í¨¨ ¢µ§³µ¦´µ¸É¥° ³µ¤¥²¨ · ¸¸³µÉ·¥´  É·¥Ì³¥·´ Ö
Ô¢µ²ÕÍ¨Ö Ë °¥·¡µ² , ´ Î ²Ó´Ò¥ Ê¸²µ¢¨Ö ±µÉµ·µ£µ ¶·¨³¥·´µ µÉ¢¥Î ÕÉ É¥³,
ÎÉµ ·¥ ²¨§ÊÕÉ¸Ö ¢ Pb + Pb-¸Éµ²±´µ¢¥´¨¨ ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ∼ 160 ƒÔ‚ ´  ´Ê-
±²µ´. �µ± § ´µ, ÎÉµ ¢ ÔÉµ° µ¡² ¸É¨ Ô´¥·£¨¨ É¥·³µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ Ì · ±É¥-
·¨¸É¨±¨ · ¸Ï¨·ÖÕÐ¥£µ¸Ö Ë °¥·¡µ² , µÍ¥´¥´´Ò¥ ¸ ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ´¨¥³ µ¤´µ³¥·-
´µ£µ ²µ·¥´Í-¨´¢ ·¨ ´É´µ£µ ·¥Ï¥´¨Ö �Ó¥·±¥´ , ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´µ µÉ²¨Î ÕÉ¸Ö µÉ
·¥§Ê²ÓÉ Éµ¢, ¶µ²ÊÎ¥´´ÒÌ Î¨¸²¥´´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ ÉµÎ´ÒÌ ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨Ì £¨-
¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨°. 
ÉµÉ ·¥§Ê²ÓÉ É µ¸µ¡¥´´µ ¢ ¦¥´ ¤²Ö · ¸Î¥É  ¶·µ-
Í¥¸¸  ·µ¦¤¥´¨Ö ²¥¶Éµ´´ÒÌ ¶ ·, £¤¥ É· ¤¨Í¨µ´´µ £¨¤·µ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ µÍ¥´±¨
¡ §¨·ÊÕÉ¸Ö ´  ¨¸¶µ²Ó§µ¢ ´¨¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´µ£µ ¡Ó¥·±¥´¸±µ£µ ·¥Ï¥´¨Ö. 
Éµ
µ§´ Î ¥É, ÎÉµ ¨´Ëµ·³ Í¨Ö µ ¸¢µ°¸É¢ Ì  ¤·µ´µ¢ ¢ Ê¸²µ¢¨ÖÌ ¡µ²ÓÏ¨Ì ¸¦ É¨°
¨ ¢Ò¸µ±¨Ì É¥³¶¥· ÉÊ·, ¨§¢²¥± ¥³ Ö ¨§ É ±¨Ì Ô±¸¶¥·¨³¥´Éµ¢ ¸ ²¥¶Éµ´ ³¨, ¸Ê-
Ð¥¸É¢¥´´µ § ¢¨¸¨É µÉ § ²µ¦¥´´µ° ¤¨´ ³¨±¨, ±µÉµ· Ö ¤µ²¦´  · ¸¸Î¨ÉÒ¢ ÉÓ¸Ö
³ ±¸¨³ ²Ó´µ  ±±Ê· É´µ.

�¢Éµ·Ò ¡² £µ¤ ·´Ò �. ˆ¢ ´µ¢Ê ¨ ‚. �Ê¸¸±¨Ì §  ¶µ²¥§´Ò¥ µ¡¸Ê¦¤¥´¨Ö.
� ¡µÉ  Î ¸É¨Î´µ ¶µ¤¤¥·¦ ´  �¥³¥Í±¨³ ¨¸¸²¥¤µ¢ É¥²Ó¸±¨³ µ¡Ð¥¸É¢µ³ (DFG
project 436 RUS 113/558/0-2) ¨ �µ¸¸¨°¸±¨³ Ëµ´¤µ³ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ÒÌ ¨¸¸²¥-
¤µ¢ ´¨° (£· ´É �””ˆ 03-02-04008).
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