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■1群（信号・システム）-- 5編（信号理論）

5章 ウイナーフィルタ

（執筆者：西山　清）［2011年 2 月受領］

■概要■

ウイナーフィルタは 1940年代に N. Wiener∗ によって発表された定常な時系列のフィルタ
リング理論である．ウイナーフィルタは信号と雑音を確率過程として扱った最初のフィルタ

である．

最近では，高速フーリェ変換（FFT）の普及と共に，ウイナーフィルタは音声強調や画像

の雑音除去，ボケ復元，手ぶれ修正などに広く用いられるようになった．

【本章の構成】

本章では，5-1節で一次元ウイナーフィルタを導出する．また，代表的な応用例として音

声信号の雑音低減を示す．5-2節では二次元ウイナーフィルタを導出し，様々な実装法を説

明する．

∗ NorbertWienerは 1894年にアメリカのコロンビアで生まれ，1912年ハーバード大学より博士号を授与
された後，ゲッティンゲン大学，ハーバード大学を経て，MIT 教授．ブラウン運動の数学モデルであるウ
イナー過程は有名であり，伊藤の確率微分方程式の基礎となっている．また，動物と機械における通信と
制御という新しい学問分野であるサイバネティックスの提唱者としても有名である．
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■1群 -- 5編 -- 5章

5--1 一次元ウイナーフィルタ
（執筆者：島村徹也）［2008年 3 月受領］

ウイナーフィルタは平均二乗誤差を最小化する意味で最適なフィルタであり，次のように

導出される．

あるフィルタ h(n)を用いて，雑音混入信号 x(n)から雑音成分を除去し，元の信号 s(n)を

得る場合を考えよう．このとき，周波数領域では

S(ω) = H(ω)X(ω) (5・1)

のような処理を行えばよい．ここで時間領域との関係を明確にしておけば，H(ω)はフィルタ

の周波数特性で

H(ω) = F[h(n)] (5・2)

である．ここで，F はフーリエ変換を表す．また，X(ω)は x(n)のフーリエ変換で，

X(ω) = F[x(n)] (5・3)

で与えられ，S(ω)は s(n)のフーリエ変換で，

S(ω) = F[s(n)] (5・4)

で与えられる．しかし，式 (5・1)で得られる信号成分 S(ω) はあくまで理想状態においての

み得られるわけであり，通常はその推定値 Ŝ(ω)を想定し，

E(ω) = S(ω) − Ŝ(ω)

= S(ω) − H(ω)X(ω) (5・5)

のような誤差の平均二乗値，すなわち

E[|E(ω)|2] = E[|S(ω) − H(ω)X(ω)|2] (5・6)

を最小化することを考えるのが自然である．ここで E[·] は期待値を意味している．式 (5・6)

をフィルタ特性 H(ω)で微分すれば

∂E[|(ω)|2]
∂H(ω)

= 2H(ω)PXX(ω) − 2PXS(ω) (5・7)

となる．ここで PXX(ω)，PXS(ω)はそれぞれ

PXX(ω) = E[|X(ω)|2] (5・8)

PXS(ω) = E[X(ω)S∗(ω)] (5・9)

で与えられる．∗は複素共役を意味する．すなわち PXX(ω)は雑音混入信号のパワースペクト
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ルであり，PXS(ω) は雑音混入信号と元の雑音を含まない信号との相互パワースペクトルで

ある．式 (5・7)を 0とおくとき，式 (5・6)は H(ω)に関して最小化されるので，式 (5・7)より

2H(ω)PXX(ω) − 2PXS(ω) = 0 (5・10)

が得られ，すなわち

H(ω) =
PXS(ω)
PXX(ω)

(5・11)

となる．このように平均二乗誤差を最小化するように導出される式 (5・11)のフィルタは，ウ

イナーフィルタと呼ばれる．

さて，ここで雑音混入信号成分 X(ω)と信号成分 S(ω)との関係を考えてみると，雑音成分

W(ω) = F[w(n)] (5・12)

が S(ω)と無相関であるとき，X(ω)のパワースペクトルは

PXX(ω) = PS S(ω) + PWW(ω) (5・13)

と表せる．また X(ω)と S(ω)の相互パワースペクトルは

PXS = E[(S(ω) + W(ω))S∗(ω)]

= E[|S(ω)|2]

= PS S(ω) (5・14)

となり，S(ω)のパワースペクトルと等しくなる．これらの式 (5・13)，(5・14)を式 (5・11)に

代入すれば，ウイナーフィルタは結局

H(ω) =
PS S(ω)

PSS(ω) + PWW(ω)
(5・15)

となり，信号のパワースペクトルと雑音のパワースペクトルのみによって表されることにな

る．この式 (5・15)が雑音低減のためのウイナーフィルタの設計にしばしば用いられる2)．

[ウイナーフィルタ利用の実際]

式 (5・15)のウイナーフィルタを設計するためには，期待値処理すなわち集合平均を含む真

のパワースペクトルが二つ必要である．しかし実際には，これらの真のスペクトルが得られ

ることはまれであるために，何らかの推定値に置き換えられることを余儀なくされる．その

代表的な置き換え方に時間平均への置き換えがある．すなわち，与えられる信号にエルゴー

ド性を仮定するわけである．このとき，信号のパワースペクトルの推定値は，

P̂S S(ω) = |S(ω)|2 (5・16)

のように表せる．ここでバー ( )は時間平均を表している．同様にして，雑音のパワースペ

クトルの推定値は
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P̂WW(ω) = |W(ω)|2 (5・17)

と表せる．式 (5・16)(5・17)を用いれば，式 (5・15)のウイナーフィルタは

H(ω) =
|S(ω)|2

|S(ω)|2 + |W(ω)|2
(5・18)

に置き換えられる．

しかし，まだ問題がある．それは式 (5・18)に含まれる信号のパワースペクトルの推定値

|S(ω)|2 である．なぜなら，原理的に，雑音混入信号のみから信号のパワースペクトルは求め
られないからである．しかし，付加雑音の無相関性を仮定すると，近似的に

|S(ω)|2 ≈ |X(ω)|2 (5・19)

とすることができる場合がある3)．これは，音声処理でよく利用される手法で，すなわち，複

数の分析フレームにわたり音声信号にあまり特性変化がなければ，それらにおいて得られるパ

ワースペクトルを平均化することにより，音声信号のパワースペクトルが求められるという

手法である．しかし，音声信号の特性変化が激しい場合，このような推定法は問題視される．

音声処理を具体的例にあげると，信号のパワースペクトルを求めるために，スペクトル引

き算の原理1)を利用する方法がある．具体的には次のように |S(ω)|2 を求めるのである2)．

|S(ω)|2 = |X(ω)|2 − |W(ω)|2 (5・20)

音声信号の場合，無音区間を利用すれば |W(ω)|2 は求められる．また分析フレームよりも長
い時間，音声が定常であると仮定すれば，|X(ω)|2 も求められる．したがって式 (5・20)は算

出できるわけである．このとき，式 (5・18)は

H(ω) =
|X(ω)|2 − |W(ω)|2

|X(ω)|2
(5・21)

となる．このようなフィルタリング方式が，スペクトル引き算（Spectral Subtraction : SS）の

原理を利用した SS型ウイナーフィルタである．

図 5・1に，実際の音声信号にウイナーフィルタを適用した処理結果を示しておく．上図が

元の音声波形（雑音なし）で，ある女性話者によって得られた短文の一部で，3.4kHzで帯域

制限され，10kHzでサンプリングされたものである．中央図が，この音声データに白色雑音

が（同じく，3.4kHzで帯域制限され，10kHzでサンプリングされたもの）が雑音混入音声波

形を表している．下図が，中央図の雑音混入音声波形に，51.2msのフレーム長で分析フレー

ムを 1/2オーバーラップさせながら SS型ウイナーフィルタを施した音声波形を示している．

ここでは，切り出した分析フレームごとにウイナーフィルタリングを行っている．すなわち，

フレーム長の雑音混入音声信号をフーリエ変換し，X(ω)を求め，式 (5・1)に基づきフィルタ

特性 H(ω) とかけ合わせ，信号成分 S(ω) を求め，それを逆フーリエ変換して時間信号を得

ている．また，フィルタ設計は式 (5・21)に基づくものであるが，簡単のためにここでは時間
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平均をとらず，

H(ω) =
|X(ω)|2 − |W(ω)|2

|X(ω)|2 (5・22)

のようにフィルタ設計している．しかし，この場合，式 (5・22)の右辺の分子において

|X(ω)|2 < |W(ω)|2 (5・23)

となり，フィルタ特性が

0 ≤ H(ω) ≤ 1 (5・24)

を満足しなくなることが考えられるので，式 (5・22)の H(ω)から

HR(ω) =
H(ω) + |H(ω)|

2
(5・25)

を算出し，ある周波数で式 (5・23)が成立する場合には，その振幅を 0とすることで対処して

いる．

図 5・1 SS型ウイナーフィルタによる雑音低減

図 5・1での中央図を下図と比べれば，明らかに SS型ウイナーフィルタにより，雑音成分

が低減されているのが見て取れる．

電子情報通信学会「知識ベース」 c© 電子情報通信学会 2011 5/(12)



1 群－ 5 編－ 5 章（ver.1/2011.3.4）

■参考文献
1) S.F. Boll, “Suppression of Acoustic Noise in Speech Using Spectral Subtraction,” IEEE Trans. Acous-

tics, Speech and Signal Processing, vol.ASSP-27, no.7, pp.113-120, 1979.

2) S.V. Vaseghi, “Advanced Digital Signal Processing and Noise Reduction,” Second Edition, Wiley, 2000.

3) J.S. Lim and A.V. Oppenheim, “Enhancement and bandwidth cpmpression of noisy speech,” Proc. IEEE,

vol.67, no.12, pp.1586-1604, 1979.

電子情報通信学会「知識ベース」 c© 電子情報通信学会 2011 6/(12)



1 群－ 5 編－ 5 章（ver.1/2011.3.4）

■1群 -- 5編 -- 5章

5--2 二次元ウイナーフィルタ
（執筆者：山根延元）［2009年 7 月受領］

二次元ウイナーフィルタ1)（WF）はボケや雑音などにより劣化した画像の復元や欠落した

画素の情報を補間するために広く用いられる．対象となる画像はエッジや平坦部分などをも

つため，その統計的性質は空間的に著しく変化する．このような画像のWFの実現にあたっ

ては，統計モデルを精密に推定する必要がある．本節においては，画像のWFのいくつかの

実現法とその推定に用いられる統計モデルについて紹介する．

近年進展の著しいベイズ統計に基づく最適フィルタは，WFと深く関連しているため，こ

の方法も本節で触れる．なお，本節を通して，簡単のため画像は零平均であると仮定する．

5--2--1 画像のウイナーフィルタ

画像を画素数 N だけの次元数をもつベクトルとして示す．原画像 xの観測画像を yとす

ると yの観測モデルは次式のように与えられる．

y = Bx + n (5・26)

ただし，Bはボケの作用を表す行列，nは雑音画像を示し，nは xと無相関であると仮定す

る．ウイナーフィルタ（WF）は xと次式により与えられる線形推定 x̂

x̂ = Ay (5・27)

の間の平均二乗誤差 E[||x − x̂||2] を最小とするフィルタである．ただし，E[(·)] は (·)の期待
値，||(·)||は (·)のノルムを示す．上式の係数行列 Aは次式により与えられる2)．

A = RBT (BRBT + Q)−1 (5・28)

ただし，(·)T は (·)の転置，(·)−1は (·)の逆行列をそれぞれ示し，R及び Qはそれぞれ次式で

示す原画像及び雑音画像の自己共分散行列である．

R = E[xxT ] (5・29)

Q = E[nnT ] (5・30)

本節では簡単のため，ボケの作用の行列 Bと雑音画像の自己共分散行列 Qは既知であり，更

に逆行列はすべて存在すると仮定する．このとき式 (5・28)の WFは原画像の自己共分散行

列 Rに関する事前情報を必要とする．この Rを推定する問題が WFの実現における重要な

課題となっている．

以下，いくつかのケースにおけるWFについて記述する．

（1）弱定常過程のWF

原画像 x 及び雑音画像 nが共に弱定常過程から出現したものである場合，計算の容易さ

からWFは周波数領域において施されることが多い．周波数領域への変換は主に二次元離散

フーリエ変換（2-D DFT）が用いられるが，二次元離散コサイン変換（2-D DCT）を用いる
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場合もある．

2-D DFTを用いる場合，Bを空間不変な循環畳込みと考える．また xと nを X軸及び Y

軸共に周期的な弱定常過程と仮定する．2-D DFTを行列 U，U の共役転置を UH により示

せば，UH は U の逆行列となり UHU = UUH = I である．ただし，I は単位行列を示す．こ

のとき式 (5・27)，(5・28)の 2-D DFTはそれぞれ次式となる3)．

X̂ = ΩY (5・31)

Ω = UAUH = ΛDH(DΛDH + Γ)−1 (5・32)

ただし，ベクトル aの 2-D DFTを A = Uaによって示している．またD = UBUH，Λ = URUH

及び Γ = UQUH は，それぞれ対角行列となる．したがって，Ω は対角行列となり，WF係

数 ωDFT(k)は次式となる．

ωDFT(k) =
λ(k)dH(k)

λ(k)|d(k)|2 + γ(k)
　; k = 1,2, · · · ,N (5・33)

ただし，|d(k)|2，λ(k)及び γ(k)はそれぞれ D2，Λ及び Γの k番目の対角要素である離散ス

ペクトル密度を示す．復元画像は x̂ = UH X̂ により与えられる．

もしボケの作用 Bのインパルス応答が X 軸及び Y軸に対して対称性をもつならば，2-D

DFTの代わりに 2-D DCTを用いることができる，

（2）2-D DWTを用いるWF

二次元離散ウェーブレット変換（2-D DWT）は主に雑音除去に用いられるので，簡単のた

め白色雑音除去の場合を示す．一般に，2-D DWTは画像を近似的に無相関化することが知

られている．2-D DWTを用いるWFはこの性質を利用し，式 (5・33)における弱定常過程の

場合のWFと同様に，次式のWF係数を 2-D DWTの変換域において施す．

ωDWT(k) =
β(k)

β(k) + σ2
　; k = 1,2, · · · ,N (5・34)

ただし，β(k)は原画像の 2-D DWTスペクトル密度，σ2 は雑音電力をそれぞれ示す．

（3）FIR-WF

画像の統計的性質として，その自己相関が画素間の距離が離れるに従って小さくなること

が知られている4)．そこで原画像 xの中の一つの注目画素 xの推定に，その近傍の領域 S（サ

ポート領域）内の信号ベクトル yS のみを用いるのが有限インパルス応答WF（FIR-WF）で

ある．FIR-WFは無限インパルス応答によるWFに比べ，フィルタ係数を局所的に変化させ

る適応的WFを実現するとき有利である．xの推定 x̂は次式で与えられる．

x̂ = aT yS (5・35)

ただし，aはフィルタ係数ベクトルを示す．平均二乗誤差 E[(x− x̂)2] を最小とする aは次式

で与えられる5)．

a = C −1c (5・36)
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ただし C及び cはそれぞれ yS の自己共分散行列，及び yS と xの相互共分散ベクトルを示

し，次式で与えられる．

C = E[ySyT
S] (5・37)

c = E[ySx] (5・38)

実際は式 (5・36)の aをそのまま用いると画像の直流成分が保存されないことがある．このよ

うな場合，WF係数の総和が 1という拘束条件をおいて得られる次式の係数を用いればよい．

a = C−1c +
C−11

1TC−11
(1− 1TC−1c) (5・39)

ただし，1は要素がすべて 1のベクトルを示す．

（4）縦続型WF

縦続型WFはボケ像修正と雑音除去をそれぞれ別々のWFによって行うものである6)．ま

ず式 (5・28)のWFによるボケ像修正について考える．式 (5・28)において雑音が 0すなわち

Qが零行列であると仮定し，更にボケの作用素 Bが空間不変かつ可逆と仮定した場合，WF

は Bの逆フィルタである空間不変フィルタとなる．しかし，実際は雑音が存在し Bは非可逆

か極度に非適切問題になるため，直接逆フィルタを求めると雑音の振幅を大幅に増幅してし

まう．そこで縦続型WFにおいては，まず 1段目に弱定常WFを用い，大まかにボケ修正し

た補正画像を得る．次に 2段目に局所適応型WFを用い，補正画像の雑音除去を含んだ精細

な復元を行う．

1段目の弱定常WFとしてはあらかじめ学習しておいた汎化定常WFを用いる方法のほか，

次式の Tichonovの正則化逆フィルタ2)で代用することもある．

ω̃DFT(k) =
dH(k)

|d(k)|2 + ε2
　; k = 1,2, · · · ,N (5・40)

ただし ε2 は正則化定数を示す．上式のフィルタは式 (5・33)の WFにおいて λ(k) 及び γ(k)

が未知のとき，これらを一定値とおいた近似となっている．

（5）ガウス過程のWF

一般に，非線形フィルタを含む大域的最適フィルタは，次式により与えられる最小平均二

乗誤差（MMSE）フィルタである5)．

x̂ = E[x|y] (5・41)

ただし，E[x|y] は yが与えられたもとでの x の条件付期待値を示す．原画像 x 及び雑音画

像 nが共にガウス過程からの出現であるとき，上式の MMSEフィルタはWFに帰着する5)．

5--2--2 WF のための画像の統計モデル推定

以下，簡単のため雑音除去の場合を示す．ボケ像修正の場合は 5--2--1(4)で述べた縦続型

WFを用いればよい．

以下では，WFの推定に用いられるいくつかの統計モデルとその推定法について述べる．
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（1）経験的WF

多ステップの推定を行うことで推定精度の向上を図る方法に経験的 WF7)と呼ばれる方法

がある．2ステップの場合，1ステップ目では 2-D DWTや 2-D DCTの変換域において画像

の電力が局在することを利用して，しきい処理により雑音を除去する．2ステップ目では 1

ステップ目で得られた原画像の推定画像からWFを推定し画像を復元する．

（a）2-D DWTを用いる方法

画像の 2-D DWTスペクトル密度が空間及び周波数領域において局在することを利用して，

以下の方法により式 (5・34)の β(k) を推定する．この方法は 2種類のウェーブレット変換

基底を用いる．まず第一の基底行列W1 による観測画像の 2-D DWTに対し，しきい処理を

行って原画像の 2-D DWT X の推定 X̂1 を得る．次に，第二の基底行列W2 による X の推定

X̂2 = W2WT
1 X̂1 を求めて，式 (5・34)の β(k)の推定値 X̂2

2(k)を得る．ただし，X̂2(k)は X̂2 の

k番目の成分を示す．最後にW2 による観測画像の 2-D DWT係数に対し，この β(k)の推定

値による式 (5・34)のWFを施す7)．

（b）2-D DCTを用いる方法

この方法は 2-D DCTが画像の局所ブロックに対する固有変換を近似することを利用し，観

測画像における局所ブロックの 2-D DCT係数にしきい処理と逆変換を行って原画像を推定

する．その際，ブロックひずみの発生を防ぐため，まずブロックを画素ごとにスライディン

グしながら推定を行い，各画素ごとにブロックサイズ個の推定値を得る．次にこれらの推定

値にブロックの信号電力に反比例する重み付け平均を行い，各画素を復元する8)．以下，ブ

ロックを画素ごとにスライディングしながら推定を行う方法をオーバーコンプリート推定と

呼ぶ．

2ステップの経験的 WFでは，まず 1ステップ目のオーバーコンプリート推定により原

画像の推定画像を求める．次に，この推定画像から原画像の 2-D DCTスペクトルを推定し，

WFを推定する．最後に 2ステップ目のオーバーコンプリート推定において，しきい処理の

代わりに 1ステップ目で求めたWFを施す8)．

（2）ベイズリスク推定

ベイズ推定は未知の画像 xがそれ自身の事前分布 f (x)からの出現であるとして取り扱う．

この事前分布は観測画像 yと共に，ベイズ推定に用いられる事後分布 f (x|y)を与える．xの

推定 x̂(y)の尺度をロス関数と呼び，L[x, x̂(y)]と示す．L[x, x̂(y)]としては次式の二次関数が

代表的である．

L[x, x̂(y)] = ||x − x̂(y)||2 (5・42)

画像 xが与えられたとき，xのもとでの L[x, x̂(y)]の条件付期待値 E[L[x, x̂(y)]|x] をリスク

と呼ぶ．このリスクを事前分布 f (x) の上で平均した EE[L[x, x̂(y)]|x] をベイズリスクと呼

ぶ．ベイズリスクを最小とする推定がベイズリスク推定である．ベイズリスクをベイズの定

理により EE[L[x, x̂(y)]|y] と書き直す．すると f (y)が非負であるため，ベイズリスク推定は

事後分布 f (x|y)に関するロス関数の条件付期待値 E[L[x, x̂(y)]|y]を最小とすることで得られ

る．この結果を 2次ロス関数の場合に適用すると，x̂(y) = E[x|y] となりベイズリスク推定は

MMSE推定に帰着する5)．したがって，ガウス過程におけるWFは MMSE推定であると同
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時にベイズリスク推定でもある．

一般的な画像の最適フィルタ問題においては，事前分布 f (x)の推定法が重要となり数多く

の方法が提案されている9)．

（3）ガウス定常混合モデル推定

画像の局所信号にガウス混合モデル（GMM）を当てはめる．このとき，局所信号はその領

域が小さくなるにつれて定常過程に近づくことが知られているため4)，要素過程を定常過程

と仮定するとモデル化の能率が高くなる．画像の局所信号ベクトル xL の定常 GMM は次式

のように表される．

f (xL) =

M∑

i=1

P(si)N(xL |0,Ri) (5・43)

ただし f (·) は確率密度関数，M はモデルサイズ，P(s)は s番目の要素過程の出現確率を示

し，混合比と呼ばれる．また N(·| µ,R)は平均ベクトルが µで自己共分散行列が Rのガウス

密度関数の (·)における値を示す．
GMM のもとでの平均二乗誤差は次式により与えられる．

E[||x − x̂||2] = N
M∑

i=1

E[(x− x̂)2 | si ]P(si) (5・44)

上式における E[(x − x̂)2 | si ] を最小とする WFは，各要素過程ごとの FIR–WFとして求め

ることができる．GMM の推定法として，以下に述べる画像ごとにオンラインで行う方法10)

とあらかじめ汎化モデルをオフラインで推定しておく方法11)の二つの方法がある．これらの

WFは局所適応型WFとなる．

（a）オンラインの方法

DWTの局所係数ベクトルを特徴ベクトルとしてモデル化する方法が一般的である．その統

計量として，観測画像の局所 DWT 係数ベクトルの自己共分散行列 ΛL を観測画像における

標本平均として推定する．また原画像の局所 DWT係数ベクトルの自己共分散行列 ΛLO は，

ΛL から既知の雑音の自己共分散行列 ΓL を減算して推定する．この方法の GMM は特徴ベク

トルの平均電力 [zi : i = 1,2, · · · ,M] をパラメータとし，i 番目の要素分布の自己共分散行列

を ziΛLO + ΓL のように推定するもので，ガウススケール混合モデル（GSM）と呼ばれる10)．

（b）オフラインの方法

汎化 GMM は多種多様な原画像を用いて学習する．この学習は期待値最大化（EM）アル

ゴリズム12)を用いて行う．推定すべきパラメータは［P(si),Ri : i = 1,2, · · ·M］であって，平
均ベクトルは零ベクトルとすることに注意する．この汎化 GMM の学習にあたっては，より

低雑音で鮮明な画像をトレーニングに用いるほどより良いモデルとなる．5--2--1(5)で述べた

ように，雑音画像もガウス過程からの出現である場合，この方法のWFは MMSE推定とな

る．また雑音画像がガウス過程からの出現ではない場合も，その GMM を学習し原画モデル

との積モデルを構成すれば，得られるWFは MMSE推定となる．
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