CHESTIUNI COMPLEMENTARE MANUALELOR

Cateva probleme privind triplete pitagoreice
Mircea CRASMAREANU'!

Subiectul ”triplete pitagoreice” are o istorie bogatd, fiindu-i dedicate zeci de ar-
ticole (a se vedea in acest sens capitolul IV din [2], unde la pagina 189 sunt citate si
cateva tabele cu astfel de triplete).

Definitie. Tripletul de numere naturale nenule (x,y,z) cu max (z,y) < z se
2

numeste pitagoreic dacd x* + y* = 22.
Se stie cd forma generald a unui triplet pitagoreic ([1], [2, ex.5.8, p.125-127])
este:
z=0a?—-fF% y=2a8, z=0ao>+ 3> (1)
cu «, # numere naturale nenule si prime intre ele, adicd (a, 5) = 1.

In cele ce urmeazi prezentdm cateva generalizéri ale unor rezultate referitoare la
triplete pitagoreice, rezultate aflate in bibliografia romani.

1. 60 | zy=.

Demonstratie. Avem zyz = 208 (o — °) (a? + 8%) = 2a8 (a* — 5*).

(¢) Divizibilitatea cu 3 (5). Dac# « sau 3 este multiplu de 3 (5) am terminat. Daci
nu, conform teoremei lui Fermat, avem o2 = 4% = 1 (mod 3) (at = B* =1 (mod 5))
de unde rezultd divizibilitatea cu 3 gi 5.

(#4) Divizibilitatea cu 4. Deoarece (a,3) = 1 cel mult unul dintre a gi 8 poate fi
par.

(i41) o =2k, B =2+ 1= zyz =4k (20 + 1) (4k* — 41> — 4l — 1) x
X (4k% + 417 + 41+ 1)

(i) a=2k+1,3=21+1=ayz=16 2k + 1) 20 + 1) (k* + k — 1> — ) x
X (2K% + 2k + 217 + 20 4+ 1).

In concluzie avem si divizibilitatea cu 4.

Observatie. Divizibilitatea cu 4 constituie Problema C:827, G.M.-10/1988, autor
Augustin Stan, iar divizibilitatea cu 5 Problema E:6303, G.M.-8/1978, fara autor.
In [2] la pagina 171 este citat P. Lenthéric ca fiind autor al acestui rezultat, in jurul
anului 1830!

2. z gi orice putere a sa este suma a doud pdtrate diferite.

Demonstratie. Pentru z avem concluzia datoritd relatiei (1) cu (o, 8) = 1. Pen-
tru puterile lui z aplicim Problema E:5888*, G.M.-5/1977, autor Stefan Kleitsch
(pentru rezolvare a se vedea G.M.-10/1977, p.405-406):

Dacd un numér natural este suma a k pétrate diferite atunci orice putere a sa
este suma a k pitrate diferite.

3. Se cer lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic asa tncdt produsul lor sd
fie de p ori perimetrul, cu p un numdr prim dat.
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Demonstratie. Din zy = p(z +y + 2) rezultd 208 (o — ﬂQ) = p (2a* + 2ap)
adicd 8 (o — ) = p. Cum p este numdr prim rezultd ci avem solutiile (8, — ) =
(1,p),(p,1) deci (o, ) = (p+1,1),(p+ 1,p). In concluzie avem:

Hz=@p+1)°-12=p(p+2),y=2(p+1),

(@) z=(p+1)°—p?*=2p+1y=2p(p+1).

Observatie. Pentru p = 2 se obtine Problema OG:111, G.M.-1/1991, autor
Valer Pop.

4. (G.M.-5/1979, Problema 0:35, Bucur B. Ionescu) Ezxistd triplete pitagoreice
cu x,y, z numere prime?

Solutie. Din y = 2af rezultd singura posibilitate o = § = 1 dar atunci
z = a2 — 3% =0, imposibil. Deci rispunsul este negativ.

5. (G.M.12/1979, Problema E:6736*, 1. Joldis) z + y + z | xy.
Demonstratie. © 4+ y + z = 2a (a + ), iar zy = 2af3 (a2 _ gQ).

6. (Problema 7.8, [3, p.190 + p.199]) 2% — zy + y? este suma a doud pdtrate.
Demonstratie. 2?—zy+y? = (a2 — 62)2—2048 (a2 — ﬂ2)+4a262 =6%(a+ ﬁ)z +
+a? (a— ).
7. Dacd p st q sunt numere naturale nenule st prime intre ele, sd se rezolve
ecuatia diofanticd p*x? + ¢y = 2p°q222.
Solutie. Considerand x = qu si y = pv obtinem u? + v? = 222 de unde rezults
2 2
2o (MY + (= §ideciu U:2a5,u—ﬂza2*52,220¢2+52~in
2 2 2 2
concluzie:

z=q(@®+208-6), y=p(a®—2a8-5°), z=0a"+5°
cu (o, ) = 1.
Observatie. Pentru p = 2, ¢ = 3 se obtine Problema 5.9 din [3, p.119].
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