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RESUMO
Apresentamos uma revisao sobre os Estados Coerentes em mecanica quintica nao-
relativistica, analisando os osciladores quinticos nos estados coerentes. Os Estados Co-
erentes obtidos via atuagdo de um operador deslocamento sobre a funcio de onda do
estado fundamental do oscilador e a conexdo com a Optica Quantica que foram imple-
mentadas por Glauber tém sido também consideradas. Uma possivel generalizacio para
a construgao de novos Estados Coerentes é indicada.
ABSTRACT
We present a review work on the coherent states in non-relativistic quantum mechanics
analysing the quantum oscillators in the coherent states. The coherent states obtained via
a displacement operator that act on the wave function of ground state of the oscillator and
the connection with Quantum Optics which were implementted by Glauber have also been

considered. A possible generalization to the construction of new coherent states it is point out.
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I. INTRODUCAO

Logo apés Schrédinger postular a equacdo diferencial que governa a evolugao no tempo
da onda de matéria de de Broglie, culminando com o surgimento da mecénica quantica
nao-relativistica em 1926 [1], ele investigou a possibilidade de se construir autofuncdes
quanticas, para um oscilador harménico simples, com as seguintes caracteristicas: esta-
dos quanticos descritos por fungio de onda gaussiana geral, com a largura da gaussiana
que descreve o estado fundamental, que tivessem momento linear e energia arbitraria,
seguissem a trajetdria de uma particula cldssica no potencial e nao mudassem sua forma
com o tempo. Tais estados foram denominados de estados quasi-cléssicos devido ao fato
de possuirem uma analogia cléssica. Como as autofungdes que descrevem esses estados
530 gaussianos, eles possuem incerteza minima, conforme a relacéo de incerteza de Heisen-
berg. Quando se considera os Estados Coerentes na descrigao de Schrodinger, vé-se que a
probabilidade de encontrar o oscilador numa posicéo tem de fato um significado especial:
ela € uma fungéo gaussiana que depende do tempo e da posigao, centrada num ponto que
oscila de forma andloga & posicio hordria do oscilador harménico simples em mecénica
classica [2].

A construgdo dessas autofuncgdes na época serviu para desfazer a objecido de Lorentz
em usar pacotes de ondas para representar particulas, porque os pacotes podiam se alargar
coml O tempo.

Com o surgimento do laser em dezembro de 1960, se iniciou uma série de trabalhos
sobre a Interacdo da matéria com o campo eletromagnético. Klauder [3] usou esses estados
quasi-cléssicos para mostrar a equivaléncia entre as descri¢cdes da mecanica semicléssica e
da mecénica quantica de feixes de luz com estatistica arbitrdria, sem considerar os efeitos
nao-lineares. Por outro lado, Glauber (1963) [4,5] tinha o objetivo principal de mostrar
uma descrigao consistente para a teoria quantica da coeréncia dptica. Em outros artigos,
Glauber consolidou a idéia de que os autoestados quanticos de um campo de radiagao
sao exatamente os autoestados do operador de aniquilacio dos quanta do campo eletro-
magnético (fétons). Ele mostrou que essas autofuncdes podem ser obtidas a partir da agao
de um operador de deslocamento sobre o vacuo do campo eletromagnético livre. Mostrou
também que essas duas definigdes sdo equivalentes aos estados de incerteza minima de-
scobertos por Schrédinger. Esses estados quanticos foram denominados pela primeira vez,

por Glauber, de Estados Coerentes. Os Estados Coerentes possuem as duas importantes
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propriedades: nao-ortogonalidade e completeza.

Esses trabalhos abriram uma nova 4rea de pesquisa denominada de Optica Quantica.
Veja por exemplo os livros textos em [6,7] e wma coletdnea de trabalhos sobre as pro-
priedades e aplicacoes dos Estados Coerentes publicados até 1985 [8].

Estados coerentes sdo ingredientes bastante familiares a Fisicos da 4rea de Optica
Quéntica, sendo suas ferramentas de trabalho do dia-a-dia. Este trabalho tem como
objetivo principal levar os pesquisadores de outras dreas e o leitor que estudou mecénica
quantica a se inteirarem da suma importancia dos Estados Coerentes em Optica Quéntica
e apontar possiveis generaliza¢bes. Excelentes trabalhos com abordagens diferentes sobre
os Estados Coerentes para o oscilador quantico, dando énfase as respectivas aplicacdes
em Optica Quaéntica, podem ser encontrados nos mini-cursos sobre ” Teoria Quantica do
Laser” nas Escolas de Verao Jorge André Swieca, se¢do de Optica Quantica e Optica
Nao-Linear, citando as referéncias [9-11]. Uma linha de pesquisa que tem sido destacada
nestes eventos é o desenvolvimento de técnicas para controlar o movimento de 4tomos em
laboratérios brasileiros, bem como em vérios laboratérios em outros paises. Utilizando a
pressao de radiagao laser os dtomos frios sdo aprisionados a temperaturas muito baixas,
possibilitando o estudo de vérios efeitos importantes [12].

Recentemente, foi elaborado um trabalho de revis@o sobre a real necessidade de uma
teoria quantica para a luz, destacando os efeitos ndo cldssicos surgidos a partir da ob-
servagao, em 1977, do efeito anti-agrupamento de f6tons, listando muitas referéncias [13].

Este trabalho foi organizado da seguinte maneira: na se¢do II, construimos os Estados
Coerentes como sendo as autofuncdes do operador de abaixamento dos niveis de energia
do oscilador; na se¢do III, analisamos os Estados Coerentes obtidos via um operador
deslocamento atuando sobre a funcio de onda do estado fundamental do oscilador; na
secao IV, € mostrado que os Estados Coerentes s&o estados de incerteza minima; na segao
V, consideramos a interpretacdo fisica dos Estados Coerentes, abordando o procedimento
de quantizac@o candnica do campo eletromagnético. A conclusdo é apresentada na seg&o

VI, inclusive a andlise de uma generalizacdo para a construgao de novos Estados Coerentes.
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II. PROPRIEDADES DOS ESTADOS COERENTES

Nesta se¢do, abordamos algumas propriedades dos Estados Coerentes (EC) para o
Oscilador Harménico Simples (OHS). Como uma superposicio das autofuncées do os-
cilador harménico simples, eles sdo definidos como sendo as autofuncdes do operador de
abaixamento do OHS; ou seja, os EC satisfazem a equacgio de autovalor do operador de
abaixamento dos niveis de energia do OHS. Utilizando a notacfo de bra-ket de Dirac e
o sistema de unidades atémicas (7 = w = m = 1), obtém-se as seguintes propriedades

do operador hamiltoniano que governa o OHS, na representacio dos estados de ntimeros

[n >:
1
Hin>=E,|n>, En=n+§, n=20,1,2, ... (1)
a7t =1, o =(a7)], 2)
[H, 0] = £a™, (3)

onde o operador hamiltoniano pode ser expresso como:

, 1
= -Q—(a’a +a7a")=ata” + 5 (4)

Os operadores de abaixamento e levantamento dos niveis de energia do OHS, respec-
tivamente, a~ e a* geram os autoestados de niimero, pois atuando-os sobre um ket In >

obtém-se outro ket |n £1 >:

a” [n>=vn|n—1>, (5)

at | n>=vni+l|n+l>. (6)

Essas equagdes constituem a dlgebra de Heisenberg-Weyl, as quais sio encontradas
nos livros textos como sendo denominadas de métodos de fatorizacio ou método de op-
erador em mecénica quantica [2,21-23]. Os operadores escada a®, na representacao z
(ou rebresentagéo de coordenada), sdo definidos através de uma combinacio linear dos

operadores de momento linear e posicdo e, por sua vez, podem ser escritos em termos da
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parte espacial da funcéo de onda do estado fundamental do OHS. De fato, o operador de

abaixamento na representagio de coordenada torna-se:

V2 | mw dz
B (hd
—ﬁ<_@@ﬂ>

8 /hd d

=% <%E - Efnw“’)(w)) , ot =(a7), (7)

onde 8% = 22 ¢ (O(z) =< z|0 > ¢ a parte espacial da funcio de onda que descreve o
estado fundamental do OHS, na representacao z, a qual é proporcional a exp(—(ﬁ—;)i). O

operador hamiltoniano toma a seguinte forma na representagio de coordenadas:
= ——— + —Tw°z". (8)

Note que, de acordo com a 1ltima expressdo para a~, podemos construir operadores de
abaixamento e levantamento para outros sistemas quanticos, cujas relagoes de comutacio
nao serao as mesmas do OHS. Retomaremos esta andlise na concluséo.

Os Estados Coerentes sdo definidos pela seguinte equagdo de autovalor:
o |a>=ala>, (9)

onde o autovalor o pode ser um niimero complexo, pois o operador de abaixamento é nao
hermitiano e, por sua vez, ndo pode representar uma medida fisical.

O produto escalar de duas autofuncoes do OHS resulta em um delta de Kronecker,
ou seja, o bra-ket < min >= §,,, é zero, quando m for diferente de n, ou é 1 quando
m for igual a n, entdo os kets [n > podem ser ortogonais ou ortonormais e, por sua vez,
o conjunto {|n >} é completo. Portanto, pelo teorema da expansdo, os EC podem ser

representados como uma combinagéo linear (superposi¢do) dos autokets do OHS, a saber,

|a>:ch|n>. (10)
n=0

TOs observdveis em fisica quantica sdo representados por operadores lineares e hermitianos.

Um operador hermitiano possui autovalores reais e autofungdes ortogonais.
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Neste caso, o lado esquerdo da equacdo de autovalor ¢~ | a >= « | @ > pode ser

escrito na forma abaixo:
(o]
ala> =a‘ch‘n>
n=0
ok
= cha‘ | n >
n=0
jo ol
:ch\/ﬁ[n—1>. (11)
n=0

Manipulando o indice dessa tiltima equacdo (n — m + 1), podemos ainda escrevé-la

como

a |a> :Zc,n+1\/m+1[m>
m=0
=Y eVt 1|n>. (12)
n=0

Usando a superposigao de autokets de niimero em (10), e comparando as equagdes (9)

e (12) encontramos a seguinte relacio de recorréncia dada por:

Qacn,

L1 = y 13
onde, por indug¢do, podemos expressar ¢, em termos de cg, isto &;
aCo (14)

Cn = :
vnl

Portanto, os autokets do operador de abaixamento do OHS, | & >, sdo representados

segundo a expressao abaixo:

x an
a>= — |n>. (13)
| %;mf

Aplicando agora a condigio de normalizacio < ale >= 1, e lembrando-se que os
autokets de nimero | n > formam um conjunto ortonormal (< n | n >= 1), obtém-se o

valor da constante ¢y que serd dada por:
Lo
<a|a>:1¢c0=exp(——5|a} ). (16)

Substituindo, finalmente, o valor de ¢g na equacio (15), obtemos os EC normalizados:
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O bra (< a |) de um EC é dado por:

1 ) 0 a*n/
|a >"=exp <——|a[2> E

2 ./

- n'=0 n'l

Uma propriedade importante para os Estados Coerentes | o > é que eles sio nio-

(18)

ortogonals, ou seja, o produto escalar entre dois EC é nio-nulo:
<] >[=exp(—|a - %) (19)

Como seria esperado, pois eles sdo autokets de um operador nao-hermitiano.
Os EC sdo um conjunto supercompleto, pois é possivel expressar qualquer autoket de
um estado quéntico do OHS em termos dos EC, inclusive dele préprio. Agora faremos a

demonstragao da propriedade de completeza. De fato, seja o = |a|e’?, entdo temos:

0 27
/Ia >< olda :/ |a!d|a|/0 dla >< al.
0

Usando a expansao (17), obtemos

2

oc a]n—{—n’ 9 ] .,
a>< aldia = / aldla L—e_la[ dpe® " "n > < o/
fla><a 2 [, leMdal e | |

l 2n+1

—271'2/ djale ~laf?

[n><n|—7rZ|n><n =,
n

e, portanto,

l/la><a|d2a:1. (20)
s

Vimos que para deduzirmos esta relagdo de completeza dos EC utilizamos (a corre-
spondente relagéo dos autokets de niimero) y "_¢° |n >< n| = 1. Devemos dizer também

que usamos o delta de Kronecker

2
/ doe ) = 6, (21)
0

para eliminar um somatdrio.
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III. ESTADOS COERENTES VIA OPERADOR DESLOCAMENTO

Utilizando a equacao (3) com sinal positivo, vemos que o n-ésimo autoestado excitado
do OHS é obtido a partir do autoestado fundamental atuando o operador de levantamento
n-vezes, a saber:

|n>= —}——(a+)" |0 >. (22)

Vn!

Substituindo essa ultima expressdo na equagdo (17) obtemos um resultado genérico

para | a >:

[e o]
| @ >=exp ——]a| Z

n=0

1 .
] 0>= exp(—;7—|a[2)exp(aaT) |0 >. (23)

Este operador atuando sobre o autoestado fundamental é um operador deslocamento
e unitdrio. De fato, utilizando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, para dois oper-

adores cujo comutador é um ndmero ([A4, B] = constante),
1
exp(—5[4, B]) exp(A) exp(B) = exp(A + B),

obtemos:

—lal? g

la>=e72 % |0 >=¢"""9" |0 >= D(a)]0>. (24)

Neste caso, os Estados Coerentes para o OHS séo definidos como sendo aqueles autoes-

tados obtidos pela atuagao de um operador deslocamento sobre o autoestado fundamental
| @ >= D(a) | 0 >, onde o pode assumir valores complexos.

As propriedades do operador D(«a) sao as seguintes:

D(a) = exp(aa™ —a*a™), D7 a)= Di(a) (25)
DY a)a D(a)=a" +a (26)
D7 He)a*D(a) =a" +a”. (27)

Por isso D(a) é chamado de operador deslocamento. Note que até aqui vimos duas

defini¢oes equivalentes para os Estados Coerentes.
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IV. ESTADOS COERENTES COMO ESTADOS QUASI-CLASSICOS

Na representagio de coordenada (denominada também de representacio de
Schrédinger) os Estados Coerentes sdo funges gaussianas [2] e, consequentemente, sat-
isfazem a relagdo de incerteza minima de Heisenberg. Pois, todos os estados quanticos

descritos por fungdes de onda gaussianas satisfazem & incerteza minima:

Lo | St

1
AzzApzzﬁé/_\:r/_\pzz—:g, h=1 (28)

onde as varincias na posicao e no momento linear, Az e Ap,, sdo calculadas nos Estados

Coerentes, segundo as expressoes abaixo:

A=<’ >0 — <z >,

Ape=< D} >ja> = < Pz >as - (29)

, o
Para se calcular os valores esperados de z? nos estados coerentes, utilizando as suas

definicoes em termos dos operadores escada, obtém-se,

<z?>=F <@ +a")?>={< (@) >+< @) >+2<ata > -1}

=0’ + (') + 2]a)* — 1} = £*{4Re(x)® — 1}. (30)

E importante observar que apesar das médias de z e p, sobre os autokets do operador

de nimero serem nulas,
<L Sps=<n|Z|n>=<p; >>=0, (31)

para os Estados Coerentes temos que < & >|,5 ¢é proporcional a uma fungo cosseno, que

é o andlogo cléssico da funcao periédica do OHS:
< z(t) >jas= zoae” ™ + zpa*e™* = C cos(wt — ¢), | (32)
onde a constante C' é dada por
C = 2zpVoa™ =224 | al. (33)

A equacdo (32) nos indica que o valor esperado de z(t) nos Estados Coerentes | o >

€ proporcional a uma fungéo cosseno, assim como na Mecanica Cléssica, sé que com uma
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amplitude C diferente do caso cléssico. C é proporcional ao médulo do autovalor complexo
do operador de abaixamento a~.
O operador de nimero N, tem um significado importante quando calculamos o valor

esperado do nimero de quanta nos Estados Coerentes:

<N >pps=< a|N

a>=<alaa” |a>=<alcdala>=]al? (34)

ou seja, < N >,5 € 0 médulo quadrado de «, partindo do principio de que os Estados
Coerentes sdo normalizados (< « | @ >= 1). Note que usamos a definicio de estados
coerentes candnicos (a” | @ >= | & >) e o fato de que a* sdo operadores mutuamente
adjuntos ((a™)' = a™, (a™)' =a").

A probabilidade de encontrar o oscilador no n-ésimo nivel nos estados coerentes | o >

al?m <n >|”a 3
% =exp(— <n >|a>)—5!—>—. (35)

Pue)=|<nla>[2=¢leF
Essa distribuigdo de probabilidade é uma distribuigao de Poisson que também expressa

a distribui¢do do nuimero de quantum nas ondas classicas.

V. INTERPRETAGAO FISICA PARA OS ESTADOS COERENTES

Iniciamos esta secdo mostrando que a hamiltoniana do campo de radiago livre é
formalmente andloga & soma de um ntmero infinito de hamiltonianos do tipo-OHS, de
modo que podemos aplicar os resultados da segao anterior para a quantizacio do campo.

Usando as equagdes de Maxwell, para os campos elétrico (E) e magnético (B) na

presen¢a de uma densidade de carga e uma densidade de corrente, no vacuo, obtém-se:

L .. - 9A
B =V x A, E:—Vqﬁ—a,

(36)
onde o operador nabla em coordenadas cartesianas (z,y, z) é dado por V= Z% + f% +
E%, e A sao, respectivamente, denominados

de potencial escalar e potencial vetor (ou campo eletromagnético).

O campo eletromagnético é dito estar no gauge (calibre) de Coulomb quando o poten-

cial vetor satisfaz a seguinte condicdo:

V. .A=0. (37)
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Considerando o campo eletromagnético numa regido do espaco em que a componente

transversal da densidade de corrente J é nula,

Jr =0, (38)
obtém-se a seguinte equacio de onda:
> Bed 1 a A‘
- V- =0
Vs c? Ot? ’ (39)

onde ¢ =

\/;O_é=3x108%, € a velocidade da luz no vécuo. Esta expressio nos indica que a
luz é de natureza puramente eletromagnética (sendo ug e €, respectivamente, a constante
de permeabilidade magnética e a constante de permessividade elétrica, ambas no vécuo).
Lembre-se que estamos considerando o campo em cada regido do espaco como sendo livre.

Agora, prepararemos o censrio para usar o procedimento de quantizacio candnica. A
equagao do campo eletromagnético quantico resulta da substituicdo do potencial vetor
classico A por um operador da mecénica quantica A A manipulagao final para ser
executada no campo cléssico leva a uma forma das equagoes cldssicas em que a transicdo
para a quantizagao do campo livre é direta.

Vamos trabalhar com uma regido cuibica do espago de lado L. Consideramos a cavi-
dade meramente como uma regido do espaco, sem quaisquer fronteiras reais. B também
trabalhamos com o potencial vetor em lugar do campo elétrico ou campo magnético.

A partir de todas essas consideracdes, o potencial vetor numa cavidade (caixa ctibica)
pode ser expandido em uma série de Fourier, cuja solugio real (4 = /f*) satisfaz a condicéo

periddica dentro da caixa, a saber:

A= Z{A )exp(ik. ) + Ax(t) exp(—ik . 7)}, (40)

onde as componentes do vetor ntimero de onda (que indica a propagacdo de onda) k

tornam-se:
2mn 2rn 27n
k, = z k, = 4 k, = z, 41
L L’ L (41)
com
Ny Ny, =0, £1, 42,43, . . . . (42)

A condigdo do gauge de Coulomb (37) 6 satisfeita se
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-— — —

LAL(t) =0, (43)

ou seja, as componentes de Fourier sio perpendiculares ao vetor mimero de onda (dize-
mos que ff,;(t) € transverso). Consequentemente, hd duas direcdes independentes de _A—f};(t),
cujas componentes sio rotuladas por Ag (o = 1,2) para cada k. As diferentes compo-
nentes de Fourier para A4 sio independentes e satisfazem separadamente 3 equagao de

campo (39). Portanto,

k=, (44)

com

onde €, = 1,2 sdo os vetores de polarizagao unitdrios, tais que k.&, =0, com €5,
- . . . —_ — . _‘*

€ €, perpendiculares entre si, ou s€)a, €z, * €gg = 0, quando « for diferente de 8. AE(t)

satisfaz a mesma equacio (44). Os coeficientes de Fourier, portanto, satisfazem a uma

equagao formalmente analoga ao oscilador harménico simples cldssico

At - _
at‘,_)( +wiAz(t) = 0, (45)

onde
Wi = ck. (46)

Logo, o campo eletromagnético é quantizado pela conversdo da equagéo (45) para
uma equagao formalmente andlogo aquela do oscilador harménico da mecénica quantica.
Para ver como isso pode ser feito, é aconselhavel expressar a equacdo (45) tipo-oscilador
cldssico em termos de uma posi¢ao e momento efetivos associados ao modo da cavidade.

Para isso, vamos avaliar a energia classica do modo normal da cavidade especificada
pelo vetor k& que estd na direcdo da propagacio da onda eletromagnética. A solucio da

equacao (45) pode ser €Xpressa por:

— -

Ap(t) = Agexp(~iwgt), (47)

€ 0 potencial vetor completo (40) torna-se:
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A= "{ Az exp(~iwnt + ik . 7) + Az expliwvpt — ik . 7). (48)
i

A energia média de um tnico modo k contida em um ciclo do campo eletromagnético

~ 1 =, 1 =

onde as barras denotam uma média em um ciclo, E; e By s@o os campos elétrico e

magnético associados ao modo, que resulta em:
_ 27 T _
EE = 260V(U;Ak . AE’ (DO)

onde V = L3 ¢ o volume da cavidade.
Os modos /f,; e ff}% podem ser substituidos por um modo de posicido da coordenada

Qr € um modo de momento P; de acordo com as transformagdes abaixo:

- 1 S, -
P = =@ T 1P (51)
\/460Vw[§
e
= I o\ .
P = (i Q — )& (52)

As coordenadas Qj e P; sao quantidades escalares e €z € um vetor de polarizagdo unitario.
A equagdo para a energia de um tnico modo (50) é transformada pelas equacdes (51)
e (52) em

& = 5P+ w2, (53

M| —

Essa € a forma usual da energia para o oscilador harménico cléssico. O problema
de um campo eletromagnético associado ao modo de cavidade é, portanto, equivalente ao
problema de um oscilador harménico cléssico, como j4 haviamos afirmado. A hamiltoniana
cldssica completa para a cavidade é construida fazendo-se o somatério em k da exXpressao

(53), ou seja,

H=2> (P +wiQ3). (54)

k

b
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Vemos dessa expressao para H que, a energia do campo eletromagnético livre pode
ser colocada na forma da hamiltoniana de um conjunto de osciladores desacoplados.

Portanto, os Estados Coerentes para o oscilador harménico simples tém grande im-
portancia na Optica Quantica. Eles sdo andlogos aos estados coerentes de um unico modo

do campo eletromagnético quantizado.

A. A QUANTIZAGAO DO CAMPO ELETROMAGNETICO LIVRE

O campo eletromagnético é agora quantizado através da associacdo de um oscilador
harménico quéntico com modo & do campo de radiagdo. O modo ao qual um operador
da mecénica quantica se refere é indicada por um subscrito; entdo ag € a_ sao operadores
que criam e destroem, respectivamente, um quantum de energia Fiwz no modo de cavidade
do campo eletromagnético do vetor nimero de onda L. Esses quanta sao denominado

de fétons. O niimero de fétons excitados na cavidade é determinado pelo autovalor ng

do operador de niimero NE = szfdg, e tem os possiveis valores 0,1,2,. . .. O nivel
de excitagdo de um modo da cavidade k& é determinado pelo seu autoket |n; >. Os
operadores de cria¢do e aniquilagdo para o modo & aplicados ao ket |n; > proporcionam

outros autokets:

G- | ng>=mz | ng—1>; &%’[n;>:«/n;+1fn,;+1>, (55)

0S quais atuam sobre o autoket quantico da particula bosénica (o féton) e, por sua vez,

pelo teorema de spin-estatistica satisfazem as seguintes relagdes de comutacio canénica:

oz 6t =6 laz,az]=[at,a5] = 0. (56)

Os estados quanticos do campo de radiacgo total podem ser especificados pelo nimero
de fétons Mys Mgy, * + - excitados num conjunto completo dos modos de cavidade l;l, /;2, C
E importante lembrar que nés adotamos um tnico simbolo k& para o vetor niimero de onda
e o vetor de polarizacao €; de um modo.

O estado quantico de campo eletromagnético total é escrito como In,;l, Mo, oo >.
Considerando que os diferentes modos da cavidade sao independentes, o autoket do campo

total pode ser escrito como um produto de autokets dos modos individuais:

lnEl’nEQ" L= ]n;l > lnE’J > L. (57)
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Assumimos sempre que os autokets dos modos individuais sio normalizados, e disto
segue que o autoket total do campo (57) é também normalizado. Um operador que se
refere a um modo normal particular Ei afeta somente os fétons naquele modo particular,

por exemplo,

Gz [ng, ng,, . SN >F g gy, n — 1, > (58)
e
d;]ngl,n@,. CoMe 2= g+ dng g, g + 1, <>, (59)

que sao uma aplica¢do das regras (55) ao produto de autokets da equacio (57).
Para nao carregar muito a notagao (57), preferimos denotar os autokets do campo

total por:
[{ng} >=Ingy > Ingy > .. (60)

Os simbolos { H{nz} >} denotam um conjunto completo de niimeros que especificam
os niveis de excitacio de todos os osciladores harménicos associados com os modos da
cavidade. H4 sempre um niimero infinito de osciladores.

Os potenciais vetores cldssicos II; e ff;;‘ para o modo da cavidade sio expressos em
termos de P; e Qg e sdo convertidos em operadores da mecénica quéntica, Pr € §g por

substitui¢tes diretas:

P= (wpQp +iP)ée; |
4€0ng
1 71
_.A-.:—'A- -‘—»: A.—._"‘ 61
degVw? (kak 2pk) k QEOV‘UE kR (61
e
= 1 .
i= (wpQf —iPp)ex |
degVw?

1 R
— (Wi — 1Pp)E; = areg, (62)
460Vw§ 2¢pVwg *

onde usamos as relagdes (51) e (52) nos dtimos passos dessas equacoes.



CBPF-NF-068/01 15

A transicdo da mecanica cldssica para a mecénica quantica, portanto, consiste na
substituicdo dos coeficientes cldssicos de Fourier Zf; e A}% pelo operador de aniquilacao
&E e 0 operador de criagio &g, multiplicados por um fator numérico e um vetor unitério.
A expressdo da mecénica quantica para o potencial vetor é obtida pela substituicdo das

equagoes (61) e (62) na equacio (48),
i Z —h——ei{&? exp(—iwt +ik.7) +at exp(iwgt — ik . 7)} (63)
z ’ 2€0VC¢JE FURE T k . k k ‘ .

Note que o potencial vetor é agora um operador.
Os resultados correspondentes para os operadores de campos elétrico E- e magnético

B~ associados com o modo & sdo expressos através das seguintes equacdes:

= Fiwg
Ep =iy T k{a exp(—twgt + ik . ) — a exp(zwkt - Zk ™}, (64)

2 h
Br=1
! 2¢0Vw;

I

— (A= . :“ o+ S .7
x €{a; exp(—iwgt + ik . 7) az exp(iwgt — 1k . 7)}, (65)
Os operadores para os campos elétrico e magnético transversais sio entio:

E=>"E, (66)

=3B (67)

Como um primeiro cdlculo que usa os operadores é,; e é,;, consideremos a energia
eletromagnética contida num modo & para o estado quéntico onde n; fétons sdo excitados.
A equagdo cldssica (49) para a energla do campo &;; torna-se os seguintes autovalores:

L4 1 Lo
Eny = 5/ <eo <ng|Ep. Efng > —{—% < ng|Bg. Bglng >> dv. (68)
Continuando os calculos, obtém-se o seguinte resultado para a energia do campo:

1
Eng = (g + )y, (69)

Esse tltimo resultado é a expressao usual para a energia do oscilador harménico. A

energia & = %ﬁwo ¢ denominada energia de ponto zero.
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O halmiltoniano para o campo eletromagnético total na cavidade consiste no somatdrio

de infinito termos de hamiltoniano de osciladores, que denotamos por R

), (70)

O] o=

- fatas
K

0 qual é obtido substituindo os operadores de campos elétrico e magnético na densdade de

energia. Subtraindo o termo constante (e infinito) deste hamiltoniano do campo eletro-

magnético quantizado, obtemos:
- o _
H—kaaEaE. (71)
E
A enegia total da radiacdo para o auto-estado {ng} > torna-se:

1 ~
E=) &= (g + 5V, (72)
E

k

que € o somatério das contribuigdes de um tdnico modo da equacdo (69). Portanto, a
energia total do campo eletromagnético é a soma do nimero de fétons multiplicada pela
energia de cada féton adicionada de infinitos termos %ﬁw;, O que resulta numa energia
total divergente. Como na prética o que se mede ¢ a diferenga de energia total, entio a
energia de ponto zero deve ser subtraida de modo que o resultado da diferenga de energia
serd finito.

Os operadores &]‘cf e ELE“ sao chamados respectivamente de operadores de criacdo e

aniquilagio de f6tons e sio escritos em termos do vetor de polarizacao €,; que é rotulado

pora=1,2,

At AL ~t ~4 ~
T = Q- = €,~0 "~ AN 73
ak Z Eakaak 61ka1k - €ok 2k ( )

a

Nessa abordagem um quantum é denominado de féton e, por sua vez, os autokets do
operador de nimero t8m um valor bem definido para os fétons em cada modo k.

Note que o hamiltoniano do campo eletromagnético livre representa uma soma de
hamiltonianos formalmente andlogos ao do OHS. Logo, as propriedades dos estados de
nimero desenvolvida na secio anterior podem ser estendidas para os varios modos do
campo eletromagnético quantizado, com a substituicao do ket |n > por um produtério

de kets que sdo representados por [{ng} >, os quais sdo conhecido como estado de Fock

(5,6,8,7,9].
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Vale a pena salientar que, em primeira quantizagdo, para o oscilador harménico simples
0s operadores de criacdo e aniquilagdo sdo uma combinacio linear dos operadores de
posi¢ao e de momento linear, enquanto que, em segunda quantizacio, para o campo
eletromagnético eles nio tém uma representacao de coordenadas, mas fazem parte do
préprio campo. Realmente, tais operadores de criacio e aniquilacdo sio os coeficientes
dos termos oscilatérios do campo.

O valor esperado do campo elétrico nos autokets de Fock é nulo, isto é:
< Ef >ns=0. (74)

Portanto, o campo elétrico nesse estado nao possui analogo cléssico. Mas, para os

Estados Coerentes no modo E, temos:

% fiw - . .
< Ej >lag>= 14/ a exp(iK . Pagé+ cc, (75)

onde cc é o complexo conjugado.

Isto quer dizer que o valor esperado do campo elétrico nos Estados Coerentes, para
um tnico modo, coincide com o valor classico, a menos da amplitude de oscilacéo.

Uma propriedade Fisica muito importante dos Estados Coerentes é que o mddulo

quadrado de a; é o niimero médio de fétons no estado log >:
<N >=< a;|Ne; >=< agla¥a”|ap >= o[’ (76)

Em outras palavras, o médulo quadrado de ag nos fornece o niimero médio de fétons

naquele modo.
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VI. CONCLUSAO

Consideramos as principais caracteristicas do oscilador quéntico unidimensiona] (os-
cilador harménico simples) nos Estados Coerentes (EC). Vimos que qualquer autofuncao
do espaco de Hilbert pode ser expandida numa base constituida de Estados Coerentes,
{l &>}, para o oscilador harménico simples. Deduzimos a relacio de completeza para os
EC.

Mostramos também que os EC para o oscilador harménico simples desempenham um
papel muito importante em Optica Quantica. Eles diagonalizam o hamiltoniano e sio og
autokets (autovetores) do operador de aniquilagio associados a um unico modo do campo
eletromagnético [3-7,9,10).

Os Estados Coerentes para o oscilador harmoénico unidimensional satisfazem as trés
defini¢des equivalentes: () autofuncdes do operador de abalxamento; (ii) obtidos via
um operador deslocamento atuando sobre a fungéo de onda do estado fundamental do
oscilador e (iii) estados de incerteza minima.

Observamos a importancia Fisica dos Estados Coerentes quando trabalhamos com o
campo eletromagnético utilizando & analogia com as equagdes para o oscilador harménico
simples. Vimos que nos estados de Fock o valor esperado do campo elétrico ¢ nulo e,
POr sua vez, ndo tem analogia cldssica, enquanto que nos Estados Coerentes o valor
esperado do campo elétrico tem o seu andlogo classico. Vimos ainda uma, propriedade
fisica muito importante dos Estados Coerentes, a saber: o numero médio de fétons nos
Estados Coerentes de um vinico modo (la >) ¢ igual ao médulo quadrado de a. Isso quer
dizer que basta encontrar o ket la > para saber o nimero médio de fétons nesse estado
quantico, calculando o valor de laf? [5-10).

Finalizamos este trabalho analisando a generalizagdo para a construgao de novos Esta-
dos Coerentes [24]. Vimos que podemos expressar o operador de abaixamento em termos
da funcdo de onda que descreve o estado fundamental do oscilador harménico simples,
0 que nos proporciona uma generalizagdo para se construir novos Estados Coerentes.
Obviamente, na respectiva generalizagio, os operadores de levantamento e abaixamento
nao satisfazem as mesmas relagdes de comutagao do oscilador harménico simples, pois
terfamos outra fungdo de onda descrevendo o estado fundamental do respectivo sistema
quéntico.’

De fato, considere um hamiltoniano cuja relagao de comutacio com os operadores de
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levantamento (A™) e abaixamento (A~) resulta respectivamente em +nhwA* onde n é
um numero inteiro. Os novos estados coerentes sio autofungdes do respectivo operador
de abaixamento. Eventualmente, pode ocorrer que em tais casos as definicoes de Estados
Coerentes néo sejam equivalentes. Por exemplo, quando n = 2 obtemos a relagio de
comutagao escada para o oscilador harménico unidimensional adicionado de uma, barreira
de potencial centrifugo (Hob =z <—f§_ + %+ i%i))), onde A pode assumir qualquer
valor real.

Neste caso, pode ser demonstrado que as definigdes de Estados Coerentes nio Serao
equivalentes, ou seja, os EC como autofuncées do operador de abaixamento sio diferentes
dos EC obtidos via um operador deslocamento atuando sobre a autofunc¢do do estado
fundamental de H,, [20]. Devemos enfatizar que os niveis de energia de H,, sio igualmente
espagados, cuja diferenga entre dois niveis adjacentes resulta em dois quanta. Lembre-se
que no caso do OHS essa diferenca é um quantum.

Como uma informacgdo complementar a esse trabalho de revisao, vale a pena ressaltar
algumas generalizagGes: Em 1971, Barut e Girardello generalizaram a definicdo de Estados
Coerentes como sendo aqueles que diagonalizavam o operador de aniquilaciao de um grupo
nao-compacto [14]. Eles estudaram abstratamente em detalhes o grupo SO(2,1), ou seja,
eles ndo consideraram aplicacio alguma e, por isso, construfram estados que sao autokets
do operador de criagdo também, mas obviamente tais autokets sio diferentes daqueles
do operador de aniquilagdo. De fato, quando efetuamos uma realizacdo dos elementos da
dlgebra vemos que nao é possivel se construir autokets simultaneos de ambos operadores de
criagéo e aniquilagdo, uma vez que estes operadores nio comutam. Os Estados Coerentes
de Barut e Girardello foram abordados sob uma anélise critica, por Basu [15]. Outra
generalizacao foi acerca da definicio de Glauber [4,5] via operador deslocamento atuando
sobre o autoket do estado fundamental. De acordo com a

prescrigao de Perelemov, um operador unitério, elemento de um grupo de simetria
qualquer, atuando sobre o autoket do estado fundamental, gera Estados Coerentes [16].

Num método andlogo ao empregado por Schrédinger para construir os Estados Co-
erentes com Incerteza Minima, Nieto et al resgataram a questdo de se construirem tais
estados para potenciais mais gerais [17], e mostraram que nem sempre as trés definicoes
s&o equivalentes [18].

Existem também outras generalizacdes associadas as dlgebras graduadas de Lie, como
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por exemplo, as dlgebras de Wigner-Heisenberg e supersimetria em mecanica quéntica
nao-relativistica. Porém estas generalizacdes estdo fora do escopo deste trabalho. Para os
leitores interessados em tais abordagens veja as referéncias [19,20,24], que faz a conexio
entre essas duas superélgebras.

Para os leitores interessados em estudar os operadores de abaixamento e levantamento
que geram as autofungdes de energia do oscilador harménico simples sugerimos a leitura
das referéncias [2,21-23].

Recentemente, tem surgido aplicacdes dos estados coerentes em computacao quantica,
citando as referéncias [25,26]. Na ref. [25], 0 autor construiu os estados coerentes gener-

alizados e comentou sobre as respectivas aplicagoes em computagdo quantica.
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