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Résumé. Dans cet article, nous nous proposons d’étudier deux types des fonctions maxi-
males sur les variétés cuspidales. D’une part, nous considérons la fonction maximale non centrale
dans le cadre de certaines variétés cuspidales, nous établissons des résultats analogues & ceux
de [16] et [17]. D’autre part, nous montrons que sur les variétés cuspidale & base compacte, la
fonction maximale associée au noyau de la chaleur est de type faible (1,1).

1 Introduction et énoncé du résultat

Si X est une variété riemannienne de dimension N, avec un bord 90X (on admet 0X = (}), on
définit Cusp(X) comme étant 1’espace RT x X muni de la métrique riemannienne r—2(dr? + gx),
ol gx est la métrique riemannienne sur X. Par exemple, si X est Iespace euclidien RY , alors
Cusp(X) est ’espace hyperbolique réel de dimension N + 1. On note dx (resp. d) la distance
riemannienne induite sur X (resp. Cusp(X)), du (resp. dux) la mesure riemannienne induite
sur Cusp(X) (resp. X), A le laplacien sur Cusp(X) et p; (¢ > 0) le noyau de la chaleur sur
Cusp(X). Notons B(Y,r) (Y € Cusp(X), r > 0) la boule géodésique de centre Y et de rayon r,
et |B(Y,r)| son volume. Dans la suite, pour simplifier les notations, on note Y = (y,z),Y’ =
(¢, 2") € Cusp(X), d = d(Y,Y"), dx = dx(z,z') et K,(¢t,n)(n > 2,t > 0,7 > 0) le noyau de la
chaleur sur I'espace hyperbolique réel de dimension n ; on pose

eijTt, vVt >0,r > 0.

1
Kl(tar) = \/m

Rappelons que (voir la proposition 2 de [20])

y? +y? + d%

d(Y,Y') = arccosh o, ,

VY,Y' € Cusp(X) (1.1)

La difficulté particuliere des variétés cuspidales tient a ce que la courbure de Ricci n’est
pas toujours minorée, que le rayon d’injectivité peut étre nul et que le volume des boules est
a croissance exponentiel. Pour d’autres informations sur les variétés cuspidales, on pourra se
reporter par exemple aux [18] et [21].

Dans [21], on a considéré la fonction maximale de Hardy-Littlewood sur les variétés cuspi-
dales. Dans cet article, on se propose d’étudier deux autres types des fonctions maximales : la
fonction maximale non centrale et la fonction maximale associée au noyau de la chaleur. Avant
de donner les résultats principaux, on a besoin de quelques définitions et notations:

Soit f € L},.(Cusp(X)), on note M, f, la fonction maximale non centrale de f, définie par

M) = sup |B(Zr)" / F(YD]du(Y"), Y € Cusp(X).
YeB(Z,r) B(Z,r)



La fonction maximale associée au noyau de la chaleur de f, Pf, est définie par

Pf(Y) = sup/ pe(Y, Y| f (Y du(Y'), Y € Cusp(X).
t>0 J Cusp(X)

Dans [16] et [17], A. Ionescu a étudié la continuité LP de la fonction maximale non centrale
dans le cadre des espaces symmétriques. L’un de deux buts de cet article est d’établir des
résultats analogues a ceux de [16] et [17] sur certaines variétés cuspidales. En bréf, on a le :

THEOREME 1.1 Lorsque X est compacte, ou lorsque X est non compacte, et il existe une
constante C > 1 telle que :

C~ N < |Bx(z,r)| <CrN, VzeX, r>0;

la fonction mazimale non centrale est bornée sur LP(Cusp(X)) pour tout 2 < p < 400 et non
borné sur LP(Cusp(X)) si 1 <p < 2.

En effet, comme ce qu’on voit dans le cadre des espaces symmétriques de rang 1 (voir
le théoréme B de [17] et la section 4 de [16]), on peut montrer que sous les hypothéses du
théoréme 1.1, I'opérateur M, est borné de I'espace de Lorentz L?%(Cusp(X)) dans L??(Cusp(X))
(1 <u,v < 400) s.8i. (u,v) = (1,400) (voir les théorémes 2.1 et 2.2 de cet article; pour la
définition des espaces de Lorentz et leurs propriétés, on peut se reporter au Chapitre V de
[24]). Dans [16] et [17], A. Ionescu utilise des propriétés des groupes de Lie semi-simples pour
montrer ses résultats; dans notre situattion, on voit que les propositions 2 et 3 de [20] nous
permettent de montrer notre résultat. On rappelle que sous les hypotheéses du théoréme 1.1, la
fonction maximale de Hardy-Littlewood est bornée de L!(Cusp(X)) dans L (Cusp(X)) et de
LP(Cusp(X)) dans LP(Cusp(X)) pour tout 1 < p < 400, voir le théoreme 1 de [20]. Dans le cas
général, méme si X est une variété riemannienne compléte, non compacte a courbure de Ricci
positive ou nulle, 'auteur n’arrive pas & obtenir des résultats sur les fonctions maximales.

L’autre but de cet article est d’étudier la fonction maximale associée au noyau de la chaleur
sur les variétés cuspidales & base compacte. Dans [23] (Ch. III), la continuité L? (1 < p < +00)
de la fonction maximale associée au noyau de la chaleur est établie dans une situation treés
générale. On sait aussi que la fonction maximale associée au noyau de la chaleur est de type
faible (1,1) dans le cadre des espaces symétriques ou dans certain cadre des groupes de Lie, voir
par exemple [22], [1], [8], [2] et [3]. Dans cet article, on montre que dans le cadre des variétés
cuspidales & base compacte, la fonction maximale associée au noyau de la chaleur est de type
faible (1,1). Autrement dit, on a le théoréme :

THEOREME 1.2 $i X est une variété compacte, sans bord et de dimension N > 2. Alors,
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout A\ > 0 et toute f € L'(Cusp(X)), on a :

w{viprv)>af<eg [ rorlduee).

Cusp(X)

Pour montrer le théoreme 1.2, on a besoin des estimations supérieures de p; tres précises;
malheureusement, les estimations connues (voir [18], [11] et [21]) sont insuffisantes pour montrer
le théoréme 1.2. Remarquons que dans [21], en utilisant le résultat de [15] et [14], on obtient
l’estimation supérieure de p;(Y,Y) pour déduire celle de p;(Y,Y”’). Dans cet article, on utilisera
des techniques plus efficaces que celles de [21] pour obtenir de meilleures estimations; plus
précisement, on a le :



THEOREME 1.3 Soit X une variété compacte, sans bord et de dimension N > 2. Soit
0 < w < 1. Alors, il existe une constante C(w) > 0 telle que pour tout t > 0 et tous Y,Y' €
Cusp(X), on a :

! ! N 7N72t d %-}-UJ
PV Y') < C@){(wy) 2 e T Kt d) + Kna (b D) (1+5) T ) (12)
Remarque. Si on suppose de plus que X est de courbure de Ricci positive ou nulle, alors,

par la proposition 1 de [20], le résultat de [6] et 'estimation (5.3), on en déduit qu’il existe une
constante C, > 0 telle que :

2
PV, Y") > Col(yy) ¥ TRt d) + Ky (.d)], Ve > 0,7, Y € Cusp(X).

En générale, on se demande si

2
(Y, Y") ~ () T e TUK (8 d) + Kny1(td), VE>0,Y,Y’ € Cusp(X).

Rappelons qu’il existe une constante C' > 0 telle que (voir [18], p.199) :

_1 2_q +o0
pi((y, @), (v, 2)) = Clyy) T e "7t / Ks cos v/~ Ax dr (@, '), (1.3)
0

ou

y2 +y12 +72

K5 = K5(t,arccosh 27 )-

Pour montrer le théoréme 1.3, on utilise la paramétrice de 1'équation des ondes (voir par
exemple [5]), les propriétés de K, (voir par exemple [12]), I'idée de la démonstration du Lemma
5 de [10] et le fait que cos 7y/—Ax a la propriété de propagation & vitesse 1.

On donne une application du théoréme 1.3 :

PROPOSITION 1.4 Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord et de dimen-
sion N > 2. Soit R: [1, +oo[— RT satisfaisant

R(t
Q — +00 quand t — 400,

Vi

on a alors

sup (V.Y du(Y') — 1, t— +oc.

Y eCusp(X) /NtR(t) <d<Nt+R(t)

Dans cet article, j’étudie aussi les estimations gaussiennes inférieures de p;, j'obtiens des
résultats partiels, voir les estimations (5.3), (5.4) et (5.5) de cet article. En particulier, I’estimation
(5.5) nous permet de prouver la :

PROPOSITION 1.5 Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord et de dimen-

sion N > 2. Notons '™ (t > 0) le semi-groupe de la chaleur sur Cusp(X). Soient 1 < p #q <
+00. Alors, pour toutt >0, on a :

sup{|[e"® fllp; [ fllg = 1} = +o0.



Cet article est organisé de la fagon suivante : dans la section 2, on donne la preuve du
théoréme 1.1; le théoréme 1.2 est donné dans la section 3 en supposant que le théoréme 1.3 est
montré. On montre les propositions 1.4 et 1.5 dans la section 4. La démonstration du théoreme
1.3 est donné dans la section 5.

Dans toute la suite, C, C,, C*, etc. désigneront des constantes universelles qui dépendent
peut-étre des propriétés de X. Celles-ci pourront changer d’une ligne & une autre.

Remerciements. Je tiens & remercier tous les membres de I’équipe d’Analyse Harmonique
d’Orsay pour leur soutien constant. Mes remerciements vont également a Professeur Jean Pierre
Bourguignon pour son invitation a4 'THES, Professeurs Laurent Clozel et Laurent Lafforgue pour
leur aide. Je voudrais remercier aussi Professeur Thierry Coulhon pour m’avoir indiqué les
travaux d’A. Tonescu.

2 Preuve du théoréme 1.1

On se propose de montrer le théoréme 1.1 dans cette section. Puisque 'opérateur M, est borné
de L>®(Cusp(X)) dans L*°(Cusp(X)), par les résultats de [24] (voir §3 du Chapitre V), il suffit
de montrer les deux théoremes suivants :

THEOREME 2.1 Lorsque X est compacte, ou lorsque X est non compacte, et il existe une
constante C > 1 telle que :

C'rN < |Bx(z,r)| < CrV, VzeX, r>0;
M, est borné de l’espace de Lorentz L*!(Cusp(X)) dans L% (Cusp(X)).

THEOREME 2.2 Sous I'hypothése du théoréme 2.1, M, n'est pas borné de L**(Cusp(X))
dans L»*(Cusp(X)) pour aucun o > 1.

Les idées principales des démonstrations des théorémes précédents viennent de [16] et [17].
On commence par donner la preuve du théoréme 2.1 :

Pour f convenable, notons

MOF(Y)=  sup  |B(Zr)|" / FY)]du(Y"), VY € Cusp(X),
YeB(Z,r),r<1 B(Z,r)

MUY)=  swp  |BZr)" / FOY)]du(Y'), VY € Cusp(X),
YeB(Z,r)r>1 B(Z,r)

M f(y.2) = sup | B(a.)| /B o @l dix(@), V(w,2) € Cusp0),
T x(z,r

MLF(Y) = sup | B(Y, )| 3 / F(YD]du(Y"), VY € Cusp(X).
r>1 B(Yyr)

Sous I'hypothése du théoréme 2.1, d’apres la proposition 3 de [20], on sait que M? est

borné de L'(Cusp(X)) dans L1*°(Cusp(X)) et de LP(Cusp(X)) dans LP(Cusp(X)) pour tout
1 < p < 4o0. Donc, d’aprés les théorémes 3.11 et 3.15 de [24] (p.192 et p.197), pour achever



la preuve du théoréme 2.1, il nous reste & montrer que 'opérateur M} est borné de L>' dans
L%,

1. On considere d’abord le cas ou X n’est pas compacte. Dans ce cas-1a, par la proposition
3 de [20], il existe une constante C' > 0 telle que :

M}f(Y) < CM,f(Y), VY € Cusp(X).

I1 nous reste & montrer que I'opérateur M, est borné de L>! dans L% :
Par les propositions 2 et 3 de [20], on a

(@) dpux () |y~ dyf

M,f(y,z) < Csupe_%T/
r>1 Y

ye” [/
e~ dx(af:,af:’)<\/2yy’ cosh r—(y2+y'2)

ye”
Ci sup egr/ [/ D] d/‘X(xl)] y N dyf
r>1 ye~ " dx (z,x')<\2yy’e2

ye” ”
Csupe™ 2" / [V2yy'e2 N Mx f(y, )y Nt dy
Y

7‘21 e~ "

IA

IN

N too / —N_1 ;9
< Cny> Mx f(y',z)y 27" dy'.
0

Or, pour tout A > 0, on a

+00

u{(y,w)ECusp(X);y% i fo(y’,x)y"%’ldy'>0§lk}
02 +o0o N 2

< —]zv/[ Mxf(y )y > 1dy'] dpix (x);
A X 0

par conséquent

1Mo f G2 cuspxyy = Sup >\2M{(y,$) € Cusp(X); M, f(y, ) > )\}

oo ’ P R
< C/[ Mxf(y',z)y" 2 dy] dpx(x)
X 0
< ¢ / M f () |22 s y-w-1ay) diix(@)  par le Lemma 3 de [17]
X
< C’||fo(y,:v)||%2,1(R+XX,y,N,ldyduX(m)) dpx(z) parle Lemma 5 de [17]

= ClIMxfII2a cuspx)) < C'FI72 (Cusp(x)):

dans la derniere line, on a utilisé le fait que 'opérateur Mx est borné de LP(Cusp(X)) dans
LP(Cusp(X)) pour tout 1 < p < 400 et le théoréeme 3.15 de [24] (p.197).
2. On considére maintenant le cas ou X est compacte. Notons

Mlf(y.z) = M!f(y,2)x{(y,2);0 <y <1} + M} f(y,2)x{(y,2);y > 1}
= MM f(y,z)+ M f(y, @),

ou x désigne la fonction caractéristique des sous-ensembles de Cusp(X).



M}? est évidemment borné dans L (Cusp(X)), il est aussi borné de L! dans L puisqu’il
existe une constante C' > 0 telle que :

M2 f(y,x) < CyMIfIhixd{(y, 2);y > 1}, V(y, @) € Cusp(X), f € L*(Cusp(X)).

D’aprés les théorémes 3.15 et 3.13 de [24] (p.197 et p.192), M? est borné de L2 dans L2,

Pour montrer que M}! est borné de L' dans L?*, on voit qu’il existe une constante C' > 0
telle que :

MFF(Y) < CMLf(Y)x{(y,2);0 <y <1}, VY € Cusp(X),

grace a la proposition 3 de [20]. Comme dans le cas précédent, en utilisant la proposition 3 de
[20], on a :

IMef (V)x{(y,2);0 < y < 1}|z2ee < Cllfllp2r, Vf €L
Ceci achéve la preuve du théoreme 2.1. |

Preuve du théoréme 2.2 :

Soit o > 1 fixé. Fixons Y, = (1,2,) € Cusp(X) et 1 > 8> 1. Posons
-B
gs(V) = e~ U0 (144(v,Y;)) ", VY € Cusp(X).

Onagg € L?°, puisque son réarrangement décroissant gg : (0, +00) — R* a les propriétés

suivantes (voir aussi [16]) :
g5(t) ~ 1 quand ¢ €]0,1], g5(eM) ~ e TH(1+1) P sit> 0.
On va montrer que gz ¢ L»*°(Cusp(X)). En effet, par (1.1), on a
Ep =[3¢ F,4¢ %) x Bx(o,1) C B(Yy, k) si k> 1;

4e~F
B = 1Bx(eo )] [y = O z,)e,
3e~

Soit Y = (y, ) € Ej (k> 1), notons Y = (e_g,x) et

Bk, Y) = {0 a)e $He * <of <1, dx(r,') < y[2e ot cosh (3 +2) — (7% +92)),

(k) = {(fsa)se ™ < yf < e b, dx(o,0') < \Je2y — (e +42)} C B(k,Y).
Par (1.1), on a E(k,Y) C B(Y), k1 2) et d(y, Yir)) < k 12, donc,

k

M) 2 B0 5 +217 [ s ()
(k)r2 T

Nk

> Ce 2 / g(Y")du(Y')  par la proposition 3 de [20]
B(Y(),5+2)

6



_g _Nk 2y T N-
> O P Nk // I=N=1 g.1d ’
2 e B(.¥) (1—|—y'2—|—d§(($,$’)) Y Y NX(ZL‘)
5 Nk _N— 2y’ 7
> Ck B N2k // I—N-—1 d Id !
> e ,(k’y)y (1+y,2+d§((x7$,)) y'dux (z')

Nk et N
> cure® [y Bx(e Vi) af
ek
> CykiPe's.
Par conséquent,
1
sups‘{Y € Cusp(X); M,gpg(Y) > s} ?
$>0
C C 3
> sup —Nkl_’ge_%k‘{Y € Cusp(X); M,gg(Y) > N pl=Be—k|?
k1 2
Cn 1-8 -k 1 .
> sup —k Pe 27|Eg|2 = 400 puisque § < 1.
E>1
Autrement dit, M,gg & L>*°(Cusp(X)).
Ceci achéve la preuve du théoreme 2.2. |

Comme dans le cadre des espaces symétriques de rang 1 (voir le Corollary 6 de [17]), d’apres
la relation entre le lemme de couverture et la continuité LP de I'opérateur maximal non central
(voir [7]), on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.3 Si X est une variété compacte, ou bien X n’est pas compacte et il
existe une constante C > 1 telle que :

C7rYN <|Bx(z,r)| < CrV, VzeX, r>0.

Soit {B;;1 € I} une collection des boules dans Cusp(X) satisfaisante | U B;| < +o0; alors, on
peut choisir un sous-ensemble fini J C I tel que :

1
| Uier Bil < Cu| Ujes Bil; 1) x8; 2o (cusp(x)) < Cil Uier Bil2,
jel

ou C, est une constante universelle.

De plus, sous '’hypotheése du corollaire 2.3, par la terminologie de [7], la famille des boules
géodésiques dans Cusp(X) a la propriété de couverture V; s.s.i. 1 < ¢ < 2.

3 Preuve du théoréeme 1.2

Dans cette section, on montre le théoréme 1.2 en supposant que le théoréme 1.3 est prouvé :



Puisque

Ny N2, 1oy Ny 1 ﬂ( 2yy’ )% N
su ze 1 'Ki(t,d) < — ze 2% < — 2 CcyV,
t;(yy) 1(t,d) < 47T(yy) < 47T(yy) Treia)) SO

d N 2 9 d N
supKN+1(t,d)(1+ —) < Csupe_%de_NTt_%(l-F —) ’
t>1 t t>1 t
! N
< C *Nd<CN(—y ) ,
> %€ =~ 0y y’2+d§<($,$‘l)

donc, par le théoréme 1.3 (choisissons w = %), il existe une constante C' > 0 telle que :
/!

sup pi(Y, Y') < Cy™ [1 + (A)N] VY,Y" € Cusp(X)
tzl t bl — y’2 +d§((.’,v,$l) 7 b .

Quand 0 < ¢t < 1, d’aprés la proposition 3 et la remarque 1 du théoréme 2 de [20], on en
déduit que :

/ (Y, Y) (V)] du(Y)
Cusp(X)

+oo
— /dgﬁpt(Y, Y')|f(Y')|d”(Y')+Z/ p (V.Y F (V)] dp(Y)

= Jivicas(ivi

< C,[fdg\/i |F(Y) | dp(Y") *f BY. (G + DV Ja<ryvi [F (Y] du(Y’)]
- |B(Y, V)] |B(Y, V)| |B(Y, (j + 1)v/1)]

j=1

IN

+oo P
C,Mf(Y) [1 + Oy Z eCz(j+1)67%:|

j=1
< CMf(Y), VY € Cusp(X),f € L'(Cusp(X)),

ou M f désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood de f.
Dongc, il existe une constante C' > 0 telle que pour toute f € L! et tout Y € Cusp(X), on a :

PfY) < SUP/ pt(Y7YI)|f(YI)|dU(YI)+/ sup py (Y, Y')| £ (Y")| dp(Y")
0<t<1JCusp(X) Cusp(X) t>1

IA

(oot ) ) ).

R N O T

Cusp(X)

Par conséquent, pour tout A > 0 et toute f € L!(Cusp(X)), en utilisant le théoréme 1 de
[20], on a :

{Y € Cusp(X); Pf(Y) > )\H
< |{v e cusp); M1 vy > 5} + [{o0) € Cusp():V 1l > 2|
+ |{(,2) € Cusp(x); " /Cusp(x) (ymrdy—W)NV(Y')W(Y’) > 2|
< el



Ceci achéve la preuve du théoreme 1.2. |

4 Preuve des propositions 1.4 et 1.5

Dans cette section, on donne les preuves des propositions 1.4 et 1.5 en supposant que le théoreme
1.3 et estimation (5.5) sont prouvés :

Avant de donner la démonstration de la proposition 1.4, on remarque que d’apres les propo-
sitions 2.3 et 2.4 de [21], du théoréme 2 de [4], on déduit que :

/ (Y, Y du(Y') — 1, t— +oo, VY € Cusp(X).
Nt—R(t)<d<Nt+R(t)

Preuve de la proposition 1.4 :

11 suffit de montrer que

sup [/ p(Y,Y") du(Y") +/ pe(Y,Y") d,u(Y')] — 0", quand t — +o0.
v LJd<Ni—R(t) d>Nt+R(t)

Sans perte de généralité, on peut supposer que Nt > R(t). D’aprés le théoreme 1.3 (en

posant w = 3), on a :

/ (Y, Y') dpu(Y") + / (Y, Y') dpu(Y")
d<Nt—R(t) d>Nt+R(t)
d

2
<off wf o J(w)Ee ViKid) + Knata+ D)
d<Nt-R(t) Jd>Nt+R(t) t

Pour s € R, notons [s] la partie entiére de s; on a :

w|2

) du(Y").

2
sup / () > e~ UKL (4, d) dpu(Y)
d<Nt—R(t)

Y
[Nt—R(t)] N
< 3 [ @) TRy ()
Yy o Ji<d<iti
¥, [Nt—R(t)]
N
< supe 3 Hi) [ ¥y )
d<j+1 Y
o [Nt_R()] Yo
< supema’ > Ki(t,5)[X] (5)2y' " dy' par (1.1)
Y =0 |In ¥|<j+1 Y
Yy
o INt=R(®)] .
< Ce 4t Z Kq(t,j)e2?
j=0
vz, [Nt—R(t)
< ale / Ka(t,r)e " dr + e~ 1K (1,0)]
0
1 [T 2, 1
= C, —/ ' e ds—l—e*NTt— — 0" quand t — +o0.
[\/7? "y wm] a



De la méme facon, on peut montrer que :

2
SuP/ (yyl)%e_NTtKﬂt,d) du(Y') — 01 quand t — +o0.
Y Ja>Ne+R()

Enfin, pour montrer

sup [/ +/ ]KN-H(tvd)(l + ii)% du(Y") — 0" quand ¢t — +oo,
Y YJa<nt-rt) Ja>Nt+R() t

il suffit d’utiliser la proposition 3 de [20] et I'estimation (5.7). [ |

On donne maintenant la Preuve de la proposition 1.5 :

Quand g = +00, choisissons f = 1, alors, pour 1 <p < 4ocoett>0,o0na:

A
le"™ fllp = ll£ 1l = +o0.

Dans le cas ol ¢ # +00, on peut supposer que ¢ < p (sinon, il suffit de montrer que et® n'est
pas borné de I’ dans L7 avec 1/p' =1 — 1/p). Fixons t > 0 et z, € X, choisissons f, (n > 1)
comme la fonction caractéristique de B((n,z,), min(1,v/%)). Remarquons que | fu|li ~ n=%
quand n — +oo (voir la proposition 3 de [20]) et que s, ~ n si (84, 74) € B((n,z,), min(1, /1))
(n > 1) en utilisant (1.1). D’apres (5.5), on en déduit qu’il existe une constante C'(¢) > 0 telle

que :
¢ fu(Y) 2 C@)nN|falls, VY € B((n, ), min(1, V#)).

Par conséquent,

1€ fullp > onN ~1 _ (N 43—
7 = COnTlfallillfllpllifnlly™ = C@ERT I fally
1 fnllg
N(z—3)
> Ci(t)n" ‘¢ »’ — 400 quand n — +o0.
Ceci acheve la preuve de la proposition. |

Remarque. Ce serait intéressant d’étudier la norme de ¢! de LP dans LP.

5 Preuve du théoréme 1.3

Cette section est consacrée a la démonstration du théoréme 1.3. Dans toute la suite, on suppose
que X est une variété riemannienne compacte, sans bord et de dimension N > 2. Notons p
son rayon d’injectivité et |X| son volume. Pour montrer le théoréme 1.3, on distingue les 4 cas
suivants : (1) Y, Y’ € Cusp(X) satisfont dx(z,2') < d < p avec § > § fixé; (2) Y, Y satisfont

dx(z,z") > £; (3) Y, Y’ satisfont

N
2

) L1

1+d( 1+d+t
L+d+t\t(y? +y? +d})
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et (4) Y,Y’ satisfont dx(z,2") < 6 < p avec § > § fixé et

1+d ( 1+d+t
4(

N
2
1.
1+d+t y2-|-y’2-|-d§<)) >

Plus précisement, on a les résultats suivants :

THEOREME 5.1 Soit X une variété compacte, sans bord et de dimension N > 2. Alors,
pour tout g < 6 < p fizé, il existe une constante C(8) > 0 telle que pour tous Y,Y' € Cusp(X)

satisfaisants dx(z,z') <6, on a :
2
pu(Y, Y) < CO) - {() Fe TRt d) + Ky a(t.d) |- (5.1)

THEOREME 5.2 Sous Uhypothése du théoréme 5.1. Soit 0 < w < 1. Alors, il existe une

constante C(w) > 0 telle que pour tous Y,Y' € Cusp(X) satisfaisants dx(z,z') > &, on a :

(5.2)

pt(Y,Y')SC(w)(yy')%e_NTQtKl(t,d)[l_i_ 1+d (t( 1+d+t ))N—éﬂu].

L+d+t\t(y? +y? 4 d

THEOREME 5.3 Sous Uhypothése du théoréme 5.1, il existe une constante C > 0 telle
qu’on a (uniformément) :

PVY') = ) e TR () (1+o(1) (53)

quand Y,Y' satisfont
N
2

)ien

1+d( 1+d+t
1+d+t\t(y? +y? + d%

THEOREME 5.4 Sous Uhypothése du théoréme 5.1, pour tout § < 6 < p fizé, quand Y,Y"'
satisfont dx(z,z') <6 et

N
2

) o

1+d( 1+d+t
L+d+t\t(y? +y? + d%)

on a (uniformément) :
(Y. Y') = Euo(w, 2" ) K1 (, d) (1 + 0(1)>, (5.4)
ot & > 0 est une constante et u,(x,z') est définie comme dans [5] ((10), p. 252).

Remarque. 1. En utilisant I'estimation de Ky (voir par exemple le theorem 3.1 de [12]),
dans l'estimation (5.1), on peut remplacer Ky1(t,d) par

N _ N2 1+d 1+d+t T
(v) ¥ e Tt KA (1, d) (% )’

1+d+t\t(y2+y? +d%)

2. Sous les hypotheses du théoréme 5.1, les estimations (5.1) et (5.2) permettent de retrouver
directement les estimations supérieures de p; obtenues dans [18], [11] et [21].
L’estimation (5.3) permet d’obtenir :

11



COROLLAIRE 5.5 Si X est une variété compacte, sans bord et de dimension N > 2.
Pour tout € > 0 fizé, il existe une constante C(e) > 1 telle que :

-1 ny —N—2t ! ny¥ _N_zt
Cle)  (yy) e T'Ki(t,d) <py(Y,Y") < Cle)(yy) ze” T Ky(t, d), (5.5)
pour tout (t,Y,Y’) € RT x Cusp(X) x Cusp(X) satisfaisant min{t,yy'} > €.

Preuve. Il suffit de considérer les quatre cas suivants : (1) ¢ > € et yy' — +o0; (2)
t — +00 et il existe deux constantes o, C' > 0 telles que o < y,y' < C; (3) max{y,y'} — +o0
et il existe deux constantes o, C' > 0 telles que o < yy' < C et t > o; (4) il existe deux constantes
o,C > 0 telles que 0 < t,y,y <C. [ |

Remarque. Par (1.1), on peut remplacer le facteur K (¢, d) par Ki (¢, | In % |) dans I'estimation
(5.5).

Cette section est organisée de la fagon suivante : dans la section 5.1, on rappelle les propriétés
de K, et donne les lemmes dont on a besoin dans cette section. La preuve de 'estimation (5.2)
ainsi que celle de Pestimation (5.3) sous I'hypothése que dx > 4 sont données dans la section
5.2. Dans la section 5.3, on montre les autres estimations.

5.1 Quelques propriétés des K, et des lemmes préliminaires

Rappelons les propriétés suivantes de K, (voir par exemple [12]) :

B e ™ OK,(t,T)
2nsinhr  Or

g
w2, 2 147 ldr g
K t ~ 1t 2 Tt 1 ( )
w1 (t7) © Trr+e

+00 i
2n4—1t Kn+1 (t’ )‘) sinh A dA’ (56)
Veosh A — coshr

, Vt>0,r>0(n>1). (5.7)

K, (t,r) =V2e

KTL+2 (ta 7‘) =

tcoshr

Dans la suite, pour simplifier les notations, on définit les trois fonctions p(-), n(-) et p. comme
suit :

2 2 2 2 2 4 g2
p(s) = arc coshw, ps = arc cosh? ty taxts
2yy 2yy'

y
n(s) = \/2yy' coshs — (y2 +y2), Vs > in .

, Vs >0 (5.8)

En particulier, par (1.1), on a d = p(dx) = po.
Pour m € N fixé, d’aprés (5.6), on en déduit que

m

8h—mK2(t’ph) = (—m)™(yy) e MV K Lo (£, 1), (5.9)
et qu'il existe des constantes C(m, k) € N (k =[], -+, m) telles que :
am K _ - Clm. k 2m k(k+1)t, 2k—m 1
9m 2(t,p(7)) = Z (m, )(—w) e T 2(k+1) (t, (7)) (5.10)

Dans cet article, on a besoin aussi des lemmes suivants :

12



LEMME 5.6 Pour tous&>0ety>1,0ona:

7 ) 1 +00 7
v gy Ki(t, p(r€))e™ 4 (1 — 2 arcsin ;) < Kodr <Y gy Ki(t,p(€)e 5. (5.11)
T
3
Preuve. Rappelons que
+o0 _s
Ky = Ko(t, p(1)) = v/2(4rt) "3 4 e ds.

\/cosh s — cosh p(7)

Pour ¢ > 0, on remarque que :

2

+oo +oo v +00 52 n(s)
/ [ e n ds] dr = / se” 4 [/ dr ] ds.
3 p(r) +/coshs — coshp() p(€) ¢  +/coshs — coshp(r)

Or,

n(s) d
/5 . = 2yy

— arcsin i]
\/coshs — cosh p(7 n(s)

2 [—
/ \/7 w3
Par conséquent, d’une part, on a :

+o00 +oo 2

!
Kpdr < 2\/2yy - V2(4mt) 3e™ /(@ st ds = YLK (¢, p(8))e”
p

Al

3

D’autre part, pour tout v > 1, on a :

400 3 . 400 o2 n(s) dr
Kydr > \/5(47rt)_5e_3/ se” 1 [/ ] ds
£ p(~€) ¢  4/coshs — coshp(T)
+00 2
> 2(47”5)_%6_i yy’(z — arcsin i) / se 4 ds
2 V&7 S pre)
/ / 2 1
= L4 Ki(t, P(’Yf))e_i (1 — — arcsin —).
2 - 5
D’ou le lemme. -

LEMME 5.7 Pour s, >0 et j > 1 fizés, il existe une constante C(s,,7) > 0 telle que pour
tout s > Sy, ON Q :

J

too j . _ s \A1
/ e](]+1)tK2(j+1)(t’p('r))(%) drgC(so,])Zeﬂ(ﬂ Uth(tp@))(w) . (5.12)

s Yy =

Preuve. En effet, quand j — 1 > 0, par (5.6), on a :

oo i
/ U, +1)(t,p(7))(yy) dr
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oo j-1 , 0
:/ eJ(J+1)t(£> (—27re27t)_1§K2j(tap(7'))dT

S

e too -1
= (—2m)tedlm / (5) arestt.ptr)
1 s \i-1 j—1 [T .. 1 /7 \i—2
- _dU-Dtg, S J JG-Dtg, L
e ng(t,p(s))(yy,) + /S e Ky ( ) dr

27 27 J yy' w
1 .. s \JI-1 j—1 [T .. T \J-1
< —edU-Dtg (_) / JG-1t g (_) dr.
Par récurrence, on obtient le lemme . |

LEMME 5.8 Pour m > 2 fizé, on a :

e -1 N1 _2m=3,
Ky (t,pn)h™2dh = (yy')2e” ¢ "Kp_1(t,d). (5.13)
0
Preuve : La preuve est élémentaire, il suffit d’utiliser (5.6). [ |

LEMME 5.9 Soient dx > £, e = £(1+ m)_l, diam(X) = sup, ,cx dx et § > 2.

Alors, il ezxiste une constante C(8,diam(X)) > 0 telle que :

dx
K(t, p(r) dr < C(6, diam(X) K¢, d)e. (5.14)

dx—¢€

Preuve. En effet, quand de < dx — e < 7 < dx, en utilisant le fait que d = p(dx), d’aprés
(5.7) et la définition de p(7), on a :

4®=p%(r)

Kp(t,p(r)) < C(B)Kp(t,d)e™ 4

Quand 0 < s < ¢, on remarque que :

d? — p?*(dx — s) 1 1 o
0< = —s-2 — ué = tdx —s<o<d
- 4t 4t8 §sinh§yy’ olL{ = plo) et dx —s <o < dx
1 1+¢ 1 1+d
< 20— < —2dx—7+—
- 4t Uyy’ coshgs ~ 4t dx vy
2x2
1+d
< 2diam(X)—— 4:2 5 5. (5.15)
t(y>+y -|-dX)
Donc
dx 2,2 € a2 p2dx—s € odi __1td
/ ed ft( ) dr :/ ed p4(tdx )ds < / 62 1am(X)t(y2+y/2+d§()sd8 < C’(dlam(X))e
dx—¢€ 0 0
puisque 2diam(X)me < (diam(X))2.
D’ou le lemme. |
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. otent £ < o< p, 01 =0+ eta> TES. ors, st dx <0, on a :
LEMME 5.10 Soient £ <& < p, 0y =6 + 232 et a > 0 fizés. Alors, si dx < §

14 p(d1) 1+p(61) +t \@ ¥ 14d Lhdit )2 +
1+p(61) +1t (t(y2 +y?+ 5%)) — 07 quand g (t<y2+y'2+d%’<)> — 07 (516)

Preuve. En utilisant (1.1), on peut montre ce lemme. [ |

LEMME 5.11 Soient § < § < petdy =0+ % fizés. Alors, pour tout B > 2 , il existe
une constante C (8,9, p) > 0 telle que :

BB _ _B _t
e UK (8, p(01)) (yy)' 5 < C(B,6, p) Kt d)e™ 5/, (5.17)
pour tous Y, Y' € Cusp(X) satisfaisants dx < 4.
N
De plus, lorsque dx < § et 13&17& (t(y;;;‘,ijidz)) P 0, on a:
X
2TV (1, p(61) ()17 = o Ka(t, d)e ™ V). (5.18)

Preuve. On commence par montrer 'estimation (5.17). D’apres 1'estimation (5.7), il suffit
de montrer qu’il existe une constante C. (8,4, p) > 0 telle que :

p*(01) — d?

<.
m ), Vdx <9§

1+ p(61) ( 14 p(61) +t
t

B_1
272 < C.(B.3,
L+ p(0n) +1 (y2+y'2+5§)) < Cu(B, 6, p) exp (

En effet, en rappelant la définition de p(-) (voir (5.8)), on a :

P2(<514)t— d? . p2(51)4; 0% (0) _ 4%(51 _ 5)2531111}15% ol § < v < 81 et £ = p(y)

= g(p - 5)ty1y’ sin§h§
> g(p — 5)tyly’ % puisque ﬁ est décroissante par rapport & h > 0
> C’g( — 5)t;y’clos—:17€)((5511)) puisque o ~ It > 0.

Donc,

1+ p(61) ( 1+ p(61) + ¢ >§; - ( 1 1+ p(6) 1 )‘3;
1+ p(01) +t \t(y2 + 42 + 63) 2tyy' coshp(d1) Y2 +y? + 03
¢ cponan(PE)-T)
Par (5.7) et (5.16), on obtient (5.18). [ |
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5.2 Démonstration de I’estimation (5.2)

Le but de cette section est de montrer 'estimation (5.2) et I'estimation (5.3) sous ’hypothése
que dx > 5 :

Notons \; la premiére valeur propre non nulle du laplacien sur X. Quand Y,Y' satisfont
dx > &, posons

1+d
t(yQ +y12 +d§(

T —dx

) (T €R),

e=¢Y,Y') = g(l + ))1, (1) = v,y (1) = n(

+00 N
V() = Voo (©) = K(6) [ Bn)Kacosrédr, Uo)€) = (1+€)7HE) (> 5. €B),

ou 1,k € C®(R) satisfont 0 < n,x < 1,

. . A1
n(T):{ 0 sis<—1, em(g):{ 0 si0<¢ <, (5.19)

1 sis>0, 1 silg) > ¥

Comme costy/—/\x a la propriété de propagation & vitesse 1, on a donc :
+o0 +oo
K cos T/ —Ax dr(z,x) =/ ®KscosTy/—Ax dr(z, ')
0 0

1 Foo
= @/ PKsdr + ‘y(\/ —AX)(ac,x') =11 + Is. (520)
0

D’aprés la définition de @, on a :

1 +00 +o0
i KngSIlg— sz’?’.
|X| dx |X| dx—¢€

D’une part, par (5.11) et (5.15), on en déduit que :

—+00

[‘/we—im(t,d)]_l

/ d —P(dx—€))

Kodr < exp ( oy

dx—¢€
= [1+0(t(y2—:;2d—l—d§()( +t(y2_:;:2d+d§())_l)]'

D’autre part, quand

1+d ( 1+d+t )N/2 ot
L+d+t\t(y? +y? +d%) ’

en remarquant que
1+d ¥
t(y? +y"? + di)

2

<2

1+d 1+d
[1 +J<; +1 (t(y2 :y'2++td§())

2
N
’
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par (5.11) avec 7 = (75itd ))*%, on a:

tHy> +y? +d%

[ 32/3/ e*ZKl(t d)] - d;roo Kodr > (1 %arcsm'y 1) exp ( — pQ(VdX)4; p2(dx)>
> (1 — %arcsin’yil) exp ( — (y —1)dx % iZTd;, X sindhd)
> (1 — %arcsinfy_1> exp ( ¥ diﬁ)
= (140 M) (1406

No 2
= (vl G 17D
Par conséquent,
L < ¢ 2|§(3/|'e%Kl(t,d), (5.21)
vy -

N
2

I

Ki(t,d)(1 +o(1)) quand 24 ( ( Lidst )

S — 0. (5.22)

2|X| t(y? +y?+dx)

Pour estimer Is, on peut utiliser I'idée de la démonstration du Lemma 5 de [10]. Plus
précisement, parce que ¥(v/—Ax)(z1,22) € C(X x X) et que Popérateur (I — Ax)™2 (a > )
est borné de L'(X) dans L?(X) et aussi de L?(X) dans L°°(X), on a donc

2| < [¥(v/=Ax) L1 (x)— Lo (x)
(T = 2%) "3 W o) (V=Dx)(T = £x) " 3 |l 0
< NI =2%) 77 s 1@ (V=2%)l2 —pe - I = 2%) 7|2 pe
< Call¥ ) (V=522 < Ca sup ¥ (],
€

IA

A

Ntw

en particulier, si on choisit « = =5 avec 0 < w < 1, alors

| 12|

IA

) o\ Nt oo
C), sup‘(1+§ ) 2 K(§) DK, COSdeT‘
EER 0

IN

+o0
C, sup ‘§N+“’/ @KgCOST&dT‘.
>V 0

= 4
Remarquons que

gNHw = OKycos 7€ dr| < €971 o (PKy)|dr
0 2 T T S o 87’N+1 2 T.

Mais
8N+1
/0 orN+1 (©K2)‘ dr
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NA1 GN+1-j

—9/ Kg‘dT—l—C’/ @‘ KQ‘dT
dx—

87-N+1 j 87-N+1
D’une part, d’apres (5.10) et (5.14), on a :

VAN

NA1 GN+1-j
Z —y/ e ]K2‘d7
dx
N+1
< oY e / Koy (b p(1))e? P (/)9 e
j=1 BIN+1—j
N+1
< CF Z i Z Kz(,6+1)(tad)eﬁ(ﬁﬂ)t(yy')f’6
= B<NH1-j
_t, 1 1+d 1+d+t 3 1+d+t \N+3
< CuKi(t,d)e 4(yy)21+d+t[(t(y2+y’2+d§()> (t(yz—l—y’z—i-d%()) ]7

p

puisque dx > §, e = §(1+ Ld -1

H(y? +y?+d%)
D’autre part, par (5.10), (5.12) et (5.14), on en déduit que :

“+oco aN+1
/ (I)‘ Kg‘ dr

et Ky(g41) satisfont I'estimation (5.7).

orN+1
N+1
< Z K:z(ﬂ+1 t,p(r ))( ) dr
™ vy’
N1 +oo
_ o B / /
EN:+2 dx —€ dx
N1 p
< G Y [P ) P K () + Y] UKy (8. d) (')
p=1"F2] =
< O UK (4, d) (yy ) T+ eI )y =D R o (8, d)e
j=1

1

1+d [<( 1+d+t )5 (t( 1+d+t ))Nﬁ],

D=

< CiKi(t,d)e” (yy)

L+d+tL\t(y? +y2 + d%) y2+y? +dx
puisque dx > §, e = §(1+ W)_l et Ky(g41) satisfont I'estimation (5.7).
X
Donc,

e 14d 1Yy [
Vo Ki(t,dye i — 12 ] ‘g w / &Ky cos 7€ dr
[ 1+d+t 0
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1+d+t

< o [(t(yzl;r yc’iz++td§<) ) : + (t(yzlJ:r yc'l;rtd;() ) N+§] '

- oo14d 1 g+
< o [Vt det ] /0 e (K| ar

De la méme facon, on a

1+d 11 oo
[\/ﬁfﬁ t,d)e N L ] ‘§N+“’/ @Kgcosrde‘
0

14+d+1t
1+d 711 o
< ! / —t w
< OVt i) e [ @) ar

< Cc¢¥ [(t(yzljycf2++td§() ); + (t(yzlj;z—:_tdi))]v_;] )

Par conséquent,

400
‘fN“L“’/ DK, COSdeT‘
0
6N+1 1—w aN w
w—1 w
< C[f /0 5N (@Kg)‘dT] x [f /O - N(@KQ)\dT]
—t 1+d 1+d+t N3 1+d+t \N-3+w
< CVyy'Ki(t,d _
> yy 1(5 )6 41+d+t[<t(y2+y'2+d§<)) +(t(y2+y’2+d§()) ]

Autrement dit, quand dx > §, on a :

1+d [( 14+d+t )% ( 1+d+t )N%w
( (

.(5.23
L+d+t\t(y? + 2 + d%) ty? +y? +dy) ]( )

|| < Cuv/yy' Ki(t, d)efi

Par (1.3), (5.20), (5.21) et (5.23), on obtient I'estimation (5.2).
On montre maintenant Pestimation (5.3) sous I’hypothese que dx > & :

Quand o > 0 fixé et dx > £, on voit facilement que :

— 0.

1+d( 1+d+t )5_}0+:> 1+d( 1+d+t )a
1+d+t\t(y? +y? + d%) 1+d+t\t(y? +y? + d%)

Par conséquent, par (1.3), (5.20), (5.22) et (5.23), on obtient :

N

2
p(¥,Y') = |§|<yy> e K (1) (14 0(1)) quand 0 LFAEE )%

1+d+t(t(y2+y’2+d§()

5.3 Démonstration de I’estimation (5.1)

Dans cette section, on va montrer les estimations (5.1) et (5.4), on montre aussi I'estimation

(5.3) sous I'hypothése que dx < 4. Dans toute la suite, on suppose que § < § < p et que

z,x’ € X sont fixés tels que dx < 6.
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Remarquons que :

“+o00o

Ky cos 74/ —Ax dr(z,z')
0

+0o0

= P(1) Ky cos Ty/—Ax dr(z,2') + /+00 o(T)Ks cos T/ —Ax dr(x, x")
0

0
+oo

1 [t
— P(1) Ky cos Ty/—Ax dr(z,2') + E/ o(T)Ka dr + Vs(y/—Ax)(z,2'),

0 0
= 13+Il+12, (524)

+o0
B(8) = u(s2), 0(s) = 1 —(s)(s € R), Tg(€) = w(¢) /0 (1) Ky costEdr (€ € R)

avec la fonction k qui est définie par (5.19) et

0< v <1, ¥ € C®(R) et Pu(s) = Pu(—5) = { 0 sils|> 62 =(

On commence par estimer ;. En effet, les estimations (5.21) et (5.22) restent valables pour
I; si on répete les mémes techniques que dans la section précédente.
En utilisant la méme méthode d’estimer |¥(v/—Ax)(z,z’)| que dans la section 5.2, on a :

“+00 8N+1
|[Io| < C/ N1 (pKz)‘dT

8N+1 02 8N+1 j
< C[/é 8TN+1K2‘dT+Z|I<p(J ||oo/61 Ko dr]
N+2 ]
< C(0) ) exp (§( — Dt)Ka;(t, p(51)) (wy')' 7.
j=1

Par conséquent, par le lemme 5.11 et estimation (5.7), on a :

t
2| < C(6,p,N)K1(t, d)e” 1+/yy (5.25)
N
_t 2
L] = (Kltd 1y )quand 1i+dit(t(y21++y?;+td§))2 0", (5.26)
N
—1 1-N FAR
|I2| = O(KN—I—l(tad) I t(yy) 2 ) quand 1—1}—Eit(t(y21-|:;’ij-id§())2 — +o0. (527)

Pour achever la démonstration, il nous reste & montrer les estimations suivantes :

Ll < CO)[Ka(t.d) + Ena(td)e™ (o) '7]. (5.28)
N2 N
Iz = (up(z,2')Kny1(t,d)e & (yy) (1 +o(1)), 1i§it(t(y21+2#jd§()) 2 — 40qb.29)
_t N
I = o(Ki(t,d)e™8v/yy), auand i (ki) ¥ — o, (5.30)
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ou ¢’ #0 (on a donc ¢’ > 0 puisque p; > 0).
En effet, d’apres les résultats de [5] (pp. 252-258), il existe une constante ¢ # 0 telle que
pour tout 0 < s < §3 et tout m #= m, € X, on a:

cos sv(w,z') E ug(z,7')s + sCk (s, x, '),

(k:—l+1)‘l N1

ol ug(z,z') € C®(X x X) et il existe une constante C(d2) > 0 telle que ug(z,z') > C(d2)

l
quand dx < § < p (voir pp.251-254 de [5]), et ou % a le sens du §3.4. de [13];

_N+1
l_T

Ck(s,z,z') € C?([0, §2) x X x X) (si on choisit K assez grand) et Cx (s, z,z') = 0 quand dx > s.
Notons

+oo K +oo (7_2 _ d2 )k_NiH
I; = / Y(T)KorCr (1,2, 3") d7 + Z Cug(z, ) (1)Kot X]\il dr
N—-1 N+1
B N TV
+ Cug(z,x') (1)Kot — dr = Is1 + I3 + Is3. (5.31)
k=0 Lk - 557)

Parce que p(dx) = d et que Ka(t, p(s)) est décroissante par rapport & s > 0, on a donc :

2
s1| < C | Ka(t,p(r))Tdr < C(62)K2(t, d).
dx

Il nous reste a estimer Iss + I33.
Or, pour m € N, d’apres la définition de 1), on a :

+00 (7.2_d2)kfl
K x)+ ‘
A Ny Ay
+00 gm hk:—l—m—i
= (=)™ «(dx + h)Ks(t dh,
0 [ g [ B st
ol pp = arc cosh%.

On considére deux cas :
I. Dans le cas ou % eN:

D’une part, d’aprés la définition de ., le fait que dx < § < 61 et (5.9), on a :

2
|

- N-1_ 8¥_k
D [Pk + Kt o)

k=0
N-1 N-1_p 1
2 2 7*k*ﬁ

- Mol 5 (8) (219

= 2 )T X Ol ) o _ Kot m)
= B=0
ot

— — N— N+1

= > Cuplw,a)m Ky Ky gy (e RO

k=0
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D’autre part, on voit facilement que :
P

|132| < C(K, 52) KQT dr < CI(K, 52)K2(t,d).
dx

Par conséquent, en utilisant 1'estimation (5.7) et le fait que

N
2

1+d( 1+d+t )%<[ 1+d( 14+d+t )
14+ d+t\t(y? +y? + d%) L+d+t\t(y? +y? + dy)

|2

14d 14dtt
quand 17 (t(y2+y’2+d§())

on a donc les estimations (5.28), (5.29) et (5.30).
II. Dans le cas ou % ZN:
En remarquant que K»(t,s) est décroissante par rapport & s > 0, on a :

+o0o 1
|I32] < C(K, ) Y(1) Kot (12 — d%), ? dr < O (K, 02) Ka(t,d).
0

Notons
%71 +00 (7_2 _ dg()]j—_ N;—l I
Iy = ¢ / W) Kar S drug (e, o)
= /o Ik —=57)
N[ (- ), *
+ C’U,O(.I,ZL’) ¢(T)K27’ F( N 1) dT—I331+1332
0 — 2

+00 8?7 -
| < C \(—1 el - [e(+ it )]

Oh -

~—

IN
Q

(X -k o
2 ) (dX+h)6h [Kz(t ph) I‘(%)

)tK2l+1 (t, d)

(VAN
Q
=
| —
&
=
&
—‘f_
<
<
I

o2
L

(VAN
2
—~
=
—
Z
—
\‘ﬂ
&
+
—~
<
<
?C
5
+
=
~
SN
.,

=1
Il nous reste & estimer I332. En utilisant (5.9), on a :

2 2 _%
+OO,L/)(7_)K2T(T _dX)+

dr
0 r(-1) ‘
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N 3
= )2 «(d% + h)Ka(t, dh
f; . '
. E (2 —J) o’ h™2
- (-1} / G 4 ) g K ) s
N + 1
2 . . © (N_ h™2
= ()F Y CY P ) [ R+ WKt on) iy o
j=0 2 2

D’apres la définition de 9, et le fait que les K, (¢, pr) sont décroissantes en fonction de h > 0,
ona :

-1

m|2

(+1)t oo (2 i), 2 I
T (yy) ‘/ (dx + h)K2+2j(taph)@ dh
j=0 2
1
< C(61,82) Y, eIUH gy ]||¢*2 oo Kas25(t, d)
§=0
7
< 01(517 52) Z el(lil)t(yyl)lilKﬂ(tv d)
=1
De plus, d’une part, par (5.13), on a :
oo 2 _1 too _1 Nl 2N+1
Pu(dx + ) Koy n(t, pp)h ™2 dh < Koyn(t,pn)h™2dh = (yy')2e” "7 "Knia(t,d),
0 0
d’autre part, quand 1}rj;ji_t( t(y21+2‘fji z ))N/2 — +o00, d’aprés la définition de ¥, et (5.17), on
voit que :
+00 ” 1
Yu(dx + h) Koy n(t, pn)h 2 dh
0
+o0 1 +0oo 1
Z K2+N(t,ph)h75 dh — I(—2_|_N(t,ph)h75 dh
0 62 —d%
1o +o0 24,12 52
= K2+N(t,ph)h_% dh — Kno(t, arc cosh? +y +,51 + 8)3_% ds
0 0 2yy
1 1 1 2N+41
= (y)ie T Ky (td) - Knaalt,p(00)] = () 7e "8 Ky (1, d) (1 + 0(1).

Par conséquent, quand 231 ¢ N, on a encore les estimations (5.28), (5.29) et (5.30).
Cecei acheve la démonstration.
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