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��+!,����+" ��������� �-�� �!� �.������ � �� ���� /!��� .����� ���+ �!���+!
���+�� ��"�� ��* 
!� �! .� �� �!� �.�����-  �� �!� ��������" �� �!�� � �� ����
��.��� �� �!� �������� ����+"  �� ��"�� � ������ ����* 
!�� .!���-���� ! �
)��� /����" ��(����+ ��� �!������� ��"  �� �0.���-��� ��" 1��� �*+*# 234  ��
���������� ����� �!���5* �!���� )� -� �)� ���� �� ���!  / " - " )� ����#
��� �0 -.��# �� .!���,.��������� �0.���-���� �� ��������� ����* �� . ������ �#
�!�" - " ���(�  � γ , )� -� �� γ γ,���������*

�� �!�� . .��# /� ����� �� �!� .�� ��6 ���� .��.������ �� �-����� .!�����
 � �!� .�� ��6 ���� ������  ������� � �..���������� �� �!� �0.���-��� � ����"*
����� � ���������  ��  ���-�� �� )� ��.�� ��6��* 
!��# ����+ ��"�� ��# ���"
���� � .�� ��6 ���� - " )� �)� ����* 7� �� �� /��! �!� /��� ���/� ���-�� 
����(�� )" -� �� �� �!� 8� ��,�� ���� � �.�� ��� -��!�� 1��� �*+*# 2345* ��,
-�-)��# �! � /��!�� �!�� -��!�� �!� .��) )������� �� 9�� .�������� - " )�
�0.������ )" / " �� �� ���� � �� :�������� �� �! �+�� . �������# .��(���� �! �
�!� �0���� � ����� ��(��(�� � ������� ��-� ���������� �.������� �� 2;4* �����,
� ���"# �!� �������� ����� ��  ��"�� � ���.����)�� ��� �!� ��!����� .��������
� ������� �!��� ����������* �� �!�� �� +�# /� ! (� �� ���(�  �/� , ��-������ �
-��! ��� � .��)��-*

����!�� �������� ���� �0.����� �!�  ..�� �! ��(���.�� �� 2%4* �� �!�/� ��
2%4# �!� -��! ��� � .��)��- -�������� )���-�� ������� ��" ��� , ��-������ �
��� �!�  �+��� �� ��������� 1/*�*�* ��-� - :�� ��"�� �  0��5# ϑ0# /!��! � ����"
�!� ��������� θsp ≤ ϑ0 � 1* 
!� - +������ �� �!�  �+�� θsp ��.���� ��
�!� �������� ����+"  �� �!�  0�� �!����* �� / �  ���� ���" �����-���� �� 2%4
)���+ �����������" � �+�� �! � �!� �! � ���������  �+�� ���  0� � �! �������+*
���� �! � �!� ��+��� ϑ0 < θsp �� ��� ����������+ !���#  � /� �� ��� �0.���
 �" .�� ��6 ���� �� �!� � �� ���� ���- ��.�� ��6�� ���������  �  0� � �! �,
������+* �� �!�  �+�� � ��+��� �� ��������#  ������ ��� �� �!� -��� �����+ .� ���
���� ����+ �!�  0�� �� �-.��� ��* <����(��# �!�  6�-��! �  �+�� ��- ���#
/!��� �!� ��������� �� �!� .� ��� ��  -����� �!���� )� � ��� ����  ������
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�0 ���"# �� ��� �(��� .* 
!�� /� ! (� ��� �!� �� ��(���� 1/*�*�* �!�  0�� 5
(������" ��  � ��������= v � vslow + vfast* �� �!�� �0. �����# �!� ����� ���-
��.������� �!� �0 �� �������� ��� �!� �� ��(���� (������" �� �!� ����� �� �!�
���" ��� .� �� �� �!� ���* 
!� ������ ���- +�(�� �!� ������)����� �� ��!��
.� ��� /!��! � � )� � ��� ����  ������ ����+  .�����) ���� �!���"  ��#
 ������� ��"# �!� ��������� � �� :�����"  ..��0�- ����* ���� �! � .������ ��
�!� ��� , ��-������ � -����� 1>���/>5  �� ������ )�" � �+�� �!�� �!��� �� �!�
.�����) ���� ���- 1>� ��>5* 
!� ���/ ��-.����� �� .������ /!�� �!� (������"
��  �-���  ��+��� /��! ��� �� �!� .� ���* �� ��� ..� �� /!�� �!� (������" ��  
. ������ ���-� �����������" � �+�  �+��� /��! � �! .� �� �� �!� ���* �� �!�� � ��#
�!� .�����) ���� �!���" �� �!� /!��� ��"�� � .������ � ��  ..��� )�� )���+ �!�
������� �� �!� �� � ���� ��!����� )��-���� !���+ 1�5 �!���"* �� �� ��� � �! �
�!� �� ��(���� -����� ��  . ������ �� �/� , ��-������ � )�� �!� ��-.�����
/!��! ����� �!� �0 �� � ���� ���� �� ��� , ��-������ �* 
� ���� �!� � ����#
/� .��.��� �!� ��/  ..��0�- �� ���- �� �!�  ��� � .� �� .������ � /!��!
.��(���� �!� .������ ��� ���  �" ��"�� � .� ��  ��  ���/� ��� �� ����  �  � ,
�"��� �0.������� ��� �!� �� :�����"* 
! � �� ���� �� �..����0 � /!���  ���
�!� �0.����� ���- �� �!� (������" �������,�� �����- �� �)� ����*

�� 	������ ;# +���� � �0.��������  �� ����(�� +�(��+ �!� ���� �� �����
1.��) )������� .�� ����� ��-� �� ���+�!5 �! � ���������� �� �!� � �� ����* 
!��
�!�"  ��  � �"6��  �� ��-.������* 7� ������� �!� 8� ��� ��(� �� ����� �� �!�
.!���-����  �� .������ ������� �� ��-���� � � ���� ����� ��� �!�� ��"�� ��*
�� ����� ���# �! �# ��� �!� �/� �".�� �� �!�  6�-��! � ������ ���� -��������
 )�(�# ��� ���" �.���� )��  ��� .�� ��6 ���� ������)������  �� ������" ������,
���* ��  .� ���� � ���# �����������" �!��� ��"�� ��  �� ������ �� +��  ������,
 )�� "����* �� �!�� � ��# /� � � ��� ��+���� �!� -����.�� .!���� �-������#
�!���  )���)���� ��� �� �!� e+e−,. �� .���������#  �� �!� � �� ��(� ����+"
���� �� �! �+�� . �������* �� ��!�� /����#��� �!��� ��"�� ��# /� -��� ��������
�!� e+e−γ,�!�/��* 	��!  �������� ���� �� .�����-�� �� 	������ %# ����+
�!� ���-�� � �)� ���� �� 	������ ;  ���+ /��! �!��� ������)��+ �!� e+e−,. ��
.��������� )" .�� ��6�� .!�����* 	�# /� ������)� �!� �!�/�� ��(���.-���#
� ���+ ����  ������ �!� .�� ��6 ���� �� .!����� ��� )��! ) ��� 9��,.��������
��(��(��* 	�-� ������� �� <����, ��� ��-�� �����  �� .�������� ��� ������+�
���� �� ��?% 1��� 2?45  �� ��@' 1���# �*+*# 2@45 �0.���-����  � ���* 
!�
�������� ���� .�����-��  ���/� ��� �� ������ ��� �!� �.��- � ��"�� � �".�#
�!�������#  �� ������ ���� .��(����+ ������ �" �! � ���������� ��  .�� ��6��
.!���� ������*
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��� �� �� �� /��! �!� /��� ���/� ���-�� 1���# �*+*# �8*13$*A5 �� 234 5 /!��!
������)�� �.���� �#  �+�� �#  �� .�� ��6 ���� ������)������ �� .!����� �-�����
)" ��.�� ��6�� ��������� 1.��������5  � +�(�� -�����=

dwγ =
α

(4π)2
d3k

ω

ε

ε′

∫
dt1dt2L(t1, t2) exp[i

ε

ε′
(k, x1 − x2)] , 1;*35

/!��� α = 1/137 # kµ ≡ (ω,k) �� �!� .!���� -�-����-# xµ
1,2 ≡ xµ(t1,2)#

xµ(t) = (t,x(t) # ε′ = ε− ω# ε �� �!� �������� ����+"#  ��

L(t1, t2) = (e∗v1)(ev2)(ϕ(ε) + 2)

+[(e∗e)(v1v2 − 1 + γ−2)− (e∗v2)(ev1)](ϕ(ε) − 2). 1;*;5

���� v1,2 ≡ v(t1,2) �� �!� �������� (������" �� �!� �� ���� � �� :�����" x(t)#
γ = ε/m,m �� �!� �������� - ��# ϕ(ε) = ε/ε′ + ε′/ε* �� /� ��� ϕ(ε) = 2
1ω = 05 �� �!� �0.������� ��� L(t1, t2)# �!� ���-�� 1;*35 /��� ������)� �!�
� �� ���� ���- �!� �� � � 16���,�.��5 . ������ 1��� �*+*# . �� ' �� 2$4 �� 234 5*

!�� ��)��������� ���� !���� ���  �� ��)��8���� ���-�� � �� �!�� 	������*

��-�-)�� �! � �!� (������ e �� �8*1;*;5 ������.��� �� �!� .�� ��6 ����
/!��! /���� )� -� ����� )" ��-� ��������  ��# �!���)"# ! (� ���!��+ ��
�� /��! �!� .�� ��6 ���� �� �-����� .!�����* 
!� � ���� �� ������)�� )"
�!� - ���0# dwki �� �!� ����� ����� dwγ = eie

∗
kdwki* 7� ��������� �!�

(�����# ξ 1|ξ| = 15#/!��! ������)�� �!�  � �"6��+  )����" ��  ��������# )"
eie

∗
k = (1 + ξσ)ik/2 # /!��� σ  �� �!� � ��� - ������* 
!� - ���0 dwki � �

)� .�������� �� �!� � -� ���-= dwki = (A+ Bσ)ki/2 * 
!�� /� ! (�

dwγ =
1
2
(A+ Bξ) ≡ A

2
(1 + ηξ) , η =

B

A
, A = dw11 + dw22 ,

1;*%5

B1 = dw12 + dw21 , B2 = i(dw12 − dw21) , B3 = dw11 − dw22 .

�� �!�� �8� ����# �!� 	����� (����� �� �!� � �� ����# η# �� �������* 
!� 8� �,
���" A +�(�� �!� ( ��� �� dwγ ��--�� �. �(�� .�� ��6 �����*

7�  ���-� ����!�� �! � �!�  �+�� � ��(��+���� �� �!� �������� )� - ��
�- �� ����+!* 
!�� �!� � -� �� ���� ���  �����+ .!���� )� - .��(���� �! �
�������� ����+" �� �����������" � �+� 1ε� m5#  � �!� �-������  �+�� ��  .!����
1/*�*�* �!� . ������ (������" 5 �� �".�� ��" �� �!� ����� �� γ−1 � 1* �� �!��
� ��# /� � � �!���� ��-�  0�� 16, 0��5 ���! �! � �!� -�-��� ��  �� �! �+��
. �������  �� .!����� - �� �- ��  �+���#ϑax# /*�*�* �!��  0��=ϑax � 1* ���

@



a⊥ ������� �!� ��-.����� ��  �  �)��� �" (����� a �� ��(���� �� �!�  0��
�!����* ����+ ��� �����

vz � 1−1
2
(γ−2+v2

⊥) , ez = −(k⊥e⊥)/kz � (n⊥e⊥) , nz � 1−1
2
n2

⊥ , n = k/ω ,

/� � � ��-�(� 6,��-.������ ��  �� �!� (������ ���- �8* 1;*35* ��  ������#
/� ! (�

dwγ =
αωdωd2n⊥

(4π)2
ε

ε′

∫
dt1dt2L(t1, t2) exp(−iD) ,

D =
ωε

2ε′

t2∫
t1

dt[ γ−2 + (n⊥ − v⊥(t))2 ] ,

1;*?5
L(t1, t2) = (e∗

⊥,v1⊥ − n⊥)(e⊥,v2⊥ − n⊥)(ϕ(ε) + 2)

−[(e∗
⊥,v2⊥ − n⊥)(e⊥,v1⊥ − n⊥)

+
1
2
(e∗

⊥e⊥)(v2⊥ − v1⊥)2](ϕ(ε) − 2) .

�� ���������(� ���������� 1���� (ne) = 05  �� �-.���� �� �!� (������ e⊥* 
!��
 ���/� ���# �����# �� �����6�  �" ��0�� ) ��� ��� �!� ������.���� �� �!� .!����
.�� ��6 ���� ��+ ������ �� n* �� /! � �����/�# /� ��� �!�  ����� � ) ���
1ex, ey, ez5# /!��� ez �� ��������  ���+ �!� �� ���� 1- ���+  �- ��  �+��
/*�*�* �!� . ������ (������"5 - :�� ��"�� �  0�� # ex �� /��!�� ��-� ��"�� �
.� �� ���� ����+ �!��  0��#  �� ey �� .��.������� � �� �!�� .� ��* 	������"#
�!� (������ e⊥ � � )� ���������� ����� �� /!�� ����+� ���+ �� 1;*?5 �(��
.!���� �-������  �+�� 1�(�� d2n⊥5* ������-��+ �!�� ����+� ����# /� �)� ��
�!� - ���0# wsp

ij # ������)��+ �!� �.���� � ������)����� ��  � �� ����=

dwsp
ij =

iαdω

4πγ2

∞∫
−∞

dt

∞∫
−∞

dτ

τ − i0 exp[−iλτ( 1 + ρ(t, τ))]Lij ,

1;*@5
Lij = δ⊥ij

[1
4
(ϕ(ε)− 2)(g2 − g1)2 +

i

λ(τ − i0)

]
+
ϕ(ε)

2

(
g2ig1j − g2jg1i

)
−
(
g2ig1j + g2jg1i

)
,

/!��� t = (t1 + t2)/2 # τ = t2 − t1 # λ = ωm2/(2εε′) # g1,2 ≡ g(t1,2) #

$



 ��

g(s) = γ
[
v⊥(s)− 1

τ

τ/2∫
−τ/2

dxv⊥(t+ x)
]
, ρ(t, τ) =

1
τ

τ/2∫
−τ/2

dxg2(t+ x).

�� ����!�� �������� ����# /� ��� �!�  ..�� �! ��(���.�� �� 2%4*
��������� �! � �!� �� ��(���� (������" � � )� ��.��������  � �!� ��-=
v⊥ � vslow

⊥ + vfast
⊥ # /!��� vfast

⊥ +�(�� )" �8*1%5 �� 2%4 �� �! � �����6�� )"
�- ��  -.�������  �� � �+� ���8�������* �� �!� ����� �"# � �+�  -.�������
 �� �- �� ���8�������  �� ��!����� �� �!� ���- vslow

⊥ /!��! ������.���� ��
�!� ��� , ��-������ � -����� �� �!� ����� ��  .� ��* ��� �0.����� ���- �� ��

vslow
⊥ (t) = ey

∑
n

vn exp(inω0t) * ���� ω0 �� �!� ���8����" �� �!�� -�����#  ��

vn �� �!� (������" ������� �� �����- � ���� ��� �� �..����0 �* �����.���,
��+�"# �!� 8� ����" g(s) �� 1;*@5 ����� ���� �!� ��-= g(s) = l(s) + w(s)
/!���

l(s) = ey

∑
n

(γvn)
[
einω0s − sin(nω0τ/2)

nω0τ/2
einω0t

]
,

1;*$5

w(s) = −
∑̃
q⊥

G(q⊥)q⊥
mq‖

[
eiq‖s − sin(q‖τ/2)

q‖τ/2
eiq‖t

]
ei(q⊥ρ0) .

���� q  �� �������� ����.��� � � ����� (������# G(q)  �� ������������ �� �!�
������� ������ .��������+ �!� ��"�� � .������ � 1 ��� ! .��� ' �� 234 ��� �!�
�0.����� ���- �� q  �� G(q) 5#  �� q‖ = (q⊥v) * 
!� ����� �� �!� �0.�������
��� w(s) -� �� �! � �!� ��- ���� ��� ���� �� q⊥ ‖ ey /!��! :��� ���- �!�
.� �� .������ �*

�� .�����.��# ����+ 1;*$5# ��� � � .�����- �!� ����+� ���� �(�� t  �� τ
��� �+!� �� 1;*@5* ��/�(��#  � /� ! (�  ��� �" �)� ���� �!� 8� ����" w(s)
)" -� �� �� ��-� .�����) ���� .��������# �� �� -��� �����8�����" �� ��������
�� �!� � -� / "* 	�#  � �� 2%4# /� �0. �� �!� �0.������ � �������� �� 1;*@5
�� w(s) # ���.��+ 8� �� ��� ���-�#  �� �)� ��

dwsp
ij =

iαdω

4πγ2

∞∫
−∞

dt

∞∫
−∞

dτ

τ − i0 exp[−iλτ( 1 + ρslow(t, τ))]
3∑

n=1

C
(n)
ij , 1;*A5

A



/!��� ρslow(t, τ) = τ−1
∫ τ/2

−τ/2 dx l2(t+ x)  �� - ������ C
(n)
ij  ��

C
(1)
ij = δ⊥ij

[ i

λ(τ − i0)
+

1
4
(ϕ(ε) − 2)(l2 − l1)2

]
− l1il2j − l1j l2i ,

C
(2)
ij =

∑̃
q⊥

∣∣∣∣∣G(q⊥)q⊥
mq‖

∣∣∣∣∣
2{
δ⊥ij
[
1− f2(ζ) + (ϕ(ε)− 2) sin2 ζ

]

−νiνj

[
f2
(+)(ζ) + f2

(−)(ζ)
]}

,

C
(3)
ij = 2iλ

∑̃
q⊥

∣∣∣∣∣G(q⊥)q⊥
mq‖

∣∣∣∣∣
2

Jij , 1;*B5

Jij =
τ

2

(
1− f2(ζ)

)[
δ⊥ij

i

λ(τ − i0)
− C(1)

ij

]
+ iλ

∣∣Φ∣∣2C(1)
ij

+Φ

{
iδ⊥ij(ϕ(ε)− 2)(l2 − l1,ν) sin ζ

+(l1iνj + l1jνi)f(−)(ζ) + (l2iνj + l2jνi)f(+)(ζ)

+
ϕ(ε)

2

[
(l1iνj − l1jνi)f(−)(ζ)− (l2iνj − l2jνi)f(+)(ζ)

]}
,

Φ =

τ/2∫
−τ/2

dx (νl(t+ x))
[
eiq‖x − f(ζ)

]
,

f(x) =
sinx
x

, f(±)(x) = e±ix − f(x) , ν =
q⊥
|q⊥| , ζ = q‖τ/2 .

����+ �8�* 1;*A5#1;*B5# /� �)� �� �!� �0.������� ��� �!� .��) )����" ��  .!�,
��� ��������� �����.����(� �� ��� .�� ��6 ����# dwunp

γ = dwsp
ij δ

⊥
ij # /��! ���������

/��! �8*1?5 �� 2%4*
��� �� �/��� �� �!� .� �� ����� ������)����� 1��5 �� �!� � �� ����* 
!��

�� +�(�� )" �!� ���- �� 1;*A5 /!��! �� .��.������ � �� C
(1)
ij * 
� - �� ����,

- ���# /� �!���� ��������� ��-� .��.������ �� �!� 8� ����" ρslow(t, τ) /!��!
������ ���� �!� .! ��# Ψ(τ) = λτ( 1 + ρslow(t, τ))* 	�# ρslow(t, τ) �� �!� �(��#

B



.�����(�#  �� -�������� ��" ����� ���+ �������� �� τ * �� � ������� �!� ���8� �,
��" ρslow(t, τ) < ρ(∞) < ρc = Uplε/m

2 /!��� Upl �� �!� .������ � /��� ��.�!
�� �!� .� ��  �� ρ(∞) �� �!� ��-����+ ( ��� �� ρslow(t, τ)  � |τ | → ∞ * ����+
1;*$5# /� � � � ���" ����- �� �!� )�! (��� �� ρslow(t, τ)  � � �+�  �� �- �� τ

ρ(∞) =
∑
n�=0

|γvn|2 =
< p2

y > − < py >
2

m2
, ρ(ω0τ � 1) � 1

12
(γv̇y(t)τ)2 ,

1;*'5
/!��� < . . . > -� �� ��-�  (�� +��+# py  �� v̇y  �� ������.�����+�" ",
��-.������ �� �!� -�-����-  ��  ������ ���� ��  �! �+�� . ������* ���
ϑ0  �� φ0 )� �!� .�� �  ��  6�-��! �  �+��� �� ��������� ������� ��� ���-
�!�  0��  �� .� �� ������.�����+�"* 
!�� �!� (������" ��  . ������ - ���
�!�  �+��# ψ# /*�*�* �!� .� ��#  � �! �# sinψ = sinϑ0 sinφ0 ��#  � ϑ0 � 1 #
/� ! (� ψ � ϑ0 sinφ0* �� �! �������+ 1 ψ < θpl = (2Upl/ε)1/2 5 # /� ! (�
ρ(∞) � ρc* ��  )�(�,) ����� -����� 1 ψ > θpl 5# �!� 8� ����" ρ(∞) ����� ���
� �� )���+ �� �!� ����� �� 0.1(Upl/mψ)2 ��� ψ � θpl 1���# �*+*# .*?%& �� 2345*

��� ρ(∞)� 1 # /� � � �0. �� �!� �0.������ � �������� �� 1;*A5 �� .�/���
�� ρslow(t, τ) ��� ����+ ���" �!� ���� � ���- 1��.���  ..��0�- ����5* �� �!��

� ��# �!� ���/,� �� ������������ ���-# C
(3)
ij # +�(�� !�+!��,����� �����������  ��

�!���� )� ��+������# /!��� C
(1)
ij  ����  (�� +��+ �(�� ��-� t �� ��

C
(1)
ij (ρ� 1) =

∑
n

|γvn|2
{
δ⊥ij
[
1− f2(ζ) + (ϕ(ε) − 2) sin2 ζ

]
−eyieyj

[
f2
(+)(ζ) + f2

(−)(ζ)
]}

, 1;*3&5

/!��� ζ = nω0τ/2 # eyi = δ2i* 
!�� �0.������� ! � �!� � -� ���������  � C
(2)
ij

1 ��* 1;*B55 ����� )��! /��� �)� ���� )" -� �� �� �!� .�����) ���� �!���"*
��� ρc � 1 # �8*1;*3&5 �� ( ���  �  �" ( ��� �� �!�  �+�� ψ* �� �!� �..�����
� �� /!�� ρc � 1 # �� !���� ��� ψ � θpl* 
!� � ���� ��������� .��(����  ���
�!�  ..��� )����" �� �!� ��������� � �� :�����"  ..��0�- ���� �� �!� � ���� ����
�� vn  �� ω0* 	�#  � /� ! (� �!����� ����+ �!� �0.����� ���- �� vn  �� ω0 1���

�..����0 � 5# ��� ψ � θpl # C
(1)
ij  �� C

(2)
ij  �� ������� ��" �!� � -� �0��.�

�! � �!� ��-- ���� �� .�����-�� �� C
(1)
ij �(�� �!� ��)��� �� q⊥ . � ���� ��

ey # /!��� �� C
(2)
ij �!� ��-.��-��� �" ��)��� �� ����* ��  ������# /!�� �!�

. ������ (������" �� /��� ���  �� - :�� .� ���# �!� �.�����-  �� .�� ��6 ���� ��  

� �� ���� �� ������)�� )" �!� ���- C
(2)
ij �� /� �0���� �!� ��-- ���� �� �� �(��

'



 �� q⊥* 
!�� �� ��.������� ������� �� �!� ��,� ���� ��!����� )��-���� !���+
1�5 �!���"* �� 2A41 ��� �8�* 1?*B5#13*@5# �!� ������ ���� / � �0.� ���� �� �!��
�!���" /��! �!� �-.��� �� ������+ 1��� ���������5 �� �!� �8��( ���� .!�����
��.��������+ ��  .��.�� ��������� �� -� �!� .������� ��"�� � �����*

��� ρ(∞) � 1 # �!� ����� �� �����  ..��0�- ���� 1��5 �� /����" ����*
�� � � )�  ..���� /!�� �!� - +������ �� �!� �0���� � 1��� ������-5 �����
��  �-��� ����� �� �� �!� . ������ �� :�����" �����+ �!� � �� ���� ���- ����
��-�# τf * 
!� � ���� �� �����-���� )" �!� ��������� Ψ(τf ) � 1 * �� ���
� ��# �!�  ..��� )����" ��������� �� �� �� �� ω0τf � 1 * �� τf ��.����
�� .!���� ����+"# ω # �!�� ��������� � � ��� )� ��������� �(��"/!��� �� �!�
� �� ���� �.�����-* �� . ������ �# �� �� (��� ��� ��� ω � 2γ2ω0/ρ(∞)* 
!�
.�/�� �.�����- �� - 0�-�-  � u ≡ ω/(ε − ω) ∼ χ = γ2v̇(t)/m * ����+
�8* 1;*'5# /� ����  � u � χ ��� �!� ���- ���� ��-� τf ∼ 2ω0/(γv̇(t) * ��,
-���� � ����- ��� �� �!� � ���� �0.������� �!�/ �! �# �(�� �� �!�� . �� ��
�!� �.�����-# �!� �� )���-�� ( ���  � � �!�� !�+! �������� ����+"* ���
�0 -.��# �� ! ..���  � ε � 100 C�D ��� (110),.� �� �� �� -���  �� ����,
���#  ��  � ε � 10 C�D ��� �!� � -� .� �� �� ���+����* ����+ ��# �!�
.��) )����"# dwγ # / � � ���� ��� �� 2B4* 7� �-.! ��6� �! � ��  ..��0�- ,
�����  �� ���� �� �!� .������ . .��  � �!� �� � ���� ����* ��/�(��# �!�
������� �� 2B4  �� ������ !��� ����� �!�"  ���/ �� �� �!��� �!� .�������� ��
�!� �0 �� � ���� ����  �� ����- �� �!� - +������ �� �!� ������������ ���-#

C
(3)
ij #  � /���  � �!� ��������� �� �!� ���/ -����� �� �!� � ���- C

(2)
ij * 
!��

��������� �� ��� �� �!� .������� �� ρslow(t, τ) �� �!� .! �� Ψ(τ) * ��������+
�� 2B4# �!� �� �� �� �!� ������ �� +�(�� )" �!� . � -���� µ = χ/s(q‖) /!���
s(q‖) = 2ε|q‖|/m2 ��  ���(������ � ����- ��� . � -���� �� �!� �-.���
�� ������+* ��-�-)��# �! � �!� .�/�� �.�����- �� �!� � ���� �� - 0�-�-
:���  � �!� ����- ��� )���� �"# u = s(q‖)* 	� �! �# �!� .� �� �����  �� �
������)������ �� �!� � �� ���� ��������"  �� /��� ��. � ��� ��� µ � 1 * 
!�
. � -���� µ �� ������� ��" �!� ��(� ���� �� �!� . ������ (������" ��� �� �!�
�0���� � �����  ����� �����+ �!� ! ��,.!���� ���- ���� ��-�# τh ∼ |q‖|−1 #
-� ����� �� ����� �� �!� �! � ��������� �-������  �+�� θph = γ−1* ��� +�(��
.� ��  �� ��)�� ���# �!�� . � -���� ��.���� ���" �� �!�  �+�� �� ���������#
ϑ0 # � -��"# µ = Cµ/ϑ01-� �5* ����+ �!� 
 )��� '*;  �� 3@*3 �� 234 # /� �),
� �� ���< 110 > .� ���# Cµ1�� -���5� Cµ1�������5� 0.01 #  �� Cµ1���+����5
� 0.06 * ��� /� ��� .� ��� �� �!� � -� ��"�� �# Cµ �� �- ���� )���+ .��.��,
���� � �� �!� - +������ �� �!� .� �� �������� �����* ���- ��+*3 �� 2B4# �!�
��������� �� �!� ����� �� �!� �-.��� �� ������+ � � )� ��+������ �� µ ����
��� �0���� ��(�� � !�������!* �� ����# �!� ������������ ���- .��(���� ���,

�������� �� �� �� �!� ����� �� ρfast �
∑̃|G(q⊥)q⊥/(mq‖)|2 /!��!# )"

3&



���������� # �� -��! �- ���� �! � ����"* ����-��+ µ < 0.05 # /� �)� �� ���-
1;*A5  ��-.�� )�� ����� � �!��  ���� �� �0.������� ��� �!� .!���� �-������
.��) )����"# dW # .�� ����� ���+�! 1��-�5  � /���  � �!� �.���� � ������)�����
�� .�� ��6 ����* ��������+ �� �!�  � �"��� .�����-�� �� 2B4# �!�  ���� �" �� @
% �� )����� �� �0.�����* ��� �� .������ dW �� �!� ���- ���������� �� 1;*%5
 � :��� �!�� ���- /��� )� ���� �� ����!�� � ���� �����=

dW

dω
=
dW (F )

dω
+
dW (C)

dω
,

dW (C,F )

dω
=

1
2

(
A(C,F ) + B(C,F )ξ

)
, 1;*335

/!��� �!� ��.������.�� C,F  �� ������.�����+�" ��� �!� � ������)�����  ��
��* ��� �!� � ���� 1.� �� ����� ������)�����5# /� ! (�

(
A(F ),B(F )

)
=

α

π2γ2

∞∫
0

ds

s

π∫
0

dx
(
a(F ), b(F )

)
;

b
(F )
1 = b

(F )
2 = 0 , b(F )

3 =
(
D2

2 −D2
1

)
sin Ψ ,

a(F ) =
[(
ϕ(ε)− 1

)
D2

1 −D2
2

]
sinΨ +

cos(sδ)− cosΨ
sδ

,

Ψ = sδ
(
1 +D3

)
,

1;*3;5

D1 = 2γ
∞∑

n=1

vn sin(ns) sin(nx) , D2 = 2γ
∞∑

n=1

vng(ns) cos(nx) ,

D3 = 2γ2
∞∑

n,m=1

vnvm

{[
f
(
(n+m)s

)
−f(ns)f(ms)

]
cos
(
(n+m)x

)
+
(
m→ −m)} ,

δ =
m2u

εω0
, f(x) =

sinx
x

, g(x) = cosx− f(x) ,

/!��� �!� ����+� ���� �(�� x = ω0t ������.���� �� ��-�  (�� +��+# �!� ( ��,
 )�� s = ω0τ/2 �� ���� ����� � �� τ * 7!�� �!� ��������� �� �!� .� �� �����
�� �!� �-.��� �� ������+ �� ��+������ 1 �!� � ���� exp(−iλτρslow(t, τ)) ��

�-����� �� �!� ���- ∝ C
(2)
ij �� 1;*A55# �!� ����+� �� �(�� τ  �� � ���" � ���
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 �� /� �)� �� ��� �!� � ������)�����=

(
A(C),B(C)

)
=

α

γ2

∑̃
q⊥

∣∣∣∣∣G(q⊥)q⊥
mq‖

∣∣∣∣∣
2(
a(C), b(C)

)
θ(1− β) ;

β =
u

s(q‖)
≡ ωm2

2εε′|q‖| ,

1;*3%5

a(C) =
1
4
ϕ(ε)− β(1− β) , b(C)

1 = β2ν1ν2 , b
(C)
2 = 0 ,

b
(C)
3 =

1
2
β2(ν2

1 − ν2
2 ) ,

/!��� θ(1 − β) �� �!� ���. ��������= θ(x) = 1 ��� x > 0  �� θ(x) = 0 ���
x < 0 # ν �� ������� �� 1;*B5*

����+ ���-�� � �)� ����# /� .������ ��/ ��-� �0 -.��� ������� ���+ �!�
�! � ���������� ��  � �� ����* ��� �� �� �� /��! �!� �� ������)�� )" 1;*3;5*
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(b)

η
3

x

��+��� 3= 1 5=����������� xd2Nγ/dxdl  � ε = 180 C�D ��� 133&5,.� �� �� �������
 � z = −0.25 1�����5#  � z = 1 1� �!,������5E �!� � -� �� �� -���  � ε = 180
C�D# z = −0.25 ��� 133&5,.� �� 1� �!��5  �� ��� 1&&35,.� �� 1������5* 1)5=
�!��� ��-.����� �� �!� 	����� (����� ��� �!��� ���������� �0��.� z = 1E
z = ε⊥/Upl# x = ω/ε*

�� ��+*3# �!� � �� ���� ����������� 1 5  �� .�� ��6 ����� 1)5  �� .������  �
��������� �� x = ω/ε* ��-�-)��# �! � �!� 8� ������� vn  �� ω0 �� 1;*3;5
��.��� �� �!� ����+� � �� -�����# ε⊥  �� �� ���� �!� � �� ����* ���- ��+*3
# �!� � �� ����  � �! �������+ 1z = ε⊥/Upl < 05 �� ������  �� -��� �������(�
�! � �! �  �  )�(�,) ����� -����� 1z > 05* �� +�(�� z# �!� ��������" �� �- ����

3;



���  /� ��� .� �� 1��* ���(�� ��� �� -���5* �� �0.�����# �!� .�� ��6 ����  �
���! ��� , ��-������ � -����� �� �������� .��.������� � �� �!� .� �� 1η3 <
0 , η1 = 05* 
!� .�� ��6 ���� ��+��� �� � �!�� !�+!  �� ���� ��� ��(� �  
�! �. ��.������� �� x*

�� ��+*;# �!� � �� ���� ��������"# .��) )����"#  �� .�� ��6 ����  �� �!�/�
��� �!�  �+��� �� ��������� ϑ0 = 5 -� �  �� φ0 = 0.036 /!�� ψ = 180µ� �*
��� �!� 133&5,.� �� �� 	�  � ε = 180 C�D# �!� �! �������+  �+�� �� �� θpl �
15µ� �#�*�*# ψ � θpl 1z � 1405* 
!��#  � �0.� ����  )�(�# �!� ����� ���-
1��5�� 1;*335 ! � �!� � -� ���-  � �!� ������ ���  �� /�  �� �� ���+ /��!
.��� �* 
!�� ���- �� ��-�� �� /!��#  � �� ��� �0 -.��# φ0 � 1* 
! � �� ���
�� �!� ��� ��(� �- ������ �� q

(1)
‖ ���- �!� ����� ��)��� 1���+!�" q

(1)
‖ ∼ q(2)‖ φ05*

��  ������# �!� ������ ���- ! �  -��! �- ����  -.������ 1q−2
‖ ��  . ��� �

���0 �� �8��( ���� .!����� 5  �� -��! !�+!�� .!���� ���8������� 1β ∝ q−1
‖

�� 1;*3%55* 	�# �� � � )� ��+������ ��� φ0 � 1  �� �!� �0.������� 1;*3%5 ��
������� ��  ��� , ��-������ � ��-* 7��!�� �!��  ���� �"# /� �)� �� ��� η3
 � �!� - 0�-�- �� �!� ����� ! �-����#�*�*#  � u = s=

η3(u = s) = −
{ ∞∑

n=1

∣∣∣G(nq)
n

∣∣∣2}�
{ ∞∑

n=1

∣∣∣G(nq)
∣∣∣2[1 +

s2

2(1 + s)
− 2
n

(
1− 1

n

)]}
,

1;*3?5
/!��� s = 2εqψ/m2# q = 2π/dpl#  �� dpl �� �!� �����,.� � � ���� ���*


!� ������)����� �� �!� ����� ! �-���� 1n = 15 �� η3  � u = s �� η
(1)
3 =

−[1 + s2/(1 + s)/2
]−1

* 7���!" �� ���� �! � η
(1)
3 �� ����.������ �� G(q)* ��

��� � ��# /!�� s2/(1 + s)/2 � 0.49# �� �(������- ��� �!� �0 �� ( ��� 1;*3?5
)" BF* ��������� ��/# �! �  �������+ �� 2B4 � �! �8��( ���� .!���� �� ��-,
.�����" ���� ��" .�� ��6��  ���+ ��� q⊥* �� �!� ����� ��)���#  �� ���! .!�����
! (� q⊥ .��.������� � �� �!� .� ��* 
!��# �!� /!��� �8��( ���� .!���� )� -
.������� )" �!�� ��)��� �� ��-.�����" ���� ��" .�� ��6�� �� ���+ �� �!� .�,
� ��6 ���� �� �-����� � �� ���� .��.������� � �� �!� .� �� 1η3 < 0 , η1 = 05*
���� ��"# �!� ������ ���- �� dW/dω 1��� 1;*3355 ! � ��� )��� ��+������
�� ��� � ���� ���� +�(��+  � �!�� ������ ���� ��� , ( ���!��+ )�� �0���-��"
�- �� ( ��� �� η1* 
� +�(�  +��-.�� ��  ���� �� �!� �������� �.��# �!� ��,
������"  �� .�� ��6 ���� ���-  >�� � �> 16��� �.��5 ��������  �� .��������
�� ��+*; 1������ ���(��5* 
!� �.�� ���-� �� 1;*;5  �� ��)��8���� ���-�� �
 �� .��.������ � �� ϕ(ε) − 2 = ω2/(εε′)* 
!�������  ���������� �� � �� ����
�! � ���������� )���-�� �)���( )��  � �����������" � �+� .!���� ����+��� 1���
x > 0.3 �� ��+*;5* 
!� .� �� �� ��� -�(� )���+ �����-����#  � +�(�� �����,
� ����# �����" )" �!� . ������ ����+"# ε* ��� �� �!�  )����� �� �!� �.�� ���-�#
�!� � �� ���� ���-  >�� � �> �������� �� ���� �������(�  ��# )�� ��� �� �! �#

3%
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��+��� ;= 1 5= ����� ���(�� .������ ��������" xd2Nγ/dxdl  �� .��) )����"
d2Nγ/dxdl 1�..�� ���(�5  � ε = 180 C�D �� � �� ������� 1 @ -� � ���
�!� < 001 >, 0��  �� 3B& µ� � ��� �!� (11̄0),.� �� 5# ������ ���(� .�������
��������" ���  >�� � �> ��������E 1)5= �!��� ��-.����� �� �!� 	����� (�����
 � �!� � -� ������+�

! �  !�+!�� .�� ��6 ����* �� ��"# �!� 8� ����" B(C) �� 1;*3%5 �� ����.������
�� �!� . ������ �.��# /!��� A(C)# /!��! �� .��.������ � �� �!� ��������"#  .,
.� �� �� �!� ����-�� ��� �� �!� �8� ���� �������+  .�� ��6 ���� 1η = B/A5*
�� . ������ �# �!� ��-.����� η3(u = s) ���  >�� � �> �������� �� +�(�� )"
�8*1;*3?5 �� /� �-�� �!� ���- s2/(1 + s)/2 �� �!� ����-�� ���*

7!�� )��! ���-� �� 1;*335 ������)��� �� �!� � �� ����#  ������.�����+
 ��+�-��� �� ��-���-�� � ���� �����+ , �� , �����+ 1	�	5 ������ ����# �����  �
���!  �  ��+�-��� . ������� �� (����  0�� 1�����+�5 ���-��+ �!� .� ��* �� �!��
� ��# �!� �-������ �� ! �� .!����� �� ������)�� )" �!� ������ ���- �� 1;*335
)���+ � )" � ����* � ���������� �� �.����  �� .�� ��6 ����� ��� .!�����
�-����� )" -� �� �� �!� � -� .!"��� � -��! ���- 1�5 �� ��-.�����" ��� ��
�! � �� �8��( ���� .!���� ���0��  � ��������� ������ �����* 
!� 8� ����" |q‖|
/!��! �����-���� �!� �! .� ��  �.�����- �� ����.������ �� q2  � 	�	= q‖ =
q1ϑ0* 
!�� �!� ��-- ���� �(�� q1 ��

∑
q⊥

=
∑
q1

∑
q2

1��� 1;*3%55 ������.���� ��

�!� �.������+ �� �!� ��� � ���0 ���� ��)���� �� �8��( ���� .!����� ! (��+ �!�
� -� q‖* ��-�-)��# �! � ��� x ≤ xmax 1xmax - ��� �!� ����� .� � .�������
5 �!� � �� ���� �� ������)�� /��!��  !�+!  ���� �" )" ���" ��� ��)��� ! (��+
�!� -���- � ( ��� �� |q‖|* 
!�� ( ��� �� .��(���� )" |q1|min = 2π/dax /!���

dax �� �!� ���� ��� )��/���  0�� ���-��+ �!� .� ��* �� �!� 8� ����" b
(C)
3

�� 1;*3%5 �� .��.������ � �� q21 − q22 # ���" ����� 1q2 = 05 ���- �� �!� ��-
�(�� q2 �� .�����(� ��� �!� - �� 1|q1| = |q1|min5 ��)���* 7!�� q2 ����� ���#
�!� - +������ �� ��+ ��(� ���-� ��-����!��* 
!��� ��-# !�/�(��# � �����

3?



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

1

2

3

4

5

6
(a)

xd
2 N

γ /d
xd

l, 
d2 N

γ /d
xd

l(c
m

-1
)

x
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10 (b)

η
3

x

��+��� %= 1 5= �����)����� �� �!� �,���� ���- 1 �8*1;*335  � 	�	 �����,
� ���� 1 &*% -� � ��� �!� < 001 >, 0�� �� �!� (11̄0),.� �� 5* �����������  ��
.��) )������� �� �� -���  � ε = 150 C�D 1����� 5#  �� �� �������  � ε = 180
C�D 1������5E1)5= �!��� ��-.����� �� �!� 	����� (�����  � �!� � -� ������+�*

 �-��� .�������" �!� ����� ���-* 
!�� ������� ��  �- �� - +������ �� η3
���� �� ��+*%* ��� �!� ��0� 1|q1| = 2|q1|min5 ��)���#  ��� �" �/� ����� ���-�
 �� .�����(� /!��! �� �� ��  .�����(� ��� � ��- �(�� q2* ��  ������# �!�
.�� ��6 ���� �� ��-�/! � !�+!�� ��� x > xmax )���+ . � ���� �� �!� .� ��
1η3 > 05* 9� ��� ��(��"# �!� �8��( ���� .!���� )� -  � 	�	 ������ ����
����� ��� �� )�  �-��� ��.�� ��6�� �� ����� �� �� �!�  )�(� �0 -.�� �� .���
�* 
!� ��-.����� η1 ( ���!��  � 	�	 ������ ����* 
!�� � � )� � ���"
(������� �� /�# �*+*# �! �+� �!� ��+� �� q2 �� �!� ��-

∑
q2

�� 1;*3%5*


!� ��� � 1����+� ��� �(�� ω5 .��) )�������#W tot
γ #  �� �".�� ��" �!� ����� ��

- +������ � �+��  � 	�	 ������ ���� - ���" ��� �� �!� ��* <��� .�������"#
/� ! (� �� �!�  )�(� �0 -.��� ��� ������� W tot

γ (CB) � 1.2cm−1# /!���  �
	�	 ������ ���� �!� ��  �� �,���� ���-� +�(� ������.�����+�" 42.9cm−1

 �� 2.2cm−1*

� ������)�  �!�/�� ��(���.-���# �!� .��) )����" �� e+e−,. �� .�����,

���� )"  .!����# dWe# �� ������  � /���* ����+ �8�*1%*3;5#1%*;@5 �� 234# /�
�)� ��# �����# �!� �0.�������  � ��+��� �� 1;*35 /!��� �!� ��-- ���� �(��
.������� ��� � �� ���  �� �������� �.�� �� ��� ! � )��� .�����-��

dwe =
α

(2π)2
d3p

ω

ε

2ε′

∫
dt1dt2Le(t1, t2) exp[−i ε

ε′
(k, x1 − x2)] . 1;*3@5

���� p  �� ε  �� �!� �������� -�-����-  �� ����+"# ε′ = ω − ε#  ��

3@



Le(t1, t2) = (e∗v1)(ev2)(ϕ(ε) − 2) + [(e∗e)(v1v2 − 1 + γ−2)
−(e∗v2)(ev1)](ϕ(ε) + 2). 1;*3$5

���� �! � �!� 8� ������� Le(t1, t2) �� 1;*3$5  �� L(t1, t2) �� 1;*;5 ���� ����
� �! ��!�� �� /� �! �+� (ϕ(ε)− 2)←→ (ϕ(ε) + 2)* ����!�� �������� ���� ��
�!� . �� .��������� - " )� .�����-�� ����+ �!� � -�  ..�� �!  ��  ..��0,
�- �����  � �!���  ..����  )�(� �� �!� .!���� �-������ .��)��-* ���� /�
+�(� �0.������" ���"  .�����) ���� 1 �,���� 5 ���- �� �!� �0.������� ��� dWe

�� �!� ���- �� 1;*335

dWe

dε
=
dW

(F )
e

dε
+
dW

(C)
e

dε
,

dW
(C,F )
e

dε
= A(C,F )

e + B(C,F )
e η , 1;*3A5

/!��� η ������)�� �!� .!���� .�� ��6 ����#  ��

(
A(C)

e ,B(C)
e

)
=

α

ω2

∑
q⊥

∣∣∣∣∣G(q⊥)q⊥
q‖

∣∣∣∣∣
2(
a(C)

e , b(C)
e

)
θ(1 − β) ; β =

ωm2

2εε′|q‖| ,

1;*3B5

a(C)
e =

1
4
ϕ(ε) + β(1 − β) ,

b
(C)
e1 = −β2ν1ν2 ,

b
(C)
e2 = 0 ,

b
(C)
e3 = −1

2
β2(ν2

1 − ν2
2 ) .

���� �! � �!�� ������ - " )� �)� ���� ���- 1;*3%5 )" -� �� �� �!� ��)���,
������ -��������  )�(�  �� �(����� �! �+� �� �!� ��--�� -����.����* 
!�
.� �� ����� ������)����� �� �!� . �� .��������� .��) )����" 1 ����� ���- ��
1;*3A55 / � ��(����+ ��� �� 2'4 /!��� �!� �� / � ����* 
!��+! �!�  .,
.��� )����" �� �!��  ..��0�- ���� �� 8������� )�� 1 ��� ����������  )�(� 5# /�
���� �!� ������� �� 2'4  �  ���+! ����- ��  �� ����� �! � �� �� �!� . ��
.��������� .��) )����" �!���� )� ��+������ ����� ��� ����������*

3$



� ��
�
�� ���� ��
	� 	������

�� ���+  � �!� ��"�� � �!�������# L# � ������� �!� ��������� Nγ ∼ W tot
γ L� 1

1�!�� ��"�� �5# �!� � �� ���� �-����� �� ������)�� )" ���-�� � �)� ���� ��
�!� .��(���� 	������* ��� ���! �!���������# �!� ��� ��(� ����+" ����# ∆ε/ε0#
�� �(�� �- ���� �! � �!� ��-)��# Nγ # �� .!����� �-�����* 	���� �!� ��� �
.��) )����"# W tot

γ # ��.���� �� �!� ����� � �������� ����+" ε0  �� ��"�� � ���,
��� ����# �!� � -� � -.�� - " .��(� �� )� �!�� �� �!��� 1Nγ ∼ 15 ��.�����+
�� ������+�* �� �!� ������ )�� 1Nγ � 15 "����#  �  ���� ���� �� �!� . ���,
��� ����+" � � �� ���+�� )� ��+������# ��(�� � .!�����  �� �-�����  �� �!�
��������,.!���� �!�/�� ��(���.�*


!� - �� .�������� � ��� ����  ������ �� ��� ��-�� ���� �� �!� e+e−γ,
�!�/�� ��(���.-���  ��= �5 �-������ �� .!����� ��� �� �!� ��!�����  �� ��,
��!����� -��! ���-�# ��5  )���)���� �� .!����� ��� �� �!� e+e−,. �� .�����,
���� )" )��! -��! ���-�# ���5 -����.�� �� ������+ �� ���������  �� .��������*
< �",��-������ � - .� �� .��) )������� /��� ��� ��� ������)��+ �!� .!����
�-������  �� . �� .��������� ��.�����+ �� �!� ����+"# -�-����- ���������#
 �� .�� ��6 ����* �� ��!�� /����# �!��� ��� ������)������ ���� �!��� �!�/�
�� ��+�*3#;#% ! (� )��� �)� ���� /!���  � ���� ���� �� �!� �� / � �!� -���
 ������ � ��* ��������� -��! ���-� /��� ��-�� ���  � ����.������ ����* ��
. ������ �# � �! .!���� �-����� )" �!� ��!����� -��! ���- / � .��(����
/��! �!� .�� ��6 ����  �������+ �� �8*1;*335  �� / � ��.�� ��6�� /!�� �-��,
��� ����!������"* 
!�  �+�� � ��(��+���� �� �!� ����� � �������� )� - / �
 ��� � ��� ����  ������* 
!� ( ���� ��� �!�� ��(��+���� �� %& µ� �  �� @&
µ� � ���� �� ��� � ���� ����� ������.��� �� �!� �0.���-��� � ���������� ��
2@4  �� 2?4  � ��  ��� �!� ����� � ����+���  ��  �+��� �� ���������* ���� �! �
�!� � -� ������+� /��� ���� ��  )�(� �0 -.��� 1��� ��+�*;# %5 ������� ���+
���� �� ����� �! � ���������� ��  � �� ����* 	�# /� � � ��-. �� �!� ���.���
���- �!��  �� �!��� ��"�� ��*

��� -��� ������+���! �!� ���� .�/�� �.�����- ��  � �� ���� ���- �! �
�� ����+" ������* 
!� � ���� �� �)���(�� /!��  �������� 1�*+*#  � ����-����5
��-� �. �(�� �!� ����+��� ��  �� .!����� �-����� )" ��� ��������* 
!��� �.��,
�� �������� �� �!� ��-�� �� ( ���!��+ ��"�� � �!������� /!�� �!� -����.�����"
1 ��-)�� �� .!�����  � +�(�� ���6��� ��� � ����+" ����5 ����� �� ����"* ��
��� � ��# �!�"  �� (��" ���������# ��.��� ��" ��� 	�	 ������ ���� 1��* ���(��
3  �� ; �� ��+*? 5 /!�� �!� �� �� ��-�� �� �� ���+ �� � �!�� ���� .�/��
�.�����-* ���� �! � ��� �� �!� � -� -��! ���- 1��5 �� .!���� �-������#
�!� -����.�����" �� (��" !�+! :��� ��� 	�	 ������ ���� 1��* ���(�� 3  �� % ��
��+*@)5* ��-�-)�� �! � �!� -����.�����" ����� ��� /!�� �!� ��/�� ����+"
)���� �" �� .!���� �������� # ωth# ����� ���* ������� .�������� �� ��+*@)
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��+��� ?= ����� ���- 3*@ �-,�!��� ������� ��"�� �  � 1������ �� )� -5 ������+�
 � �� ��+�*;#%E1 5= ��/��  �� ����+" ���� �.���� ��� 	�	 13#;5  �� � 1%#?5E
1)5= �.���� 1�������(� .��) )�������5 ��� 	�	 1������5  �� � 1�����5*

/��� �)� ����  � ωth = 1C�D* ��  ..��� �����# .�/�� �.����  �� ���� �����,
�����+ �! � �!� ������)������ �� ��-)�� �� .!����� 1�.���� 5* 	��! �.���� 
 �� .�������� �� ��+*?) �� �!� ���- �� �������(� .��) )������� � . )�� �� ������
��-. ����� /��! .��) )������� �!�/� �� ��+�*;# %* 
!� �!�/�� �.����  ��
��+����� ���" ������ �! � ����� � ���� ��� �� �!� ����� �� �� �!� -� � ����+"
�� �! �+�� . ������� /��! �!� ����� ���+ ��.�!#  �� �� �!� ����!����� -��! ,
���-  �����* ���������# �! � �!� . � -���� |q‖| /!��! �����-���� �!� .�������
�� ! �� .� �� �� �!� ���� �� ����� �.�����- ��.���� �� �!� ������� ����+"
 �� (������" ���������* 
!� � ����  ��� �! �+�� �� �!��� ��"�� �� - ���" ���
�� �!� -����.�� �� ������+* ���� �! � ��� ���������� �� ��+*?# �!� -� �,�8� ��
�� ������+  �+�� 1 � �!� ����� � ����+"5 ��  )��� @& µ� � )���+ � �+�� �! � �!�
 �+�� � ��(��+���� �� �!� ����� � �������� )� -* ��  ������#  �-� ���+ ��
.� �� � ��� .� ��  �� �! �. ����������  �� ��� ���� �� �!�/�� �.���� * ���
�!� � ����� -��������  ����� �!� �! .� �� .�� ��6 ���� ������)������ �!�/�
�� ��+*@ * ��� � 1��� ���(� % �� ��+*@ 5# �!�� ������)����� �� - 0�- �  �
ω � 100 C�D* 
!� �!��� ���� 1)" ∼ 11 C�D  � ��-. ��� �� ��+*;)5 �� ��� ��
�!� ����+"  ��  �+�� � �.�� � -��������  )�(�# /!���  ��-������� �� �!�
- +������ �� - ���" � ���� )" �!� ����!����� 1��.�� ��6�� .!�����5 ������,
)�����* ��� �(����� �� ����# ���! �! �+��  �� - ���� ���)�" ��� ��� ��(��"
�!�� �� -��� 1 ��� ���(� ; �� ��+*@ 5 ��"�� �*

��� �� ������  � ��! ���-���  � )��,)",)�� � ��� �� �!� "����� ���- ���,
����� �� ����������� ��"�� ��* �� �!� � ���� � ��# ���" ����!����� 1 -��.!���,

����5 -��! ���- ��  ����+# /!�� dN
(am)
γ /dx ∼ Q(x)/x /��! Q(x) )���+ � �!��

�-���! �������� �� x* 
!�������# �!� � ��� �� ��-)��� �� .!����� 1.��) )����"
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��+��� @= 1 5= ��� ��6 ���� 1η35  � ������+� �� ��+*? ��� 	�	 135# � 1%5#  ��
��� 	�	 ���- &*&@ �-,�!��� �� -��� ��"�� � 1;5  � ������+� �� ��+*3 �� 2?41
ε0 = 150 C�D# ϑ0 = &*% -� � |ψ| ≤ 10µ� �5E 1)5= -����.��������  � �!���
���������� ��� ωth = 1C�D*

��! ���-���5 �� (��" ���� �� �!� ���- ��  .�/�� �.�����- /!��� �!� ����+"
���� ��! ���-��� )� ��  �����+ ����-)� ��� �� �!� ����+" ���� �.�����-
�! .� 1��* ������.�����+ ���(�� �� ��+�*?  �� $ 5* ���� �! �  � ��! ���,
-��� ����� ��� /��! ����� ���+ �!������� L# ��!�� �!��+� )���+ �8� �* 
!��
�0.� ���#  ���+ /��!  � �+�� ) �� 1 � L → 05 .��) )����" ��! ���-��� ���
�� -���# �!� ����� �� - +������ ���������� �� �!��� 8� ������� ��� �������
 �� �� -��� ��"�� �� 1��* ���(�� 3 �� ��+�*$   �� $)5* ���� �" ���- ��+�*
?#@# �!� 	�	 ������ ���� ����� ���� � (�� )�� �! � � ��� �!� ! �� .!����
.���������* �� �0.� ����  )�(�# �!�� �� ��� �� �!� �� /!��! �� ������ ��
�! � �����6�� )" ��� ��(��" ���� �.���� /��! � �+� �����������  �� ��� � .��),
 )�������* 	� �! �# �!� �,���� ������)����� .��(����+  ! �� .!���� �-������
�� ��..������  � 	�	# �� . ������ �# ��� �� �!� ����+" ���� (� ��-.����+
-��! ���-�* ��/�(��# �!� �!������� ��  )�(� �0 -.��� / � �!���� �� �.��,
-�6� �!� "���� �� �  � ω ∼ 100C�D )���+ ��� �.��- � ��� 	�	* �������� ��"#
�!� .�������� �� .� �� 1��* ��+�* ;  �� % 5 �� �!� ����� � �.���� /��� ���������
��� �/� ������ �����* ��� �� ��/ ��-. �� �!� "���� ���-  �� -��� ��"�� �
 � ε0 = 250C�D ��� �!��� ��������� ������ ����� �! � �����6�� )" �!� � -�
.� � .������� �� ���� �� ����� �.���� # xmax = 0.75* 
!���  �� �/� 	�	 ���,
��� ����� 1 %;@ µ� � ��� �!� < 110 >, 0�� �� �!� 1&&35,.� ��  �� 3B& µ� � ���
�!� < 001 >, 0�� �� �!� (11̄0),.� �� 5  �� � 1 @ -� � ��� �!� < 001 >, 0��
 �� 3$& µ� � ��� �!� (11̄0),.� �� 5* ���- ��+* 3# �!� /� ��� 1&&35,.� �� ��
.����� )�� �� �!� �����+�� (11̄0),.� �� ��� �!� .��.��� �� ! �� .!���� .��,
�������* �������� ��"# �����+�� < 110 >, 0��  �� ��(��(�� �� �!� ����� �� �!�
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��+��� $= �� ������+� �� ��+*@E 1 5= .��) )����"  �� ����+" ���� ��! ���-����
�� ������� ��� 	�	 13#;5  �� � 1%#?5E 1)5= �!� � -� ��� 	�	 �� �� -���

�/� 	�	 ������ ����� ����� ���+ �!� �,���� ������)�����* ��  ������# �!�
! �� 1x > 0.5 5 .!���� "���� ������ ��� �� )� !�+!�� ��� �!�� ������ ����  �
 �" ��"�� � �!�������* ��� �0 -.��# �!�� �� 3*@ ��-��  � � �+� �� �!� ��+���
x ∼ 0.6 ÷ 0.75  � L = 0.2 �-* G��� �!�� ������ ���� �� ��-. ��� �� .���
� �� ��+* A* ��� �#  ��� � - 0�-�- �� �!� �!�/�� �.���� ���� ���  �
x = 0.69 �� ���� �(��  � � �+�� L �! � �!��� .�������� �� ��+*A* �� 	�	# ���!
 - 0�-�- 1 � x = 0.71 5 �� ���)�" - ����  ��� �"  � L = 0.04 �-# �� �! �
�!� �.����  �� -�������� ��" ����� ���+ ��� � �+�� L* ��/�(��#  � ����� ��
�� �!� "����  � x = 0.71 ��������� �. �� L = 0.3 �- /!��� ��  -����� ���"
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��+��� A= ��-)�� �� .!����� .�� )�� ∆x = 0.02 ��  �� -��� ��"�� �  �
ε0 = 250GeV ��� � 1 @ -� � ��� �!� < 001 >, 0��  �� 3$& µ� � ��� �!�
(11̄0),.� ��5  � L = 0.1�- 135  �� L = 0.5 �- 1;5E ��� 	�	 1%;@ µ� � ���
�!� < 110 >, 0�� �� �!� 1&&35,.� ��5  � L = 0.04 �- 1%5  �� L = 0.2 �- 1?5E
x = ω/ε0*

;&



�� 3% �� �!� "����  � L = 0.2 �-* 
!��#  � ��� ���� ������ �� �!� ! �� . ��
�� �!� 	�	,�.�����-  � �!��������� L ∼ 0.2 �-* �� ��� �0 -.��� �� �# �!�
�!���������  �� �!���� ��  � )���+ ������ )�" �- ���� �! � �!��� �� ���+ ��
�!� � ��� ���� �� �,�.���� # �!�" .��(���  �-��� �!� � -�  -���� �� ! ��
.!�����  �  � 	�	* �(�� ����� �!��� ���������� 1 �!� ! �� .!���� "���� ��
� - " )� ����!�� ����� ��� 5# �,�.���� /���� +�� �!� )����� ��  ..��,
� ����� )���+ �� �!� /!��� -��! ! ���� �! � 	�	,�.���� 1��* ���(�� 3#%
 �� ;#? �� ��+*A5#  �� ! (��+  .�� ��6 ���� 1 )��� ?&F �� � xmax5* ��-��,
��� ��� ��(��" ���� .!����� - " .��(��� � �!�� ��(��� ) ��+����� ����������#
.�������+# �*+*# e+e−,. ��� �� ! ����� �������" ��  � �� ���*

�� ����������# /� !�.� �! � �0.����� ���-�� � .��������  ���+ /��!  8� �,
�� ��(�  � �"��� .�����-��  ���/  �"��� �� - �� �/� ����- ����� �� � �� ����
�! � ����������  �  �" ������ ���� /!��� .�� ��6�� .!����� - " )� �)� ����
���- ��.�� ��6�� ��������� �� .�������� .����� ���+ �!���+! ���+�� ��"�� ��*

;3



������
� �

��� 0 )� �!� ������� �� .��.������� � �� ��-� �"���- �� ��"�� � .� ��� /��!
�!� �����,.� � � ���� ���# dpl* 
!�� �!� .������� .� �� .������ � ��� ���������
�� ��

Ue(x) = −
∞∑

n=−∞
G(nq) exp(iπny) , q =

2π
dpl

, y =
2x
dpl

.

�� �!� ������ ��� �� �!�� .������ � �� �-.����)�� ��  � �"��� � � ���� �����# ��(,
�� �  ..��0�- �� ���-� 1��� ! .��� '#3@ �� 2345 /��� ��++�����* ����+ ���
� ������� /��! .��(�����" ���� ���-�# /� .��.��� !��� �!� ��/ ��� /!��! .��,
(����  .������ ��� ���  �" ��"�� � .� �� .������ �  �� (��" ��-.�� �0.��������
��� �!� (������" �������,�� �����-�* ��� 0 ≤ y ≤ 1# �� �� ��

Ue(y) = −Upl[θ(y1 − y)(1− a1y
2) + θ(y − y1)θ(y2 − y)(a2y

2 + by + c)

+θ(y − y2)a3(1− y)2] , 1�*35

/!��� θ(x) / � ������� �� 1;*3%5 )���+ �!� ���. ��������# Upl �� �!� .������ �
/��� ��.�!* 
!� ���+�� �� ��� �� �!� .���� /!��� �!� .������ � �� -���- �
1Ue(0) = −Upl5# �*�*# :���  � �!� .� ��* ��"��� �!� ��+-��� y ∈ [0, 1]#
�!� ( ���� �� Ue(y) - " )� �)� ���� ���- 1�*35 ����+ �(����� �"--���"
 �� .���������" ����������* ��� .��������# /�  ��� �!���� �!� ���+��  � �!�
.���� /!��� �!� ������.�����+ .������ �# Up(y)# �� -���- � 1Up(0) = 05#�*�*#
�� �!� -����� )��/��� �/� ���+!)����+ .� ���* 	�# ��� 0 ≤ y ≤ 1# /� ! (�
Up(y) = −Ue(1−y) /��! Ue(y) ������� �� 1�*35* ���� �! � ���" �!��� �� ��(��
������+ . � -����� ai# yi#b#  �� c �� 1�*35  �� ����.������* ����+ ���������"
���������� �� �!� .������ �  �� ������.�����+ �������� ����� �� .����� y1#y2#
/� � �# ��� �0 -.��# �0.���� �!� ���� . � -����� (� y1# a1#  �� a2=

a3 =
a2 − y2

1a1(a1 + a2)
1− a1 + (1− y1)2(a1 + a2)

, y2 =
y1(1− y1)(a1 + a2)− 1

a2 − y1(a1 + a2)
,

1�*;5

b = −2y1(a1 + a2) , c = 1 + y2
1(a1 + a2) .

����.������ ������+ . � -�����  ���+ /��! Upl  �� dpl  �� ������ �� 
 )�� �*3
��� ��-� ��"�� � .� ���*


!� �8� ���� �� ��� , ��-������ � -����� �� �!� .������ � U(y) ��

ẏ = ±κ
√
z − U(y)/Upl , κ = 2θpl/dpl , θpl =

√
2Upl/ε , 1�*%5

;;




 )�� �*3= ������� � /��� ��.�!�# Upl(eV )# �����,.� � � ���� ����# dpl(HA)#
 �� . � -����� �� �!� ��� 1�*35 ��� ��-� ��"�� � .� ���*

�"�� �# .� �� Upl dpl y1 a1 a2

�� -��� 133&5 ;%*@? 3*;$3 &*3&' 3&*@A 3*''?
�� -��� 1&&35 3;*&$ &*B'; &*3@; A*3$ 3*$;%
������� 133&5 ;3*;A 3*';& &*3&& 3%*?@ ;*A@&
������� 1&&35 33*A% 3*%@B &*3?& B*$% ;*&3B
��..�� 133&5 %?*3? 3*;AB &*3$3 A*&& 3*$$&
���� 133&5 $B*BB ;*&;A &*&B? 3A*%B %*3&?
���+���� 133&5 3%;*$' ;*;%B &*&@? %?*'& @*$@$

/!��� z = ε⊥/Upl = U(y)/Upl + (ẏ/κ)2 �� �!� ����+� � �� -����� 1�� ��(����
����+" �� ����� �� Upl5* ��-�-)�� ��/ �! � �!� ����+� ���� �(�� ��-� ��
���-�� � ������)��+  � �� ���� 1��� 	������ 35 �� .�����-��  � ��0�� ( ��� ��
z /!��# )" -� �� ��  ��-� �!���#  �" ����� � ���������� - " )� ������� ��
�!� �� �� �� ��� x(0) = 0 .��(����+ �!� ��������� vx(−t) = vx(t)* 
!�� /�
! (� vn = v−n = v∗n �� �!� (������" ������� ������

vx(t) =
∞∑

n=−∞
vn exp(inω0t) ,

/!��� ω0 = 2π/T �� �!� ���8����" �� -�����  �� T )���+ ��� .�����* ��� ��"#

vn =
2
T

T/2∫
0

dtvx(t) cos(nω0t) . 1�*?5


!��� ��  �  ������� � �"--���"# vx(t ± T/2) = −vx(t)# ��� �! ������� . �,
������ /!�� �8*1�*?5 . ���� ����

vch
n = sin

(nπ
2

) 4
T

T/4∫
0

dtvx(t) sin(nω0t) . 1�*@5

���- �!�� �8� ����# �(�� ! �-����� ( ���!  � �! �������+ 1 � −1 ≤ z ≤ 0 ���
���������  ��  � 0 ≤ z ≤ 1 ��� .��������5* ��� �� ������  8� ����"# ṽn# /!��!
�� ��� ��� �� vn )" vn = ṽnθpl/g(z) /!��� g(z) = κT/4  � �! �������+  ��

;%



g(z) = κT/2  � �(��,) ����� -�����* 	��(��+ �8*1�*%5  �� � ���+ ���-��� �"
����+� �� �� �8�*1�*?5#1�*@5# /� �)� �� ��� ���������

ṽ(e)
n = θ(z1e − z)π4

√
z + 1
a1

(
δn,1 + δn,−1

)
1�*$5

+
1

Q2
e + a2

{
θ(z − z1e)

a1 + a2

Q2
e − a1

[√
z − z1eQe sin Ψ1e − a1y1 cosΨ1e

]

+ θ(z − z2e)
a3 − a2

Q2
e + a3

[√
z − z2eQe sin Ψ2e − a3(1− y2) cosΨ2e

]}
,

/!��� z1e = Ue(y1)/Upl = a1y
2
1 − 1 # z2e = Ue(y2)/Upl = −a3(1 − y2)2 #

−1 < z1e < z2e < 0 #  ��

ge(z) = θ(z1e − z) π

2
√
a1

+ θ(z − z1e)

[
1√
a1

arcsin

(√
1 + z1e

1 + z

)

+ ln

(
a1y1 +

√
a2(z − z1e)√|a2(z + c)− b2/4|

)
θ(z2e − z)√

a2

]

+θ(z − z2e)

[
1√
a2

ln

(
a1y1 +

√
a2(z − z1e)

a3(1 − y2) +
√
a2(z − z2e)

)
1�*A5

+
1√
a3

ln

(
(1 − y2)√a3 +

√
z − z2e√|z|

)]
,

Ψ1e =
Qe√
a1

arcsin

(√
1 + z1e

1 + z

)
,

Ψ2e = Qe

[
ge(z)− 1√

a3
ln

(
(1− y2)√a3 +

√
z − z2e√|z|

)]
,

Qe =
πn

2ge(z)
[1 + θ(z)] ≡ nω

(e)
0

κ
.
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ṽ(p)
n = θ(z1p − z)π4

√
z

a3

(
δn,1 + δn,−1

)
+

1
Q2

p − a2

{
θ(z − z1p)

a3 − a2

Q2
p − a3

1�*B5

×
[√

z − z1pQp sin Ψ1p − a3(1− y2) cosΨ1p

]

+θ(z − z2p)
a1 + a2

Q2
p + a1

[√
z − z2pQp sinΨ2p − a1y1 cosΨ2p

]}
,

/!��� z1p = −z2e # z2p = −z1e # 0 < z1p < z2p < 1 #  ��

gp(z) = θ(z1p − z) π

2
√
a3

+ θ(z − z1p)

[
1√
a3

arcsin

(√
z1p

z

)
1�*'5

+ arccos

(
a3(1− y2)√

a2(z − c) + b2/4

)
θ(z2p − z)√

a2

]

+θ(z − z2p)

[
1√
a2

arctan

(
a1y1

√
a2(z − z1p)− a3(1− y2)

√
a2(z − z2p)

a1a3y1(1− y2) + a2

√
(z − z1p)(z − z2p)

)

+
1√
a1

ln

(
y1
√
a1 +

√
z − z2p√|1− z|

)]
,

Ψ1p =
Qp√
a3

arcsin

(√
z1p

z

)
,

Ψ2p = Qp

[
gp(z)− 1√

a1
ln

(
y1
√
a1 +

√
z − z2p√|1− z|

)]
,

Qp =
πn

2gp(z)
[1 + θ(z − 1)] ≡ nω

(p)
0

κ
.

�� �0.�����# ����������� �� ��������  �� .������� -����� ��-����! /!�� z
1�� ��(���� ����+"5 ����� ���* 7� �)� �� ���-  )�(� ���-�� � ��� z � 1
1!�+!  )�(� �!� .������ � ) ����� /!�� z � (ψ/θpl)2 /!��� ψ �� �!�  �+��
��  . ������ (������" /*�*�* �!� .� �� 5 ge � gp � 1/

√
z  �� �!�������
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ω
(e)
0 � ω(p)

0 � πκ√z � 2πψ/dpl ≡ qψ* ���- �8*1�*$5 /� ���� ��� z � 1

ṽ(e)
n � 1

(πn)3
[
(a1 + a2) sin(πny1) + (a3 − a2) sin(πny2)

]
= − 1

2zUpl

1∫
0

dy cos(πny)Ue(y).
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�!�� ����+� �# ṽ
(e)
n � ��� �!� ���- ṽ

(e)
n � G(nq)/(2zUpl)* 
!�� �!� 8� ����"

γvn  ..� ���+ �� 1;*3&5 �� ��= γvn � G(nq)/(mψ)* �� z � 1 # �!� (������"
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