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Quelques propridtés

des champs de fuite et des longueurs équivalentes
dans les déflecteurs ou lentilles guadrupolaires

1) Définition des longueurs équivalentes.

Entre les pidces polaires d'un électro-aimant, en se déplagant le long de

AB la trajectoire d'une

——
~

3 BN particule qui le tra-

0 verse, l'induction ma-

gnétique B présente

) une variation du type

e i X indiqué dans la figure

0 %o ) 1. Au centre B est
Figure 1. pratiquement constant

et dgal & BO .
A chaque bout, B ne s'annule pas brusquement, mais décroit progressivement en

g'étendant au-dela de l'extrémité géométrique des pidces polaires.

Ce qui importe, pour la déflection des particules, c'est l'intégrale de B

le long de la trajectoire.

Si 1l'induction s'annulait brusquement & chaque extrémité de 1'électro-aimant,
les particules seraient déviées d'une quantité proportionnelle au produit de B0
par la longueur de l'électro-aimant. Pour tenir compte des décroissances progres-

sives, on est amené & définir une longueur équivalente par une intégrale du type

Pour préciser, on peut considérer séparément chaque extrémité et, en choisis~
sant un systéme de coordonnées rectangulaires Ox y z , tel que Ox soit l'axe

du faisceau en-dehors de 1'électro-aimant et xo 1'abscisse d'une section ou
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1'induction magnétique a pratiquement la valeur Bo , on définit les longueurs

équivalentes d'extrémité par

o0
1
- L B dx
N X0

o
/ B ax

) Z

/

i

(
(
(
(1)
(
(1 v,2 = =+

k,/ X0

En réalité des expressions de ce type sont trés générales. Elles s'appli-
quent, moyennant un simple changement de symbole, & un déflecteur électrostatique.
Elles s'appliquent également & un systéme soit électrique soit magnétique, & sy-
métrie quadrupolaire, sextupolaire, octupolaire...; bien entendu, il y a lieu
alors de définir différemment la constante BO : dans la partie centrale de
la lentille, chaque composante de B (ou E ) s Boy ou BOZ (on a

Bx = 0 ) est fonctionde y et z ; on définira alors

/oo
1
L (y, =) B dx
y Boy(y,25 y
X0

/oo
1
L (y N z) = __—_TT——_—S- B dx
BOZ Y, % 2
X

0

n

2) Relations entre longueurs équivalentes.

Les équations de Maxwell entrainent entre les longueurs définies ci-dessus

certaines relations @

L'équation du rotationnel

2B B
x _ =
d% QY
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entraine immédiatement

o 5 o 3
X0 -/ %0
et, par suite
Sk xB) i AL, x B )
02 - 134

L'équation de la divergence

B
x . X, P _
ox oy oz
entraine :
o0 oG
B
% 2y
— dx + dx
Ox oY
_/xo _J xo0

ou

Le terme tout intégré est nul car pour xoo

le champ est normel & l'axe OX.

I1 en résulte donc que 1l'on a
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3t xB) , (L, x3) _
DV 0%

En résumé, pour un déflecteur électrostatique ou magnétique pour lequel

BO est une constante, on a

(3%, ] 2,
E pY: - DY
(B)E
L L
E §%fﬁ + E%;é = 0

Pour une lentille quadrupolaire, sextupolaire....

(2(B xL ) 'b(BOZ x LZ)
E dz - Sy
(4)2
(M N b_(__l%z_xiz_)_ _ o
( oy Oz

3) Expressions analytiques. Symétries diverses.

Des relations (4) on déduit aisément que les fonctions (BO x L ) et

(Boz X LZ) sont harmoniques. Donec, il est possible de trouver une fonction

lyti F i i -
analytique (y + i z) telle que (Boy X Ly) et (B 2 X LZ) soient res

0
pectivement sa partie réelle et sa partie imaginaire changée de signe :

F (y+iz) = B xLy(y,z) -iB

oy X Lz (y , z)

0z

ou, dans le cas d'un déflecteur

¢ (y+1isz)

L]
=
N

)
1
S—

1
e
e
™~
<
N
S
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Autour de 1l'axe, dans la région utile du faisceau, il est possible de

développer la fonction F (ou G ) en série de Mac Laurin
. _ . oy .
F (y+1iz) = (Ao + 1 Aé) + <A1 + 1 A1> (y +1 2)
(A +ia) G+ia)? ¢ (A +i4) Griz) + ...
2 2 3 3

On en déduit

2 2 !
= - A - 24
Boy X Ly (y , z) AO + Al NS A1 z + A2 (v z°) A

2
+ Ay (Y—3YZ>--‘% (35 2-2) + .
2 2
; = AT - A - - ! - -
E Boz bd Iz (y , z) AO y Al Zz A2 (y 4 ) 2A2 y Z
(6) ¢
2 2
( - Aé (y3 -3yz7) - A3 (35" z =~ 23) T e
ou, dans le cas d'un déflecteur
L (y z) = C +0¢C y -Clz +C (y2 - 22) -2Cy g
Ng ! 0 1 1 2 2

(7)

N

+ C3 (y'7> -3y ZZ) - Cé (3 y2 7 - 23) =

2 2
' - -
P (y z%) =2 02 v 2

=
—~
<
8
~
1t
|
«Q
Q -
i
Q
= -
g
!

Clz - C
03 (3 y2 z - z3)

I1 existe, en général, certaines symétries .

4) Déflecteur

Considérons le cas d'un déflecteur ol le champ est dirigé suivant 1'axe
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oy « Sileplan vy = o est plan de symétrie, on aura nécessairement
c = C = C! = C = (! = C ces = 0
0 1 3 5
d'ou
2 2
= C - Cl'z + C { -
L (v , 2) . ! , -2

NSNS TN TN TN TN TN TN AN NN

3 2
= (! - - C! -
L (v, 2) 1V - 20,y -3y )
- C4 (4 y3 z -4y z3) + ...
Si c'est le plan z = o qul est le plan de symétrie, on aura au contraire
¢' =¢6 = C' = ¢ = ¢ = C'... = 0
) 3
d'ou
(L (y,2) =c¢c + 0y + ¢ (-2
( y ’ 1 2
( 2 4
g + C3 (y7 -3y27) + 04 (y -6y 2z5+2) + ...
(
(10) E
L = = - - -
(L (y, 2) C, 2 2C,yz C (3y 2z -2")
E
( . C (4 y3 z - 4 y 23) + so e
4
Enfin, si y = o et z = o sont tous deux plans de symétrie, on aura
seulement les coefficients CO 5 02 , C4 , C6 «+. non nuls :
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(' (y,2) = ¢ + 0, (" -2 + o (* -6 4" +3")
g + Cc (y6 - 15 y4 2+ 15 y2 & - 26) + oo
(11)E
g L (y,2) = -2Cyz - c, 4y z2-4y2)
(
E - ¢ (6 y5 z - 20 y3 z3 + 6y 25) S

6

Les expressions (9) ' (10) et (11) sont souvent utiles pour déduire
de 1l'allure des variations de 1l'une des longueurs équivalentes (généralement

Ly ) celles de 1'autre.

B) ILentille quadrupolaire

a) Lentille magnétique. Considérons le cas d'une lentille quadrupolaire

magnétique, les axes étant disposés suivant les plans asymptotes des piéces polaires

supposées hyperboliques.

Un systéme & symétrie quadrupolaire présente normalement quatre plans de
symétrie : les plans définis par les axes de coordonndes définis ci-dessus et

les plans bissecteurs.

Si 1l'extrémité de la lentille quadrupolaire présente ces quatre plans de
symétrie, on peut voir que tous les coefficients d'ordre pair dans les dévelop-
pements (5) et (6) sont nuls; d'aprés le choix des axes, les coefficients
non accentués d'ordre impair sont également nuls ainsi que les coefficients

d'ordre 3, 7, 11 ....

Il reste ainsi :

4 2
B L ] - ! - ! - O +
x L (y , 2) z A5 (5y'z 10y =z 2

P 4

-y (9% - P vyt R 5P )+ ..
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En

5 5 2 4
= - 1 - ! - 10
Boz X LZ (y R z) Al N A5 (y 10y" z~ + 5y 2z )

- Aé (y9-36y722+126y524—84y3z6+9yz8) + e

N

particulier, si le champ est purcment quadrupolaire & l'intérieur de

la lentille

(13)

et 1'on

(14)

é Boy (y,z) = - kz
(
g BOZ (sz) = - Kky
a
1 !
L (yyz)=f__1.+f_5_<5y4=-10y222+z4)
v K X
+ A'9 (9 Y8 - 84 y6 z2 + 126 y4 z4 - 36 y2 z6 + z8) + o

N TN TN N N S P P

At A
Lz (y,2) = "1 + _5 (y4=10y222+5z4)
k k
'
+ f_g (y8 - %6 y6 z2 + 126 y4 z4 - 84 y2 z6 + 3 28) +  aee
k

REMARQUE. Si la lentille présente & ses extrémités seulement 1'un des deux
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systémes de plans de symétrie, d'autres coefficients subsistent :

Symétrie autour des plons asymptotes seulement

Alors les coefficients A'. A’7 ee. Subsistent :

3

' t
L (r,2 =21 + %5 54°-0
k

2
. )
K

At

+ _ 5 (5 y4 - 10 y2 22 + 24) s
k

N N N

o



L .o =1+ 23 (P-4
k

+ f&_'_i (y4-10y222+5z4) +  ees
k

N TN N N A

B) Symétrie autour des plans principaux seulement

(pissecteurs des précédents)

Alors, ce sont les coefficients A3 ’ A7 aees qui subsistent :

Ay 5 (y° =3y 2°)

£

<0

&
i

(
g v X X
E +f‘_'_i (5y4-=10y e
( k
(16)§
(1 (2 I R C R
§ k k
g s A G* o104 2 +52Y o+ ...

d

b) Lentille dlectrostatique. Dans le cas d'une lentille électrostatique,

on a coutume de choisir les plans de coordonnées suivant les axes principaux des
hyperboles auxquelles sont assimildes les électrodes; on aura encore dans les dé-
veloppements (5) et (6) seulement des termes de rang impair et, si les quatre

symétries existent, de rang 1 , 5 , 9 ... et les coefficients non accentués :

9

E B Ly(y,Z)= A1y+A5(y5—lOy322+5yz4)

(

g + Ag (y9 - 36 y7 2+ 126 y5 z4 - 84 y3 z6 +9y z8) 4+ e
(17) ¢

2

E Eoz LZ (y , z) = —Al 7 - A5 (5 y4 z - 10y z3 + 25)

(

g - 4 (9 y8 z - 84 y6 z3 + 126 y4 z5 - 36 y2 27 + z9) + eea
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Et si le chamvw est purement quadrupolaire & l'intérieur de la lentille

g Eoy (y ’ Z) = ky

(18) (
E ﬂoz (y ’ Z) = ~kz

Ce qui entraine :

(L (y,2) = f; + fi (Y4 - 10 y2 z +5 24)
( v iz k
(
E +i..(y8—36y622+126y4z4—84y2z6+928) + Cee
( 1ie

(19) g
SR SRR N AN S N
( k K
(
E +f2. (93’8—843’622+126y4z4—36y2z6+28) + ...

k

Bien entendu, si des symétries manquent, il faudra rajouter des termes
d'ordre 3 , 7 , 11 ... accentués s'il y a symétrie autour des plans
principaux et non accentuds s'il y a symétrie autour des plans asymptotes seu-

lement.

c) Lentilles sertupolaire et octupolaire. Les résultats précédents

se généralisent aisdment.

Dang une lentille sextupolaire, seuls existent des termes d'ordre 2 , 8
14 ... Si la moitié seculement des symétries sont réalisdes, on aura également
des termes d'ordre 5 , 11 , 17 ... L'accentuation des termes dépend du

choix des coordonndes ct des symétries existantes.

Dons une leontille cctupolaire, ce seront les termes d'ordre 3 , 11 , 19 ...
qui seront présents et, éventuellement, en zes de symétrie partielle, d'ordre de

T o, 15 , 23 ...
o/oo.



Discussion de résultats expérimentaux

A) Déflecteurs.

Le rapport CERN 59-1 du Dr. Septier fournit des résultats de mesures sur

des déflecteurs magnétiques.

Considérons pour commencer la distribution donnée sur la figure 10 de ce
rapport et reproduite ici sur la figure 2 (le nom des coordonndes a été changé).
D'apres les courbes, on voit que le systéme présente une symétrie suivant l'axe oy .

Par construction, on a également une symétrie suivant oz.
Dans ces conditions, les formules (11) s'appliquent.

Pour intepréter les courbes (a) et (b) qui représentent les variations
de LZ le long des axes de symétrie, on voit qu'il suffirait de supposer nuls

tous les coefficients sauf 02 :

_ 2 2\
L o= ¢ ( z )
~ = "4 -1
avec 02 = - 3 +10 "mm (courbes a' et b').

Mais cette expression cesse d'étre satisfaisante en-dehors des axes :
la courbe (c) qui correspond & z = 4 cm devrait dériver de la courbe (a)
par simple translation (courbe c') , ce qui n'est pas le cas. La forme de
la courbe (o) suggere que le coefficient 04 , au moins, n'est pas nul. On

aura alors ¢

L, = £ (y2 - 52) S (" = 65° z2° + z4)
avec

C2 ~ . 3,104mm -1

C4 = - 4 10-8 Iim = (courbes a" b" et o")

pS/612 Saus



H.

330

i+ AT
"‘H

i
it

SIS.R59/277



- 12 -

Avec cette expression, on voit que la concordance est relativement satis-—

faisante dans 1l'espace défini par

v <; 4 cm

zZ S; 4 em

mais qu'elle cesse assez rapidement de 1'&tre deés qu'on sort de ces limites.
I1 faudrait alors avoir recours % des termes d'ordre supérieur pour améliorer

la situation.

Les figures 15 et 16 du rapport précité mettent en évidence un cas ol
la symétrie par rapport & y n'existe pas. L'introduction dans 1'expression

de L d'un terme en C1 , et éventuellement en C_ donne alors une représen-

5

tation satisfaisante, du moins dans un domaine restreint autour de 1l'axe.

Si 1'on considdre maintenant la figure 22 reproduite ici sur la figure 3,
on voit que, grice au correcteur employé, les tcrmes de degré inférieur se trou-
vent fortement réduits. Le terme en 02 peut &tre considéré comme négligeable.
On peut obtenir une concordance assez satisfaisante en prenant pour seul coef-
ficient

~o -3 -
C4 = 2, 5«10 mm 3 (courbes a' , b' , ')

On voit cependant que si 1'accord est trés bon avec les relevés expérimen-
taux (a) et (b), il n'en est pas de méme pour (c). I1 faudrait alors avoir

recours & des termes d'ordre supdéricur.

I, REMARQUE. D'une fagon générale, il faut rcmarquer qu'il est rarement possible de
représenter correctement les variations de longueur dquivalente par
une expression simple; 1l faut presque toujours faire appel & des
termes d'ordre élevé. En termes d'aberrations, les effets de bout
font donc apparalitre des aberrations d'ordre élevé qu'il est pratique-
ment impossible de compenser par d'autres aberrations opposées. Le

seul remédc est alors une correction locale annulant les variations

de longueur équivalente.
Ps/612. Jans



T ”
SN U SRUSUSSILS FISEYSIDSE SUPDE SENRE SPUES PEPRE B SGL
Se S SEASSABEE SASSS SR00S SDES S SRR AE SESRIEI0NS SaaY

<y

SIS.R59/275



- 13 -

II. REMARQUE., Il est bon aussi de noter que le passage de la figure 2 & la figure 3,
obtenu par 1'introduction de pidces correctrices d'extrémité, ne con-
duit pas seulement & la disparition du coefficient 02 , mais aussi
4 une modification de C4 et, sans aucun doute, égelcment des termes
supérieurs. Il est difficile de donner de ces divers coefficients

une interprétation physique satisfaisante.

B) Lentilles gquadrupolaires.

Le rapport CZRN 58-25 du Professeur Grivet et du Dr. Septier fournit des
valeurs expérimentales sur la longueur équivalente de lentilles quadrupolaires

magnétiques.

Ces lentilles présentent par construction quatre plans de symétrie et les

expressicns (14) sont applicables :

1 At
L = f'._}_ + .5 (5y4-10y222 v 2%
v k X
!
+ fi:l (9 y8 - 84 y6 22 + 126 y4 z4 - 36 y2 26 + 28)
k

Cette expression suppose d'ailleurs que le champ de référence au centre de
la lentille est purement quadrupolaire; s'il n'en est pas einsi, on peut le sup-
poser purement quadrupolaire pour définir les longueurs équivalentes : c'est ce

qu'on fera dans cette comparaison.

Au lieu de considérer uniquement les composantes de champ suivant les axes
oy ou o0z mesurdées dans le rapport cité seulement selon les axes oz et oy , on
prend aussi en considération le champ total dans les directions bissectrices

0Y et 07 .

Le long de la bissectrice OY , le champ est dirigé suivant OY . Il est

facile de voir que 1'on a (sur OY ona ¥y =fY2 y 7 =\['15)

( [] ] 1
(20) ( L = A_l - f‘_z Y4+A_2Y8+...
( k k k
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Sur 1l'axe oy , on avait

(21)ELz=f_1_+f*_'iy4+f‘_'ﬁ s
k k k

Les mesures ont également pcrté sur la longueur équivalente du gradient,

définie de la fagon suivante :

(22) é -kaG(y,z)= // -A—B—de=§y- B xL

D'aprés (12) on a done
A 4 2 2 4
L(,2) = _1 +5 75 (y-6y 2 +2)
k k

1
+9 ﬁ;ﬁ (y8 - 28 y6 22 + 70y z' -28 y2 26 + 28)
k

(
(
(23) (
(
(

D'ou 1'on déduit suivant les axes oy , oz et OY

1

() § 15 (y) = Hi o4 sEs gty gy
k k k

(5) {1 () = 1o sEs by gk
k k k
1 t 1

o) (% (¥) = 21 - s5is5 vt e olg ¥
( k K k

Examinons maintenant les résultats de mesures du rapport Grivet-Septier,

Les figures 40, 41 et 42 de ce rapport sont assez semblables. La
figure 42 , plus précise, est reproduite ici (figure 4) en prenant soin de

corriger certains points pour ramener la valeur de la longueur équivalente

Ps/612. Saes



- 15 -

4 celle qui correspondrait & un champ interne purement quadrupolaire ce qui

'est pas tement 1 — isine d 6 polai
n'est pas exactemcnt le cas au voisinage des pieces polaires.

A premiére vue, il est évident que des tcrmes de rang quatre ne peuvent
pas permettre d'interpréter ces résultats de mesure ct qu'il est nécessaire

d'introduirc des termes de rang huit ou davantage.

Meis considdrons en méme temps la figure 44 reproduite également ici
(figuro 5) qui représente les variations de la longueur LG relative au

gradient.

At 1
I1 est difficile de trouver des coefficients & 5 et A 9 qui con-

duisent dens les expressions (21) , (22) , (24) , (25) et (26) &
une représentation parfeite des courbes cexpdérimentales. Cependant, en

tenent compte de la précision des mesures (1 4 1,5 o/o), si 1l'on prend

1 - t -,
Mg o o8 - 1070 A1 gt

- ]
9 = 1,5 .10 Ay o

on a une correspondance approximetive (courbes en tiret).

I REMARQUES. BEn termes d'sberretions, les variations de longueur équivalente

d'une lentille quadrupolaire introduisant des aberrations d'ordre
élevé : au moins quatre ct pratiquement huit ou davantage. Toute
compensation risque d'étrc impossible. Il scmble donc préférable

d'essayer de les corriger sur place.

IT REMARQUES. L'examen des figurcs 46 du rapport précité, qui montre 1l'effet

PS/612

de piéces correctrices d'extrémité sur les variations de la

longueur dquivalente d'une lentille quadrupolaire, indique que

"

A A . .
les coefficients 5 et 19 sont ¢galcment affectés par chaque

e
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type de pidce correctrice essayé et qu'il n'est pas possible de
les traiter individuellement, ni de leur attribuer une signifi-

cation physique.

P. Lapostolle.

PL/ac.
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