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notation



notation

Bを bicategoryとするとき，
• 1-morphismを逆向きにした bicategoryを Bop

• 2-morphismを逆向きにした bicategoryを Bco

• Bcoop := (Bop)co

と書く．

a b in B⇐ β
f

g

a b in Bop⇐ β
f

g

a b in Bco⇐

β

f

g

a b in Bcoop⇐

β

f

g
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notation

b

a c=⇒

η
f

g

l

〈l, η〉が f に沿った gの左Kan拡張のとき f †g = 〈l, η〉と書く．
もしくは ηを省略して単に l = f †gと書く．
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notation

b

a c

左Kan拡張 f †g = 〈l, η〉

=⇒
η

f

g

l

b

a c

右Kan拡張 f ‡g = 〈l, ε〉
=⇒εf

g

l

b

a c

左Kanリフト f†g = 〈l, η〉

=⇒

η
f

g

l

b

a c

右Kanリフト f‡g = 〈l, ε〉

=⇒εf

g

l
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notation

bicategory Bの中において以下の記号を使う。
　 ◦: 1-morphismの合成　　 •: 水平合成　　 ∗: 垂直合成

a b⇐β

⇐γ

f

g

h

= a b⇐
=γ∗β

f

h

a b c⇐ β ⇐ γ
f

g

k

l

= a c⇐γ•β

k◦f

l◦g

また γ • idf を単に γ • f と書き，idk • βを単に k • βと書く．
右から f を合成する関手を− • f : B(b, x)→ B(a, x)と書く．
左から f を合成する関手を f • − : B(x, a)→ B(x, b)と書く．
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notation

a0
f−→ b

g←− a1のコンマ対象とは，図式

a1 b

f ↓ g a0

=⇒η
f

g

p0

p1

であって「普遍性」を満たすものである．(2_limit.pdfを参照)

簡単のため、この講演では bicategoryは常にコンマ対象を持つも
のとする．
圏 C から圏Dへの profunctorとは関手 C → D̂のこと．
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復習



復習 (圏論)

【定義】

図式
D

C U

=⇒
η

F

E

L において 〈L, η〉が F に沿ったEの各点左

Kan拡張とは，任意の d ∈ Dに対して合成
1 D

F ↓ d C U

=⇒

η=⇒F

E

L

d

が左Kan拡張になることである．
⇐⇒任意の d ∈ D，u ∈ U について自然な同型

HomU (Ld, u) ∼= Hom
Ĉ

(HomD(F−, d), HomU (E−, u))

が成り立つ．(これについては先日Youtubeに動画 up済) 6



復習 (圏論)

【定理】 (A)
各点左Kan拡張は左Kan拡張．
【定理】
F †yは各点左Kan拡張であり F †y(d) ∼= HomD(F−, d)となる．
特に y†y ∼= id．

【定理】 (B)
〈F †E, η〉が各点左Kan拡張で F が忠実充満=⇒ ηは同型．
逆に 〈F †y, η〉が各点左Kan拡張で ηが同型=⇒ F は忠実充満．

D

C Ĉ

η

=⇒

F

y

F †y
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復習 (圏論)

【命題】
関手 F : C → Dが忠実充満
⇐⇒ 〈idC , idF 〉が F に沿った F の絶対左Kanリフトになる．

C

D C
idF =⇒

F

F

idC

⇐⇒ 〈idC , idF 〉が F に沿った F の絶対右Kanリフトになる．
C

D C
idF

=⇒F

F

idC

(これは PDF「明日使える? Kanリフトの話」を参照)
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復習 (圏論)

【定理】 (普遍随伴)

C, U を圏とする．Ĉ := SetCop とする．
Ĉ

C U

y

F

y†F

F †y

1. F : C → U を関手とする．各点左Kan拡張 y†F が存在する
ならば y†F a F †y : Ĉ → U である．

2. 逆に L a K : Ĉ → U ならば，ある F : C → U が存在して
L ∼= y†F，K ∼= F †yと書ける．
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復習 (豊穣圏論)

【定義】

図式
D

C M

F

E

L において Lが F に沿ったEの各点左Kan

拡張とは，任意の d ∈ D，u ∈Mについて自然な同型
HomM(Ld, u) ∼= HomĈ(HomD(F−, d), HomM(E−, u))

が成り立つことである．

豊穣圏論においても圏論と同様の定理が成り立つ．
(第 12回関西すうがく徒のつどい「#豊穣圏は射が取れないからク
ソ」を参照 https://www.youtube.com/watch?v=h06EtxSbcl8)
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復習 (formal category theory)

【定理】
f : a→ bを 1-morphismとするとき，以下の条件は同値．

1. f が右随伴を持つ．
2. 絶対左Kan拡張 〈f †ida, η〉が存在する．
3. 左Kan拡張 〈f †ida, η〉が存在し，f が f †idaと交換する．

b

a a b

=⇒
η

f

ida

f†ida

f

またこのとき f a f †idaであり ηがその unitである．
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復習 (formal category theory)

【定理】
u : b→ aを 1-morphismとするとき，以下の条件は同値．

1. uが左随伴を持つ．
2. 絶対右Kan拡張 〈u‡idb, ε〉が存在する．
3. 右Kan拡張 〈u‡idb, ε〉が存在し，uが u‡idbと交換する．

a

b b a⇐
=ε

u

idb

u‡idb

u

またこのとき u‡idb a uであり εがその counitである．
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復習 (formal category theory)

【定理】
u : b→ aを 1-morphismとするとき，以下の条件は同値．

1. uが左随伴を持つ．
2. 絶対左Kanリフト 〈u†ida, η〉が存在する．
3. 左Kanリフト 〈u†ida, η〉が存在し，uが u†idaと交換する．

b

b a a=⇒

η
u

ida

u†ida

u

またこのとき u†ida a uであり ηがその unitである．
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復習 (formal category theory)

【定理】
f : a→ bを 1-morphismとするとき，以下の条件は同値．

1. f が右随伴を持つ．
2. 絶対右Kanリフト 〈f‡idb, ε〉が存在する．
3. 右Kanリフト 〈f‡idb, ε〉が存在し，f が f‡idbと交換する．

a

a b b

⇐
= ε

f

idb

f‡idb

f

またこのとき f a f‡idbであり εがその counitである．
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今日のモチベーション



今日のモチベーション

ここでは Bは strict 2-categoryとする．
【定義】

Bの図式
b

a c=⇒
η

f

g

l において 〈l, η〉が f に沿った gの c-各点

左Kan拡張とは，任意の 1-morphism j : x→ bに対して，コン
マ対象 f ↓ jを考えたとき合成

x b

f ↓ j a c=⇒
η=⇒f

g

l

j

が左Kan拡張になることである．
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今日のモチベーション

【命題】 (A)
c-各点左Kan拡張は左Kan拡張である．

証明.
jとして idを取ることで示せる．(結構難しい)
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今日のモチベーション

【定義】
1-morphism f : a→ bが忠実充満
⇐⇒任意の xに対して f • − : B(x, a)→ B(x, b)が忠実充満関手

【命題】
1-morphism f : a→ bが忠実充満
⇐⇒ 〈ida, idf 〉が f に沿った f の絶対左Kanリフトになる．

【命題】 (B)
f : a→ b，g : a→ cとして c-各点左Kan拡張 〈f †g, η〉が存在す
るとする．f が忠実充満ならば ηは同型である．

b

a c=⇒

η
f

g

f†g
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今日のモチベーション

以上のようにコンマ対象を使って議論をすることはできるが，c-
各点左Kan拡張の条件は一般には強すぎる (?)と考えられている．
【例】
Cat-豊穣圏 (即ち 2-category) A,Bを次の図式で定義する．

A := i j

k

l

⇐ , B := a b

f

g

.
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今日のモチベーション

【例】
Cat-関手A → Bは次の 4つである．

Ga : i j

k

l

⇐ 7−→ a a

ida

ida

⇐ id

Gb : i j

k

l

⇐ 7−→ b b

idb

idb

⇐ id

Gf : i j

k

l

⇐ 7−→ a b

f

f

⇐ id

Gg : i j

k

l

⇐ 7−→ a b

g

g
⇐ id
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今日のモチベーション

【例】
これらの間のCat-自然変換は，Ga ⇒ Gf , Gg とGf , Gg ⇒ Gb

の 4つと，その合成である．1 := {∗}としてCat-関手
F : 1→ A，E : 1→ Bを F (∗) := i，E(∗) := aで定める．この
とき左Kan拡張 F †Eが存在し F †E = Gaである．また

Cat(A(i, i),B(a, a)) = Cat(1, 1) = 1
Cat(A(i, i),B(a, b)) = Cat(1, {f, g}) = {f, g}
Cat(A(i, j),B(a, a)) = Cat(2, 1) = 1
Cat(A(i, j),B(a, b)) = Cat(2, {f, g}) = {f, g}

だから 1̂(A(F−, d),B(E−, u)) = Cat(A(i, d),B(a, u))
= B(a, u) = B(F †E(d), u)

となり F †Eは (Cat-関手の意味で)各点左Kan拡張である． 20



今日のモチベーション

【例】
一方，K : 1→ AをK(∗) := bで定める．

1 A

F ↓K 1 B=⇒

η=⇒F

E

F †E

K

P1

P0ここで F ↓K は
• Ob(F ↓K) = {k, l}．
• 1-morphismは k ⇒ lと idのみ．
• 2-morphismは idのみ．
である．S : 1→ Bを S(∗) := bで定める．Cat-自然変換
θ : E ◦ P0 ⇒ S ◦ P1を θk := f，θl := gで定めれば，この図式が
左Kan拡張でないことが分かる．即ち F †Eは c-各点左Kan拡
張ではない． 21



今日のモチベーション

【 まとめ 】
• コンマ対象を使うことで (ある程度)一般の 2-categoryにお
いて各点Kan拡張を定義することができる
• そこそこ良い一般論が展開できる
• V -Catにおける c-各点Kan拡張は V -豊穣圏論における各点

Kan拡張と一致しない
=⇒ c-各点Kan拡張は良い定義とは言いにくい

詳しい証明は: 2_kan_extension.pdf
c-各点Kan拡張に関する証明は ↓を参考にした
Ross Street, Fibrations and Yoneda’s Lemma in a 2-category,
LNM 420, Springer-Verlag (1974), 104–133
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今日のモチベーション

この問題を解決するための方法はいくつか考案されている．
ここでは以下の 3つを扱う．

1. 米田構造 (yoneda structure)
2. proarrow equipment
3. pseudo double category
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米田構造



米田構造

ここでは Bを strict 2-categoryとする．更に 1-morphismからな
る集まりAで，次の条件を満たすものを取り固定する:

(f : a→ b, g : b→ c, g ∈ A) =⇒ g ◦ f ∈ A.

【定義】
• 1-morphism f が admissible ⇐⇒ f ∈ A．
• 対象 aが admissible ⇐⇒ ida ∈ A．

以下では，xが admissibleであることを強調するために xのよう
に赤字で表す場合がある．
bが admissibleで f : a→ bならば f = idb ◦ f も admissibleで
ある．
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米田構造

【定義】
admissibleな対象 a ∈ Bに対して，対象 â ∈ Bと admissibleな
ya : a→ âが与えられ，以下の条件 1～4を満たすとき，これを
米田構造という．

1. f : a→ bを 1-morphismとして，a, f が admissibleとすると
き，f †yaが存在する．f †ya = 〈b(f, 1), χf 〉と書く．

b

a â

=⇒χf
f

ya

b(f,1)
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米田構造

【定義】

2. 条件 1で得られた 〈b(f, 1), χf 〉に対して b(f, 1)†ya = 〈f, χf 〉
であり，更にこれは絶対左Kanリフトである．

b

a â

=⇒χf

f

ya

b(f,1)

3. admissibleな対象 a ∈ Bに対して y†
aya = 〈idâ, idya〉である．

â

a â

=⇒idya

ya

ya

idâ
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米田構造

【定義】

4. f : a→ b，g : b→ cを 1-morphismとして，a, b, gが
admissibleとする．ybが admissibleだから yb ◦ f も
admissibleであり，よって f−1 := b̂(yb ◦ f, 1)が定まる．
このとき，次の左の図式が (g ◦ f)†yaを定める．

c

b b̂

a â

=⇒χg
g

yb

c(g,1)

=⇒χyb◦ff

ya

f−1:= b̂(yb◦f,1)

c

b

a â

g

c(g◦f,1)

=⇒χg◦ff

ya

(よって c(g ◦ f, 1) ∼= f−1 ◦ c(g, 1)である．)
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米田構造

【例】
locally smallとは限らない圏がなす strit 2-categoryにおいて

• F : C → Dが admissible ⇐⇒任意の c ∈ C，d ∈ Dに対して
HomD(Fc, d)が small
• admissible (即ち locally small)な圏 C に対して

Ĉ := SetCop．
• yC : C → Ĉ を米田埋込とする．

と定めれば米田構造となる．この場合 admissibleな関手
F : C → Dに対して関手D(F, 1) : D → Ĉ は
D(F, 1)(d) = HomD(F−, d)で与えられる．
また F −1 : D̂ → Ĉ は F −1(P ) = P ◦ F である．
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米田構造

【例】
V -豊穣圏がなす strit 2-category V -Catについても同様に米田
構造が入る．
【例】
圏 C での internal categoryがなす strit 2-category Cat(C)に
ついても米田構造が入る．
【例】
bicategory Aに対して Funps(Aop, Cat)に米田構造が入るとい
う話があるらしい．
R. STREET, CONSPECTUS OF VARIABLE
CATEGORIES, Journal of Pure and Applied Algebra 21
(1981) 307–338
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米田構造

id†
aya
∼= yaだから a(ida, 1) = ya，χida = idya としてよい．

a

a â

=⇒idya

ida

ya

a(ida,1) = ya

f, g : a→ bで a, f, gを admissibleとする．α : f ⇒ gとするとき
左Kan拡張の普遍性から b(α, 1) : b(g, 1)⇒ b(f, 1)が一意に定
まる．

b

a â

=⇒ χ
g

g

ya

b(g,1)

b(f,1)
b(α,1) =

b

a â

=⇒χ
f

g f

ya

b(f,1)

⇐α
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米田構造

任意の β : s⇒ t : x→ bに対して b(f, s) := b(f, 1) ◦ s，
b(α, β) := b(α, 1) • βと定義する．

x â

b(f,s)

b(g,t)

⇐b(α,β) := x b â

s

t

⇐β
b(f,1)

b(g,1)

⇐b(α,1)

このとき b(f, idb) = b(f, 1)，b(α, ididb
) = b(α, 1)だから，この記

号に現れる「1」は idのことだと思ってよい．
また条件 3より â(ya, 1) ∼= idâとなるから f : c→ âに対して
â(ya, f) = â(ya, 1) ◦ f ∼= f となり「米田の補題」が成り立つこと
が分かる．

31



米田構造

【命題】
a ∈ Cを admissibleとするとき，ya : a→ âは忠実充満である．

証明.
a(ida, 1) = ya，χida = idya だから，米田構造の条件 2より
(ya)†ya = 〈ida, idya〉は絶対左Kanリフトである．

a

a â

=⇒idya

ida

ya

ya = a(ida,1)

よって yaは忠実充満である．
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米田構造

米田構造について，次の条件を「条件 5」と呼ぶことにする．

5. a ∈ Bと f : a→ bが admissibleで，図式

b

a â

=⇒

η

f

ya

g

が絶対左Kanリフトであるとする．このとき 〈g, η〉は f に
沿った yaの c-各点左Kan拡張である．
(特に 〈b(f, 1), χf 〉は c-各点左Kan拡張である．)
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米田構造

【命題】
f : a→ b，g : a→ c，l : b→ cで，a, f, gが admissibleであると
する．等式

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒

η
=⇒χg

=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

により，ηと η′が一対一に対応する．(即ち，任意の ηに対し
て，一意に η′が存在して等式が成立し，また任意の η′に対して
一意に ηが存在して等式が成り立つ．) ここではこのとき記号
で η ⊸ η′と表すことにする．[続く]
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米田構造

【命題】

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒
η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

また η ⊸ η′のとき以下が成り立つ．
1. η′が同型ならば l†g = 〈f, η〉であり，これは絶対左Kanリフ
トとなる．

2. 条件 5が成り立つならば 1の逆も成り立つ．即ち 〈f, η〉が l

に沿った gの絶対左Kanリフトならば，η′は同型である．
3. f †g = 〈l, η〉 ⇐⇒ c(g, 1)†b(f, 1) = 〈l, η′〉
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米田構造

【定義】
次の図式で，a, b, g, l, b(f, 1)が admissibleだとする．

b

a c=⇒

η
f

g

l

(これから 〈l, η〉が f に沿った gの y-各点左Kan拡張であること
を定義する．)
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米田構造

【定義】
η ⊸ η′ ⊸ η′′となるように η′, η′′を取る．

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒
η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

b(f,1)

=⇒η′

=⇒χb(f,1)
=

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

c(l,1)

=⇒χl =⇒η
′′

〈l, η〉が f に沿った gの y-各点左Kan拡張とは，η′′が同型にな
ることをいう．
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米田構造

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

b(f,1)
=⇒η′

=⇒χb(f,1)
=

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

c(l,1)

=⇒χl =⇒η
′′

つまり y-各点Kan拡張とは
c(l, 1) ∼= â(b(f, 1), 1) ◦ c(g, 1) = â(b(f, 1), c(g, 1))ということだか
らCatの例で言えば
Hom(Ld, u) ∼= Hom(Hom(F−, d), Hom(G−, u))である．
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米田構造

【命題】 (A)
次の図式で，a, b, g, l, b(f, 1)が admissibleだとする．

b

a c=⇒

η
f

g

l

〈l, η〉が y-各点左Kan拡張ならば左Kan拡張である．

証明.
η ⊸ η′ ⊸ η′′とするとき

η′′ が同型 (1)=⇒ η′ が左Kanリフト
(3)⇐⇒ η が左Kan拡張
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米田構造

【命題】 (再掲)

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒
η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

また η ⊸ η′のとき以下が成り立つ．
1. η′が同型ならば l†g = 〈f, η〉であり，これは絶対左Kanリフ
トとなる．

2. 条件 5が成り立つならば 1の逆も成り立つ．即ち 〈f, η〉が l

に沿った gの絶対左Kanリフトならば，η′は同型である．
3. f †g = 〈l, η〉 ⇐⇒ c(g, 1)†b(f, 1) = 〈l, η′〉
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米田構造

【命題】
米田構造の条件 5を仮定する．次の図式で，a, b, g, l, b(f, 1)が
admissibleだとする．

b

a c=⇒

η
f

g

l

このとき 〈l, η〉が c-各点左Kan拡張
⇐⇒ 〈l, η〉が y-各点左Kan拡張である．
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米田構造

証明．
(c-各点=⇒ y-各点)さっきの (2)より，y-各点左Kan拡張であ
ることを示すには等式

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒

η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

において η′が絶対左Kanリフトであることを示せばよい．その

ために任意の図式
x c

b â

k

c(g,1)h

b(f,1)

θ =⇒ を取る．θ =
x c

b â

k

c(g,1)h

b(f,1)

l
ρ

η′ ⇒

⇒

となる ρの存在を示す．
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米田構造

証明．
コンマ対象 f ↓ hを考える．〈g, χg〉が絶対左Kanリフトより τ

が存在して次が成立．

x c

f ↓ h a â

c(g,1)

ya

g

=⇒χg

k
=⇒τ =

x b c

f ↓ h a â

f c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf

k

h =⇒θ

=⇒

〈l, η〉が c-各点Kan拡張より ρが存在して次が成立

x b c

f ↓ h a

f

l

g=⇒

η

k

h

=⇒

⇒ρ

=

x c

f ↓ h a

g

k

=⇒τ
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米田構造

証明．
このとき

x b c

f ↓ h a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒η′
=⇒χf

k

h
⇒ρ

=⇒

=

x b c

f ↓ h a â

f

l

c(g,1)

ya

g

=⇒χg

=⇒

η

k

h

=⇒

⇒ρ

=

x c

f ↓ h a â

c(g,1)

ya

g

=⇒χg

k

=⇒τ =

x b c

f ↓ h a â

f c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf

k

h =⇒θ

=⇒
で 〈b(f, 1), χf 〉が c-各点Kan拡張 (条件 5)だから
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米田構造

証明．

x b c

â

l

c(g,1)
b(f,1)

=⇒η′

k

h
⇒ρ

=

x b c

â

c(g,1)b(f,1)

k

h =⇒θ

が分かる．この ρの一意性も容易に分かるから，η′が絶対左
Kanリフトであることが分かった．
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米田構造

証明．
(y-各点=⇒ c-各点)任意の h : x→ bに対して

x b c

f ↓ h a

f

l

g=⇒

η
h

=⇒
が左Kan拡張であることを示す．そのために任意の

x c

f ↓ h a

g

k
=⇒τ

を取る．
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米田構造

証明．
〈b(f, 1), χf 〉が c-各点Kan拡張 (条件 5)だから次の θが存在．

x b c

f ↓ h a â

f c(g,1)

ya

b(f,1)
=⇒χf

k

h =⇒θ

=⇒

=

x c

f ↓ h a â

c(g,1)

ya

g

=⇒χg

k

=⇒τ

更に 〈l, η′〉が絶対左Kanリフトだから次の ρが存在する．

x b c

â

l

c(g,1)
b(f,1)

=⇒η′

k

h

⇒ρ

=

x b c

â

c(g,1)b(f,1)

k

h =⇒θ
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米田構造

証明．
このとき

x b c

f ↓ h a â

f

l

c(g,1)

ya

g

=⇒χg
=⇒

η

k

h

=⇒

⇒ρ

=

x b c

f ↓ h a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒η′

=⇒χf

k

h

⇒ρ

=⇒

=

x b c

f ↓ h a â

f c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf

k

h =⇒θ

=⇒

=

x c

f ↓ h a â

c(g,1)

ya

g

=⇒χg

k

=⇒τ

で 〈g, χg〉が絶対左Kanリフトだから
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米田構造

証明.

x b c

f ↓ h a

f

l

g=⇒
η

k

h

=⇒

⇒ρ

=

x c

f ↓ h a

g

k

=⇒τ

である．
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米田構造

【定義】
s : a→ b，j : x→ âとして a, x, s, jが admissibleとする．sの
j-weighted colimit colimjsとは admissibleな colimjs : x→ bで
あって，同型 η′ : b(colimjs, 1)⇒ â(j, b(s, 1))が存在するものを
いう (下記図式参照)．

colimj sが存在するとして，η ⊸ η′とすれば
b(s, 1)†j = 〈colimjs, η〉は絶対左Kanリフトである．

b â

x x̂

colimjs

yx

b(s,1)

â(j,1)
j=⇒

η

=⇒χj
=

b â

x x̂

colimjs

yx

b(s,1)

â(j,1)
b(colimjs,1)

=⇒χ
colimj s =⇒

η′

故に colimjsは同型を除いて一意である．
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米田構造

【命題】
下の図式で a, b, g, l, b(f, 1)が admissibleのとき
lが f に沿った gの y-各点左Kan拡張⇐⇒ l ∼= colimb(f,1)g

b

a c

f

g

l

証明.
lが f に沿った gの y-各点左Kan拡張
⇐⇒ c(l, 1) ∼= â(b(f, 1), c(g, 1))だから明らか．

51



米田構造

【定義】
s : a→ b，j : x→ âで a, x, s, jが admissibleとして
colimjs : x→ bが存在するとする．更に f : b→ cとして，f ◦ s

と f ◦ colimjsが admissibleとする．
このとき f が colimjsと交換する
⇐⇒ f ◦ colimjsが f ◦ sの j-weighted colimitとなる．
(つまり f ◦ colimjs ∼= colimj(f ◦ s))

【定義】
f : b→ cが余連続
⇐⇒ aが smallならば，上記の条件を満たす任意の s : a→ b，
j : x→ âに対して f が colimjsと交換する．
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米田構造

【定理】
左随伴は weighted colimitと交換する．　
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米田構造

【定義】
a ∈ Bが small ⇐⇒ aと âが admissible．

【定理】
smallな aに対して y†

aya = 〈idâ, idya〉は y-各点左Kan拡張であ
る．従って colimidâya = idâである．

54



米田構造

証明.
idya ⊸ η′ ⊸ η′′とする．

â â

a â

ya

id

id

ya

ya=⇒id

=⇒id
=

â â

a â

ya

id

id

ya

id

=⇒id =⇒η′

â â

â ̂̂a
id

id

yâ

yâ

id

=⇒η′

=⇒id
=

â â

â ̂̂a
id

id

yâ

yâ

yâ

=⇒id =⇒η
′′

図式より明らかに η′ = id，η′′ = idであり，故に y-各点左Kan
拡張である．
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米田構造

米田構造においても普遍随伴が成り立つ．
【定理】
f : a→ bで aを small，f を admissibleだとする．y-各点左
Kan拡張 y†

af が存在するならば y†
af a b(f, 1) : â→ bである．

証明.
y†
af = 〈y†

af, η〉で η ⊸ η′ ⊸ η′′とする．η′′が同型だから η′は絶
対左Kanリフト．従って y†

af a b(f, 1)である．

b â

â ̂̂a
y†

af

b(f,1)

yâ

yâ

id

=⇒η′

=⇒χid
=

b â

â ̂̂a
y†

af

b(f,1)

yâ

yâ

b(y†
af,1)

=⇒χy
†
af

=⇒η
′′
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米田構造

【定理】
aが smallで l : â→ bが admissibleかつ余連続であるとする．
このとき f := l ◦ yaとすると y-各点Kan拡張 y†

af が存在して
l ∼= y†

af となる．

証明．
lが colimidâya (= idâ)と交換するから同型
η′′ : (l, 1)⇒ â(idâ, b(f, 1))が存在する．η ⊸ η′ ⊸ η′′となるよ
うに η′, ηを取る．

57



米田構造

証明.

â b

a â

ya

l

b(f,1)

ya

f=⇒
η

=⇒id
=

â b

a â

ya

l

b(f,1)

ya

id

=⇒id =⇒η′

b â

â ̂̂a
l

b(f,1)

â(idâ,1)

yâ

id

=⇒η′

=⇒id
=

b â

â ̂̂a
l

b(f,1)

â(idâ,1)

yâ

b(l,1)

=⇒χl =⇒η
′′

よって y-各点左Kan拡張 y†
af = 〈l, η〉を得る．
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米田構造

【定理】
aが smallで l a r : â→ bかつ lが admissibleならば，ある
f : a→ bが存在して l ∼= y†

af，r ∼= b(f, 1)となる．

証明.
l a r : â→ bとすると lは余連続だから前定理より，f := l ◦ ya

とすれば l ∼= y†
af a b(f, 1)となる．右随伴の一意性から

r ∼= b(f, 1)である．
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米田構造

【定理】
f : a→ bで a, b, b(f, 1)が admissibleとするとき，f−1 : b̂→ â

は右随伴 ∀f : â→ b̂を持つ．

証明．
まず id ⊸ ξとなるように取る．

b b̂

a â

f

yb

f−1

ya

yb◦f

=⇒

id

=⇒χyb◦f
=

b b̂

a â

f

yb

f−1

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒ξ
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米田構造

証明.
∀f := â(b(f, 1), 1)とおき，ξ ⊸ ξ′となるように取る．

b̂ â

b b̂

yb

f−1

∀f

yb

b(f,1)

=⇒

ξ

=⇒χb(f,1)
=

b̂ â

b b̂

yb

f−1

∀f

yb

idb̂

=⇒id =⇒ξ′

この ξ′が f−1 a ∀f の unitを与えることが分かる．

注: この ξ, ξ′は後で使います
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米田構造

【定義】
f : a→ bで a, f が admissibleとするとき f が y-忠実充満
⇐⇒ χf が同型．

b

a â

=⇒χf
f

ya

b(f,1)

a(ida, 1) = yaだったから，f が y-忠実充満ならば
a(ida, 1) ∼= b(f, 1) ◦ f = b(f, f)である．
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米田構造

【命題】
f : a→ bが y-忠実充満ならば忠実充満である．米田構造の条件
5が成り立つならば逆も成り立つ．

証明.

a b

a â

ida

f

c(f,1)

ya

f=⇒

η

=⇒χf
=

a b

a â

ida

f

b(f,1)

ya

a(ida,1)

=⇒id =⇒χf

から分かる．
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米田構造

【命題】 (B)
〈l, η〉が y-各点左Kan拡張で f が y-忠実充満ならば ηは同型．

証明.

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒

η
=⇒χg

=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

としたとき，〈l, η′〉は絶対左Kanリフトである．今 f が y-忠実
充満だから χf は同型であり，よって右の四角全体は絶対左Kan
リフトとなる．一方で左の 〈g, χg〉は絶対左Kanリフトである
から ηが同型となる．
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米田構造

【 米田構造　まとめ 】
• 米田埋込を公理化したもの
• 普遍随伴も成り立つ最強の理論
• 忠実充満についてもOK
• 定義が複雑すぎる (個人の感想です)

詳しい証明は: 2_kan_extension.pdf
米田構造の証明については以下を参考にした
R. Street and R.F.C. Walters, Yoneda Structures on 2-
categories, 1978
2-toposに応用するという次のような論文もある
Mark Weber, Yoneda structures from 2-toposes, 2007
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proarrow equipment

ここでは Bを bicategoryとする．(実用上は strict 2-categoryだ
が bicategoryでもよい (?))

【定義】
Bの proarrow equipmentとは，bicategoryMと pseudofunctor
(−)∗ : B −→Mが与えられ，以下の条件を満たすことをいう．

1. Ob(B) = Ob(M)であり (−)∗は対象について恒等写像．
2. (−)∗は局所忠実充満である．
3. 任意の 1-morphism f ∈ Bに対して，f∗ ∈Mは右随伴 f∗を
持つ．今日は f∗ a f∗の unit, counitを ηf , εf で表す．

Bの 1-morphismをmap，Mの 1-morphismを proarrowと呼ぶ．
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proarrow equipment

【例】
(−)∗ : Cat→ Prof はCatの proarrow equipmentである．
(ここで関手 F に対して F∗ := y ◦ F = Hom(−, F□)である．
F ∗ = F †y = Hom(F−,□)となる．)

他の"例"については後で"わかる"
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proarrow equipment

【命題】
f 7→ f∗は pseudofunctor (−)∗ : Bcoop →Mを与える．

証明.
β : f ⇒ g : a→ bを Bの 2-morphismとすると，次の等式を満
たす β∗ : g∗ ⇒ f∗が一意に存在する．

b

a a

=⇒

ηf

g∗

f∗

ida

f∗

⇒β∗ =

b

a a

=⇒

ηg

g∗

ida

g∗

f∗

⇒
β∗

これにより (−)∗が pseudofunctorになる．
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proarrow equipment

【定義】
Bの図式

b

a c=⇒

η
f

g

l

を考える．〈l, η〉が f に沿った gの p-各点左Kan拡張とは，
(−)∗を適用して得られるMの図式

b

a c⇐
=η∗f∗

g∗

l∗

が右Kanリフトを与えることをいう．
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proarrow equipment

【定理】 (A)
p-各点左Kan拡張は左Kan拡張である．
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米田構造と proarrow equipment

【定義】
Kを strict 2-categoryとしてKに米田構造が入っているとする．
この米田構造が余完備であるとは，admissibleな対象 a ∈ Kと
admissibleな 1-morphism f : a→ b̂に対して以下の条件が成り
立つことをいう．

1. y†
af が存在する．

2. 随伴 y†
af a b̂(f, 1)が成り立つ．

3. 任意の g : c→ âに対して，y†
af は y†

cgと交換する．

ĉ â b̂

c a

yc
g

y†
cg

ya
f

y†
af
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米田構造と proarrow equipment

※ 復習 (圏の場合)
1. T : C → C をモナドとする．
2. モナド T はKleisli圏 CT を定める．
3. Kleisli圏 CT は随伴 F T a GT を定める．
4. ここで F T : C → CT である．
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米田構造と proarrow equipment

strict 2-category Kに余完備米田構造が入っているとする．
admissibleな対象全体がなす充満部分 2-categoryをA ⊂ Kとし
て，また包含を与える strict 2-functorを J : A → Kとする．

※ これから以下のような議論をする．
1. P : A 3 a 7−→ â ∈ Kは J-relative pseudomonadになる．
2. J-relative pseudomonad P はKleisli bicategory Kℓ(P )
を定める．

3. Kleisli bicategory Kℓ(P )は J-relative pseudoadjoint
FP

Ja GP を定める．
4. FP : A → Kℓ(P )は proarrow equipmentである．

以下では今回の場合に限った記述をする．
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米田構造と proarrow equipment

【命題】
以下のように定めると pseudofunctor P : A → Kとなる．

• a ∈ Aに対して Pa := â．
• a, b ∈ Aに対して関手 P : A(a, b)→ K(â, b̂)を次の合成で定
める．

A(a, b) yb◦−−−−→ K(a, b̂) y†
a−→ K(â, b̂)

â b̂

a b

Pf = y†
a(yb◦f)

ybya

f
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米田構造と proarrow equipment

Kleisli bicategory Kℓ(P )を
• Ob(Kℓ(P )) := Ob(A)．
• a, b ∈ Aに対してKℓ(P )(a, b) := K(a, b̂)．
• a, b, c ∈ Aに対して関手

Mabc : Kℓ(P )(b, c)×Kℓ(P )(a, b)→ Kℓ(P )(a, c)を合成

K(b, ĉ)×K(a, b̂)
y†

b
×id

−−−→ K(b̂, ĉ)×K(a, b̂)
合成−−→ K(a, ĉ)

で定義する．
• a ∈ Bに対して ida := ya : a→ âとする．

と定義する．(これは名前の通り bicategoryになる)
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米田構造と proarrow equipment

pseudofunctor FP : A → Kℓ(P )が，a ∈ Aに対して
• a,∈ Aに対して FP (a) := a ∈ Kℓ(P )．
• a, b ∈ Aに対して FP : A(a, b)→ Kℓ(P )(a, b)を

A(a, b) ⊂−→ K(a, b) yb◦−−−−→ K(a, b̂) = Kℓ(P )(a, b)

により定めることができる．このとき
【定理】
FP : A → Kℓ(P )は proarrow equipmentである．

証明.
対象について FP = idであり，先ほど示した米田構造の性質よ
り FP = (yb ◦ −)は忠実充満関手である．また FP (f)は右随伴
b(f, 1)を持つ．
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米田構造と proarrow equipment

【定理】
Kに余完備米田構造が入っているとして，既に述べた通り
proarrow equipmentを得る．このときAの図式

b

a c=⇒

η
f

g

l

が y-各点左Kan拡張であることと p-各点Kan拡張であること
は同値である．

※ 先の構成により，この proarrow equipmentにおいては
f∗ = yb ◦ f，f∗ = b(f, 1)である．
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米田構造と proarrow equipment

証明．
η ⊸ η′ ⊸ η′′とする．η∗ = c(η, 1)の定義は次の図式．

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒
η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

c(l◦f,1)

=⇒χl◦f
⇒η

∗

ここで次が成り立つ．
b c

a â

f

l

ya

c(l◦f,1)

=⇒χl◦f

=

b c

a â

b̂f

l

ya

c(l,1)

f−1

=⇒χyb◦f

yb

=⇒χ
l

=

b c

a â

b̂f

l

ya

c(l,1)

f−1

=⇒χf

yb

=⇒χ
l

b(f,1)

⇒ξ
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米田構造と proarrow equipment

証明．
〈b(f, 1), χf 〉の普遍性により

b c

â

l

c(g,1)

=⇒η
′

b(f,1)
=

b c

â

b̂

l

c(g,1)
yb

=⇒χ
l

b(f,1)

⇒ξ ⇒η
∗

が分かる．従って
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米田構造と proarrow equipment

証明．

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

c(l,1)

=⇒χl =⇒η
′′ =

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

b(f,1)

=⇒η′

=⇒χb(f,1)

=

c â

b b̂

b̂
l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

b(f,1)

=⇒χl

=⇒χb(f,1)

yb

f−1

⇒η∗

⇒ ξ
=

c â

b b̂

b̂
l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

=⇒χl

yb

f−1

⇒η∗

id
=⇒id

=⇒ξ′
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米田構造と proarrow equipment

証明．
χlの普遍性により

c â

b̂

c(g,1)

â(b(f,1),1)
c(l,1)

=⇒η
′′

=

c â

b̂

b̂

c(g,1)

â(b(f,1),1)

c(l,1) f−1

⇒η∗

id

=⇒ξ′

となる．即ち，この場合 η ⊸ η′ ⊸ η′′となる η′′は η∗を使って
書ける．
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米田構造と proarrow equipment

証明．
(y-各点Kan拡張=⇒ p-各点Kan拡張) η′′が同型であるとする．
Kℓ(P )において，左の図式が右Kanリフトであることを示すた
め，右の図式を考える．

b

a c⇐
=η∗f∗

g∗

l∗
b

a c⇐
=θ

f∗

g∗

Φ

Kℓ(P )における合成 f∗ ◦ΦとはKにおける合成 (y†
bf

∗) ◦Φであ
るが，ここで y†

bf
∗ ∼= f−1が分かる．

c b

b̂ â
Φ

f∗
yb

f−1
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米田構造と proarrow equipment

証明．
従ってKℓ(P )の 2-morphism θとはKの 2-morphism
θ : f−1 ◦ Φ⇒ g∗のことである．そこでKの 2-morphism τ を

τ :=
c â

b̂ b̂
=⇒θ f−1

c(g,1)

Φ

∀f

id

=⇒ξ′

c(l,1)

⇒(η′′)−1

と定義する．

即ち τ : Φ⇒ l∗ in Kℓ(P )である．このときKℓ(P )において
c a

b

g∗

f∗l∗

Φ

= ⇒η
∗

⇒τ
=

c a

b

g∗

f∗

Φ

= ⇒ θ
　を示す．

83



米田構造と proarrow equipment

証明．
つまり，Kにおける等式

c â

b̂

c(g,1)

f−1
c(l,1)

Φ
=⇒η

∗
⇒τ

=

c â

b̂

c(g,1)

f−1

Φ

=⇒ θ

を示す．そのためには絶対左Kanリフト 〈f−1, ξ′〉普遍性より

c â

b̂ b̂

=⇒η
∗

f−1

c(g,1)

c(l,1)

Φ

⇒τ

∀f

id

=⇒ξ′
=

c â

b̂ b̂

=⇒ θ f−1

c(g,1)

Φ

∀f

id

=⇒ξ′

を示せばよい．
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米田構造と proarrow equipment

証明．
それは

c â

b̂ b̂

=⇒η
∗
f−1

c(g,1)

c(l,1)

Φ

⇒τ

∀f

id
=⇒ξ′

=
c â

b̂ b̂

=⇒ η
′′

c(g,1)

c(l,1)

Φ

⇒τ

∀f

id

=
c â

b̂ b̂

=⇒ θ f−1

c(g,1)

Φ

∀f

id

=⇒ξ

である．
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米田構造と proarrow equipment

証明．
(p-各点Kan拡張=⇒ y-各点Kan拡張) f−1 a ∀f だから，これ
の counitを εとして

c a

b

c(g,1)

f−1

∀f◦c(g,1)
=⇒ ε

′ :=
c a a

b

c(g,1) id

f−1

∀f

=⇒ε

は右Kanリフトである．故に普遍性からある θが存在して

c a

b

c(g,1)

f−1∀f◦c(g,1)

c(l,1)

=⇒ ε
′

⇒θ
=

c a

b

c(g,1)

f−1

c(l,1)

=⇒ η
∗

仮定より (f−1)‡c(g, 1) = 〈c(l, 1), η∗〉だから θは同型である．
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米田構造と proarrow equipment

証明.
一方で

c a

b

c(g,1)

f−1∀f◦c(g,1)

c(l,1)

=⇒ ε
′

⇒η′′
=

c â â

b̂ b̂

c(g,1) id

c(l,1) ∀f f−1

id

=⇒ η
′′ =⇒ ε

=

c â â

b̂ b̂

c(g,1) id

c(l,1) f−1 ∀f f−1

id

=⇒ η
∗

=⇒ ξ
′ =⇒ ε =

c â â

b̂ b̂

c(g,1) id

c(l,1) f−1
f−1

id

=⇒ η
∗

=⇒ id

となるから普遍性より θ = η′′であり，故に η′′は同型．
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米田構造と proarrow equipment

まとめると
Kの余完備米田構造があれば，
そこから proarrow equipment A → Kℓ(P )が得られて，
Aにおいて y-各点左Kan拡張と p-各点左Kan拡張は一致する．
逆に，(良い)proarrow equipmentから米田構造を作ることができ
るか? =⇒ ↓はできると言っている
I. D. Liberti and F. Loregian, On the unicity of formal category
theories
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proarrow equipment

【定義】
map f : a→ bが p-忠実充満⇐⇒ ηf が同型．

【命題】
map f : a→ bが p-忠実充満⇐⇒ (f∗)‡f∗ = 〈ida, idf∗〉．

【命題】
map f : a→ bが p-忠実充満ならば f は忠実充満である．

【命題】
f a u : a→ bを Bにおける随伴とする．このとき，f が忠実充
満ならば f は p-忠実充満である．
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proarrow equipment

【命題】 (B)
Bの図式

b

a c=⇒

η
f

g

l

が p-各点左Kan拡張で，f が p-忠実充満ならば，ηは同型であ
る．
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proarrow equipment

proarrow equipmentに対して，次の条件を考える．

4. Bは有限 bicoproductをもち (−)∗ : B →Mはそれと交換す
る．更に (−)∗ : Bcoop →Mは有限 biproductと交換する．

5. Mの任意のモナド 〈a, t〉に対して，対象 at ∈ Bとmap
k : a→ atが存在して，k∗ : a→ atが 〈a, t〉のKleisli対象と
なる．更に k∗ : at → aは Eilenberg-Moore対象になる．
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proarrow equipment

【定義】
a, b ∈ Bに対して CospanB(a, b) := SpanBop(a, b)を aから bへ
の cospanがなす bicategoryという．

【定義】
aから bへの cofibrationがなす局所充満部分 bicategoryを
CofB(a, b) ⊂ CospanB(a, b)と書く．

【定義】
aから bへの codiscrete cofibrationがなす充満部分 bicategory
を CodCofB(a, b) ⊂ CofB(a, b)と書く．この bicategoryは局所
離散だから CodCofB(a, b)は圏とみなす．
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proarrow equipment

【定理】
(−)∗ : B →Mを条件 1から 5を満たす proarrow equipmentと
するとき，対象 a, b ∈ Bに対して圏同値
CodCofB(a, b) ∼=M(a, b)が成り立つ．

より強く biequivalence CodCofB ∼=Mが言える．
【例】
Toposをトポスと geometric morphismがなす bicategory，
TopLexをトポスと左完全関手がなす bicategoryとする．この
とき (−)∗ : Topos→ TopLexcoは条件 1から 5を満たす
proarrow equipmentである．故にTopLexco ∼= CodCofTopos

となる．
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proarrow equipment

【 proarrow equipment　まとめ 】

• proarrow equipmentにより各点Kan拡張を考えることがで
きる
• (ある程度の条件の下で) y-各点Kan拡張と同等のものである
• (ある程度の条件の下で) proarrowとは codiscrete

cofibrationのことである
• 構造が BとMという 2つの bicategoryに分かれている
• (p-各点Kan拡張と y-各点Kan拡張は) c-各点Kan拡張とは
別の概念になってしまう
• 普遍随伴は?
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proarrow equipment

PDFはまだありません。
proarrow equipmentについてはWoodの一連の論文を参考に
した．
• R. J. Wood, Abstract proarrow I, 1982
• R. J. Wood, Proarrows II, 1985
• R. Rosebrugh and R. J. Wood, Proarrows and

cofibrations, 1988
米田構造との関係については ↓を参考にした．
I. D. Liberti and F. Loregian, On the unicity of formal cate-
gory theories
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pseudo double category

【定義】
pseudo double category Dとは

1. 圏D0, D1が与えられている．
2. 関手 L, R : D1 → D0，U : D0 → D1が与えられている．
3. 関手� : D1 ×D0 D1 −→ D1が与えられている．但し

D1 ×D0 D1は次の pullbackである．

D1 ×D0 D1 D1

D1 D0

PL

LPR

R

4. L ◦ U = id，R ◦ U = id，L ◦ � = L ◦ PL，R ◦ � = R ◦ PR．
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pseudo double category

【定義】
5. 次の自然同型 α, λ, ρが与えられている．

D1 ×D0 D1 ×D0 D1

D1 ×D0 D1 D1 ×D0 D1

D1

=⇒
α

∼

�×id

�

id×�

�

D0 ×D0 D1 D1

D1 ×D0 D1

λ =⇒ ∼

∼=

U×id �

D1 ×D0 D0 D1

D1 ×D0 D1

ρ

=⇒ ∼

∼=

id×U �
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pseudo double category

【定義】
6. 次の自然変換の等式が成り立つ．(D2 := D1 ×D0 D1，

D3 := D1 ×D0 D1 ×D0 D1などと書いた．)

D4

D3 D3

D3

D2 D2

D1

�×id×id

�×id

id×�×id

id×id×�

id×�
=⇒
α×id

=⇒
id×α

�×id

�

id×�

�
=⇒
α

=

D4

D3 D3

D2

D2 D2

D1

�×id×id

id×�

id×id×�

�×id
=

�×id

�

�

id×�

�

=⇒
α

=⇒
α
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pseudo double category

【定義】

7. 次の自然変換の等式が成り立つ．
D2

D3

D2 D2

D1

�×id

�

id×�

�
=⇒
α

id idid×U×id

=⇒
ρ−1×id

=⇒
id×λ

=

D2

D2 D2

D1
� �

id id

=

8. L • α, L • λ, L • ρ, R • α, R • λ, R • ρは全て恒等変換である．
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pseudo double category

• Dの対象: 圏D0の対象のこと．
• Dの垂直射: D0の射のこと．f : a→ bで表す．
• 垂直射の合成とはD0での合成のことであり ◦で表す．
• Dの水平射: 圏D1の対象のこと．
• J を水平射とするとき

J の domain: L(J) ∈ Ob(D0)のこと．
J の codomain: R(J) ∈ Ob(D0)のこと．
L(J) = a，R(J) = bのとき J : a −7−→ bで表す．

【例】
対象を小圏，垂直射を関手，水平射を profunctorとすると
pseudo double categoryになる．
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pseudo double category

• Dの cell: D1の射のこと．
• βを cellとするとき

βの horizontal source: D1の射としての domainのこと．
βの horizontal target: D1の射としての codomainのこと．
βの vertical source: L(β) ∈ Mor(D0)のこと．
βの vertical target: R(β) ∈ Mor(D0)のこと．
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pseudo double category

cell βの horizontal source, horizontal targetが J : a −7−→ u，
K : b −7−→ vで vertical source, vertical targetが f, gであるとする．
即ち L(β) = f，R(β) = gである．すると L, Rが関手だから
f : a→ b，g : u→ vとなる (左下の図参照)．そこでこのような状
況のときは右下のような「図式」で表す．

a J u

b K v

D0 D1 D0
L R

βf g

a u

b v

⇓β

J

gf

K
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pseudo double category

2つの cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K

,
b v

c w

⇓γ

K

kh

M

を考える．

このときD1の合成により定まる cell γ ◦ βを垂直合成という．
(Lが関手なので L(γ ◦ β) = L(γ) ◦ L(β)である．Rも同様．)

a u

c w

⇓γ◦β

J

k◦gh◦f

M

=

a u

b v

c w

⇓φ

J

gf

K

⇓ψ kh

M
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pseudo double category

D0, D1は圏だから結合律が成り立ち，次の等式が成り立つ．

a u

c w

d x

⇓γ◦β

J

k◦gh◦f

M

⇓σ qp

N

=

a u

b v

d x

⇓β

J

gf

K

⇓σ◦γ q◦kp◦h

N
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pseudo double category

水平射 J : a −7−→ u，即ち対象 J ∈ D1に対してD1の恒等射 idJ を
考える．L, Rは関手だから L(idJ) = id，R(idJ) = idである．

a u

a u

⇓idJ

J

iduida

J

idJ はD1の恒等射だから次の等式が成り立つ．
a u

b v

b v

⇓β

J

gf

K

⇓idK
idvidb

K

=

a u

b v

⇓β

J

gf

K

a u

a u

b v

⇓idJ

J

iduida

J

⇓β gf

K

=

a u

b v

⇓β

J

gf

K
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pseudo double category

2つの cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K

,
u s

v t

⇓γ

M

hg

N

を考える．

関手�により定まる cell β � γを水平合成という．
L ◦ � = L ◦ PL，R ◦ � = R ◦ PRだから L(β � γ) = L(β)，
R(β � γ) = R(γ)となる．

a s

b t

⇓β�γ

J�M

hf

K�N

=
a u s

b v t

⇓β ⇓γ

J

gf

K

M

h

N
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pseudo double category

今度は 3つの cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K

,
u s

v t

⇓γ

M

hg

N

,
s w

t x

⇓σ

P

kh

Q

を考

える．二通りの水平合成 (β � γ)� σと β � (γ � σ)を考えること
ができる．この合成の「結合律」を与えるのが αである．まず水
平射について 〈J, M, P 〉 ∈ D1 ×D0 D1 ×D0 D1であるから，αJMP

はD1の射，即ち cellである．また L • α = id，R • α = idだから
L(αJMP ) = ida，R(αJMP ) = iddとなる．図式で書くと次のよう
になる．(idは等号で表した．)

a d

a d

⇓αJMP

(J�M)�P

J�(M�P ) 107



pseudo double category

また αが自然変換であることから
(J �M)� P J � (M � P )

(K �N)�Q K � (N �Q)

αJMP

β�(γ�σ)(β�γ)�σ

αKNQ

が可換である．これは Dの図式で書けば

a s w

b t x

b v x

⇓β�γ

J�M

hf

K�N

⇓σ

P

k

Q

⇓αKNQ

K N�Q

=

a s w

a u w

b v x

⇓αJMP

J�M P

J M�P

⇓β gf

K

⇓γ�σ k

N�Q

108



pseudo double category

a ∈ Dを対象とする．U : D0 → D1が関手だから Uaは水平射で
ある．LU = id，RU = idだから Ua : a −7−→ aとなる．

更に f : a→ bを垂直射とすると Uf は
a a

b b

⇓Uf

Ua

ff

Ub

の形の cell．

J : a −7−→ bとすると，αと同様，λJ , ρJ は次のような同型な cell．

a a b

a b

⇓λJ

Ua J

J

a b b

a b

⇓ρJ

J Ub

J

故に Uaは idの役割を持つ水平射である．そこで以降では，Ua

も単に等号で表す．
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pseudo double category

λ, ρが自然変換だから，cell βに対して

a a u

b b v

b v

⇓Uf ff ⇓β

J

g

K

⇓λK

K

=

a a u

b v

b v

⇓λJ

J

J

⇓β gf

K

a u u

b v v

b v

⇓β

J

gf

K

⇓Ug g

⇓ρK

K

=

a u u

b v

b v

⇓ρJ

J

J

⇓β gf

K
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pseudo double category

pseudo double categoryの条件 7より

a u s

a u s

a u s

a u s

⇓ρ−1
J

J

J�Uu

⇓id

K

K

⇓αJ,Uu,K

J Uu�K
⇓id

J

⇓λK

K

=

a u s

a u s

⇓id

J K

J K
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pseudo double category

bicategoryの場合と同様，次が成り立つ．

a s s

a u s

a u s

⇓αJKUa

J�K

J K�Ua

⇓id

J

⇓ρK

K

=

a s s

a u s

⇓ρJ�K

J�K

J K

a a a

a a

⇓λUa
=

a a a

a a

⇓ρUa
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pseudo double category

【命題】
次のように定義すると V (D)は strict 2-categoryになる．(V (D)
を vertical 2-categoryという．)

• V (D)の対象は Dの対象とする．
• V (D)の 1-morphismは Dの垂直射とする．

• V (D)の 2-morphismは cell
a a

b b

⇓β gf とする．

但しこのとき dom(β) = f，cod(β) = gとする．
• 1-morphismの合成は垂直射の合成とする．
• 以下略
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pseudo double category

【命題】
次のように定義するとH(D)は bicategoryになる．(H(D)を
horizontal bicategoryという．)

• H(D)の対象は Dの対象とする．
• H(D)の 1-morphismは Dの水平射とする．

• H(D)の 2-morphismは cell
a b

a b

⇓β

J

K

とする．

但しこのとき dom(β) = J，cod(β) = K とする．
• 1-morphismの合成は�とする．
• 以下略
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proarrow equipmentとの関係

【命題】
strict 2-category Bの proarrow equipment (−)∗ : B →Mに対
して，以下の Dは pseudo double categoryになる．

• Ob(D) := Ob(B)．
• Dの垂直射はmapとする．
• Dの水平射 Φ: a −7−→ bとは proarrow Φ: b→ aのこととする．

• Dの cell
a u

b v

⇓β

Φ

gf

Ψ

はMの 2-morphism
a u

b v

⇐=
β

Φ

g∗f∗

Ψ

の

こととする．
• 以下略
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proarrow equipmentとの関係

• こうして pseudo double categoryは proarrow equipmentの
一般化とみなせる．
• V (D) = Bである．
• H(D) =Mopである．
• (−)∗に相当する情報はこれから述べる companion, conjoint
として得られる．
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proarrow equipmentとの関係

【定義】

f : a→ bの companionとは f⋆，
a b

b b

⇓f ε

f⋆

f ，
a a

a b

⇓fη f

f⋆

で

あって次の等式を満たすものをいう．

a a b

a b b

⇓fη f

f⋆

⇓f ε

f⋆

=

a a b

a b

a b b

⇓λJ

⇓ρ−1
J

f⋆

f⋆

J

a a

a b

b b

⇓fη f

f⋆

⇓f εf

=

a a

a b

b b

⇓Uf
f

f
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proarrow equipmentとの関係

【定義】

f : a→ bの conjointとは f⋆，
b a

b b

⇓εf

f⋆

f ，
a a

b a

⇓ηff

f⋆

であっ

て次の等式を満たすものをいう．

b a a

b b a

⇓εf ⇓ηf

f⋆

f

f⋆

=

a b b

a b

a a b

⇓ρJ

⇓λ−1
J

J

f⋆

f⋆

a a

b a

b b

⇓ηf

⇓εf

f

f⋆

f

=

a a

b a

b b

⇓Uf
f

f
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proarrow equipmentとの関係

関手 L, R : D1 → D0から直積の普遍性により得られる関手を以
下 P : D1 → D0 ×D0で表す．
【定義】
P がGrothendieck fibrationとなる pseudo double category D
を framed bicategoryという．

【定義】
cell βが cartesian ⇐⇒ D1の射として βが P -cartesian
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proarrow equipmentとの関係

即ち，cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K

が cartesianとは，任意の cell

s t

a u

b v

⇓θ

M

k

g

h

f

K

に対して，cell θ′が一意に存在して次の等式が成り立つこと．
s t

a u

b v

⇓θ′

M

kh

J

⇓β gf

K

=

s t

a u

b v

⇓θ

M

k

g

h

f

K
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proarrow equipmentとの関係

cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K

が opcartesianとは，任意の cell

a u

b v

c w

⇓θ

J

g

k

f

h

M

に

対して，cell θ′が一意に存在して次の等式が成り立つこと．
a u

b v

c w

⇓β

J

gf

K

⇓θ′ kh

M

=

a u

b v

c w

⇓θ

J

g

k

f

h

M
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proarrow equipmentとの関係

【命題】
f の companion 〈f⋆, fε, fη〉が存在するならば

a b

b b

⇓f ε

f⋆

f は cartesianで
a a

a b

⇓fη f

f⋆

は opcartesian．

【命題】
f の conjoint 〈f⋆, εf , ηf 〉が存在するならば
b a

b b

⇓εf

f⋆

f は cartesianで
a a

b a

⇓ηff

f⋆

は opcartesian．
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proarrow equipmentとの関係

pseudo double category Dが framed bicategoryとは，任意の図

式
a u

b v

gf

K

に対して，cartesian cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K

が存在する

ことである．
【命題】
pseudo double category Dが framed bicategoryである
⇐⇒任意の垂直射が companionと conjointを持つ．

【定理】
strict 2-category Bの proarrow equipment (−)∗ : B →Mに対
して，先のように Dを定めると framed bicategoryになる．
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proarrow equipmentとの関係

証明.
f : a→ bを垂直射，即ちmapとするとMにおいて随伴
f∗ a f∗ : a→ bが成り立つ．その unit, counitを η, εとすれば

a b

b b

⇐=ε

f∗

idf∗

id

a a

a b

⇐=
η

id

f∗id

f∗

b a

b b

⇐=id

f∗

f∗id

id

a a

b a

⇐=id

id

idf∗

f∗

を得る．これは即ち cell

a b

b b

⇓f ε

f∗

f

a a

a b

⇓fη f

f∗

b a

b b

⇓εf

f∗

f

a a

b a

⇓ηff

f∗

でありこれが companion, conjointの条件を満たす．
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proarrow equipmentとの関係

【定理】
framed bicategory Dに対して以下のように定義すると
proarrow equipment F : V (D)→ H(D)opとなる．

• 対象 a ∈ Dに対して F (a) := a．
• V (D)の 1-morphism (垂直射) f に対して F (f) := f⋆．

• V (D)の 2-morphism β : f ⇒ g，即ち cell
a a

b b

⇓β gf に対

して F (β) : f⋆ ⇒ g⋆を次の合成で定める．
b a a a

b b b a

⇓εf

f⋆

f ⇓β g ⇓ηg

g⋆
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proarrow equipmentとの関係

この対応により strict 2-category Bの proarrow equipment
(−)∗ : B →Mと framed bicategory Dは同等のものである．
(更に「proarrow equipmentのなす 2-category」と「framed
bicategoryのなす 2-category」を定義してそれらの biequivalence
を示すこともできる (らしい)．
M. A. Shulman, Framed Bicategories and Monoidal Fibrations)

また f⋆ = f∗，f⋆ = f∗である．

126



Kan拡張

【定義】
J : a −7−→ bに沿った g : a→ cの左Kan拡張とは l : b→ cと cell

a b

c c

⇓η

J

lg の組であり，次を満たすもの: 任意の
a b

c c

⇓θ

J

kg

に対して，cell τ が一意に存在して次の等式が成り立つ．
a b

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

J

⇓η

J

lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a b

c c

⇓θ

J

kg
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Kan拡張

【定理】

V (D)の図式
b

a c=⇒

η
f

g

l を考える．f の companionが存在す

るとして，ηを Dにおいて
a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓η′
lg

=

a a

b

c c

⇓η
f

l

g

と分解する．このとき f †
⋆g = 〈l, η′〉

⇐⇒ V (D)において f †g = 〈l, η〉．
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Kan拡張

証明．
同様なので=⇒のみ示す．V (D)の図式

b

a c=⇒θ
f

g

k

を考える．θを Dにおいて
a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓θ′ kg

=

a a

b

c c

⇓θ
f

k

g

と分解する．
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Kan拡張

証明．
〈l, η′〉が f⋆に沿った gの左Kan拡張だから，cell τ が一意に存
在して

a b

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

f⋆

f⋆

l⇓η′g ⇓τ k

⇓ρ

=

a b

c c

⇓θ′

f⋆

kg

となる．このとき
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Kan拡張

証明．

a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓θ′ kg

=

a a

a b

a b b

c c c

c c

⇓fη f

f⋆

⇓ρ−1
f⋆

l⇓η′g ⇓τ k

⇓ρ

=

a a

a a a

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

⇓fη f

f⋆

⇓Uf f

⇓η′
lg ⇓τ k

⇓ρ

となるから，V (D)において (τ • f) ∗ η = θ，即ち
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Kan拡張

証明.

b

a c=⇒

η
f

g

l

k

⇒τ =
b

a c

=⇒θf

g

k

である．τ の一意性も容易に分かるから V (D)において 〈l, η〉が
f に沿った gの左Kan拡張である．
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Kan拡張

【定義】
J : a −7−→ bに沿った g : a→ cの各点左Kan拡張とは l : b→ cと

cell
a b

c c

⇓η

J

lg の組で次を満たす: 任意の
a b u

c c

⇓θ

J

g

H

k

に対して，cell φが一意に存在して，次の等式が成り立つ．

a b u

c c c

c c

⇓η

J

lg ⇓φ

H

k

⇓ρ
=

a b u

c c

⇓θ

J

f

H

k
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Kan拡張

【定理】 (A)
各点左Kan拡張は左Kan拡張である．

証明.
H として Ubを取ることで示せる．
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Kan拡張

【定理】
strict 2-category Bの proarrow equipment (−)∗ : B →Mに対
して，対応する framed bicategory Dを取る．Bの図式

b

a c=⇒

η
f

g

l から得られるMの図式

a a

b

c c

=⇒
η∗

id

f∗

l∗

g∗

id

を Dの

cell η∗とみなして

a b

a c

c c

⇓fη
f

f⋆

⇓η′ lg

=

a a

a b

c c

⇓η∗

f

lg

と分解する．
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Kan拡張

【定理】
a b

a c

c c

⇓fη
f

f⋆

⇓η′ lg

=

a a

a b

c c

⇓η∗

f

lg

このとき
〈l, η′〉が f∗に沿った gの各点左Kan拡張
⇐⇒ Bにおいて 〈l, η〉が f に沿った gの p-各点左Kan拡張．

こうして pseudo double categoryにおける各点左Kan拡張は p-
各点左Kan拡張の一般化である．
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Kan拡張

【定義】
水平射 J : a −7−→ bの tabulationとは組 〈〈J〉, π〉であって

1. 〈J〉 ∈ Dは対象で πは cell
〈J〉 〈J〉

a b

⇓π pbpa

J

である．

2. (1次元的普遍性)

任意の
u u

a b

⇓φ qbqa

J

に対して h : u→ 〈J〉が

一意に存在して

u u

〈J〉 〈J〉

a b

⇓Uh hh

⇓π pbpa

J

=

u u

a b

⇓φ qbqa

J

となる．
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Kan拡張

【定義】

3. (2次元的普遍性) cell
u u

a b

⇓φ qbqa

J

,
v v

a b

⇓ψ rbra

J

に対し

て，1次元的普遍性により
u u

〈J〉 〈J〉

a b

⇓Uh hh

⇓π pbpa

J

=

u u

a b

⇓φ qbqa

J

v v

〈J〉 〈J〉

a b

⇓Uk kk

⇓π pbpa

J

=

v v

a b

⇓ψ rbra

J

となるように h, kを取る．[続く]
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Kan拡張

【定義】
更に水平射H : u −7−→ vと cell ξa, ξbが等式

u v

u u v

a b b

a b

⇓λ−1

H

⇓φ qbqa

J

⇓ξb

H

rb

⇓ρ

J

=

u v

u v v

a a b

a b

⇓ρ−1

H

⇓ξa

H

raqa ⇓ψ rb

J

⇓λ

J

を満たすとする．[続く]
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Kan拡張

【定義】

このとき cell
u v

〈J〉 〈J〉
⇓ξ

H

kh が一意に存在して等式

u v

〈J〉 〈J〉

a a

⇓ξ

H

kh

⇓Upa papa

=

u v

a a

⇓ξa

H

raqa

u v

〈J〉 〈J〉

b b

⇓ξ

H

kh

⇓Upb pbpb

=

u v

b b

⇓ξb

H

rbqb

が成り立つ．
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Kan拡張

【命題】
f : a→ x，g : b→ xをDの垂直射として，次のような cartesian
cell σが存在し，更に J の tabulationが存在するとする．

〈J〉 〈J〉

a b

x x

⇓π pbpa

J

⇓σ gf

このとき V (D)において 〈J〉は f と gのコンマ対象となる．
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Kan拡張

証明.
左の Dの図式は，右の V (D)の図式を与える．

〈J〉 〈J〉

a b

x x

⇓π pbpa

J

⇓σ gf

b x

〈J〉 a

=⇒ f

g

pa

pb

tabulationの普遍性からコンマ対象の普遍性が示せる．
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Kan拡張

【定理】
Dを opcartesian tabulationを持つ framed bicategoryとする．

cell

a a

b

c c

⇓η
f

l

g を

a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓η′
lg

=

a a

b

c c

⇓η
f

l

g と分解す

る．このとき
〈l, η′〉が f⋆に沿った gの各点左Kan拡張⇐⇒ V (D)において
〈l, η〉が f に沿った gの c-各点左Kan拡張．

証明のため，補題を用意する．
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Kan拡張

【補題】

a b

c c

⇓η

J

lg を cell，
〈J〉 〈J〉

a b

⇓π pbpa

J

を J の opcartesian

tabulationとする．更に paの conjointと pbの companionが存
在するとして，πを

〈J〉 〈J〉

〈J〉 b

a b

⇓pb
η

pb

(pb)⋆

⇓π′pa

J

=

〈J〉 〈J〉

a b

⇓π pbpa

J

と分解する．
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Kan拡張

【補題】

〈J〉 b

a b

c c

⇓π′

(pb)⋆

pa

J

⇓η lg

このとき J†g = 〈l, η〉 ⇐⇒ ((pb)∗)†(g ◦ pa) = 〈l, η ◦ π′〉
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Kan拡張

証明．

任意の垂直射 j : x→ bに対して cartesian cell
a x

a b

⇓β

J

j

f⋆

を考

える． γ :=

a x

a b

c c

⇓β

J

j

f⋆

⇓f εf

と定めると，βも fεも cartesianだ

から γも cartesianである．また
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Kan拡張

証明．

a x

a a x

b b

c c c

c c

⇓λ−1

J

J

⇓γ jf

⇓η

l

g

⇓Ul l

⇓ρ

=

a x

a a x

a a x

a b b

c c c

c c

⇓λ−1

J

J

⇓id ⇓β j
f⋆

⇓fη f

f⋆

⇓f ε

⇓η′
lg ⇓Ul l

⇓ρ

=

a x

a x

a a x

a b b

c c

c c

⇓β

J

j
f⋆

⇓λ−1

f⋆

⇓ρ−1◦λ
f⋆

⇓ρ
f⋆

⇓η′ lg
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Kan拡張

証明．

=

a x

a b

c c

⇓β

J

j

f⋆

⇓η′
lg

となる．ここで 〈l, η′〉が f⋆に沿った gの各点左Kan拡張である
⇐⇒任意の jに対して 〈l ◦ j, η′ ◦ β〉が J に沿った gの左Kan拡
張である，となる．
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Kan拡張

証明．

a b

b b

⇓η′

f⋆

lg が各点左Kan拡張である

上記⇐⇒任意の jに対して

a x

a a x

b b

c c c

c c

⇓λ−1

J

J

⇓γ jf

⇓η

l

g

⇓Ul l

⇓λ

が左Kan拡張

149



Kan拡張

証明.

補題⇐⇒任意の jに対して

〈J〉 x

a x

a a x

b b

c c c

c c

⇓π′

(px)⋆

pa

J

⇓λ−1

J

⇓γ jf

⇓η
l

g

⇓Ul l

⇓λ

が左Kan拡張

⇐⇒任意の jに対して，V (D)において p†
x(g ◦ pa) = l ◦ j
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Kan拡張

【 double category　まとめ 】

• proarrow equipmentは framed bicategoryと同等であり，こ
の意味で pseudo double categoryは proarrow equipmentの
一般化である
• p-各点Kan拡張も pseudo double categoryにおける各点

Kan拡張に一般化される
• c-各点Kan拡張も pseudo double categoryにおける各点

Kan拡張で書ける
• 普遍随伴???
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Kan拡張

PDFはまだありません．
double categoryにおける各点Kan拡張の論文 ↓
S. R. Koudenburg, On pointwise Kan extensions in double
categories
double categoryと proarrow equipmentの関係について ↓
M. A. Shulman, Framed Bicategories and Monoidal Fibra-
tions
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