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C, Dを圏，F, G : C → Dを関手とする．自然変換 θ : F ⇒ Gとは，次の図式を可換に
する射の族 {θa : Fa → Ga}a∈C であった．

a Fa Ga

b Fb Gb

f

θa

GfF f

θb

1 = {∗}を 1元集合とすれば，射の族 θ = {θa : Fa → Ga}a∈C を与えることと，写像の
族 σ = {σa : 1 → HomD(Fa, Ga)}a∈C を与えることは同じことである．θ が自然変換で
あるための条件を σ に翻訳すれば，自然変換とは任意の f : a → bに対して図式

HomD(Fa, Ga)

1 HomD(Fa, Gb)

HomD(Fb, Gb)

σa
Gf◦−

σb −◦F f

を可換にする σ のことだと言える．

定義. C, D を圏，T : Cop × C → D を関手とする．d ∈ D から T への wedgeとは，D

の射の族 σ = {σa : d → T (a, a)}a∈C であって，C の任意の射 f : a → bに対して次の図
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式が可換となるものである．

T (a, a)

d T (a, b)

T (b, b)

σa
T (ida,f)

σb
T (f,idb)

σ が dから T への wedgeであることを記号で σ : d
··−→ T と書くことにする．

定義. C, Dを圏，T : Cop × C → Dを関手とする．T から d ∈ Dへの cowedgeとは，D

の射の族 σ = {σa : T (a, a) → d}a∈C であって，C の任意の射 f : a → bに対して次の図
式が可換となるものである．

T (a, a)

T (b, a) d

T (b, b)

T (f,ida) σa

T (idb,f)
σb

σ が T から dへの cowedgeであることを記号で T
··−→ dと書くことにする．

例 1. 1 ∈ Setから HomD(F−, G□)への wedgeが自然変換 F ⇒ Gである．

定義. C, D を圏，T : Cop × C → D を関手とする．T のエンドとは組 〈e, λ〉で以下を満
たすものである．

(1) e ∈ D は対象である．
(2) λ : e

··−→ T は wedgeである．
(3) σ : d

··−→ T を wedgeとするとき，射 h : d → eが一意に存在して，a ∈ C に対して
λa ◦ h = σa となる．

T (a, a)

d e T (a, b)

T (b, b)

σa

λa

T (ida,f)

σb

λb

T (f,idb)

h

このとき eを
∫

c∈C

T (c, c)で表す．
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双対的にコエンド
∫ c∈C

T (c, c)も定義される．

例 2. 関手 F, G : C → D に対して
∫

c∈C

HomD(Fc, Gc) ∼= HomDC (F, G) である．(つ
まり，射 Fa → Gaを積み重ねると自然変換 F ⇒ Gになるということであり，まさしく
積分であろう．)

証明. λa : HomDC (F, G) → HomD(Fa, Ga)を λa(β) := βa で定めれば，λは wedgeで
ある．

σ : x
··−→ HomD(F−, G□)を任意に取る．a ∈ C に対して σa : x → Hom(Fa, Ga) だか

ら，u ∈ xに対して σa(u) ∈ Hom(Fa, Ga)である．これにより自然変換 σ−(u) : F ⇒ G

が定まるから，写像 h : x → Hom(F, G) が h(u) := σ−(u) により得られる．このとき
λa ◦ h = σa である．明らかにこのような hは一意に定まるから，

∫
c∈C

HomD(Fc, Gc) ∼=

HomDC (F, G)が分かった．

次は 3変数の関手 T : Cop × C × X → D を考える．x ∈ X を固定すれば 2変数の関
手 T (−,□, x) : Cop × C → D が得られるから，この関手のエンド

∫
c∈C

T (c, c, x)を考え
ることができる．すると任意の x ∈ X に対してこのようなエンドが存在すれば，関数

X 3 x 7→
∫

c∈C

T (c, c, x) ∈ D

を考えることができる．

命題 3. C, D, X を圏，T : Cop × C × X → D を関手とする．任意の x ∈ X に対して
エンド

⟨∫
c

T (c, c, x), λx
⟩ が存在すると仮定する．C の射 f : a → b と x ∈ X に対して

βf
x := T (ida, f, idx) ◦ λx

a とおく．

∫
c

T (c, c, x)

T (a, a, x)

T (b, b, x)

T (a, b, x)

λx
a T (ida,f,idx)

λx
b

T (f,idb,idx)

βf
x

このとき関手 F : X → D が一意に存在して，以下を満たす．

(1) x ∈ X に対して F (x) =
∫

c∈C

T (c, c, x)である．
(2) f : a → bに対して，βf

x : Fx → T (a, b, x)が自然変換 F ⇒ T (a, b, −)を定める．
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証明. X の射 k : x → z を考える．まず f : a → bに対して∫
c

T (c, c, x) T (a, a, x)

T (b, b, x) T (a, b, x)

λx
a

T (ida,f,idx)λx
b

T (f,idb,idx)

∫
c

T (c, c, z) T (a, a, z)

T (b, b, z) T (a, b, z)

λz
a

T (ida,f,idz)λz
b

T (f,idb,idz)

は可換である．また，k と T から D の射

T (ida, ida, k) : T (a, a, x) → T (a, a, z)

等が得られるから，先の図式と組み合わせて次の実線による図式が得られる．∫
c

T (c, c, z) T (a, a, z)

∫
c

T (c, c, x) T (a, a, x)

T (b, b, z) T (a, b, z)

T (b, b, x) T (a, b, x)

λx
b

T (f,idb,idx)

λz
a

T (ida,f,idz)

F k

T (ida,idb,k)

これの実線部分は全て可換であるから，エンド
∫

c∈C

T (c, c, z) の普遍性により点線の射

Fk :
∫

c∈C

T (c, c, x) →
∫

c∈C

T (c, c, z) が得られる．このとき明らかに F は関手である．
また明らかに βf : F ⇒ T (a, b, −)は自然変換である．エンドの普遍性から，このような
F は明らかに一意である．

4変数の関手 T : Cop × C × Xop × X → Dを考える．C に関してエンドを取ることで
関手

∫
a∈C

T (c, c, −,□) : Xop × X → D が得られるから，これのエンド

∫
x∈X

∫
c∈C

T (c, c, x, x)

を考えることができる．一方，同型 Cop × C × Xop × X ∼= (C × X)op × (C × X)によ
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り T : (C × X)op × (C × X) → D とみなせば，エンド∫
〈c,x〉∈C×X

T (c, c, x, x)

も考えることができる．

定理 4 (Fubiniの定理). T : Cop × C × Xop × X → D を関手として，任意の u, v ∈ X

に対してエンド
∫

c∈C

T (c, c, u, v)が存在すると仮定する．このとき
∫

〈c,x〉∈C×X

T (c, c, x, x) ∼=
∫

x∈X

∫
c∈C

T (c, c, x, x).

但しこの式は，片方が存在するならばもう片方も存在して同型となることを表す．

証明. 命題 3で示したように，X の任意の射 x → z に対して次が可換である，∫
c

T (c, c, x, x)
∫

c

T (c, c, x, z)

T (a, b, x, x) T (a, b, x, z)

∫
c

T (c, c, z, z)
∫

c

T (c, c, x, z)

T (a, b, z, z) T (a, b, x, z)

また C の射 a → bに対して次が可換である．∫
c

T (c, c, x, x)

T (a, a, x, x) T (a, b, x, x)

∫
c

T (c, c, x, x)

T (b, b, x, x) T (a, b, x, x)

これらを組み合わせて，次の可換図式を得る．

T (b, b, z, z)∫
c

T (c, c, z, z)

T (a, b, z, z)∫
c

T (c, c, x, x)
∫

c

T (c, c, x, z)

T (a, a, x, x) T (a, b, x, x) T (a, b, x, z)
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よって x に関する wedge d
··−→

∫
c

T (c, c, x, x) が与えられた時，〈a, x〉 に関する wedge

d
··−→ T (a, a, x, x)が得られる．
逆に 〈a, x〉に関する wedge d

··−→ T (a, a, x, x)が与えられたとする．このとき x ∈ X を
固定すれば a, b ∈ C に関する wedge d

··−→ T (a, b, x, x)が得られる．従ってエンドの普遍
性により次の点線の射が得られる．

d T (b, b, z, z)∫
c

T (c, c, z, z)

T (a, b, z, z)∫
c

T (c, c, x, x)
∫

c

T (c, c, x, z)

T (a, a, x, x) T (a, b, x, x) T (a, b, x, z)

これにより xに関する wedge d
··−→

∫
c

T (c, c, x, x)が得られる．
以上の対応により∫

〈c,x〉∈C×X

T (c, c, x, x) ∼=
∫

x∈X

∫
c∈C

T (c, c, x, x).

が得られることが分かる．

特に，各エンドが存在するという仮定の下で，積分の順序交換∫
x∈X

∫
c∈C

T (c, c, x, x) ∼=
∫

c∈C

∫
x∈X

T (c, c, x, x)

が成り立つ．
エンドの定義から分かるように，エンドは以下のように極限で書くことが出来る．2つ
の直積

d :=
∏

c∈Ob(C)

T (c, c), d′ :=
∏

f∈Mor(C)

T (dom(f), cod(f))

を考え，
T (id, f) : T (dom(f), dom(f)) → T (dom(f), cod(f))
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により得られる射を s : d → d′，

T (f, id) : T (cod(f), cod(f)) → T (dom(f), cod(f))

により得られる射を t : d → d′ とする．このときエンド
∫

c

T (c, c) は s, t : d → d′ の
equalizerである．故に

定理 5. C が小圏で，D が完備ならば，T : Cop × C → D のエンド
∫

c

T (c, c) ∈ D が存
在する．

定理 6. 連続関手はエンドと交換する．即ち F : D → X を連続関手で T : Cop × C → D

のエンド
∫

c

T (c, c)が存在するとすれば F
(∫

c∈C

T (c, c)
)

∼=
∫

c∈C

F (T (c, c))．

系 7. HomD

(
d,

∫
c∈C

T (c, c)
)

∼=
∫

c∈C

HomD(d, T (c, c))．

Dop で考えれば HomD

(∫ c∈C

T (c, c), d
)

∼=
∫

c∈Cop
HomD(T (c, c), d)も分かる．

エンドは極限で書けたが，逆に極限はエンドで書くことが出来る．F : J → C を関手と
したとき，F (j, k) := F (k)とすることで F を F : Jop × J → C とみなすことができる．
(即ち，射影 P2 : Jop × J → J との合成 F ◦ P2 を考えるのである．) このとき自然変換
θ : ∆a ⇒ F は可換図式

F (j)

a F (k)

F (k)

θj
F (id,f)=F f

θk F (f,id)=id

を与える．よって
∫

j∈J

F (j) = lim F である．

定義. C を圏として，a ∈ C と x ∈ Setを取る．

(1) x から HomC(a, −) への普遍射を x → HomC(a, c) とするとき，c を copower
object (もしくは tensor object)といい x � aで表す．

(2) xから HomC(−, a)への普遍射を x → HomC(c, a) とするとき，cを power object
(もしくは cotensor object)といい x ⋔ aで表す．
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普遍射の性質により

HomC(x � a, b) ∼= HomSet(x, HomC(a, b))
HomC(b, x ⋔ a) ∼= HomSet(x, HomC(b, a))

である．また各対象 a ∈ C，x ∈ Setに対して x � a，x ⋔ aが存在すれば，これらは関
手 � : Set × C → C，⋔ : Setop × C → C を定め，随伴

− � a a HomC(a, −) : Set → C

− ⋔ a a HomC(−, a) : Set → Cop

が成り立つ (「随伴関手」の PDFを参照．)．

例 8. C = Setの場合

− × a a HomSet(a, −) : Set → Set

となるから x � a ∼= x × aである．また

HomSet(−, a) a HomSet(−, a) : Set → Setop

だから (「Kan拡張」の PDFを参照) x ⋔ a ∼= HomSet(x, a) = ax である．

定理 9. C, D, U を圏，F : C → D，E : C → U を関手として，各 c, c′ ∈ C，d ∈ Dに対
して copower HomD(Fc, d) � Ec′ が存在するとする．更に各 d ∈ D に対してコエンド∫ c∈C

HomD(Fc, d) � Ec が存在するとする．このとき F に沿った E の各点左 Kan 拡
張が存在する．

証明. Td :=
∫ c∈C

HomD(Fc, d) � Ecとすると，命題 3よりこれは関手 T : D → U を
定める．このとき d ∈ D，u ∈ U について自然に

HomU (Td, u) = HomU

(∫ c∈C

HomD(Fc, d) � Ec, u
)

∼=
∫

c∈Cop
HomU (HomD(Fc, d) � Ec, u)

∼=
∫

c∈Cop
HomSet(HomD(Fc, d), HomU (Ec, u))

∼= HomĈ(HomD(F−, d), HomU (E−, u))

である．よって T は F に沿った E の各点左 Kan拡張である．

双対的に F ‡E ∼=
∫

c∈C

HomD(−, F c) ⋔ Ecである．
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