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※ これは Category Theory Advent Calendar 2017の 1日目です．

Math Advent Calendar 2017の 1日目にてりす君が p進整数環 Zp を構成するとのこ

となので，それに対抗して (?)こちらでも Zp をある種の普遍性で特徴付ける．まず次の

定義をする．

定義. C を圏，T : C −→ C を関手とする．T -余代数とは対象 a ∈ C と射 k : a −→ Ta

の組 ⟨a, k⟩のことである．

定義. T -余代数の間の射 ⟨a, k⟩ −→ ⟨b, l⟩とは，射 f : a −→ bであって次を可換にするも

のをいう．

a Ta

b Tb

k

T ff

l

定義. T -余代数とその間の射は圏をなす．この圏の終対象を T -終余代数という．

このとき，実は Zp はある T に関する T -終余代数になっているというのがこの PDFの
主張である．一般に次の定理が成り立つ．

定理 1. C を終対象 1を持つ圏とし，T : C −→ C を関手とする．

1 !←− T1 T !←−− T 21←− · · ·

が定める図式を D (従って関手 D : Nop −→ C である)として，その極限 ⟨lim D, µ⟩が存
在するとする．更に T は極限 ⟨lim D, µ⟩と交換するとする．このとき T -終余代数が存在
する．
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証明. T が極限 ⟨lim D, µ⟩と交換するから，図式

T1 T !←−− T 21 T 2!←−− T 31←− · · ·

の極限は ⟨T (lim D), Tµ⟩である．この極限の普遍性から射 k : lim D −→ T (lim D)が存
在する．

T1 T 21 T 31 · · · T (lim D)

1 T1 T 21 T 31 · · · lim D

T ! T 2! T µn

! T ! T 2! µn+1

id id id k

こうして得られた T -余代数 ⟨lim D, k⟩ が T -終余代数であることを示す．その為にまず
⟨a, l⟩を T -余代数とする．このとき自然変換 θ : ∆a =⇒ D が存在する．

. . . ) n ∈ Nに対して θn := T n! ◦ T n−1l ◦ · · · ◦ l : a −→ T n1とすればよい．

1 T1 T 21 · · · T n1 · · ·

a Ta T 2a · · · T na · · ·

! T !

l T l T n−1l

! T ! T 2! T n!

従って普遍性から射 h : a −→ lim Dを得る．この hは余代数の射 ⟨a, l⟩ −→ ⟨lim D, k⟩
を与える．

. . . ) 次の図式が可換であることを示せばよい．

a Ta

lim D T (lim D)

l

T hh

k

定義より

a lim D T (lim D)

T n+11 T n+11

k

T µn
µn+1

id

h

θn+1=T n+1!◦T nl◦···◦l

a Ta T (lim D)

T n+11

T h

T µn
T n+1!◦T nl◦···◦T l

l
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が可換であるから，T (lim D)の普遍性により，上記の図式は可換である．

故に余代数の射 ⟨a, l⟩ −→ ⟨lim D, k⟩は存在する．後はこのような射が一意であること
を示せばよい．その為には任意の余代数の射 f : ⟨a, l⟩ −→ ⟨lim D, k⟩に対して f = hを

示せばよい．f = hを示す為には，lim Dの普遍性より，n ∈ Nに対して µn ◦ f = µn ◦ h

を示せばよい．nに関する帰納法を使う．

まず n = 0の場合，µ0 ◦ f, µ0 ◦ h : a −→ 1で 1が終対象だから µ0 ◦ f = µ0 ◦ hであ

る．n > 0の場合．f が余代数の射だから

a Ta

lim D T (lim D)

l

T ff

k

が可換である．従って

µn ◦ f = Tµn−1 ◦ k ◦ f = Tµn−1 ◦ Tf ◦ l = Tµn−1 ◦ Th ◦ l = µn ◦ h

a lim D T (lim D)

T n1 T n1

k

T µn−1µn

id

f

Tal T f

となる．

さて，U を次の圏とする．

• 対象は直径が 1以下の超距離空間．
• 射は非拡大写像．

Vp := {0, 1, · · · , p− 1}を離散距離空間として関手 Tp : U −→ U を

Tp(X) := 1
p

X × Vp

で定義する．U は 1点空間を終対象として持ち，lim(1← Tp1← T 2
p 1← · · · ) ∼= Zp であ

る．また Tp はこの極限と交換する．従って定理より Tp-終余代数が存在するが，それは
証明より Zp であることが分かる．
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