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Résumé. Le but de cet article est d’étudier la continuité LP des fonctions du laplacien sur
les variétés cuspidales.

1 Introduction et énoncé du résultat

On considére M une variété différentiable, munie d’une mesure do. Soit L un opérateur
différentiel du second ordre, positif et essentiellement auto-adjoint sur C2°(M). Pour une fonc-

tion borélienne m : [0, +oo[— R, m(v/L) est définie par le théoreme spectral. Quand m est
bornée, on sait bien que m(v/L) est bornée sur L#(M). On s’intéresse & montrer la continuité
LP(M) (p # 2) de m(v/L). En particulier, on aime bien trouver des conditions sur m qui
permettent d’assurer que m(\/f) est bornée sur L? pour tout 1 < p < 4o00.

Dans le cadre des espaces euclidiens R” (avec —L = A le laplacien), par [24] et [34], on

sait que m(L) est bornée sur LP(R") pour tout 1 < p < +oo si m satisfait la condition de
Mikhlin-Hormander, c’est-a-dire,

(3141

sup /\k‘m(k)()\)‘ < 400,
o A0

ou [s] (s € R) désigne la partie entiere de s. On peut se reporter a [43] pour d’autres types de
conditions.

Dans le cas ou M est une variété riemannienne compacte de dimension n et . = —A + C
avec A le laplacien et C' > 0 une constante, d’aprés le travaux de A. Seeger et C.D. Sogge (voir

[39]), on sait que m(v/L) est bornée dans L? pour tout 1 < p < +oo s'il existe o > T et une
fonction positive 5 € C°([1,2]) telles que :

< +o0.
LZ(R)

sup||(-Jm(s")|

s>0

On peut trouver un résultat plus général dans [40].

Dans le cadre des groupes de Lie & croissance polynomiale avec —L = A un sous-laplacien,
on trouve des résultats analogues aux cas précédents, voir par exemple [25], [15], [16], [33], [11],
[41], [35] et [1].

Dans le cadre des groupes de Lie & croissance exponentielle, les résultats sont trés variants,
voir par exemple [18]-[23], [14], [6], [5], [12], [37], [38] et [31].



Dans le cadre des espaces symétriques de type non compact, par le travail de Clerc et Stein
(voir [10]), on doit supposer que m est holomorphe dans une certaine bande de C pour que
m(L) soit borné dans LP pour tout 1 < p < +oo. Et on trouve les travaux [42], [2]-[4] qui
sont consacrés a 1’étude des multiplicateurs spectraux sur les espaces symétriques de type non
compact.

Dans [46], M.E. Taylor a étudié la continuité LP des fonctions du laplacien sur une classe
tres large des variétés, les variétés riemanniennes & géométrie bornée. Dans cet article, on se
propose a établir dans le cadre des variétés cuspidales un résultat analogue & celui de [46].

Avant d’énoncer notre résultat, nous rappelons quelques définitions et notations :

Si X est une variété riemannienne de dimension N, avec un bord 9X (on admet dX = (), on
définit Cusp(X) comme étant 1'espace RT x X muni de la métrique riemannienne r~2(dr? + gx),

oll gy est la métrique riemannienne sur X. Par exemple, si X est I'espace euclidien RY, alors
Cusp(X) est 'espace hyperbolique réel de dimension N + 1. On note dx (resp. d) la distance
riemannienne induite sur X (resp. Cusp(X)), du (resp. dpx) la mesure riemannienne induite
sur Cusp(X) (resp. X), A le laplacien sur Cusp(X). Notons B(Y,r) (Y € Cusp(X), r > 0) la
boule géodésique de centre Y et de rayon r, |B(Y, )| son volume et

L=-A-—"
4
ol NT2 est la base du spectre —A dans L?(Cusp(X)) (voir la proposition 2.4 de [28]).
Rappelons que (voir la proposition 2 de [27])

? + dx (z,2')

2
((y.2).(s')) = axccosh L XEEL y(y.0), (v, € Cusp(X). (L)

La difficulté particuliere des variétés cuspidales tient & ce que la courbure de Ricci n’est
pas toujours minorée, que le rayon d’injectivité peut étre nul et que le volume des boules est
a croissance exponentiel. Pour d’autres informations sur les variétés cuspidales, on pourra se
reporter par exemple aux [36] et [27].

On utilise les notations de [46],

O = {2 € G [32] < W},
Qw est Uintérieur de Qyy et

s—j

Fiy = {m est holomorphe et paire dans Qyy : [m\)(2)| < C;(1 + |2)*) 2, Vz e Qw}.

Dans cet article, on va montrer le théoréme suivant :

THEOREME 1.1 Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimension

N > 2. Pour1l < p < +oo, quand m € Fy, avec W > N|;7 — 1|, m(VL) est borné sur

LP(Cusp(X)). De plus, quand m € F%, il existe une constante C > 0 telle que :

2

M{Y € Cusp(X); |m(VL)f(Y)] > )\} < C@, YA > 0, Vf € L} (Cusp(X)).



On remarque que dans le theorem A de [46], on n’a obtenu aucune information concernant la

continuité L' — LY de m(+/L); pour montrer ses résultats de [46], Taylor a utilisé la formule

m(VL) = (E)% /0+OO m(t) cos (tV'T) dt

T

() = (3)% /0 o m(t) cos th dt,

™

la théorie des opérateurs pseudo-différentiables, et les estimations du noyau des fonctions du
laplacien établies dans [8].

Dans cet article, on va utiliser la méthode de la séparation des variables pour montrer notre
résultat. On peut trouver aussi quelques affinements du théoréme 1.1 dans cet article.

Cet article est organisé de la fagon suivante : dans la section 2, on utilise les résultats de [36]

pour donner la formule du noyau de m(v/L) et on montre le théoréme 1.1 dans la section 3.

Remerciements. Je tiens a remercier tous les membres de I'équipe d’Analyse Harmonique
d’Orsay pour leur soutien constant. Mes remerciements vont également & Professeur Jean-Pierre
Bourguignon pour son invitation a 'THES, Professeurs Laurent Clozel et Laurent Lafforgue pour
leur aide.

2 Le noyau de m(v/L)

Dans toute la suite, C, C,, C*, etc. désigneront des constantes universelles qui dépendent
peut-étre des propriétés de X. Celles-ci pourront changer d’une ligne & une autre.

En utlisant la méthode de la séparation des variables et la transformation de Kantorovitsch-
Lebedjev, W. Miiller a obtenu une représentation spectrale de —A, voir [36] (p. 207). Donc,
en répétant la méthode de la construction des fonctions du laplacien dans le cadre des variétés
coniques (voir par exemple [9]), on peut considérer m(v/L) comme ky,(y, v, vV—2x), une distri-
bution sur Rt x RT & valeur dans I’espace des opérateurs sur L?(X), avec

N [T sinh mv/\
km(y, 9,/ —Ax) = (yy')2/0 m(VNEK; vV -2x)K; (' _AX)Td)‘

N

2 Foo
= Z)Y [ MmO Koy =) K v/ =A)sinh (mA) A, (2.1)

ou K,(z) (z >0, v € C) désigne la fonction de Bessel modifiée.

(2.1) nous permet d’étudier la continuité LP de 1'opérateur des ondes qui sera le sujet d'un
autre article ([30]). En général, (2.1) ne serait pas trés utilie dans les applications. Donc, on
aime bien la simplifier. Rappelons que (voir par exemple [32], p.96)

7r( ) 1 +ool8 (t2+y2—|—y'2
2 W) osh () Jo —3+iA 2yy’

NI

Kiz(ys)Kin(y's) = )cos (ts)dt, Yy,y',s >0,



ol BY(s) (u,v € C, s > 1) désigne les fonctions de Legendre du second genre. D’aprés les
propriétés suivantes de 8. (voir par exemple [32] p.174, p.196 et pp.201-202),

1
D he) = (2= DiA),
r kE+1)
Bi(z) = 2_%m‘¥2;—1j+1 —1% 1+0(1 ), (k€N), quand z — 17,
sinha\ 3

ﬁﬁ%ﬂ.)\(cosha) ~ ( ) ML cos (ad + % - %), quand A\ > 1;

2
on déduit que quand Am()\) € L'(RT,d)\) et s >0, on a :

sinh (7\)

+o00
2 [ amO i () i) S
_ (yy) ;/-i—oo __1/—|—oo ) 2 t2+y2+y'2
= = [ () tanh (m)[ S gy )dt] X
_ ) el e 0 4y’ +y”
- = ?sm(ts)[ 0 Am()\)tanh(w)\)aﬂ_%ﬂ/\(T)dA] dt
1
B (yy) 3 +oo__1 o +o00 752_|_y2_{_yl2
- W) /0 — sin (ts) 5 / Am () tanh ()8 (g )dx] d
(')~ ;/+oo /—|—oo 2 4 g2 4y
- h YTy Ty :
] cos (ts)[ ) tanh (B (. )d)\] dt
Or,
+oo sin A\h
tanh(ﬂA)ﬁi)\fé(cosha):C’ m h, Ya>0,\€R,

ot C' > 0 est une constante, voir [32] (p. 422); donc, quand Am()\) € L*(Rt,d)), pour tout
s>0,ona:

too sinh (7
2/0 Am@)&x(%)&ﬂ?/ﬂ% 2
B , _% +o0o cos (£s +o0 . +o0 sin ()\h)
= o) /0 ( ){ /0 Am(A) [ \/cosh h — cosh n(t) dh] d)\} di

1 +00 +o0 -~y
= C'(yy) 2 / cos (ts)[ / (k) dh] dt,
0 n(t) +/coshh — coshn(t)

ol
y* +y? 4+
= h™Q— <~ 2.2
n(t) = arccos Sy (2.2)
Autrement dit, quand m € L®(R*t,d\) N L} (R, Ad\), on a :
m(VL) = kn(y,y',v/~0x)
_ +0o0 +00 =Y
= C’(yy’)T1 / cos (ty/ —Ax) [ (k) dh] dt.  (2.3)
0 \/cosh h — coshn(t)
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Dans toute la suite, pour simplifier les notations, on note

—+00 —fﬁ'(h)
F = dh (s >0), Y =(y,x),
m(s) s v/cosh h — cosh s (s ) (y,2)

V' = (ylawl)v dx = dx(ili,:(?’) et d = d(Y7 YI);
d’aprés (1.1), on a d = n(dx).

3 Preuve du théoréme 1.1

Dans cet article, on a besoin de la paramétrice de I’équation d’onde : par les résultats de [7]
(pp. 252-258), il existe une constante ¢, > 0 telle que :

S _d2)k l
!
cossv(z,z') = Zukxw Tl +1) nm
+ sC’K(s,m,x), V0 <s<C v #2, (3.1)

k-1

2 2
ol ug(z,z’) € C°(X x X) et %

a le sens du §3.4. de [17]; Ck(s,z,2') €

=
C?([0, ¢,] x X x X) (si on choisit K assez grand) et Cx (s, ,2') = 0 quand dx > s.

Pour estimer le noyau de m(v'L) = kn(y, v, v—2Ax), on le divise par deux morceaux. Plus
précisement, choisissons ¢, > 0 comme dans (3.1) et 1 € C°(R) telle que

osvst w=via={ g TSI
fixons
¢(s) = P(s%), @(s) =1—(s)(s €R)
notons

N-—1 +OO
L Oy)" T /0 cos (tv/—Ax) o (t) Fy (1)) di. (3.2)

On va montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1 Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord et de dimen-
sion N > 2. Sim € L®(R*,d\) N LY (RT,\d)), et il existe deuz constantes §, > 1, M > 0
telles que

1 dyk (X k)
‘(@%) (—ﬁz)(t)‘SM(1+t)_5”[cosht] "Vt >0,k=0,1,--,N +2.

Alors, il existe une constante C(d,) qui ne dépend que de §, et des propriétés de X telle que :

Im (VL) fll o (cuspxy) < C80)MI|fl|ocuspxy)s  Vf € I (1 < p < +00).



Preuve. Il suffit de montrer que

sup [ (] gl () < C(60)M,
Y €Cusp(X) J/ Cusp(X)
ol Mo €t myp ¢ sont définits par (3.2).
On commence par estimer |mg,.|. On utilise la paramétrice de costv/—Ax (voir (3.1)), et on

‘/O+OO Cb(t)tCK(t,:c,w')Fm(n(t))dt‘

+oo +oo —00 o —(ﬂ-l—l)

oM ¢(t){ / (L+h)" sinhh [cosh h] 2 dh} dt
dx n(t) +/coshh — coshn(t)

/+°° (14 h)"%sinhh

n(t) 1/coshh — coshn(

_ N+1
2

VAN

—(5+1)
] dh

IN

CyM sup
t>dx

) [ cosh h

< C'M(1+q(dx))~% [coshn(dx)]
< CM(1+d) %e 24,

Pour estimer

N+1
2\ "2

+00 (tz_d )
[ oo B a,

on remarque que quand # €N, ona

et quand % ZN,

Pour simplifier les notations, on note

1 d]n+1

1u(s) = (y/ &+ 8)(s 2 0), Em(n+1,h) = sinhh| ——2-]"" (=) (h).



D’apres les propriétés de m, quand 0 < n < [%], on a
oty [ Basin
ne(s) v/coshh — coshn,(s)

+00 ginh hlcosh k] (3 +7+D)
\/cosh h — cosh 7, (s)

< CuM(l+d) e "3 402 4y 4 d% +5) "

S Fn(.(9))

dh

< (2yy) "M(1+ n.(0) %

Donc, en remarquant que ¢ € C3°(R), on a :

\/M° f) — Fun(t)

T p(_N-1\ 1)
M1+ d) e 14 (2 4y + )7

De la méme facon, pour 1 <k < K, on a :

N+1

—I—oo d2)
\/ e Fnln(0)) di
-5)
ML+ d)~Poe 0 14 (2 4+ 2 4 df) 050
Par conséquent,
— — _N+1 N-1
[mtoe] < CM(1+d) P [e N e d(yy) s . (3.3)

D’apreés la proposition 3 de [27], quand §, > 1, on a :

sup / (14 d)"%e N du(Y") < C(6,).
Y €Cusp(X) J Cusp(X)

Donc, pour montrer que :

swp [ i (YY) du(Y) < ()M
Y €Cusp(X) v/ Cusp(X)

il nous reste & montrer le lemme suivant :

LEMME 3.2 Soient X une variété riemannienne compacte de dimension N, et §, > 1 fizé.
Alors

sup / (L+d) % (yy) 5 e T 1du(Y") < C(6,).
Y €Cusp(X) J/ Cusp(X)

Preuve. D’aprés (1.1), on voit qu’il existe une constante telle que pour tous Y,Y' €
Cusp(X), on a :

) .
(1+d) Po(yy) 2 e 2 i< 0(1 + ‘ lni‘) )N+ +dk)



On distingue les deux cas suivants : 0 <y < 1lety > 1.

Quand 0 < y < 1,0n a

/C - [1 n ‘ 1

+o0
/ [l—l-‘ln
0

oo Yy 2 2v—L jN—1 ;1
C/O [1+‘1n—] "y YN +y?) 2y dy
dh

N-1 oo -4 2y—1
< Cy ; (I+|Inh])"%(1+ hr%) 27<O(60).

y ]_60(.@@/) (v +y? +d%) " duly', )

] [/(y +y2+d%) " dux(e )]y"N‘ldy'

IA

VAN

Quand y > 1, on a

/ (14|
Cusp(X) y'
Yy
Yy

/C - [1 + ‘1

C/om 1+ ‘1“%\]50y'1 dy' < C(6,)-

7 0 + 92+ 0= duty )

] YN du(y', o)

IN

VAN

Ceci achéve la preuve du lemme.

On va montrer

swp [ i (V) () < Ol M
Y €Cusp(X) J/Cusp(X

On commence par estimer |m,f|, et on va utiliser le lemme suivant

LEMME 3.3 Soient X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimension N >

2, et ® € C(R) une fonction paire. Alors,

sup { | B(v/=Ax) (3, ') - ﬁ@(o) w2 € X} < Osup s 8(s)) (3.4)
s>0

Preuve. Ce résultat a été utilisé dans [29]. Pour étre complet, on donne sa preuve :

D’apres le développement spectral de ®(v/—Ax), on peut choisir k € C®(R") telle que
k(s) =0 quand s < 1, k(s) = 1 quand s est assez grand, et

B(v/—Ax)(z,2') = é@(o) + [6®])(v/—Ax) (2, 2').

Puisque (I — AX)_% est borné de L'(X) dans L?(X) et aussi de L?(X) dans L*®(X), on a

donc :

sl mes] < ool am)

L (X)—Loo(X)



IA

ol -ax) [/‘@] (V—-Ax)

C"sup(1 + 5%) "5 [(s)0(s)
s>0

L2(X)—L2(X)

IA

< CsupsVTa(s)].
>0

D’ou le lemme. [ |
On estime maintenant |mp |-

En utilisant le raisonnement par récurrence, on voit que pour k € N, il existe des constantes
telles que :

k +00o fram)
%Fm(n(t)) _ 3 f Cg’",’ff) / Emint Lh) g (3.5)
t O<i<n<homt(n—l)=k (2yy' )™ Jywy +/coshh — coshn(t)

On en déduit que pour 0 <k < N + 1 fixé, on a :

i +0o = (n 41,k
(jtk Fm(n(t))‘ < Gy E tl(2yy')_”/ [Em(n +1,1)] dh
0<i<n<k;n+(n—1)=k n(t) \/COSh h — cosh U(t)

o [T (14 h) % sinh hlcosh b]~(Z +7+1)
< MGy 2y / d+h) _[ ] dh
() \/cosh h — coshn(t)

< MCLY #(29y) (L + n(t) " feosh p(t)] T F
21’ N+1
b (___AYY % -k
< MCyp(1+n(1)) (y2+y,2+t2) i

Donc, par (3.4), on a :

sup{‘ /0+00 cos (tv/—Ax)(z,z")p(t) Fppn (n(t)) dt‘;x,x' € X}

< [ [ et Batatnat] + 5| [ 0Bt cos 1)
< of [ fematep| i+ [ [ S o Entato)] | ae)

+oo i N+1 ! N+1
< CM[/L (1+n(t))5°(%) dt+(1+n(f—g)>‘5°(y2+;,§’i(§_%)2) ]

o
16

(puisque ¢p(t) =0sit < %% et p(t) =1sit> gf)

Coyy—4 2yy’ = \/ Co
< ' So\y—do 2 4 .12 4 (5042
s UM +n(35)) (yz+y/2+(§_%)z) [1+ vty +(16)]
_50 N+1
< C@M(1+|m5]) )T+

Par conséquent,

|2

mansl < €)M (14| %)

9



et

du(Y")

sup / ‘mm f
Y €Cusp(X) J/ Cusp(X)

+oo —6
< CMIX| / (1 ]m5]) ") Ty < clm
0

On montre maintenant le résultat suivant :

PROPOSITION 3.4 Soit X comme dans la proposition 3.1. Si m est une fonction bornée,
paire, € LY(R*, Ad)\) satisfaisante Suppm C [—1,1] et

1 d\*
— 2V (—m)(t ‘<Mt’2k’1, VO<t<1, k=0,1,---,N +2.
‘(smhtdt) (=m)()| < <ts +
Alors, il existe une constante C > 0 qui ne dépend que des propriétés de X telle que pour tout
f € L' (Cusp(X)), on a :
L+ M + ||m|| oo (m+ax

Hifll, vy >o0.
Y

p{Y € Cusp(X): Im(VI) (V)| > 7} < ©

Done, m(V/L) est borné dans LP?(Cusp(X)) pour tout 1 < p < 4oc.

Preuve. On commence par étudier mj,e.
Pour 0 < k < N + 1 fixé, d’apres les propriétés de m, pour tout n > 0, on a :

400 1
/ (cosht — coshn) 2
n

=, (k + l,t)‘dt

1 —2(k+1)—1
< M/ t sinht gt
min(n,1) V'Cosht — coshn
1 . _ 2(k+1)+1
ht ht—1
< CkMx{n < 1}/ sinh#(cos ) ’ dt (car t? ~cosht —1 quand 0 <t < 1)
n v/cosht — coshn
+00
= 2C’*MX{7; < 1} / (52 4+ coshn — 1)_2(k+21)+1 s
0
(par le changement de variable s> = cosht — coshn )
< CM/(coshn — 1)_k_lx{n§1}, (3.6)

ou y désigne la fonction caractéristique.
Donc, en répétant la méthode d’estimer |my,.| dans la preuve de la proposition 3.1, on a :

Myoe = I1 + Ijoc, (37)
ou
C d2 +o0o Em(%"'lah) dh « N—1 N
1’¢( X) d v/cosh h—cosh d s1 5= el
L = ue(z,x

n—1i p+oo 2 +o0 Em (Y +1L,h) d s N
Ca(2yy') 72 fy — Yldx +3)[ 74 (5) \/coshhicoshn*(S) dh 735 si 3 €N,

10



et

Iloc

d—2 N =2,
< CM(yy ) 2 IX d<1 X -2 1—[N=17, ofN—-1 S? (3.8)
{d<1} d=2 + (yy")-FH1g—2 ]] siN > 3.

On considére maintenant mg, ¢.
Pour 0 < k < N +1 fixé, par (3.5) et (3.6), on déduit que pour tout ¢ > 0, on a :

dh

dk _ +oo Emn+1,h
Thmm)| < o Y tew) Enln+ 1)
0<i<n<hmt (n—l)=k \/COShh — coshn(t)

MCy > t'(2yy) ™" [W]_n_lx{n(ﬂ < 1}

0<I<n<kn+(n—l)=k 2yy

N2 2 2 12 2

_ t —1 t

MC’kt_k[(y y),+ ] X{y ty ,+ gcoshl}.
2yy 2yy

VAN

IA

Donc, en remarquant que ¢(t) =0 sit < f—g et p(t) =1sit> %", par (3.4), on déduit :
+00 1 +00
| eos VB0t = 2 [T P () i+ Ry
avec
|Ring| < suth"'l‘/ cos (th)o(t) Fp, dt‘
h>0
+o00 dN+1
e L) \ dt
2yy’ Co

< MCO(G) xn(ze) <1y,
Ty -+ ()2 Uty <1}

parce que @(t) =0sit < C6 et ¢(t) = 1sit2%".
Autrement dit, on a :

Ming = I + Iinyg, (3.9)
ol
I C e [ owF d
) = () /0 () Fon (n(1)) it
, 2yy) "2 éo
Lin < Cl'(¢,)M —)<1,. 3.10
| < e (y_y,)2+(§_%)2x{77(16)< } (3.10)

Par (3.7) et (3.9), on peut écrire :

m(\/Z)(Y, Y,) = (Il + I2) + Lo + Iinf = I(Y, Y,) + Lo + Iinf-

11



Remarquons qu’il existe une constante C' > 1 telle que :
Suppl (Y, Y") € {(v,¥") € Cusp(X);d(Y,Y") < C}. (3.11)

On va montrer que :

sup / Tioc| + Ling| du(Y") =sup/ Tioe| + |Ling | dp(Y) < CM.  (3.12)
Y eCusp(X) J Cusp(X) Y’ JCusp(X)
En utilisant (1.1) (ou (2.2)), on voit que
d(Y,Y") <1 (oun($s) <1) = ey <y <ey. (3.13)

Par conséquent, (3.10) montre que :

N+1
29y) 2 N
sup -~ Imf d,U'(YI) < C|X| Sllp/ , ( 12) 3 2yl N 1dyl
Y eCusp(X) M Cusp(X) y>0 e—1<%<y (y -y ) + (1_0)
1 d
< sup—/ a
y>0Y Jelca<e (1 - Cb)2 + (%)2y72
1 [t dh
< Csup—/ fzc(&)-
y>0Y Jo  h24(55)%y 2
Pour montrer que :
sup / Tipc d,u(Yl) < CM,
Y eCusp(X) J Cusp(X)

on distingue les deux cas : N > 3 et N = 2. Et on considere d’abord le cas ou N > 3.
Pour 0 < y < 1, (3.8) donne :

- Toe| du(Y') < € ()5 a2 + () 5T ()
M Cusp(X) d<1
+o0
< / dNdu(y')y=C">" / dNdu(Y') < C,
<1 =0 2-i-1<d<2—4

par la proposition 2.3 de [28].
Dans le casou y > 1,0n a :
1

- Il
M Cusp(X) *

du(¥) < C / (V12 4y DA ] gy
d<1

S A
yi<a<t  Ja<y

mais, par la proposition 2.3 de [28] montre que :

[yN_ld—2 + y(N+1)—2[¥]d—2[¥]] du(Y")
y—1<d<i



log, ] N )
Z / [ N=14=2 4 o (N+1)= [T]d—z[T—]] du(Y")
21 y=1<d<2i+1y—1

<
=0
[10823/ N L
< Z [V 1@y )2 N 2dy ) 2 | By, 27y )|
[logy 4] . et ) .
< oY [y N el ) Ry ety ) < o,
j=0

et

+o00
_ / [yN—ld—2+y(N+1)—2[T_1]d—2[T_1]] du(Y")
j=07277 ly—1<d<27iy
N— . -1 .
< CZ{ (2711 )2+y(N+1)—2[Tl][21+1y]2[T}}‘B(y’2 iy 1)‘

IN

C"ZyN+1 [(2j—|—1)2 + (27712 [%]] 273y~ )N+l < O,
§=0

De la méme fagon, pour N =2, on a :

Iloc

sup / du(Y') < CM.
Y €Cusp(X) J/ Cusp(X)

Définissons les opérateurs intégraux, 71 et T3, de noyaux intégraux donnés par Ijo. + Ij s et
I(Y,Y'). On remarque que :

m(\/f) =T + T,
et (3.12) montre que :
|71 f || o (cuspx)) < CM | fllze(cuspx)),  Vf € LP(Cusp(X)) (1 <p < +00).
Puisque
Im (VL) flla < [Iml|zoe @+.anllfll2s Y € L*(Cusp(X)),
on a donc

I73fll2 < (CM + Imlloc ) 1 fll2s VS € L*(Cusp(X)). (3.14)

La proposition 2.3 de [28] montre que pour tout ¢ > 0 fixé et pour tout Y € Cusp(X), B(Y,¢)
est un espace homogene au sens de [13]. Par (3.11), (3.14) et la théorie des intégrales singuliéres
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(voir par exemple [13] ou [45]), pour achever la démonstration de la proposition 3.4, il suffit de
montrer les estimations suivantes :

1

< .
M Y B, dY,Y)

‘I(YY)

<C’M‘BYdYY’)‘ ‘VIYY)

Par exemple, par (3.6) et la propriétés de ¢, on a :

€o e 2y
‘12\ < Clw) s x{ n(1g) < 1} / R
< Clyy) ¥ (coshn($2) — 1) Exn(32) <1}
< CyVn(dx)]™
(par (3.13) et le fait que coshn(%) -1~ 772(%) ~ n?(dx) quand 77(%) <1)
< clB,av,yy|

grace a la proposition 2.3 de [28].
De la méme facon, on peut montrer les autres estimations. |

Remarque : Si X et m sont comme dans la proposition 3.4, de plus, on suppose qu’il existe
1> e >0 telle que :

1 d\*
|(mza) O] < MEPTTL MO <E<1 E=01, N2,
n

alors, on peut montrer qu’il existe une constante C(e) > 0 telle que :

sup / Im(VI)(Y,Y")| du(Y") < C(e) M. (3.15)
Cusp(X)

Y eCusp(X)

On peut donner maintenant la Preuve du théoréme 1.1 :

I1 suffit de montrer que le théoréme 1.1 est vrai pour 0 < W < % On peut supposer que
m € L*(RT, Ad)) afin d’utiliser (2.3). En général, comme ce qu’lonescu a expliqué dans la proof
of theorem A de [26], il suffit de remplacer m(\) par e N m(\) (0 < e < 1) et utiliser ensuite

Pargument standard de limite.
D’apres le lemme 1.2 de [46], on peut écrire m = m, + m; ou m, satisfait les conditions de

la proposition 3.4, et m;, a les propiétés suivantes : Suppimy C (—oo, —3] U [, 4+00) et
—(Wk)

1 d\kF__ (
‘(sinht%) mb(t)‘ < Cr(1 +t)_2[cosht] ,Vt >0,k € N.

D’aprés la proposition 3.4, on sait que mq(v/L) est borné dans LP(Cusp(X)) pour tout
1 < p < 400 et de type faible (1,1).

Pour montrer que my, est borné dans LP(Cusp(X)) (1 < p < +00) quand N|3 — —| < W,
définissons une famille analytique des opérateurs

2vs [T Ny
T, (VL) = (—) /0 W22t (1) cos (VL) dt, 0 < Rz < 1.

™
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Quand Rz = 0, on a || T, (VL) 22 < C.
Quand Rz = 1, notons m? la transformation inversée de Fourier de e(Wf%z)mﬁi\b(\tD. On a

T,(vV'L) = m2(V/L) ot m? satisfait les conditions de la proposition 3.1; donc, T,(v/L) est borné
dans L?(Cusp(X)) pour tout 1 < p < 4o00.
D’apres le théoreme d’interpolation de Stein, on obtient le résultat du théoreme 1.1. |

La proposition 3.1 et (3.15) donnent le résultat suivant :

THEOREME 3.5 Soit X une variété riemannienne compacte, sans bord, de dimension
N > 2. Pour m € F§ avec € > 0, il existe une constante C(e) > 0 telle que :
2

Im(VL)fllp < C@Iflp, VS € LP(Cusp(X)) (1 < p < +00).
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