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LES CHAMPS E!' LES PFORCES

I- Champ magnétigque constant.

Dans un champ magnétique-g constant, une
particule chargée e subit la force (Fig. 1)

—

F = evA B (1)

Sa direction est toujours perpendiculaire
4 la vitesse V de la particule. Ce type de force
peut modifier la trajectoire de la particule,mais
ne peut pas modifier sa vitesse, donc son énergie.
2

A
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Fig. 1

Dans le plan x0y, une particule, a énergie
constante, décrit un cercle en équilibre entre la
force magnétique centripete et la force centrifuge.

mv'
Iz

En posant la quantité de mouvement p = mv
On en déduit

evB =

Bp = 2 (2)

et la fréquence angulaire de révolution

w = ZB (3)

By est la "rigidité du faisceau".



L'analyse de 1'équation (2) nous montre:

a) Pour une particule 4 énergie constante, si B
augmente, Pp diminue., Cette particule est d'au-

tant plus déviée que le champ magnétique est

plus important.

b) Pour une particule dont 1'énergie croit, le
rayon de courbure augmente pour un B constant.
Une particule est moins déviée lorsque son
énergie augmente.

II- Champ électrique constant.

Dans un champ électrique-ﬁ, une particule
chargée subit une force

—

F = eF (4)

Sa direction est toujours parallele au
champ électrique. Ce type de force peut modifier
la trajectoire de la particule mais aussi sa vitesse
donc son énergie.

On peut l'utiliser pour accélérer ou
décélérer des particules.

Le champ électrique, dérivant d4'un potentiel,
est produit a partir d'une tension sinusoldale appli-
quée dans une ou plusieurs cavités ou passent les
particules. ,
On verra plus loin, l'intérét d'une forme
sinusoidale.

Ce type de forces est utilisé aussi bien
dans les cavités RF des machines circulaires que
dans les sections HF des accélérateurs linéaires.

On 1l'utilise aussi pour le refroidissement

stochastique des faisceaux. (v, cours suivant)



III- Champ magneétigue variable.

Selon les équations de Maxwell, un champ
—
B variable produit un champ B

> — di
E=-grad V - 3T
B = rot a

Ce type d'accélération est mis en application

dans le Bétatron.

Avec un potentiel scalaire nul et une seule
composante du potentiel vecteur A, , différente de
zéro, & cause des symétries du champ, on obtient
l'accélération par 1'équation de Newton-Lorentz:

IV- Rappels de quelques relations relativistes.

IV-1 Dpéfinitions et symboles utilisésg.

/? =< = vitesse réduite
Y - E _ énergie totale
E, énergie au repos
E = mc* énergie totale
(5)
EO = moc1 énergie au repos
m, ‘
m = masse de la particule  (6)
1-=
ct



(7)

by
.8 ()
(37) ¥ -1

E E

P =mv=——iﬂ>c=//5—

C (o]
(9)
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IV-2 Relations relativistes.

a) Quantité de mouvement
Des équations (7) et (9) on déduit:
pc = /6 E = /3{Eo

De (6):
2
2
m*(1 - L) = m,
ok
m*c*- mic*= m*v?

Multiplions par cZ

2 2 2
(m c?) = (mc*) = m*vic

D'apres (5) et (9)
p*c* = E°- E. (10)

b) Energies

E=E_+ %&J (11)

E_= énergie cinétique




Divisons par E,

_E_ = 1 + _E_C
E, Eo
¥ =1 + g‘ (A1)
[o]
¥ ~ 1 particule non relativiste <=
> particule relativiste A <A
/
> particule ultra-relativiste 3

IV-3 Unités

Bien que toutes les relations données
s'appliquent avec les unités SI ou MKSA, les
physiciens de dynamique de particules utilisent
l'électron-volt comme unité d'énergie (ou ses
multiples), compte-tenu du fait que les valeurs
mises en jeu sont infimes.

Les équations (5) et (9) permettent de
donner le tableau d'unités suivant:

Parametres Unités ]
Energie eV
Masse eV / ¢
Quantité de eV / ¢
mouvement
Table 1

Exemple pour la rigidité:
D'apreés (2) la rigidité s'exprime par

P
Bf =—€

On mwnh?fal em cxerukev qLL&

(13)

P ~ 0.38p
GeV¥/c T m



V- Notion d'énergie de transition.

V-1 Approche intuitive

L'augmentation d'énergie a deux effets
contradictoires:

- une augmentation de vitesse

- une augmentation de longueur de tra-
jectoire

Suivant 1l'amplitude de variation de ces
deux paramétres, la fréquence de révolution évolue
différemment.

La fréquence angulaire d'une particule
dans un synchroton s'écrit:

LL)=2Tl" =2W v - 2T f (14)

T C

période de révolution
longueur de la circonférence
vitesse de la particule
fréquence de révolution

H < Q93
]

Si la vitesse s'accroit plus vite que 1la

longueur, la fréquence de révolution augmente.
Si la vitesse s'accroit moins vite que la longueur,
la fréquence de révolution diminue.

Pour un synchrotron donné, on fait la
différence entre basse et haute énergie.

A haute énergie, la vitesse est proche de
celle de la lumiére et elle ne varie pratiquement
plus.

A basse énergie, l'accroissement de vitesse
est plus important que la variation de trajectoire.

I1 y a donc une énergie intermediaire pour
laquelle la variation de vitesse est compensée par
la variation de trajectoire.

C'est l'énergie de transition.

A ce niveau-1la, une variation d'énergie ne modifie

pas la fréquence.



V-2 Approche quantitative.

Rappelons quelques définitions concernant
deux parametres:

X "momentum compaction"

P
7 dispersion de fréquences angulaires
a) ac
- c
o(P- )
)
C =29 R longueur de la trajectoire
circulaire
9 (15)
- R 15

XP— dp
P
b) dw
7 = ap
p

en tenant compte de l'équation (14)

df
f (16)

J = dp

P

¢) Champ magnétique moyen le long de l'orbite

<By= - f B, ds
c

En différentiant 1'équation (2) appliquée & une
particule qui parcourt une orbite fermée de rayon R
et de champ moyen <B>

fermée.

<B> R =P
e

d <B>_  dR _ dp
< B> R P



d'aprées (19)

4<B. (1-w) 8P (17)
<B> P

Différentions 1l'équation (14)

dw _ _dT _ 438 _ dC (18)
w T & c
dCc

L'équation (15) nous donne l'expression de 2
C

On obtient l'expression de 47 en aifférentiant (9)
3

b = me ¢ /3
\i-p

écrite sous la forme

dp . x*43
P 2
On porte dans (18)
dw _ 1 dp _ 4 dp
Tw o gt o

p p

1 dp

= (L -« 4p

2l L

- o« (19)




Pour une machine donnee, qeest un
parametre fixe.

Pour un accélérateur de particule, Y est
un paramétre variable.

La formule (19), nous indique que la
dispersion des fréquences angulaires est nulle pour

%o = L (20)

P~ L
Ktr
Kzr est 1l'énergie pour laquelle la variation de
vitesse est compensée par la variation de trajectoire.
C'est 1l'énergie de transition

1 1
=L - L1 (21)
7 a/z, thlr-

V < 0 1lorsque Y est grand (hautes énergies)

7 - 0 1lorsque Y est petit (basses énergies)

Remarques:
1) Dans plusieurs accélérateurs circulaires,

les particules passent par l'énergie de transition
Ex.

PS SPS LHC
o 0,027 0,001 86 0,00039
B, (GeV) 5,7 21,7 47,5

2) Dans les accumulateurs, les particules

restent au-dessus ou au-dessous de cette énergie.

Ex. dans la machine AA: (XF 0,175

Etr 2,2 GeV
pour une énergie de 3,6 GeV des antiprotons accu-

mulés.,

3) Dans les accélérateurs linéaires, .f 5 o

donc cﬂ,z 0 et 7 est toujours positif.



VI- Tension sinusoldale sur une particule.

Teev 5

v
[~

Considérons une particule P, tournant
dans un synchrotron & une énergie inférieure &
1'énergie de transition (p >0).

A chaque tour, elle traverse une cavité
RF (Radio Fréquence), alimentée par une tension

sinusoidale

vV = Vm sin @

Si la fréquence de révolution de P, est
égale a la fréquence de l'onde RF, et si P,
arrive 4 l'instant t = O (phase nulle), cette
particule n'est ni accélérée, ni décélérée.

On appelle F, particule synchrone.

Considérons maintenant une autre parti-
cule P, qui entre dans la cavité avec la phase
g, , mais avec la méme énergie que P, , c'est-a-
dire la méme vitesse (Fig.2)

Cette particule va subir l'effet d'une

tension
V. sin £
m 4

A —)
donc l'effet d'un champ accélérateur E.

10~



En gardant 1l'hypothése n >0, considérons
les deux cas suivants:

a) 0<g<T P, est en retard sur P mais
subit un champ accélérateur,
donc un gain d'énergie. Elle
va plus vite et sa période de
révolution diminue. Elle se rap-

proche de PD au tour suivant.

b) -T<4g <0 P, est en avance sur P, mais
subit un champ décélérateur,
donc une perte d'énergie. Elle
ralentit et sa période de révo-
lution augmente. Elle se rappro-

che de Po au tour suivant.

Dans le premier cas, 3‘ se rapproche de P
jusqu'au moment ou elle est en coincidence avec
P, ; alors elle a une énergie supérieure, c'est
d-dire une vitesse supérieure; ainsi au tour sui-
vant elle se retrouvera avec une phase Q;négative.
A chaque tour, son retard sur P, s'accroit,
sa phase négative s'amplifie jusqu'au moment ou
sa vitesse égale celle de P,.
Alors P, se retrouve dans le cas b).
Elle 2 la méme énergie (méme vitesse) que P, mais
est en avance., Subissant un champ décélérateur,

elle va se rapprocher de P, .
On pressent ainsi un phénoméne oscillatoire.
Autour de la particule synchrone P,, & énergie

constante (¥ =0), la particule P, va osciller.

Ce phénoméne est nommé:
oscillations synchrotronigues

-it-



Ces oscillations ont une fréquence infé-

rieure 4 la fréquence de révolution f =1/T
rev rev

Nous venons de voir que P4 oscille par rapport a
P, & la fois en position et en énergie.
l'énergie moyenne de P4 est donc l'énergie cons-
tante de P, .

Ce phénoméne oscillatoire est illustré sur

la figure 3.

\ 4

N oS

Fig.3

- L'axe horizontal peut &tre gradué en unité de
temps, d'angle (¥ =w,t), ou de longueur (po-
sition longitudinale).

- L'axe vertical peut étre gradué en unité 4'éner-
gie, de longueur (écart en position radiale),
d'écart en quantité de mouvement ou d'écart
relatif en quantité de mouvement.

Remarques

1) Une attention particulitre doit etre portée
4 ces unités. Nous avons vu au paragraphe IV-3
que les énergies s'exprimaient en eV dans le
domaine de la physique des accélérateurs.

2) La coordonnée A R est utilisée pour autant
que le diagramme ne soit pas considéré dans
une zone ou 4?= 0. Selon la définition (15),
A R = 0 quel que soit ‘%

I T B



“1l- Irincipe de lu starilit= de rn.se

—

Dans le paragraphe VI, nous avons consi-
déré une particule F, avec une phase d'arrivée
dans la cavité o, = 0.

Observons maintenant une particule P,
qui arrive avec une phase @ non nulle (Fig.4)

;
\'f\F lh
Vm . ia————- —
5 e >c)
i P' (ae =C)
QJ' (e <
N ‘¢
. 7
9

Fig.4

Elle regoit un gain d'énergie
/_\E=eVm sin &

Sa vitesse va s'accroltre. Dans l'hypothése p>0
(au-dessous de la transition), le trajet s'accroit
aussi, le temps de révolution diminue et la fré-
quence augmente.

Considéronsg le cas ou cette augmentation
est telle qu'au prochain passage, cette méme par-
ticule se présente toujours avec une phase &, .

Alors P, est la particule synchrone et
sa phase & = &

A
dw dT
“w T
Rapoelons que 7 = — = -
dp 4ap
P P

-1 3=



Une particule P, , de méme énergie que P, ,
mais en avance sur P,, regoit un gain d'énergie
plus faible (WE<O), son temps de révolution aug-
mente (T + 4T).

P, se raonroche de P, ; lorsque sa phase
sera égale a celle de P, »son énergie sera plus
faible, Alors P, sera en P, et recevra un gain
d'énergie plus grand que P, .

Le cycle d'oscillations décrit dans le
paragraphe précédent va se reproduire.

La symétrie par rapport a l'axe vertical
(Fig.3) disparait, si l'on représente ces oscilla-
tions sur un diagramme.

Les variations de phase de P, par rapport
é,eg ne produisent pas le méme gain d'énergie au
sommet et au centre de la sinusoide (Fig.5)

Ve

\
RS

Pig. 5

Sur la figure 4, une particule P;, en
retard sur P, , peut avoir un gain d'énergie
supérieur 2 P, (AE>0) seulement si sa phase &

est comprise entre 9, <@ < -9



Si la phase de P, devient supérieure
a ﬂ'-—k@, alors le gain d'énergie n'est pas
suffisant pour se rapvrocher de P, et la partie
ticule s'en éloigne.
(T - &,) est le début de la phase instable.

Pour la particule P, , la valeur extréme
dépend du gain d'énergie obtenu entre W - 9, et

9; , donc de% .

I1 existe une limite au-dessous de la-

quelle les particules oscillent en phase (ou en
énergie) autour de P, et au-dessus de laquelle
elles sont perdues.

La ligne séparatrice entre la phase stable

et la phase instable dédtermine ce que 1l'on nomme

un poisson ou un bucket.

Remarque: lorque nous sommes au-dessus de la
transition (p <0), le méme raison-
nement s'applique.

-15-



PARAMETRES RPF

I- Nombre harmonique

Nous avons considéré, jusqu'a présent,
la fréquence de révolution de la particule éga-
le a la fréquence de l'onde RF.

Dans ces conditions, il existe, dans la
machine,un .seul bucket ou les particules peuvent
étre capturées. Si l'on veut créer plusieurs

“poches; il faut augmenter la fréquence de l'onde

RF, telle que -
fpp = frev ' (22)

RF

h est le nombre harmonigue

C'est un entier qui définit le nombre
de positions, réguliérement espacées dans la
machine, avec la phase stable @ , autour de la-
quelle pourront venir se grouper les particules.

Machines I AA PS «SPS
h 1 20 4620
Table 2

Remarque: tous les buckets ne sont pas forcément
remplis.

-16-



II- Emittance et acceptance longitudinales.

Ces termes ont déja été définis pour
le plan transversal dans un précédent cours.
(voir aussi bibliographie)

Jusqu'a présent nous avons considéré une
seule particule. Dans la réalité ce n'est évidem -
ment jamais le cas. Les machines classiques actuel-

les couvrent le domaine de 10" a particules.

Congsidérons le cas de la figure 3.
Si au lieu d'une seule particule nous en avons
plusieurs, chacune d'elles va osciller autour de
P, . Ellesdélimitent unk surface qui est:
l'émittance longitudinale. §&

La particule qui oscille avec le plus
grand déphasage autour de P, , détermine une surface:
l'accentance longitudinale. -

La figure 6 donne une image de ces notions.

AQAR‘AP,%FT
Surface = émittance ~dispersion en énergie
du paquet ou —
du bunch —_\\\\\\\
AN
///// \\\
s 4 /41 . >
- - '+
y
Surface =
acceptance ]
longitudinale ~—_| —-
du bucket longueur du paquet
<
Fig. 6

——

C'est la représentation d'un bucket stationnaire.
Il n'y a pas d'accélération.

-17-
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Lorsque des particules sont injectees
dans une machine ou la RF est établie, trois cas
peuvent se présenter:

a) d% <€ il y a des pertes de faisceau.

b) d% > €& o toutes les particules sont capturées

c) é%'>5> € 5 il y a trov de place et on peut
avoir des instabilités longitu-
dinales qui conduisent a une
augmentation de £ .

III- Tension, phase, fréguence RF.

Ce sont les trois paramétres qui carac-

térisent une cavité RF.
La tension et la phase influencent 1le

gain d'énergie var tour et déterminent 1'accep-

tance longitudinale.
La fréquence influence la position ra-

diale du faisceau et le nombre de buckets exis-

tant dans la machine.

IV- Quelgques relations.
Voir référence [q

dp Y5 &, & (23)
P R B

. yraf , yr&® (24)
P f R

-1 8-



8Byt oar |l N |e
B b/er P + [1 (—;‘-)} 5 (25)
4B . L S G m;) 4dr (26)
B f R

A partir de ces relations, nous pouvons consi-
dérer plusieurs cas.

IV-1 Ap = 0 énergie constante.

Cela correspond au cas ou la tension RF
est coupée. L'équation (23) indique que B et R
varient en sens opposé, (24) montre que R et f
varient aussi en sens opposé.

IV-2 AR = 0 rayon constant.

Durant l'accélération, on maintient le
faisceau sur une orbite constante.
(23) et (24) permettent de dire que B, p, [ varient
dans le méme sens.

IV-3 AB =0 le faisceau est groupé sur un palier

magnétique.

p et R varient dans le méme sens (23).

La variation de f va dépendre du signe du texrme
entre parenthtses (25) et (26).

Avant la transition ¥ < ¥, R et f varient
dans le méme sens.

Apres la transition ¥ —% , R et f varient en
sens oppo sé.

IV-4 Af = 0 Le faisceau est piloté par un
oscillateur externe.

p et R varient dans le méme sens (24).

-19-



Avant la transition, B et R varient en sens OpvOSsé.
Aprés la transition, ils varient dans le méme sens.

(26)

Résumons ces différents cas dans un tableau.

-20-

Faisceau Parametre Variations de
impo gé By, Ret £
dégroupé Ap =0 B/ R\, £
orbite fixe AR =0 8/ o/ £
palier AB =0 p/” RS 7 (9>0)
magnétique f\ (q<0)
oscillateur A
local extérieur|Af =0 B PN, RN (1>0)
p.1 R.A (1<0)
Table 3



ACCELERATION SYNCHRONE

I- Particule synchrone

On considere l'accélération de particules
[2 ] par un champ électrique alternatif dont la fré-
quence est en résonance avec la fréquence de révo-
lution.
Dans une cavité, on exprime le potentiel par:

v=/\;R sin & (%) (27)

F

On a vu que la particule synchrone est
celle qui arrive toujours avec la meme phase g
4 l'entrée de la cavité. Son équation du mouve-
ment satisfait a

g (t) =@, = constante

Dans un synchrotron, 1l'énergie de la par-
ticule synchrone varie durant l'accélération. Si
l'on veut garder cette particule accélérée tou-
jours sur la meme orbite (R = cte), il faut que
le champ magnétique B varie aussi avec le temps.
L'équation (2) exprimée pour um champ moyen s'écrit

p = e <B> R

Différentions
@.:e}z d<B>=eR<B>~
dt dt

Le gain d'énergie par tour, pour la par-
ticule synchrone s'obtient en passant des diffé-
rentielles aux accroissements finis.

-21=-



/ = ;
( Ap)tour ¢ R<B> Trev
Trev est la période de révolution
Trev -L-2l®
f i@ (o]
2 T er” & m :
(A p) _ e <:B:> = 2 e R ‘F B

tour /D’c /6 R

Différentions( (10)

A(EY) = A (phe?
2EAE=cz2pAp
AF =2 ap - mAS,
E mc®
L\E={r301.)p
(A E)tour=2TreRf>fs (28)

L'équation (27) appliquée & la particule synchrone
s'écrit: A
(A E)lyiyy = € Vgp sin &

d'ou la phase de la particule synchrone:

(A E)tour

sin ;zrs = — (29)
e VRF

Si (29) est satisfaite pour gs, elle 1l'est égale-

ment pour T - g . Mais une seule possibilité cor-

respond & un équilibre dynamique stable [voir (49)].
Etablissons la loi de variation de la fré-

quence RF en fonction du champ B.

-22=



Pour la particule sSynchrone 1l'équation (3)
s'écerit:

9

L. o_ e
W, 'E <B>

1l'équation (2):
D

e

B;: = <B> R

ff est le rayon de courbure des dipoles qui
permettent la déflexion.
R est le rayon de l'orbite circulaire du synchrotron.
D'aprés (22)
T P X
- h m m R

On explicite m & partir des équations (5) & (10)

E
2 - 3
c
 _ 2.2 L - y
Es = c°pg + E, Py = € B/
W, devient:
2
w, = 2 = (20)
R Bl+(E0 2
'cef)

Exercice: Dans le synchrotron 2 protons du CERN,
le champ magnétique croit de 2,4 T/s.
Le rayon de la trajectoire est R = 100m.
I1 y a 100 dipoles d'une longueur effec-
tive de 4,398 m.
Calculer l'accroissement d'énergie par
tour.
En déduire la tension RF minimum.

-23-



Solution

- Calcul du rayon de courbure.
Cent dipoles doivent donner une orbite fermée,
donc un angle total de 2T

o - 1004 4,398 _ ,

)A)
70 m

s

- Calcul de l'accroigsement d'énergie par tour.
D'aprés (28):

AE = 439,8 x 1,6 .10 2,100, 2,4
ANE =17 £J (femto Joule)
AR = 4’9,8 x 100 « 2’4

- Calcul de la tension FRF
D'apres (29)

/\
VHFnﬁn = 105,5 kV (pour sin g, = 1)

II- Particule non synchrone

II-1 Données initiales

L'indice s se rapporte & la particule
synchrone. Une autre particule est définie par
son écart avec la particule synchrone.

Fréquence de révolution f = fs-+ Af
Phase RF ¢=ﬂs+Aﬂ
Quantité de mouvement p =D+ Ap (31)
Energie E = Es + A E
Angle d'azimuth =6+ 4 &

Ce dernier paramétre est relié a la position

azimutale par
ds = R 48

N A



Sur un tour, l'angle & varie de 2 T
pendant que la phase RF varie de 2 M h donc

AP =-hat (32)

On mesure & dans le sens de propagation
de la particule. Le signe - provient du fait que
la particule, en retard sur la particule synchro-
ne ( 46<0), arrive plus tard dans le gap RF,
donc A@>0.

De plus, l'angle & s'exprime par

€
G = fu) dt (32)
tO

d'ou une petite variation de Aw :

Aw = L (06

dt
En utilisant (32):
Aw = -1 8 (ag)
h 4t
d(ag) =n(8L) . 44 _4a7,
dat dt dt dt

car par définition ﬂs = 0.

La variation de fréquence angulaire peut s'écrire

1 (34)
h 4t

.ALU = -

Cherchons & exprimer l'écart en quantité
de mouvement et en énergie.
Reprenons la définition (16) de 7 et exprimons A p

Ap =R sw - P (-1g)
P =5 . 2 7 hﬂ

-25-



Ap = —P_ g (35)
|7hu.‘s

Partons de 1'équation (10) et dérivons.la par
rapport a p

E? = pzcz+ Ef
g‘ﬁ: ——pcz:——-———mvczgv
dp E E
4B _ LE _ , . . g
dp Ap
| o E
—L"J—:RAP] (26)

II-2 Eguations du mouvement.
Nous avons vu que dans une cavité RF,
A
avec une différence de potentiel V = VRF sin £,
l'énergie d'une particule augmente de

N
(A E) = e Vpp sin @

tour

D'apres (36) la quantité de mouvement augmente

de: ( ) e -
Ap = — v sin g
tour w R RF
Divisons par la période de révolution T = ig ’

on obtient le taux d'accroissement moyen par

unité de temvos

. A
P - = _© i 2
(—AT ) -p—zn’RVPF n p 1)

tour
Pour la particule synchrone cette équation s'écrit

. A
— _ : =
2T R, p, = e Vpp sin g (28)

-26 =



Soustrayons (28) de (37)
A

2Tr(Rp-Rsps)=evRF (sin @ - sin
Développons le terme de gauche au premier ordre
Rp - R, p, = (R, +AR) (ps+Ap)-Rsps
-'RSAp+pSAR
dR

A_R =(ﬁ SL\D +

- - . dR
B Rs‘ﬁp v Ps (dp)sAp

Ps(a0); -

= R Ap + RsAp

Q'Q
+Ho
;ﬂa
g |

d rd ' 3 7’
Tt (Rsllp) par déf. d'une dérivée
_d AE ' :
=35 o ) d'apres (36)

Ainsi (79) peut s'édcrire

d (4AE, _ 1 - . s
—:E (_x,b_s) —?ﬁ_e VRF (51n¢ sin (Js)

[e 7

Le mouvement d'une particule quelconque
peut s'exprimer en termes de déviations par rap-
port & la particule synchrone, par le systéme
d'équations différentielles du premier ordre

ci-dessous (d'apres (35), (36), (40))
A
dc(itAp)= s:g: (sin @ - sin g )
dae  _ ? h wq Ap
at pS

-27-

g

(40)

(41)

(79)



Nous savons que W, = —= = &

Le systéme d'équations différentielles (41)
peut s'exprimer par

d(4an) = A (sin g - sin g )
at S
| (42)
ig_: B [_\’p
dt
A
eV ,
ou A =— TPF et B = - M (43)
2TTRS P R

IIT- Oscillationg de faibles amplitudes.

Exprimons 1'équation de phase en élimi-
nant A p dans le systéme d'équations différenti-
elles (42)

4 ‘\.1_ .dﬁJ- ‘1{' (sin g - sin @ ) =0 (44)
dt | B at| L S

Etudions le cas ou tous les paramétres
entre crochets varient trés lentement en fonction
du temps, comparés & la variable Af =0 - g_.

Si on les considére presque constants,

1'équation (44) peut s'écrire:

z
i
g, Qe (sin # - sin ﬁ}s) =0 (45)
date cos O
s
—— A N -
o O, --aB=¢8 e 7 B2 cos g (46)
2’71'}3s Rs

- B



On peut en faire une autre formulation avec

" Z
Aac e ) vs _ 1 ) c
2 N L z - A - Z
PgRg m4VsRg msvsRs ms Rg EsRs
L'équation (46) s'écrit
. e e -~ - ‘
2 2 eV h ¢*
Q. Q% ey, - STrR 7R
S = o g ym— cos @ (47)
s s

Pour les particules qui s'écartent trés
peu en position, ou en phase, de la particule
synchrone, 1'expression du sin & peut &tre déve-
lopré comme suit:

sin @ = sin (ﬂs +A@) = sin ps cos A@ + cos 8 sinag

Si A¢g trées petit, au premier ordre:
. -~ . ( A
sin @ = sin §_ + cos O Jo
au deuxiéme ordre:

a“g _ a*(ag)
att at=

L'équation (45) devien}{, sous ces conditions:

Z(A 2
d _(.d.t_g? + L2ag =0 (48)

Pour les faibles amplitudes, nous obtenons
1'équation d'une oscillation harmonique dont lls
est la fréquence angulaire.

La stabilité est obtenue & condition que

-fli soit réel, ce qui implique que le membre de
droite de (46) soit positif donc

7 cos p_ >0 (49)



Nous avons vu dans (29) que l'accéléra-
tion synchrone admet deux phases distinctes pq

et T - g4 La condition (49) impose donc a la

particule synchrone, les conditions suivantes:
Y <Y n o> O cos g >0 0L ¢ (jz
Er 7 s S 2

(50)
Y >,

-

I7<C' cos¢s<o %4;554]?

Avant la transition, la particule syn-
chrone stable traverse la cavité pendant la mon-
tée du champ accélérateur.

Aores la transition, cette particule
traverse la cavité pendant la descente du champ
accélérateur.

On remarque que ces deux cas donnent
toujours un sin ¢5;>O, qui correspond a une
accélération de la particule synchrone.
sin ﬂs < 0 correspond & une décélération,.

Y >Y, 1n9<0 cosf L0 T<p LIt
(51)
Y<¥, 7>0 cosf >0 Tegy < 2w

Tous ces cas sont résumés sur la figure 7.[Ref.§]

A l'énergie de transition 7._ﬁ,o et (zz.;,().
. s
Il n'y a plus, en premiére approximation de

stabilité de phase.
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Dans un synchrotron & protons, lorsque
les particules doivent traverser 1l'énergie de
transition, il faut que le systéme RF commute
sa phase trés rapidement de,ﬂs a m- ﬂs de fagon

4 maintenir la stabilité dynamique au-dessus de
la transition.

Dans le cas des machines & leptons,
synchrotrons ou accumulateurs, ou la vitesse des
particules est pratiquement égale & la vitesse
de la lumiere, on a

-

L'équation (47) se simplifie:

A

A
z - eV x,h ¢
_fls = RF P 2 cOs ﬂs (52)
2ITESRS

Le nombre d'oscillations synchrotroniques par

tour est donné par N
q - i . QSR
S &\5 c S
s\
Q_ = .ézi = = e Vqe #ph cos &
S “, 27 Eg

Remarque: Dans une telle machine, la fréquence
RF ne change pas.

L'équation (48) d'une oscillation harmo-

nique a pour solution:

Ag = L\A;zi sin (Lt + &)

En utilisant (42) :

@=BAP=
dt dt

-%2-
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A
d(a @) _ 4;@5__(15 cos(£2t + &,) =Bap
dt

~
Ap=Ap cos({lt + &)

ou AAp =Q3-A}
B

C'est un mouvement oscillatoire stable

autour de la phase ﬂs pour un A g petit et pour
n cos ¢, > o.

Ces oscillations harmoniques se tradui-
sent par des cercles dans un diagramme (A p, AQ)
(Voir fig.8) .

On dit que le mouvement est représenté
dans le“plan de phase longitudinaiﬁ les coordon-
nées en sont Ap, AP, mais on peut utiliser tout
autre variable proportionnelle.

B,
£ Aﬁz4

P
- N

‘ -

N
s

§o
g
&
i
g
&

Fig 8 Les cgeillations de faibles amplitudes sont

approximées par des cercles autour de la phase
stable (zﬁS: 150 °



OSCILLATIONS AVEC HaMILTONIEN

Nous allons utiliser le formalisme
hamiltonien pour illustrer:
- les limites des régions stables pour les oscil-
lations de grandes amplitudes.
- L'amortissement adiabatique pour les oscilla-
tions de faibles amplitudes.

Théoréme de Boltzmann-Ehrenfest:
Un oscillateur non dissipatif, dont les para-

meétres varient lentement, a ses variables canoni-
,yaques qui évoluent de telle sorte que 1l'intégrale
d'action I reste constante.

I = Jf‘p dq = cte

r
ou T est une période d'oscillation.

Puisque l'invariance n'existe wuae
pour des variables canoniques, il nous faut donc
établir ces dernidres. Si H(#,W,t) est 1'hamil-
tonien du mouvement, les variables canoniques
doivent respecter les conditions:

dt oW dt op

Introduisons la variable 'd'énergie”
W qui est la conjuguée canonique de la variable

de "position” g.
w=- 4EF (55)

/ .
Elle 2 les dimensions d'une“action'(énergle)<temps).



La relation (55) peut prendre plusieurs formes

W o= =2ﬂ4£==2WIgAp = CAp

(Vi
S 1‘ 1 T
(def.) (36) (def.)

AE
£

Les équations (43) s'écrivent alors:

aw ,
— = A C (sin - sin )
” @ g,
(56)
_d_g :——B—w
dt C

Elles peuvent étre dérivées de 1l'hamiltonien

H(g,w,t) = AC [cos}b - cosg, + (@ - ,Gfs)sinﬁsil By
2 C
Remplacons A, B, C par leurs valeurs (43)
A . N PR
H(Z,W,t) = eV _|cos@-cosf. +(P-g. )sin -7 % wEl (57)
RF > . > 4% R.p

A
Les paramétres By W @, p,» Ry et V.. peuvent *

varier avec le temps et par conséquent 1'hamil-
tonien sera fonction de t.

Cependant les variations seront, en général,
lentes par rapport aux mouvements synchrotroni-
ques sur quelques périodes d'oscillation.

Dans ce cas

dH 2H o 0

dt ot



] - Condition d'adiabaticité.

Pour caractériser ces évolutions
lentes des paramétres du mouvement vis & vis
de la période d'oscillation synchrotronique
on définit un coefficient d'adiabacité
qui doit eétre trés petit devant 1.

)

»
IV (58)

TN dt
S

Dans un synchrotron ou {,\RF et ﬂs
gont constants durant l'accélération, la
principale variation est celle de p. aAinsi
4 partir de (37) et de (46), la condition
+ << | peut s'écrire

M L

5 at Llg dp dt
1
N 1
e V,, sin ¢ tg ¢5 e (59)

2 T hypj/_&c

Cette condition est en général
vérifide, sauf aux environs de l'énergie
de transition ou 0 devient tres petit.

I{- Approche intuitive.
Les trajectoires, représentées dans
le plan de phase (fig.8), sont des contours

pour un hamiltonien constant (57).
Des familles de courbes sont repré-

sentées sur la figure 9 pour X)'o; ou 740 [_3]
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Les particules se déplacent le long
des trajectoires (en temps) suivant les fle-
ches.

Elles respectent les conditions

-0 3 _hgw, (€0)
st W 2TRo
X; = -g-g— = —%g—: e ‘/;"\r_ [Sin ¢ - 8in pﬁ] (61)

Dans chaque intervalle 27 , il y a deux points
fives ol £ = W = O

Le point fixe stable 4 # = . et W = O corres-
pond a la particule synchrone et se trouve
dans la région de stabilité (bucket) bornée
par une séparatrice.

Un point fixe instable se trouve a ¢ = T - g
et W = 0. Il correspond & une limite extréme
de la séparatrice.

Le cas ol g =T correspond a4 une accéléra-
tion nulle, p, = O; on a alors des "buckets
stationnaires".

La séparatrice joint les points instables
adjacents. La région intérieure correspond 2
des particules avec des oscillations stables,
la région extérieure correspond & des parti-s
cules avec des oscillations instables.

Il n'y a pas de communication entre le demi-
plan supérieur et le demi-plan inférieur du

plan de phase.

Pour le cas ol ¢S # T+ kT , on a une
accélération ou une décélération.

La séparatrice ne posséde plus qu'un seul
point instable fixe (fig.9 b etce ) et les
particules passent d'un demi-plan a l'autre en
dehors des régions de stabilité.



[!f- Limites des oscillations en phase.

Pour une particule a 1l'intérieur de
la région stable, les limites d'oscillations
en W sont données par W=0

L'équation (61) donne deux solutions

p = Ps
et ¢=Tr-¢5

La 2°®€ solution correspond au point fixe ing-
table.

La 1°T® golution, portée dans (57) donne la

valeur de l'hamiltonien pour la trajectoire
extréme W .
On peut en déduire:

A S A .
H(g,W) = —r_l_Lu“)i wlz -rl_?_(.li_‘ w + eV cos@-cos¢+(¢-b§)sin¢
4T R p, 4T R, P RF s 3

1

(62)

Les limites d'oscillations en @ sont
données par ﬁ = 0. Ce qui est identique a
W =0, d'apres (60).

En portant dans (57), on obtient la
valeur de 1l'hamiltonien pour la trajectoire
extréme ﬁ.

On peut écrire:

H (d,W) = e \,;RF[_cos;Z\) - cos §_+ (i) - f) sin /Q)J]

N . h LUs <
eV, [cos¢ - cosp, + (P-4;) slnjb_sl- S v
41 Rng

C'est une équation transcendantale.
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Toutefois deux cas spéciaux peuvent
étre analysés,

a) Bucket stationnaire g, =0 et 7 > 0

Portons W = 0 dans (62):

A A
- £L41523 WL=[eV cos f - 1}
47 R P, RF

5

g

A :
= - l eV sif@.
2 RF 2

On reconnait 1l'hamiltonien du pendule
classique ( voir ex. 7).
Les limites des oscillations sont:

_ A Y

+ : hp we WE

, = - 2 arc sin 7 s (632)
2 2 eVRF R.S 21

A

b) Petites oscillations avec bucket accéléra-
teur. NP ZL 0

L'expression entre crochets de (57)
devient:

[ ] ~ ——;-(Ayﬁ)l-cos%

Portons-la dans (62) avec la condition W = 0.

/)

N
pg=2%| 2 2 % Wl (64)
2w V _co
‘ RSIE © RF S ¢5

Nous remarquerons que pour les faibles
amplitudes (63) est équivalent & (64).

N
Le rapvort L est fondamental pour 1l'adaptation
AP

des paquets dans les buckets RF.



IV- Limites de la région stable.

Nous avons vu qu'une des limites de
la région de stabilité est donnée par

W=0 et g =T-4¢

En portant ces valeurs dans (62),
nous obtenons un extremum de W correspondant
a un point de la séparatrice.

-

). \ A
- h 7wy g evﬁ[cos(ﬂ'-ﬂs) - cosf + (T -2¢ )sing
R¢ s >

AT R.p
5% -
A - T
_ eV 4T R,p (T .
(W)sep = ﬂ; ; :Uss [2003 ¢s (m 2¢5)31n }255} (65)

L'autre limite de phase g, est donnée
en portant (65) dans (62) avec P =g, et W =0

cosf, - cosfl + (@, -¢, )sing = (T -28; )sing - 2cosp,

i cos @, + @, sin d= (T -9, ) sin g, - cos¢5lt (66)

On obtient une équation transcendangale

g, (g).

Etablissons 1'équation de la séparatrice.
Pour cela, multiplions chaque terme de 1l'équation
(45) par @ (t).
QL
[ LR 4 S . L ] _
pp o+ (f sin p - @ sin @ ) =0

cos &
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Une intégrale premiére s'obtient directement
L

1 é” - 272 (cos P +@ sing.) = cte (67)
2 cos P

Utilisons (60) et la définition de B (43)

BY e ﬁl;

LDt
BT*R, cos @,

(cos § + g sin g, ) = cte | (68)

Dans cette équation W(P), déterminons la cons-
tante 4 l1'aide d'un point appartenant & la 1li-
mite de stabilité.

W=0 et g =T- @, est un point limite.

(68) s'écrit aprés simplifications et mises en
facteur:

2 2 L - -
B w ‘O‘s [cos @ + cos ¢$+ (¢ -T+ ¢5)sin ¢S= 0

8TR*  cos o

(69)

£(2)

C'est 1'équation de la sgéparatrice W

V- Amortissement adiabatique.

Appliquons le théortme de Boltzmann,

Ehrenfest.
L'intégrale d'action I:

1=fwa¢ =§w-@dt=cte
_ at

Si 1'on considére de faibles amplitudes

et que l'on moyenne la quantité W = %%— sur une

période d'oscillations synchrotroniques, nous

pouvons écrire:

I~(w® ), 2 = (w ﬁ ) . 2T (70)

S
dt Q.

A



Portons (46) et (60) dans (70).
A -
Pour des oscillations sinusoidales w"= 2 WJ'

Faisons passer les termes constants sous le
radical, dans le membre de droite invariant.

~ -4
A V_R p cos g |4
W = cte e (71)

[ s

Les variations adiabatiques de la
phase sont obtenues de la m2me manieére.

}(ap dw=fA¢%.dt

(agw). 2T (72)
=%s

-
1]

Développons (61) pour les faibles amplitudes
et portons dans (72)

W=~e VRFA¢ cos @

17

5| = cte

A
Ast e V,cos §, 27T p R
7 B s

Conservons seulement legs termes variables

).
NS
£

YR

Aﬂ = cte ~ (73)




Durant l'accélération, P croit., Si
les autres termes restent constants, 1'excur-
. A
sion de phase A @ réduit proportionnellement

_1
3 (p)‘.

Ceci est appelé,a tort, 1l'amortisse-
ment adiabatique des oscillations de phase.

Remarque: Le produit W .4§b reste constant
durant l'accélération. Il n'y a pas
d'amortissement de la surface dans
l'espace des phases.

Le théoréme de Liouville est respecté.

VIi- Acceptance longitudinale.

Vi1 Valeurs extrémes sur l'axe des ordonnées.

Nous avons vu, dans le chapitre sur
les paramétres RF, que dans les diagrammes
caractérisant une acceptance ou une émittance
longitudinale, l'axe des ordonnées pouvait
avoir comme paramtétre l'énergie, la position
radiale ou 4°F |

P

Exprimons ces différents parameétres

en fonction de la phase

W

2T R Up d'aprés (55)

9 | =)

21 R (‘3_‘3)
3 p/max
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Utilisons la relation (65) (voir ex. 10)

ng = I‘l & Ver [2 cos @ - (- 2¢.) sin ¢J
P max /5 'T? hES ° B

Posons F(fF) = [2 cos # - (T - 2¢() sin ps]

-l 2V pg) (74)
max (.5 ~'Tr?hES

(é}_’
P

Etablissons les expressions équivalentes en
(ﬁL@) et(flg)

E R
La démonstration qui a conduit & 1l'équation
(28) nous permet de montrer que

4B _ At dp
ol

En passant aux accroissements finis

AE - /3’- Ap)
E/max ! p/max

|
i N
AE =+ B\ [—% YR w(g,) (35)
l ( E)max -/A\/’Tr?hEs ¢s
D'apres (15)

(éﬁ) = (ﬂp
R/max p/max

Donec:

,é\_R) =+ o\ /& Wepg ) | (76)
R/ max B ﬂ})hEs
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Vi-2 3Surface du Bucket

On montre (1] que la gurface d'un
Bucket quelconque est

26 B e \/_X_E_ (17)
2T fee ,2WhW]

g Eﬁ? [eV.s] =

Cette expression est donnée en
unités universelles (eV.s). Elles sont indé-

pendantes de la machine.
X (r) est une fonction qui carac-

térise un Bucket accélérateur. Elle est égale
a 1 lorsque le Bucket est stationnaire.

Exemple: Surface du Bucket AA sur l'orbite
d'injection.

h o= 1 E = 3,7.10 eV (3= 0,967
7 == 0,11 £ =1 846.10 Hz
A
eV =e.14 kV = 14.10° eV

B =0 donc x (r) =1

(ﬁ-: 11,6 eV.s

Nous verrons en exercice les autres unités

employées.

-4



VI:- Energie potentielle.

Le mouvement synchrotron est produit

par un champ de force G(P) qui suit la loi

P - q(p)
atv ¢

Ce champ peut etre dérivé d'un potentiel scalaire

G(g) = - PAY
20
Qar
u(g) = -jG(Q))de = - > (sing - sing, )ag
cos f
d'apres (45)
U(g) = > (cos B + @ sin g ) +cte (78)
cos ¢

La somme de l'énergie potentielle et
de 1'énergie cinétique est égale & 1l'énergie

totale qui est un invariant, donc une constante

1 5: + U(p) = U,

(79)
2

D'aprées (78), l'énergie potentielle
est .a somme d'une fonction sinusoidale et
d'une fonction linéaire.

La figure 11 représente la tension

RP ainsi que la fonction énergie potentielle.

- A"



=3

Fig.11

Remarques:

- Une oscillation synchrotronique ne
peut avoir lieu que si la particule reste dans
un puits de potentiel, ce qui implique que
l'énergie totale ne peut excéder une certaine
valeur correspondant & la ligne pointillée de
l'énergie potentielle de la figure 11. Sinon
la particule "descendra" le long de la courge

(fig.11).

- L'équation (79) montre que pour
les petites valeurs de A P =@ - @s, on re-
trouve 1l'équation (64). U(P) varie d'une ma-
niére quadratique pour les oscillations de fai-
bles amplitudes. On approxime la courbe par une
parabole pour les Af@ petits.
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Exercice 1

Démontrer la relation (13)

/p = O’Ble)l
GeV/c T m

Exercice 2
Compléter le tableau ci-dessous

Machines 2 E E E ¥ P B
hadrons (Ge%) (Geﬁ) (GeV) e (GeV/c) T.%%

Saturne 3
(Saclay)

PS (CERN) 86,6

Tevatron 10
(Fermilab)

aA (CERN) 3,5

Machines a

leptons
EF4 (CERN) 1,66

ESRF 6
(Grenoble)

LEP (CERN) 100

Exercice 3
A partir de 1l'équation (11), retrouver

1l'expression de 1'énergie cinétique pour une par-
ticule non relativiste.
Calculer 4 pour des électrons accélérés

sous une d.d.p. de 500 V.
A partir de quelle énergie sont-ils

relativistes?



Exercice 4

Fréquence RF.

a) Etablir 1'équation (30).
Ec
Fec
B ) 1
BC

b) En posant B, = montrer que

c) Comment varie la fréquence RF lorsque B << B,
et lorsque B>> B,?

d) Calculer la fréquence RF & l'énergie d'injec-

by

tion dans le PS (E; = 988 MeV) et & 1l'énergie

1}

d'éjection (Ee 26 GeV). On prendra h =20,

f =70 m et R = 100 m.

e) Quel est le temps mis par un proton pour
faire un tour machine a ces deux énergie ?

Exercice 5

Montrer que la vitesse normalisée

peut s'écrire:




Exercice 6

1) Calculer la fréquence des oscillations
synchrotroniques pour le AA (énergie fixe).
Méme question pour le PS entre l'injection et
l1'éjection.

T 1

| AR | PS i
[ injection  esection |
E (Gev) | 32,6 0,988 26
h o 20 20 f
g, (degré) 191 34 164G
v (kV) 14 200 200
R (m) 25 100 100
= 0,178 0,027 0,027 !

2) Montrer que la fréquence synchrotro-
nique passe par un extrgmum lorsque 1 'énergie

varie.

de 2{.

3) Tracer l'allure de la courbe:

0, = 0¥

Donner 1l'expression correspondante

pour le cas du PS.
Commenter le point de rebroussement.



Exercice 7

Etablir 1'hamiltonien du pendule simple.
Donner une représentation graphique dans
1l'espace de phase (p, & ).

Exercice 8

A partir de 1l'équation de la sévaratrice
(69), retrouver 1'expression (65) qui donne la va-
leur maximum de la variable énergie W.



Exercice 9

Loi d'amortissement adiabatique.
1) Exprimer (73) en fonctlon de 1° energle E,.
2) Donner 1°' expre831on de z)E etglp en fonc-
tion de E, , R, , Vi, 7,Ws, cos Py - R
3) Etablir 1'écart en position radiale o R.
4) Montrer que 1l'on peut déterminer la cons-
tante si des conditions initiales sur E
et 14 sont connues.
5) Appliquer au cas des machines & électrons
et montrer que
(A/;zﬁ) - ( ﬁ)é’/
¥

l'indice i étant pour initial.

A
(Ag:)

- e e e G - e ———vs — -

Exercice 10

Démontrer 1'équation (74)

/

1 ¢ Vi p(g,)
& "W?hEs

= 4

Exercice 11

On trouve dans la référence [ 1]
1l'expression de la surface d'un bucket en

radians

pd) = \/-fr'*( )\ " REI|
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Exercice 1

Peprenons la formule (2), donnée
en unités MKSA, ol p s'exprime en [kg m s‘ﬂ
ou en [J s m‘q ou encore [A s Vs m']

p = e B f

[A sV s m_1J= [e] [T] [m]
[e V s nr1] = [é] [T] [m]

p = = B [e V s mf‘]

[e]
Bf [e V s m"]

Multiplions par deux facteurs dont

o
i

le rapport est 1:

8

10”26 ev ~3.10 rns”1

e V c

D=Bf [eVsm'il

Simplifions les unités:

p =3B [3.10’1 9_9_‘_’}
C

p =0,3 B‘f
Gev (7] [ o]
c K
Exemple: B =1 T et P =100 m

0,3 x1 x 100 = 30 GeV / ¢

o
1

1,6 x 1079 x 1 x 100 = 1,6.10""7 kg ns !

o
]
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Exercice 3

- Expression de l'énergie cinétique:

Formule (11): Ec = E - Eo

si /3 =-% <1, on peut développer 1l'expression

entre parenthéses:

(1 + E)0 wq 4 png o 0mn-1)%
21

® o 00

- Calcul de/g pour U = 500 V.

= _ 2 _ 2 e U _ 2 e
m m C
(o) 0
d'Oﬁ p =X= 2eU
c V EO

o
ll

\/Z— = 0,044
1000

- Les électrons sont relativistes si

270 N 3
E =nm 02 = 0 = M = 1’2.106 eV
top” 0,435

A partir d'une énergie [E =2 Meﬂ, les électrons

peuvent etre congsidérés comme relativistes.



Exercice 4

a)

.|

Fréquence RP
Etablissons 1'équation (30)
2
u%w. - h ¢ B 3
R B2 +( Eo
e f c
On a vu (éq. 3 et 22)
w
w = N =2 B> -e £
S h m m R
=2, B =p%f+ B et p-=
C2
\/p2c2 + Eg e2B2;"‘2c2 + Eg
c2 02
2
E
_ c e B2F2 +( o)
c2 ce
c c
= ? = 2
32p2+ Eo\ )J B2+(E
ec fec
e f _ c f
= = 2 B = 5 ~3B
m R f) B2 + EQ. R
}’ec
2
W, =hec B
R 2 2
B *(Eb_)
fec

(30)



b) Posons B. = 20

On sait que W =21 far

L'équation (30) s'éecrit:

c) Variations de f

1) si B« B , f varie linéaire-
o RF 2
ment avec le champ magnétique car (3) @1.
B,
2) si BB, , for tend vers la
limite 2. S
2MR

d) Exemple du PS pour les protons (h = 20).

_ 938.10°

(o]
70x3x10°

eV - 0,0446 T

talcul du champ B & 1l'injection:

B = _P d'apres (1)



1 2
P = — VE - E d'aprés (10)
(o]

o
]
>
[e0}
o
|

2

B,

=0,3308

Fréquence & 1l'énergie d'injection:

. 8
.1
for = 2X3:10 (0,33 =3,1.10° &y
2 m 100
(fRF)inj = 3 MHz

Méme calcul pour la fréquence & 1'éjection:

p ¥ 26 GeV / ¢
B =~1,237 2 = 27,72
BO
h ¢ 20 x 3 108 6
feg ¥ — = : = 9,5.10° Hg
2T R 2 T 100
(farlgjec = 995 MHz

e) Temps mis par un proton pour un tour machine,

RF ) rev

T, o= . ~ 6,6 ws T = ~ 21 us
1 35.108 M €  9,5.10f Va



Exercice 5

Montrons la relation:

£ 5] V- ar

B
0
)
D'aprés (2) nous avons:
B f -P-nyv._n@c d'ol
e e e
ﬂ _BP e _BpPec _B fPec -1 B
m c 2 2 ¥ B
m, ¥ c ¥ m, ¢ 0
D'aprés (8) nous avons:
2 1 1 L

=1 - — d'ol — = t-A
2
& 5 Y
portons ce résultat dans 1'équation ci-dessus:

2

_1 B _ R
Foys, VT

ﬂ =(§) \/ L(B)Z

Exemple:

‘f =70 m

E 6
B, = —> = 938.10" eV _ 0,0446
-
fee  20x3.108
Avec E = 938 MeV B =1,48.10"2 o
d'ou B - 0,3308. On retrouve le résultat de
B

o) l'exercice 4.



Autre méthode.

ﬂ=l=wR=2ﬁ'TfrevR
c c c
ﬁ _ZTR fRF
c h
d'ol
f = h ¢
RF 2T R

Comparons avec l'expression de l'exercice 4.
On en déduit:

(3=(%0) 115




Exercice 6

1) Calcul de fréquences synchrotroniques.
La relation (47) s'decrit:

5 evm.?hcosﬁs c
ne = -
2 7T E 2
s R
s
a) Pour le AA
3.10° 7
W, = £ =3 =1,2.10" red/s
R 25
cos P = - 0,9816 5
p = - 0,11 = L2 - =(O’938) - 0,178
¥ P38
A
_()_2 _ VRF'?h cos ¢s UJ:;
s .
2T Eg (ev)
a2 - 14.10% x (-0,11) (1) (=0,9816)(; , 147)2
s 9
2 'Tr 3’6.10
N2 =9,62.10°
_()s = 3102 rad/s =2T f_
fs = 493’7 Hz
fs *~ 500 Hz
b) Pour le PS.
8
© 310" - 3.10% Lad/s
R 100



Posons: .fli,z f)g cos ps

S o
A
A 2 T.h 2
avec: _()_g = ¢ Vg b ¢ . ® ‘we cn
2 TE 2 2T g2 E
3 2
(2 = 200 x 107 (20) (5 05 7 L1109
2qr Eg Y
t ran- accélé
injection|sition| ration éjection
E, (GeV) 0,988 6 10 26
1
= e = A - -
0 i 0,8743 0 0,0182 0,0257
0 (raa/s)| 7,1.10% | o 3227 2380
¢s(degrés) 34 - 1 46 146
|cos ¢S| 0,829 - 0,829 0,829
VCOS ¢s 0,91 - 0,91 0,9
3

La fréquence synchrotronique diminue avant
la transition jusqu'a s'annuler. Puis elle croit
de nouveau,




2) La fréquence synchrotronique passe par un

AN
ext remum.

=<
1]
| =2

2

1]

5
—_——

'_.
et

|

IX

n
Q
je)
|
~
A\
—_——— (><
o | =
™
N
—
I
I—b
S
I
L
o
—_——~—~
[

= K _31__+0<_D]

bl

La fréquence synchrotronique passe par un

~ / o 7
extremum, car sa dérivée s'annule pour une

certaine valeur de y’.




3) Courbe L) = K(-—1— - iﬁ)
S ¥

Y3

10°. 0,
(rad/s)

¢4 -

3_

T e AL

XO Y‘t S~ —— - - e
Xe,xt

Les fréquences étant toujours positives, on
a un point de rebroussement lorsque ¥ = Xt

X fS 3 QS
(Hz) 107 (rad/s)
Y, = 0,988 1,05 10300 64,7
1 0,938
. = d | = 6,08 0 0
0,027
_ ‘, 3
Xext - o 027 = 1095 467 2,9
26
= = 27,7 345 2,1
Yes 0,938




Exercice 7

Pendule simple.

o -

mg
Energie potentielle:

U=mg1l (1 - cos &)

Energie cinétique:

E =-l m v2
¢ 2
v =dx - ddo) ., &
at dt
E =1 p 12 2
¢ 2
E =21 P_ZZ
¢ 2 m 1
L'hamiltonien H(®,p) s'écrit:
e 2
H(&,p) =E_+U=_2__ +2mgil sin®° Y
¢ 2 2
2 m 1

N\ I3 -
ou les variables canonigues:

5 = - EEE.= - mg 1l sin &
ot
&= ©°oH._ D

2P o 1°



Dérivons cette derniére équation:

o = P

m l2

Remplagons p par son expression pour trouver
l'equation différentielle du mouvement.

o+ L& siner =0

1
Puisque 48 O 1l'hamiltonien est un invariant,.
dt
p° 2 &
H(&,p) = +2mg 1l sin® = = constant
2 2
2 m1l

Trajectoires dans le plan de phase (p,®)
P A

NN
&

Remarque: Le lagrangien L(&,é) s'écrit:

L) =E -U="m1°6 -mgl (1 - cos &)

1
¢ 2



Exercice 8

A partir de 1'équation de la sépara-
trice (69), calculons la valeur maximum de W.

On doit l'obtenir pour ¢ = ¢s
(voir figures 8 et 9).

2
B2 32 _ -fls

8W2R§ cos¢s
Rappelons que B =_ 07 hwWs
Ry Py

[cos¢s + cos¢s +(¢s-ﬂ’+ps)sin¢s] =

2 J)?
A | ,
l.( h Ws ) Wl = 8 [200s¢s- (T -2p _)sing_
2 \2m R cos¢s i
A -
eVRFyhUJg [
2 W R .

On retrouve l'expression (65)

A

Ao \' T ( ; :

(w)sep =° Ver 4V RoP [:2COS¢S - (T -2¢S)81nps]
hp wg

0



Exercice 9

1) Exprimons (73) en fonction de 1l'énergie:

v
wszvs = S = 1 = C2
> =
p.R p_R 2 2 2
s's s''s mvsR i} Rs EsRs
A 1/4
Ag = cte 7
2 7
Es Rs oF cos¢s
A A
2) Exprimons A4E et Ap
N\
o . . N AE
On utilise la relation (55): W = o 2T
s
Portons dans (71)
2 4 1/4
N E_ RS V., cos §
AE = cte. W S S S
)
7
A N\
Nous avons vu que W=2TmT Ry Avp
A
A E_ Ve cos p_| /%
dp = cte . S

2
7 s

3) Exprimons l'écart/sn position radiale

A ——

Ap _ _R

p ot,,
A A E w A
Ap: AR =‘l_ S S AR




4) La constante peut etre déterminée par les
conditions initiales.

Ainsi 1'expression du 1) peut s'écrire:

T1/4

Pa
Lp, = cte 71
E, R 1A ¢ cosp_

ou l'indice i indique une situation initiale

donn€e. N N
Faisons le rapport (ap) / (Aﬂi)
E /4 A
A .
(A¢) = | —= jl (Api)
Es 71

En identifiant avec l'expression initiale,
on en déduit la valeur de la constante.

5) Exemple: Cas des machines a électrons.

go=Ts % -
Y, -t Y -Zs
EO

B

A
L'expression de (4 @) ci-dessus se réduit a:

1/4

~ (1)
(4p) = (a8,)
0 (5




Exercice 10

Démonstration de 1'équation (74).
D'aprés (55) W=2TmR_ Ap

Divisons par p et prenons la valeur maximum,

L'équation (65) donne:

A
eV.. 4TTR_D ,

(W) =2 i S S [2003{0 - (T-2¢ )sinp]
b wy S S S

Posons F(p_) = [2COS¢S - (W= 20 ) sin ¢s}

%
eVRF 4T\\Rsps

('A_E) 2 1 F(p)
P/nax 2T Rpg h 7LUS
A
_ o+ [® Ver 4T Rgpg F(@)
2.2 2
4R Pg By Wy
/‘\
e VRF : E
=t |- ( s ) F(p)
" yh Es Rsps\'us
Eomncf &
P m v v W R
PWR (wR)Z V2 ﬁz
N
Avp + e Ve
—_— =: 2 Fp) (74)



Exercice 11

1) L'expression de 1l'acceptance en

unité eV.s est conservée lorsqu'on change de
machine.
D'autres unite sont employées: le radian.

A

g?;’ _ 16 \/Xev
rad] = — . X (y) . 0 ° Yar 1.1
(] Var .r h E Ip] ( :

En comparant avec 1l'équation (77), on en déduit:

9%’[rad) i g-ﬂ’i“_"/——x” _ 2T e Wi
3L [ev.s] IS E B, A

- ch - he
/3 EO R R Eo
€ﬁ? _ h e gﬁ% -
(rad] = [ev. s] (11.2)
R Eo

On montre de la méme maniére que

| C(ﬂ/fﬂz] = h_cd_j_ ﬁ)fev.s] (11.3)

(2T r)? E

Cette valeur n'est utilisable que pour un fais-

ceau dégroupé.

2) Emittance longitudinale.
Sur un palier magnétique, la surface du paquet de
particules € est donnée par:

E[rad] = 3% f(?b)




> A
ol f(g) _ sin® (p / 2,255)

sin® (T/ 2,255)

>

avec f = A A f = longueur du paquet
2

(en radians)

Soit t 1la longueur temporelle du paquet,

LF = Wt = 2T £t
A
= T fo. t
d'ou
.Z(TYfW t)
A sin — ==
2,d
epad] = 16 ¥e Vo 2>
V2T h E Ipl 5,2 ( T )
2,255

En tenant compte de (11.2)

T fae t
.2 RF

sin? (35— )

(11.4)

3) Application pour un paquet d'anti-

protons sur l'orbite d'éjection du AA.

A
E = 3,6962 GeV e Ve = 14 keV R =25 m
t = 80 ns h =1 lyl = 0,11

fRF = 1846 kHz



v,

16 3,69.102.14.103(25)2 sin‘(

111846,103.80.10‘9)
E@V.s] -

2,255

\Vamr

8,2 _
0,11 (3.107) .z i
sSin ( 2,255

€ =0,49 eV.s

Appliquons la relation (11.2) pour trouver
l'émittance longitudinale en radians.

1 x 3 x 108 _3
E = 0,496 = 6,34.10 rad

6

25 x 93€.10

€ >~ 6 mrad

4) Calcul de cette émittance dans le PS
ol R =100m et h =6

8
€ =6 x3=x10" (496 =9,518.10"3 rag

100 x 938.10°

m
13

9 mrad
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