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LES CHAMPS EΦ LES FORCES

I- Champ magnétique constant.

Dans un champ magnétique B constant, une 
particule chargée e subit la force (Fig. 1 )

Dans le plan xOy, une particule, à énergie 
constante, décrit un cercle en équilibre entre la 
force magnétique centripète et la force centrifuge.

-1-

Sa direction est toujours perpendiculaire 
à la vitesse v de la particule. Ce type de force 
peut modifier la trajectoire de la particule,mais 
ne peut pas modifier sa vitesse, donc son énergie.

En posant la quantité de mouvement p^ = mv 
On en déduit

et la fréquence angulaire de révolution

By est la ’’rigidité du faisceau”.



L’analyse de l’équation (2) nous montre:

a) Pour une particule à énergie constante, si B 

augmente, p diminue. Cette particule est d’au

tant plus déviée que le champ magnétique est 

plus important.

b) Pour une particule dont l’énergie croît, le 
rayon de courbure augmente pour un B constant. 
Une particule est moins déviée lorsque son 
énergie augmente.

II- Champ électrique constant.

Ja direction est toujours parallèle au 
champ électrique. Ce type de force peut modifier 
la trajectoire de la particule mais aussi sa vitesse 
donc son énergie.

On peut l’utiliser pour accélérer ou 
décélérer des particules.

Le champ électrique, dérivant d’un potentiel, 
est produit à partir d'une tension sinusoïdale appli
quée dans une ou plusieurs cavités où passent les 
particules.

On verra plus loin, l’intérêt d'une forme 
sinusoïdale.

Ce type de forces est utilisé aussi bien 
dans les cavités RF des machines circulaires que 
dans les sections HF des accélérateurs linéaires.

On l’utilise aussi pour le refroidissement 
stochastique des faisceaux. (Va cours suivant)

z —>
Dans un champ électrique E, une particule 

chargée subit une force

_ 2 _



III- Champ magnétique variable.

Ce type d'accélération est mis en application 

dans le Bétatron.
Avec un potentiel scalaire nul et une seule 

composante du potentiel vecteur Aλ , différente de 
zéro, à cause des symétries du champ, on obtient 
l'accélération par l'équation de Newton-Lorentz:

IV- Rappels de quelques relations relativistes.

IV-1 Définitions et symboles utilisés.

Selon les équations de Maxwell, un champ 
B variable produit un champ E
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IV-2 Relations relativistes.

a) Quantité de mouvement

Des équations (7) et (9) on déduit:
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Divisons par E ,

P 2.)

particule non relativiste

particule relativiste

particule ultra-relativiste

IV-J Unités
Bien que toutes les relations données 

s’appliquent avec les unités SI ou MKSA, les 
physiciens de dynamique de particules utilisent 
l’électron-volt comme unité d’énergie (ou ses 
multiples), compte-tenu du fait que les valeurs 
mises en jeu sont infimes.

Les équations (5) et (9) permettent de 
donner le tableau d’unités suivant:

Table 1

paramètres Unités

Energie

Masse

Quantité de 
mo uv em ent

eV

eV ∕ ci

eV / c

Exemple pour la rigidité:
D’après (2) la rigidité s’exprime par
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V- Notion d'énergie de transition.

T = période de révolution
C = longueur de la circonférence
v = vitesse de la particule
f = fréquence de révolution

Si la vitesse s’accroît plus vite que la

longueur, la fréquence de révolution augmente.
Si la vitesse s’accroît moins vite que la longueur,
la fréquence de révolution diminue.

Pour un synchrotron donné, on fait la
différence entre basse et haute énergie.

A haute énergie, la vitesse est proche de
celle de la lumière et elle ne varie pratiquement
plus.

A basse énergie, l’accroissement de vitesse
est plus important que la variation de trajectoire.

Il y a donc une énergie intermédiaire pour
laquelle la variation de vitesse est compensée par  
la variation de trajectoire.

C’est l’énergie de transition.  

a ce niveau-là, une variation d’énergie ne modifie
pas la fréquence.

-6-

V-1 Approche intuitive

L’augmentation d’énergie a deux effets
cont radietoires :

- une augmentation de vitesse
- une augmentation de longueur de tra-

j ectoire

Suivant l’amplitude de variation de ces
deux paramètres, la fréquence de révolution évolue
différemment.

La fréquence angulaire d'une particule
dans un synchroton s'écrit:



V-2 Approche quantitative.

Rappelons quelques définitions concernant
deux paramètres:

c) Champ magnétique moyen le long de l’orbite
fermée.

En différentiant l’équation (2) appliquée à une 
particule qui parcourt une orbite fermée de rayon R 
et de champ moyen <B>

-7-
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L’équation (15) nous donne l’expression de
C

On obtient l’expression de en différentiant (9)
écrite sous la forme &

Différentions l’équation (14)

d ’ap rè s (15)

En appliquant la définition de



Pour une machine donnée, ∙χ est unP 
paramètre fixe.

Pour un accélérateur de particule, Y est 
un paramètre variable.

La formule (19), nous indique que la 
dispersion des fréquences angulaires est nulle pour

est l’énergie pour laquelle la variation de 
vitesse est compensée par la variation de trajectoire.

C’est l’énergie de transition

lorsque V est grand (hautes énergies)

lo rsque Y est petit (basses énergi es)

Rema rq ues :
1 ) Dans plusieurs accélérateurs circulaires, 

les particules passent par l’énergie de transition 
Ex.

PS SPS LHC

* P 0,027 0,001 86 0,00039

E (GeV) 5,r7 21 ,7 47,5

2) Dans les accumulateurs, les particules

restent au-dessus ou au-dessous de cette énergie.

Ex. dans la machine AA: √p =0,175

Eu =2,2 GeV tr
pour une énergie de 3,6 GeV des antiprotons accu
mulés.

3) Dans les accélérateurs linéaires,
est toujours positif.

-9-



Considérons une particule Po tournant
dans un synchrotron à une énergie inférieure à
l’énergie de transition (∣^ >>0).

A chaque tour, elle traverse une cavité
RF (Radio Fréquence), alimentée par une tension
sinusoïdale

Si la fréquence de révolution de Po est
égale à la fréquence de l’onde RF, et si Po
arrive à l’instant t = 0 (phase nulle), cette
particule n’est ni accélérée, ni décélérée.

On appelle PQ particule synchrone.

Considérons maintenant une autre parti
cule P4 qui entre dans la cavité avec la phase

j0r , mais avec la même énergie que Po , c’est-à-
dire la même vitesse (Fig.2)

Cette particule va subir l’effet d’une
t ension

V sin 8.rn 4
donc l’effet d’un champ accélérateur E.
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∑n gardant l’hypothèse η >0, considérons
les deux cas suivants:

a) O<τJ¾<TΓ P. est en retard sur P mais 4 4 O

subit un champ accélérateur, 
donc un gain d’énergie. Elle
va plus vite et sa période de 
révolution diminue. Elle se rap
proche de P_ au tour suivant.

b ) - IT < <0 P est en avance sur Po mais
subit un champ décélérateur, 
donc une perte d’énergie. Elle 
ralentit et sa période de révo
lution augmente. Elle se rappro
che de P^ au tour suivant. o

Dans le premier cas, P se rapproche de P 
jusqu’au moment où elle est en coïncidence avec 
Pc ; alors elle a une énergie supérieure, c’est 
à-dire une vitesse supérieure; ainsi au tour sui
vant elle se retrouvera avec une phase jβrj négative.

A chaque tour, son retard sur Pc s’accroît, 
sa phase négative s’amplifie jusqu’au moment où 
sa vitesse égale celle de Pp .

Alors P. se retrouve dans le cas b).
Elle a la même énergie (même vitesse) que Po mais 
est en avance. Subissant un champ décélérateur, 
elle va se rapprocher de Po .

On pressent ainsi un phénomène oscillatoire.

Autour de la particule synchrone Pc , à énergie 
constante (⅛ =0), la particule P-j va osciller. 
Ce phénomène est nommé:

oscillations synchrotroniques

-11-



Ces oscillations ont une fréquence infé
rieure à la fréquence de révolution f = 1/T rev ' x rev

Nous venons de voir que P oscille par rapport à 
Po à la fois en position et en énergie.
l’énergie moyenne de P est donc l’énergie cons
tante de PG .

Ce phénomène oscillatoire est illustré sur

L’axe horizontal peut être gradué en unité de 
temps, d’angle (0 = cüRPt ), ou de longueur (po
sition longitudinale).
L’axe vertical peut être gradué en unité d’éner
gie, de longueur (écart en position radiale), 
d’écart en quantité de mouvement ou d’écart 
relatif en quantité de mouvement.

Remarques
1 ) Une attention particulière doit être portée 

à ces unités. Nous avons vu au paragraphe IV-5 
que les énergies s’exprimaient en eV dans le 
domaine de la physique des accélérateurs.

2 ) La coordonnée Δ R est utilisée pour autant 
que le diagramme ne soit pas considéré dans 
une zone où 4p= 0. Selon la définition (15), 
4 R = 0 quel que soit .

-1 2-



7∏- i rincipe de lu stabilité de ch->se

Dans le paragraphe VI, nous avons consi
déré une particule Po avec une phase d’arrivée 
dans la cavité J0*o =0.

Observons maintenant une particule P1 
qui arrive avec une phase non nulle (Fig. 4)

Elle reçoit un gain d’énergie
Û E = e Vtm sin K m a

Sa vitesse va s’accroître. Dans l’hypothèse ÿ .> 0 
(au-dessous de la transition), le trajet s'accroît 
aussi, le temps de révolution diminue et la fré
quence augmente.

Considérons le cas où cette augmentation 
est telle qu’au prochain passage, cette même par
ticule se présente toujours avec une phase %λ .

Alors P. est la particule synchrone et 
A

sa phase ¾ “ ×¾

-13-



Une particule P2 , de même énergie que P , 
mais en avance sur Pyl , reçoit un gain d’énergie 
plus faible (dE<0), son temps de révolution aug
mente (T + dT ).

Pt se rapproche de P1 ; lorsque sa phase 
sera égale à celle de P1 , son énergie sera plus 
faible. Alors Pi sera en P, et recevra un gain 
d’énergie plus grand que P4 .

Le cycle d’oscillations décrit dans le
paragraphe précédent va se reproduire.

Là symétrie par rapport à l'axe vertical 
(Fig.3) disparaît, si l’on représente ces oscilla
tions sur un diagramme.

Les variations de phase de P1 par rapport 
à & ne produisent pas le même gain d’énergie au 
sommet et au centre de la sinusoïde (Fig.5)

Sur la figure 4, une particule P3 , en 
retard sur P. , peut avoir un gain d’énergie 
supérieur à P1 (∆E-≥0) seulement si sa phase#
est comprise entre Qre < 0r < îF - ¾ □ *
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Si la phase de P3 devient supérieure 
à îT - >¾ , alors le gain d’énergie n’est pas 
suffisant pour se rapprocher de P1 et la parti* 
ticule s’en éloigne.

( -TΓ - ) est le début de la phase instable.

Pour la particule P1 , la valeur extrême 
dépend du gain d’énergie obtenu entre TT - -Θr et 
& , donc de ¾ .

Il existe une limite au-dessous de la
quelle les particules oscillent en phase (ou en 
énergie) autour de P et au-dessus de laquelle 
elles sont perdues.

La ligne séparatrice entre la phase stable 

et la phase instable détermine ce que l’on nomme 

un poisson ou un bucket.

Pemarque: lorque nous sommes au-dessus de la 
transition ( rf <ζ 0 ), le même raison
nement s’applique.

-15-



PARAMETRES R F

I- Nombre harmonique

Nous avons considéré, jusqu'à présent, 
la fréquence de révolution de la particule éga
le à la fréquence de l’onde RF.

Dans ces conditions, il existe, dans la 
machine,un seul bucket où les particules peuvent 
être capturées. Si l’on veut créer plusieurs 
pochesf il faut augmenter la fréquence de l’onde

-16-

RF, telle que

h est le nombre harmonique

C’est un entier qui définit le nombre 
de positions, régulièrement espacées dans la 
machine, avec la phase stable βs , autour de la
quelle pourront venir se grouper les particules.

Machines AA PS *SPS

h

Table 2

20 46 20

Remarque: tous les buckets ne sont pas forcément 
remplis.



II- Emittance et acceptance longitudinales.

Ces termes ont déjà été définis pour 
le plan transversal dans un précédent cours, 
(voir aussi bibliographie)

Jusqu’à présent nous avons considéré une 
seule particule. Pans la réalité ce n’est évidem
ment jamais le cas. Les machines classiques actuel-

6 13les couvrent le domaine de 10 à 10 particules.

Considérons le cas de la figure J.
Si au lieu d’une seule particule nous en avons 
plusieurs, chacune d’elles va osciller autour de 
P_ . Elles délimit ent un∙e surface qui est:

1'émittance longitudinale. &

La particule qui oscille avec le plus
grand déphasage autour de Po , détermine une surface:

longitudinale.1’acceptance

C’est la représentation d’un bucket stationnaire.
Il n'y a pas d'accélération.

-17-

La figure 6 donne une image de ces notions.



Lorsque des particules sont injectées 
dans une machine où la RF est établie, trois cas 
peuvent se présenter:

augmentation de € .

III- Tension, phase, fréquence RF.

Ce sont les trois paramètres qui carac
térisent une cavité RF.

La tension et la phase influencent le 
gain d’énergie par tour et déterminent l’accep
tance longitudinale.

La fréquence influence la position ra
diale du faisceau et le nombre de buckets exis
tant dans la machine.

-1 8-

-→ il y a des pertes de faisceau.

—> toutes les particules sont capturées

→ il y a trop de place et on peut 
avoir des instabilités longitu
dinales qui conduisent à une



A partir de ces relations, nous pouvons consi
dérer plusieurs cas.

IV-1 ∆p = Q énergie constante.

Cela correspond au cas où la tension RF 
est coupée. L’équation (27) indique que B et R 
varient en sens opposé, (24) montre que R et F 
varient aussi en sens opposé.

IV-2 ΔR = O rayon constant.

Durant l’accélération, on maintient le 
faisceau sur une orbite constante.
(27) et (24) permettent de dire que B, p, p varient 
dans le même sens.

IV-7 AB =0 le faisceau est groupé sur un palier 
magnétiq ue.

p et R varient dans le même sens (2j).
La variation de f va dépendre du signe du t⅜rme 
entre parenthèses (25) et (26).
Avant la transition T* ≤ ,R et f varient 
dans le même sens.
Après la transition ⅛ 2X>Sζr > R θt f varient en 
sens opposé.

IV-4 ∆f = 0 Le faisceau est piloté par un 
oscillateur externe.

p et R varient dans le même sens (24).

-1 9-



Avant la transition, B et R varient en sens opnosé. 
Après la transition, ils varient dans le même sens. 
(26)

Résumons ces différents cas dans un tableau.

Faisceau Paramèt re 
impo sé

Variations de
B, R et f

dégroupé Δ p = 0 B S R\ f

orbite fixe A R = 0 b/ p Z f X*

palier 
magnétique

Δ B ≈ 0 p∕ R ×* f ×, (9>0)
f (7<O)

oscillât eur
local extérieur (J f = 0 B z* R\ (7>0)

R/ (9<0)

Table 3

-20-



ACCELERATION SYNCHRONE

I- Particule synchrone

On a vu que la particule synchrone est 
celle qui arrive toujours avec la même phase J3r5 
à l’entrée de la cavité. Son équation du mouve
ment satisfait à

Of (t) = .0r3 = constante

Dans un synchrotron, l’énergie de la par
ticule synchrone varie durant l'accélération. Si 
l'on veut garder cette particule accélérée tou
jours sur la même orbite (R = cte), il faut que 
le champ magnétique B varie aussi avec le temps. 
L'équation (2) exprimée pour un champ moyen s'écrit

Le gain d’énergie par tour, pour la par
ticule synchrone s'obtient en passant des diffé
rentielles aux accroissements finis.

-21-

On considère l'accélération de particules 
[2 ] par un champ électrique alternatif dont la fré
quence est en résonance avec la fréquence de révo
lution.
Dans une cavité, on exprime le potentiel par:

Différent ions



d’où la phage de la particule synchrone:

Si (29) est satisfaite pour 0 , elle l'est égale- 
ment pour ,7Γ - 0 Mais une seule possibilité cor
respond à tin équilibre dynamique stable [voir (49)].

Etablissons la loi de variation de la fré
quence RF en fonction du champ B.

-22-

L’équation (27) appliquée à la particule synchrone 
s'écrit :

^rev es^t la Pθriode de révolution



Pour la particule synchrone l’équation (3) 
s'écrit :

1 ’équation (2 ) : 

f est le rayon de courbure des dipoles qui 
permettent la déflexion.
R est le rayon de l’orbite circulaire du synchrotron. 

D’après (22)

On explicite m à partir des équations (5) à (10)

Exercice: Dans le synchrotron à protons du CERN,
le champ magnétique croît de 2,4 T/s.
Le rayon de la trajectoire est R = 100m. 
Il y a 100 dipoles d’une longueur effec
tive de 4,398 m.
Calculer l’accroissement d’énergie par 
tour.
En déduire la tension RF minimum.

-23-



So lut io∏
- Calcul du rayon de courbure.

Cent dipoles doivent donner une orbite fermée, 
donc un angle total de 2 TT

- Calcul de l’accroissement d’énergie par tour. 
D’après (28):

II- Particule non synchrone 

11—1 Données initiales

L’indice s se rapporte à la particule 
synchrone. Une autre particule est définie par 
son écart avec la particule synchrone.

Fréquence de révolution

Phase RF

Quantité de mouvement

Energie

Angle d’azimuth

Ce dernier paramètre est relié à la position
azimutale par 

ds = R d^
-24-

- Calcul de la tension PF 
D’après (29)



Sur un tour, l'angle &' varie de 2 rr 
pendant que la phase RF varie de 2 lΓ h donc

( 12)

On mesure θ" dans le sens de propagation 
de la particule. Le signe - provient du fait que 
la particule, en retard sur la particule synchro
ne ( 4 < O ), arrive plus tard dans le gap RF,
donc Δ / > 0.

De plus, l’angle <9' s’exprime par

Cherchons à exprimer l’écart en quantité
de mouvement et en énergie.
Reprenons la définition (16) de rj et exprimons Δ p

-25-

car par définition J3 =0. S
La variation de fréquence angulaire peut s’écrire



Partons de l’équation (10) et dérivons-la par 
rapport à p

II-2 Equations du mouvement.

Nous avons vu que dans une cavité RF, 
avec une différence de potentiel V = Vnτ, sin jgT, 
l’énergie d’une particule augmente de

D’après (% ) la quantité de mouvement augmente 

on obtient le taux d’accroissement moyen par 
unité de temps

Pour la particule synchrone cette équation s’écrit

-26-

Divisons par la période de révolution



Le mouvement d'une particule quelconque 
peut s’exprimer en termes de déviations par rap
port à la particule synchrone, par le système 
d'équations différentielles du premier ordre 
ci-dessous (d'après (75), (%), (40))

-27-

Soustrayons (J8) de (77)

Développons le terme de gauche au premier ordre



Le système d’équations différentielles (44) 
peut s'exprimer par

III- Oscillations de faibles amplitudes.

Exprimons l'équation de phase en élimi
nant dp dans le système d'équations différenti
elles (42)

Etudions le cas où tous les paramètres 
entre crochets varient très lentement en fonction 
du temps, comparés à la variable l\ 0 = JÔ - β .S

Si on les considère presque constants, 
l'équation (4^) peut s’écrire:

-2 8-



On peut en faire une autre formulation avec

L'équation (46) s’écrit

Pour les particules qui s’écartent très 
peu en position, ou en phase, de la particule 
synchrone, l’expression du sin 0 peut être déve
loppé comme suit:

Pour les faibles amplitudes, nous obtenons 
l'équation d'une oscillation harmonique dont -Ω-s 
est la fréquence angulaire.

La stabilité est obtenue à condition que 
-Cl5 soit réel, ce qui implique que le membre de 

droite de (46) soit positif donc

"29“

Si Δ $ très petit, au premier ordre:

L’équation (45) devient, sous ces conditions:



Nous avons vu dans (29) que l’accéléra
tion synchrone admet deux phases distinct es 0 

et TT - 0, La condition (49) impose donc à la O 
particule synchrone, les conditions suivantes:

Avant la transition, la particule syn
chrone stable traverse la cavité pendant la mon
tée du champ accélérateur.

Acres la transition, cette particule 
traverse la cavité pendant la descente du champ 
accélérat eur.

On remarque que ces deux cas donnent 
toujours un sin 0s>O, qui correspond à une 
accélération de la particule synchrone, 
sin < 0 correspond à une décélération.

Tous ces cas sont résumés sur la figure 7.^Ref.jJ

Il n’y a plus, en première approximation de 
stabilité de phase.

-50-

A l’énergie de transition



Fig. JZ Phasing of moving and stationary buckets relative to RF voltage

-71”



Le nombre d’oscillations synchrotroniques par

Remarque: Dans une telle machine, la fréquence 
RF ne change pas.

L’équation (48) d’une oscillation harmo
nique a pour solution:

-32-

Dans un synchrotron à protons, lorsque 
les particules doivent traverser l'énergie de 
transition, il faut que le système RF commute 
sa phase très rapidement de β à TT - y0 de façon s s
à maintenir la stabilité dynamique au-dessus de 
la transition.

Dans le cas des machines à leptons, 
synchrotrons ou accumulateurs, où la vitesse des 
particules est pratiquement égale à la vitesse 
de la lumière, on a

En utilisant (42.) :

L'équation (47) se simplifie:



C’est un mouvement oscillatoire stable 
autour àe la phase 0 pour un a 0 petit et pour 

Yj co s φ s > 0 .

Ces oscillations harmoniques se tradui
sent par des cercles dans un diagramme (A p, A0) 
(Voir fig.8) .

On dit que le mouvement est représenté 
u udans le plan de phase longitudinal; les coordon

nées en sont Ap, A0, mais on peut utiliser tout 
autre variable proportionnelle.

-Fig 3 Les oscillations de faibles amplitudes sont 
approximées par des cercles autour de la phase 
stable (/)$= 150 o



oscillations avec Hamiltonien

Nous allons utiliser le formalisme 
hamiltonien pour illustrer:
- les limites des régions stables pour les oscil

lations de grandes amplitudes.
- L’amortissement adiabatique pour les oscilla

tions de faibles amplitudes.

Théorème de Boltzmann-Ehrenfest :
Un oscillateur non dissipatif, dont les para

mètres varient lentement, a ses variables canoni
ques qui évoluent de telle sorte que l'intégrale 
d'action I reste constante.

-T4-

où. T est une période d’oscillation.

Puisque l'invariance n’existe uie 
pour des variables canoniques, il nous faut donc 
établir ces dernières. Si H(j?T,W,t) est l'hamil
tonien du mouvement, les variables canoniques 
doivent respecter les conditions:

Introduisons la variable d'énergie*

W qui est la conjuguée canonique de la variable 

de lpositionz, β∙

Elle a les dimensions d'une"action'(énergie x temps).



La relation (55) peut prendre plusieurs formes

Elles peuvent être dérivées de l’hamiltonien

Remplaçons A, B, C par leurs valeurs (43)

Les paramètres γ9 *⅛, 05 , ps , Rs et peuvent t 
varier avec le temps et par conséquent- l’hamil
tonien sera fonction de t.

Cependant les variations seront, en général, 
lentes par rapport aux mouvements synchrot Toni
ques sur quelques périodes d’oscillation.

Dans ce cas

-75-

Les équations (43) s’écrivent alors:



I - Condition d'adiabaticité.

Pour caractériser ces évolutions
lentes des paramètres du mouvement vis à vis
de la période d’oscillation synchrotronique,
on définit un coefficient d’adiabacité X
qui doit être très petit devant 1.

Dans un synchrotron où VR_ et
sont constants durant l’accélération, la
principale variation est celle de p. Ainsi
à partir de ( J7 ) et de (46), la condition
o< << 1 peut s’écrire

Cette condition est en général
vérifiée, sauf aux environs de l’énergie
de transition où y devient très petit.  

∏ “ Approche Intuitive.

Les trajectoires, représentées dans
le plan de phase (fig.8), sont des contours
pour un hamiltonien constant (57).

Des familles de courbes sont repré

-J6-

sentées sur la figure 9 pour





-78-

Les particules se déplacent le long 
des trajectoires (en temps) suivant les flè
ches.

Elles respectent les conditions

Dans chaque intervalle 21Γ , il y a deux points 
fixes où 0 = W - 0

Le point fixe stable à 0 = 0s et ï = 0 corres
pond à la particule synchrone et se trouve 
dans la région de stabilité (bucket) bornée 
par une séparatrice.

Un point fixe instable se trouve à 0 = TT - βs 
et W = 0. Il correspond à une limite extrême 
de la séparatrice.

Le cas où Xs = R correspond à une accéléra
tion nulle, ps =0; on a alors des ’’buckets 
stat ionnaires”.

La séparatrice joint les points instables 
adjacents. La région intérieure correspond à 
des particules avec des oscillations stables, 
la région extérieure correspond à des parti-» 
cules avec des oscillations instables.

Il n’y a pas de communication entre le demi- 
plan supérieur et le demi-plan inférieur du 
plan de phase.

Pour le cas où 0$ f *ÎT + k ,ona une 
accélération ou une décélération.

La séparatrice ne possède plus qu’un seul 
point instable fixe (fig.9 b etc ) et les 
particules passent d’un demi-plan à l’autre en 
dehors des régions de stabilité.



[’£- Limites des oscillations en phase.

Pour une particule à l’intérieur de 
la région stable, les limites d’oscillations √ 
en W sont données par W = 0

C'est une équation transcendantale.

→9-

L’équation (61) donne deux solutions

∈T∏ θLa 2 solution correspond au point fixe ins
table.

θ y* θ
La 1 solution, portée dans (57) donne la 
valeur de l’hamiltonien pour la trajectoire 
extrême W .
On peut en déduire:

Les limites d’oscillations en 0 sont 
données par p = 0. Ce qui est identique à 
W = 0 , d ’ ap rè s (60).

En portant dans (5,7)> on obtient la 
valeur de l’hamiltonien pour la trajectoire 
extrême 0.
On peut écrire:



Toutefois deux cas spéciaux peuvent 
être analysés.

a Bucket stationnaire ¾=0 et q > 0 

Portons W = 0 dans (62):

On reconnaît l’hamiltonien du pendule 
classique ( voir ex. 7).

Les limites des oscillations sont:

L’expression entre crochets de (57) 
devient :

Portons-la dans (62) avec la condition W = 0.

Nous remarquerons que pour les faibles 
amplitudes (67) est équivalent à (64).

TJ
Le rapport ---- est fondamental pour l’adaptation

des paquets dans les buckets RF.

-40"



IV- Limites de la région stable.

Nous avons vu qu'une des limites de 
la région de stabilité est donnée par

En portant ces valeurs dans (62), 
nous obtenons un extremum de W correspondant 
à un point de la séparatrice.

L’autre limite de phase est donnée 
en portant (65) dans (62) avec z0 = et V = 0

On obtient une équation transcendantale 
s4 (&)•

Etablissons l’équation de la séparatrice. 
Pour cela, multiplions chaque terme de l’équation 
(45) par 0 (t).

-41-



Une intégrale première s’obtient directement

Utilisons (60) et la définition de B (43)

Dans cette équation W(p), déterminons la cons
tante à l’aide d’un point appartenant à la li
mite de stabilité.
W = 0 et fiλ = TΓ - 0s est un point limite.
(68) s’écrit après simplifications et mises en 
fact eur:

C’est l’équation de la sé-paratrice W = f(j2θ

V- Amortissement adiabatique.

Appliquons le théorème de Boltzmann» 
Ehrenf est.
L’intégrale d’action I:

-42-

Si l’on considère de faibles amplitudes 
et que l’on moyenne la quantité W = sur une 

dt 
période d’oscillations synchrotroniques, nous 
pouvons écrire:



Portons (46) et (60) dans (70).
Pour des oscillations sinusoïdales

Faisons passer les termes constants sous le 
radical, dans le membre de droite invariant.

Les variations adiabatiques de la 
phase sont obtenues de la même manière.

Développons (61) pour les faibles amplitudes 
et portons dans (72)

Conservons seulement les termes variables

-43-



Durant l’accélération, p croît. Si s 
les autres termes restent constants, l’excur
sion de phase â 0 réduit proportionnellement 
à (p)'c.

Ceci est appelé, à tort, 1 ’ amo rt i s s e- 
ment adiabatique des oscillations de phase.

Remarque: Le produit W . Δ0 reste constant 
durant l’accélération. Il n’y a pas 
d’amortissement de la surface dans 
l’espace des phases.
Le théorème de Liouville est respecté.

VI- Acceptance longitudinale.

VI-1 Valeurs extrêmes sur l’axe des ordonnées.

Nous avons vu, dans le chapitre sur 
les paramètres RF, que dans les diagrammes 
caractérisant une acceptance ou une émittance 
longitudinale, l’axe des ordonnées pouvait 
avoir comme paramètre l’énergie, la position 
radiale ou P .

P
Exprimons ces différents paramètres 

en fonction de la phase

-44-



Utilisons la relation (65) (voir ex. 10)

Etablissons les expressions équivalentes en

La démonstration qui a conduit à l’équation 
(28) nous permet de montrer que

En passant aux accroissements finis

Donc :

D ’aprè s (15)

-45-



V1-2 3urface du Bucket

On montre [1] que la surface d’un
Bucket quelconque est

Cette expression est donnée en 
unités universelles (eV.s). Elles sont indé
pendantes de la machine.

c< (r) est une fonction qui carac
térise un Bucket accélérateur. Elle est égale 
à 1 lorsque le Bucket est stationnaire.

Exemple: Surface du Bucket AA sur l’orbite 
d’inj ection.

Nous verrons en exercice les autres unités 
employé es.

-46.



V12- Energie potentielle.

Le mouvement synchrotron est produit 
par un champ de force G(0) qui suit la loi

La somme de l’énergie potentielle et 
de l’énergie cinétique est égale à l’énergie 
totale qui est un invariant, donc une constante

-4?-

Ce champ peut être dérivé d’un potentiel scalaire

D’après (78), l’énergie potentielle 
est La somme d’une fonction sinusoïdale et 
d’une fonction linéaire.

La figure 11 représente la tension 
RF ainsi que la fonction énergie potentielle.



Rema rqu.es:
- Une oscillation synchro .tronique ne 

peut avoir lieu que si la particule reste dans 
un puits de potentiel, ce qui implique que 
l’énergie totale ne peut excéder une certaine 
valeur correspondant à la ligne pointillée de 
l'énergie potentielle de la figure 11. Sinon 
la particule "descendra" le long de la courte 
(fig.11).

- L'équation (79) montre que pour 
les petites valeurs de Δ 0 - 0 - ⅛ , on re
trouve l’équation (64). U(0) varie d'une ma
nière quadratique pour les oscillations de fai
bles amplitudes. On approxime la courbe par une 
parabole pour les Δ0 petits.

-42-

Rema_rqu.es


EXERCICES



Exercice 1
Démontrer la relation (1j) 

zP = OJ Bf 
GeV/c T m

Exercice 2
Compléter le tableau ci-dessous

Machines à 
hadrons

Eo
(GeV)

≡c 
(GeV)

E 
(GeV)

B , P
' (GeV/c)

B P 
T.m)

Saturne
(Saclay)

?

P 3 (CERN) 86 ,6

T evat ron 
(Fermilab)

10®

AA (CERN) 7,5

Machines à
1eptons

EPA (CERN) 1 ,66

ESRF
(Grenoble)

6

LEP (CERN) 100

Exercice 3
A partir de l’équation (11), retrouver 

1’expression de l’énergie cinétique pour une par
ticule non relativiste.

Calculer β pour des électrons accélérés 
sous une d.d.p. de 500 V.

A partir de quelle énergie sont-ils 
relativist es?



Exercice 4
Fréquence RF.

c) Comment varie la fréquence RF lorsque B << Bo 
et lorsque B>J>Bo7

d) Calculer la fréquence RF à l’énergie d’injec
tion dans le PS (E^ = 988 MeV) et à l’énergie 

d’éjection (E = 26 GeV). On prendra h =20,

f> = 70 m et R = 100 m.

e) Quel est le temps mis par un proton pour 
faire un tour machine à ces deux énergie ?

Exercice 5
Montrer que la vitesse normalisée 

peut s’écrire:

a) Etablir l’équation (JO).

b) En po sant montrer que

où B est le champ magnétique à l’énergie totale



Exercice 6

1 ) Calculer la fréquence des oscillations 
synchrotroniques pour le AA (énergie fixe). 
Meme question pour le PS entre l’injection et 
1 ’é j ect ion.

AA | PS
1i 

______ L. inj ection éjection j
__ _ ________

E (GeV) 3,6 0,988 26 ;1
h 1 20 20

(degré) 1 91 34

V (kV) 1 4 200 200

R (m ) 25 100 100

r
0,1r78 0,027 0,027 I

2) Montrer que la fréquence synchrot ro- 
nique passe par un extremum lorsque l’énergie 
va ri e.

Donner l’expression correspondante 
de .

3) Tracer l’allure de la courbe:

pour le cas du PS.
Commenter le point de rebroussement.



Exercice 7

Etablir l’hamiltonien du pendule simple.
Donner une représentation graphique dans 

l’espace de phase (p, 6r ).

Exercice 8
A partir de l’équation de la séparatrice 

(69), retrouver l’expression (65) qui donne la va
leur maximum de la variable énergie W.



Exercice 9

Loi d’amortissement adiabatique.
1 ) Exprimer (77) en fonction de l’énergie E$ .
2) Donner l’expression de ∆E et 4 p en fonc

tion de E5 , Rs , Vκf- , Cλ>5j cos 05 .
7) Etablir l’écart en position radiale 4. R.
4) Montrer que l’on peut déterminer la cons

tante si des conditions initiales sur E 
et p sont connues.

5) Appliquer au cas des machines à électrons 
et montrer que

l’indice i étant pour initial.

Exercice 10

Démontrer l’équation (74)

Exercice 1 1

On trouve dans la référence 
l’expression de la surface d’un bucket en 
radians



SOLUTIONS



Exercice 1

reprenons la formule (2), donnée 
en unités MK SA, où p s’exprime en [kg m s'"] 
ou en [j s m'1^ ou encore [a s V s m"1]

Multiplions par deux facteurs dont
le rapport est 1 ;

Simplifions les unités:





Exercice J

Expression de l’énergie cinétique:

Formule (11): E = E - Ec o

- Les électrons sont relativistes si

A partir d’une énergie ∣E = 2 MeV|, les electrons 
peuvent être considérés comme relativistes.



Exercice 4

Fréquence RF

a) Etablissons l’équation (30)



d) Exemple du PS pour les protons (h = 20).

Calcul du champ B à l'injection:



d'après (10)

Avec E = 988 MeV

Fréquence à l’énergie d’injection:

e) Temps mis par un proton pour un tour machine.

Même calcul pour la fréquence à l’éjection:



Exercice 5

Avec E = 9J8 MeV B = 1,48.10"2 τ

d’où — = 0,5308. On retrouve le résultat de 
o 1 * exercice 4.

Montrons la relation:

portons ce résultat dans l’équation ci-dessus:

D’après (8) nous avons:

D’après (2) nous avons:



Autre méthode

Comparons avec l’expression de l’exercice 4.
On en déduit:



Exercice 6

1 ) Calcul de fréquences synchrotroniques.
La relation (47) s’écrit:

a) Pour le AA



La fréquence synchrotronique diminue avant 
la transition jusqu’à s’annuler. Puis elle croit 
de nouveau.

in j ect ion
t ran-
sit ion

accélé 
rat io n é j ect ion

0,988 6 10 26

0,87 4J 0 -0,0182 -0 ,0257

7,1.104 0 7227 2 J 80

J4 — 1 46 1 46

0,829 — 0,829 0,829

0,91 — 0,91 0,91

10,J.105^ 0 — >45



2) La fréquence synchrotronique passe par un 
ext remum.

La fréquence synchrot ronique passe par un 
extremum, car sa dérivée s’annule pour une 
certaine valeur de y .



Les fréquences étant toujours positives, on 
a un point de rebroussement lorsque K =



Exercice 7
Pendule simple.

L’hamiltonien H(θ",p) s’écrit:

où les variables canoniques:



Dérivons cette dernière équation:

dHPuisque — = 0 l'hamiltonien est un invariant, 
dt

Remplaçons p par son expression pour trouver 
1’equation différentielle du mouvement.

Remarque: Le lagrangien L(θ*,θr) s'écrit:

Trajectoires dans le plan de phase (p,θ*)



Exercice 8

a partir de l’équation de la sépara
trice (69), calculons la valeur maximum de W.

On doit l’obtenir pour φ = 0g

(voir figures 8 et 9).



Exercice 9

1 ) Exprimons (73) en fonction de l’énergie:

3) Exprimons l’écart en position radiale



4) La constante peut être déterminée par les 
conditions initiales.
Ainsi l’expression du 1) peut s’écrire:

où l’indice i indique une situation initiale 
donnée.

Faisons le rapport (4/)) / (40^)

En identifiant avec l’expression initiale 
on en déduit la valeur de la constante.

5) Exemple: Cas des machines à électrons.

L’expression de (4 0) ci-dessus se réduit à:



Exercice 10

Démonstration de l’équation (74).

L’équation (65) donne:

D’ap rès (55)

Divisons par p et prenons la valeur maximum.



Exercice 11

1 ) L'expression de 1 'acceptance en 
unité eV. s est conservée lorsqu’on change de 
ma chine. 
D’autres unité sont employées: le radian.

En comparant avec l’équation (77), on en déduit:

On montre de la même manière que

Cette valeur n’est utilisable que pour un fais
ceau dégroupé.

2) Emittance longitudinale.
Sur un palier magnétique, la surface du paquet de 
particules ∈ est donnée par:



Soit t la longueur temporelle du paquet.

En tenant compte de (11.2)

j) Application pour un paquet d’anti
protons sur l’orbite d’éjection du AA.

A
E = J,6962 GeV e VnF = 1 4 keV R = 25 m

t = 80 ns h = 1 ∣ ^| = 0,1 1

f = 1 846 kHz
RF



Appliquons la relation (11.2) pour trouver
l’émittance longitudinale en radians.

4) Calcul de cette émittance dans le PS
où R = 100 m et h - 6
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