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CHAMPS ET POTENTIEL D'UNE CHARGE

EN MOUVEMENT

Remarques générales.

Toutes les équations encadrées ont été
vérifiédes et peuvent &tre considérées comme
rigoureusement exactes.

Les unités employées sont celles du sys-
téme MKSA sauf lorsqu'elles sont explicite-
ment indiquées autour des formules encadrées.

Les chiffres [ ] renvoient aux références
en fin de texte.

I- Introduction

Toutes les particules chargées émet-
tent un rayonnement électromagnétique lors-
qu'elles sont accélérées.

Ce rayonnement est d'autant plus
intense que les particules sont légeres et
que l'accélération est perpendiculaire & la
vitesse.

Ce rayonnement a été considéré comme
parasite, depuis qu'il a été observé pour la
premidre fois dans un synchrotron a électrons,
jusqu'aux années 1975. Il est, aujourd'hui
source de développements importants dans la

Physique.



Plusieurs machines construites a
travers le monde sont dédides & 1'utilisation de
de ce rayonnement.

La principale différence entre leptons
(particules légéres telles que e ou e ) et
hadrons (particules plus lourdes telles que P
ou p ) est la perte d'énergie par radiation
synchrotronique.

Comme nous le verrons par la suite, ce
phénomeéne est négligeable pour les hadrons,mais
vpas du tout pour les leptons, pour autant que
l'on reste dans un domaine d'énergie n'excédant
pas la centaine de GeV.

Les conséquences sur la dynamique des
particules chargees sont:

1) Les oscillations transversales ou longitu-
dinales sont amorties ou antiamorties.

2) La quantification de 1l'énergie émise génére
une sorte d'excitation stochastique dans
le faigsceau, ce qui conduit & un phénomeéene

de diffusion.

3) Les dimensions du faisceau, a 1l'équilibre,
dépendent des deux processus précédents.

Compte-tenu des remarques précédentes,
nous considérerons par la suite seulement le
cas des électrons.

Afin de simplifier les calculs de dyna-
mique de faisceau, nous supposerons les hypothe-
ses suivantes vérifiées, ce qui n'enléve rien a
la généralité des notions développées:

a) machine & fonctions séparées pour le guidage
et la focalisation.

b) rayon de courbure constant.

c) orbite d'équilibre décrite dans un plan.



II- Quelques aspects qualitatifs.

II-' Repéres v

R4(t)

Fig. 1

Un repeére R, est 1lié au laboratoire et un
observateur mesurera les champs électromagné-

tiquesau temps t.
Un repere R, est 1ié a la particule et les

champs créés seront mesurés en fonction de t'.

II-2 Principes de calcul

Afin de caractériser un flux d'éner-
gie de rayonnement en un point, on utilise le
vecteur de Poynting d4éfini ainsi:

- - A

P =EaH (1)
— A ’
ou E est le champ électrique et H 1le champ magné
au point de mesure. C'est une densité de puis-

sance rayonnante qui s'exprime en [w.m‘i].

hﬂue

iQQ““arﬂuei E est un vecteur polaire représentant une gran-
deur physique dont la symétrie est celle d'un
cdne. C'est un tenseur d'ordre 1. Il s'écrit
avec une fléche droite au-dessus.



AN

est un vecteur axial représentant une gran-

deur physique dont la symétrie est celle 4'un
cylindre en rotation autour de son axe. (C'est

un tenseur anti-symétrique de rang 2. Il est

surmonté d'une fléche arrondie.

Toutefois par la suite tous les vecteurs seront

représentés par une fléche droite par souci de

simplification.

Les champs E et H sont mesurés dans le
repere du laboratoire R, et sont donc fonction

de t. La

source est une particule chargée en

mouvement dans R, . Il est plus aisé de calculer
les champs produits par cette source dans le re-

pére R

3 ’

qui est fixe par rapport & la particu-

le mais qui évolue en fonction de t'.

Plusieurs étapes sont nécessaires pour cal-
culer les champs E et H mesurés au temps t au
point d'observation O, et produits au temps t' au

point

source M,

On écrit que les champs dérivent de po-
tentiels scalaire ¥ et vecteur a.
Pour obtenir une univocité de ces poten-
tiels, on introduit la condition de jau-
ge de Lorentz. On aboutit 2 deux équa-
tions aux dérivées partielles qui carac-

térisent ces potentiels.

On cherche des intégrales particuliéres

comme expressions de ¥(x, y, z, t) et
—9 - Ve
A (x, y, z.t ). Les termes sous les inté-

grales sont fonction de (x', y', z' ,t').
Ces solutions particuliéres sont appelées

"potentiels retardés".

On calcule ces intégrales pour un élec-
tron animé 4d'un mouvement arbitraire. On
obtient alors les "potentiels de Lienard

et Wiechert".



Etape 4- On dérive ces potentiels conformément
aux relations qui ont permis de les dé-
finir pour obtenir les champs électri-

que et magnétique.

III- ZEquations despotentiels

III-1 Cas général

Les équations de Maxwell, dans un

espace vide de matiéere, s'écrivent:

c*IAE = %;+ %f- (2)
7.F =L (3)
VAE = - 22 (4)

" dt
Y .B = 0 (3)

ou l'opérateur nabla:

—

=’i+_fi+—-’_a-
v‘l‘()x Jay kaz

Avec la notation classique, nous avons:

¢ rot B =4 JE (6 )
& ot
div E = f- (7)
&
rot -E'z-_a._B_ (8)
ot
div B = 0 (9)



On définit un potentiel scalaire ¥ et un
——,
potentiel vecteur A par:

B = rot A (10)
T -- grag P - OA (11)
Dt

Ces définitions satisfont les équations de
Maxwell (8) et (9). Vérifions-le en portant
(10) dans (9)

div B = div Tot & = O

car la divergence d'un rotationnel est toujours
nulle quel que soit 4 (voir Annexe 1 41-7)

De méme portons (11) dans (8)
rot E = - rot grad - rot &= = -
2t 0t
car le rotationnel d'un gradient est toujours
nul quel que soit ¥ . (A1-8)

D'apres (10), on a

- _ag)

rot E =
ot

qui est 1l'équation de Maxwell (8).

(rot

— —

Lorsque A et ¥ sont donnés, E et B
sont déterminés univoquement, d'aprés (10) et
(11). Toutefois 1’ Annexe 4 (I¥] mont re
que des potentiels différents peuvent correspon-
dre 4 un seul et méme champ.

Cette non-univocité des potentjiels permet
toujours de les choisir de telle sorte gqu'ils
respectent une condition arbitraire supplémen-
taire. C'est la condition de jauge de Lorentz,
qui permet de définir les équations des potentiels.



... 1
div A + —
ot

2
ot

=0 (12)

Portons (10) et (11) dans (6)

c?® rot (rot A) = &+ _€ (-grad ¥ - = &)
€. Dt

ot

Appliquons l'analyse vectorielle (41-9)

. . - T~
c* (grag div &) - 4% =_El- graq 2f _ oA
(o]

Factorisons les grad

L= —
ot 2tt &

D'aprées (12), il reste:

grad (c‘div & +

- Uy 1 '
A oA _ _ 1§ (13)

A 2
et dtt ct &

Portons (11) dans (7)

~ —
div (-grad ¢ - o4y —ﬁ
Ot €

Sachant que (div grad)f =4 ¢

Ay - _d (div &) = £
dt &

Appliquons (12)

YN R ] S
Bt C‘i at go
Finalement
1 ¢ __ P
AP 350 " € (14)




A partir des définitions (10) et (11) et
sous la condition de jauge de Lorentz (12), nous
avonsg €tabli les deux équations (13) et (14) aux
dérivées partielles dont des intégrales particu-
liéres donneront une expression des potentiels
A et €. Clest 1'étape 1.

III-2 Champ électrigque constant.

Pour un champ électrique constant, les
equations de Maxwell se réduisent a:

PR— —> =
o rot B =L
o

div =L (15)
&
Tot B = 0

_—7

div B =0

L'équation (11) se réduit a
E=- graad P (16)

Portons (16) dans (15):

AP:-.ﬁ. 1
£ (17)
On retrouve l'équation de Poisson.
Dans le vide, c'est-a-dire f =0, le poten-

tiel scalaire ¢ satisfait 1l'équation de Laplace
O =0

Déterminons le champ créé par une charge ponc-
tuelle. Par raison de symétrie,“ﬁ est dirigé en
chaque point selon le rayon vecteur issu du point
ou se trouve la charge q.

L'application du théoréme de Gauss & une spheéere

de rayon r autour de la charge q donne:

T =__1 7 (18)
AT €, rl

-8-



C'est la loi de foulomb, Le potentiel de ce
champ est alors:

(P = - q + C(o (19)
AT Eo r
Si nous avons plusieurs charges, le champ créé
sera €gal & la somme des champs créés séparément
par chaque charge (principe de superposition).

- > a Sk =
@ = k H — ou k= constante

Si on introduit la densite de charge (~ telle
que dq = f 4V, cette expression devient:

¢ = ! d9 - 1 [ Lygy (20)
4T &, r 4 &, LT

Q
ou r est la distance de 1'élément de volume 4V

au point d'observation du champ.

Pour une charge ponctuelle (Théorie des dis-
tributions):

P =a d(@-% (21)

on él est la distribution de Dirac et R est
la position o1 se trouve la charge ponctuelle.

Supposons cette charge placée a 1l'origine,
(R = 0) et portons (21) dans (17):

AP . Q__g(_;):o
E

-]

On vérifie que (19) convient comme solution.

IV- Potentiels retardés.

A partir des équations aux derivées
partielles (13) et (14), nous allons chercher
des solutions en @ et en A qui satisfassent

ces deux equations.



Ce sont des équations lineaires avec
second membre. Un théoreme de Mathématiques nous
montre qu'une solution possible est donnée par
la somme de la solution de ces équations sans
second membre et d'une integrale particuliere
avec second membre. On développe le calcul de
cette integrale particuliére en annexe 2.

L'expression obtenue:
b (%,t) = [ f(i",t') av’

i // 4TTE T

Volume.

x représente les composantes spatiales
X, ¥, z dans le repere R,

x' représente les composantes spatiales
x', ¥y', z' dans le repere RL

dv' = dx' dy' dz'

rt = (x=x")* + (y-y")F + (z-2')?

'o= - L
t' =t 2

Si on apvelle ¥ 1la solution de (14) sans

second membre, la solution générale a la forme:

1
AT E,

p (F,t) = lf(}",t') av' + £ (22)
r

Vv /

Pour l'équation (1%), on démontrerait de la
méme maniére que
= LT3 F,eav + 4, (23)

avg ct | T

VI

Les expressions (22) et (23) (sans ?@ et A_)
sont appelées potentiels retardés.
C'est 1'étape 2.

(X,%)

-10-



Remarques

1) Dans le cas de charges immobiles, oul P ne
dépend pas du temps, l'équation (22) se ré-
duit & 1l'équation (20) pour le potentiel
d'un champ électrostatique.

2) L'équation (23%), appliquee & un mouvement ol
les particules restent localisées dans une
région finie (caractére stationnaire), se
reduit a la formule du potentiel vecteur
d'un champ magnetique constant.

3) On détermine [, et A_ de sorte que les con-
ditions du probléme soient satisfaites.

V- Potentiels de Lienard-wWwiechert.

Considérons une charge ponctuelle ani-
mée d'un mouvement arbitraire.

Dans ce cas, les expressions sous les
signes d'intégration de (22) et (23) ne sont
différentes de zéro qu'en des points isolés.

On peut aussi dire qu'a chaque instant elles
sont différentes de zéro seulement en un point
de 1'espace.

Dans ces conditions les équations (22)
et (23) peuvent &tre caractérisées avec la dis-
tribution de Dirac.

?(‘x”t) = 1 ,ﬂ(x"y"?"t')S(t'—(t-z))dX'dy'dZ'dt'
4TE I r(x',y 'zt ") c

(24)

- ) 1 1 ﬂx',y"z';t')

4ﬁ-goc" T(X"y"Z"t')
(25)

-11-

= - g(t'-(t-z))dx'dy'dz'dt'
c


appliqu.ee

avant d'expliciter ces intégrations,
nous devons préciser certaines relations.

La distance entre la particule M et
le point d'observation 0, est ¥ selon la
figure 2 ci-apres.

R étant la distance entre l'origine des coor
données et la particule.

V-1 Relation entre 4t et 4t

V(t")
\ 7(t) 7(t) P(t)
M > 0,
R(t) X

rig. 2

Soit une charge se déplagant sur la tra-
jectoire R et produisant un champ électroma-
gnétique P mesuré au temps t par un obser-
vateur situé au point O,. Compte-tenu de la dis-
tance r entre la charge au point M et 1'ob-
servateur au point O, , l'onde F(t) a été
émise au temps

gr o=t - XY (26)
c
On doit donc connaitre la position
R(t') et la vitesse v(t') au temps t'.

Posons
_ dR(t")

dt'

Y(t')

-12-



H

Suivant la figure 2, nous avons l'équation

vectorielle

’d

T = R(t') + F(t) (27)

qui est vérifiée quel que soit t' et dans
laquelle X est indépendant de t'.
Par dérivation, nous pouvons é€crire

Ozg‘jp +£
dat' dt'
ou encore ar(t"') _ - T(t')
dat
Multiplions par ¥
B dr(t') :.__-r".’{/’(tv')

Evaluons le terme de gauche

z . dr _ 1 a(FH _1ale?) _ . dr
dt'! 2 4t 2 dt! it
On a donc la relation
S EACADRN S
at’
I
| dr(t ') _r’—i - - — —>
| ari\v / Iv=-n.v=- n/e c (28)
dat! r

Différentions (26)
dat '

|
&
I
I
2
3
ct
—

13



Tenant compte de (28)

dt' = 4t —‘_[-H?{ dt
- .
dt = (1 -?T/_‘,’) it l (29)

V-2 Expressions des distributioqgmlfoglji

On a vu en (21) que pour une charge ponc-
tuelle placée & R de l'origine (Fig.2), la
densite de charge f est donnée par la distri-
bution:

£ =ef(-Ek"))

De méme, la densité de courant j est
donnée par:

-
J

- e/—;c S(E-TFt"))

V-3 Potentiels de Lienard-Wiechert.

En portant les diverses relations établies
ci-dessus, dans (24) et (25), nous obtenons:

©(x,t) = L[ﬁﬁ.ﬂ}—?) Jr+ I -t ax’’ at
4TTEO r (¢4

- 1 ea,g (;“ﬁ) r 13 '
yt) = (t' + = - t)d dt
A(x,t) T CM#——I‘ S - x

Aprés intégration (annexe 3), nous obtenons:

ry
4 € L r(1-nf§) N
—

w(F,t) = e

—A =
4TE, c r(1-n/.5)J
tl

(31)

C'est l'étape 3.

-14-



Remarques:

1) L'indice t' signifie que 1'expression entre
crochets doit &tre évaluée au temps retar

dé t'=t—r(t')

c

2) Pour un mouvement non relativiste (1-?1’/';)._,1
et on retrouve les résultats classiques déja vu.

3) Les expressions (20) et (31) sont des formu-
lations particulieéres des potentiels retar-
dés pour charges ponctuelles.

VI- Champs d'un électron en mouvement.

En portant les expressions des poten-
tiels retardés de Lienard- Wiechert (20) et (1)
dans les équations (10) et (11), on pourra obte-
nir les champs E et B au point d'observation.

B(%,t) = 4;_60 3t { B (32)

o

F(Et) = - L graa L_L_)] e 3[ A
tl

4T E, 4TEC 3t r(t'-K/E)L,

(33)

Les expressions cherchées au point Oz
gont fonctions de x(x,y,z) et de %.

Un électron de trajectoire R(t') observé
4 un instant t fixe émet une onde & un temps t'
antérieur, qui dépend du point d'observation ¥ .
I1 faut donc établir les relations qui permettent
d'évaluer les expressions entre crochets, calculées
a t' et les ramener au temps t du point d'observa-

tion.

-15_



Ceci est dévelopné en annexe 4.
On obtient les résultats suivants:

E(;,t)= e ?1)—}3: . e nA[(H-Fs)A./“;’J!(?4)

aTEF S (1-43)>  amgre (1 - a3

—p

4TE, ¥*(1-n3)>  4TE re (1-1‘1‘/? )®

)= & ‘r?/\(n—/?) . & ?A{HA[(B’%’)AE]} ¥ (35)
r* -n [ |
!

C'est l'étape 4.

Commentaires.

1) En comparant (34) et (25) on trouve une

importante relation:
-
B =1 (@AE) (36)

-t
Le champ magnétique B est perpendiculaire au
au champ électrique f:’ , ainsi qu'a la direc-
tion T qui part de la particule M au point

d'observation 0, (Fig.2)-

- -
2) Pour ﬂ: = ﬁ = 0, on retrouve la loi de
Coulomb (18).
- 3

= ——— 1N
4 e, T*

3) Les radiations synchrotroniques sont observées
4 grandes distances. Par conséquent le premier
terme en 1/r* de (34) pourra etre négligé.
Dans ce cas, E et B sont perpendiculaires i 7.

Les équations (34) et (35) deviennent:

[(_, @) rid

== _ e n N n- N/3

E(th) ﬁforc (1-;;%)3 (38)
{ Z)na )

= _ e TAIDA (D=B)A

B(X)t) = 4'“'8°I'Cz (1_;;f;)31 { (39)

“16-



Par la suite, nous considérerons ces
composantes de champ, proportionnelles a
l'accélérationA/?.

Cette approximation sera d'autant plus
vraie que les particules auront une grande ener-
gie, car le premier terme de (34) et (25) varie

2
comme ¥ .

-17-



PUISSANCE RAYONNEE

I- Notion de puissance rayonnée,

La puissance perdue par une particule
chargée, en mouvement, est rayonnee dans tout
1l 'espace.

Le vecteur de Poynting représente un
vecteur radiant. Il caractérise la quantité
d'énergie rayonnée par le champ électromagné-
tique par unité de temps et traversant 1'unité

de surface.

P=F H (40)
Dimensions: Vi [A] _ W :L}
mJ m m* m“ s
|§9 = 4w . flux d'énergie par unité de
ds dt

- Si l'on intégre le vecteur de Poynting par
rapport au temps, on obtient un flux d'énergie

surface et par unité de temps

par unité de surface ou par unité d'angle soli-

de:
is = rt a ) (41)

o]
M ds

Fig. 3

-1 8-



- 51 1'on intégre le vecteur de Poynting par
rapport a la surface dS,on obtient un flux
d'énergie par unité de temps ou une puis-
sance rayonnée au travers d'une surface
donnée.

- Le vecteur de Poynting représente aussi le
produit d'une densité d'énergie (spatiale)

par une vitesse.

WAL G (g

P = _-_ = = . V

ds 4t dv dt av

II- Expression du vecteur de Poynting.

L'expression (1) peut s'écrire:

—

= _ = E
P = E/\/%

En tenant comvte de (36):

P = 3 E A { K/xf}

appliquons alors la formule (A1-4)

— - -2 — .

3 =‘——{n(E)-E(E’. ﬁ’)}
/ocC

Plagons-nous dans les conditions de mesures

physiques ou r est trés grand, E est perpen-

. by *
diculaire a n:

— 1 22—
P = — En

Se
Le vecteur de Poynting est dirigé selon 7

et son module

z
p - ¥ _ 1 g (43)

ds 4t ‘/ﬁc

_19-



D'apres (41-6)

P =&cE (44)

III- Distribution angulaire de la puissance

instantanée,.

Fig. 4
On se propose de calculer <gg’qui est la puis-
aQl

sance instantanée par unité d'angle solide dans
le référentiel R,(t"').
D'apres (41) et (42)

p - 4w _ W _ 1 dw  at!
ds dt r*dQ dt rdafdt' dt
Posons
ap, = ¥
at '
p = dF 1 dt' _ dB 1 1 =&°cE‘

Remplagons EL par son expression (38)

-2 |
dR, _ el {?1’/\[(1-1’ -ZJ’)A(&]} (45)
Q@ (4T e, c (W -"3)°

-20=-



IV- Cas d'une particule quelconque dans

un champ magnétique.

Fig. 5

Dans le référentiel RL(t') 1ié au point M
(la particule chargée), les composantes des 3

vecteurs s'expriment par:

- - 2.
(0, 0, ,3) (2=, 0, 0)
fo o A
n (sin® cost, sSin® sinv, cos?)

Portons ces valeurs dans 1'expression (45).

(voir exercice 2)

.z
dPe _ e’ J&; 1 - ( ’[3‘) ) sin*@ cosl‘("
aQ  (4m)igc (1- ﬁcose)’ (1= pcosd) J

(46 )

[
Introduisons r  (Al-1) et la valeur de /3

3 “ -
af, _ r,m,c 3 F 2 [é) sin'e cosz?]

IEYe) s g2 (1-/'3coser)’ (1-pcose)‘

(47)

-21=



V- Cas d'une particule non relativiste

— i
’(3| &« 1 donc négligeable mais (3 est quel-

congue.
Calculons le numérateur de 1l'expression (45)

> —9)—>

nA {(-r?—/?)/\/ijz‘: n Ln /\/ig

——

a(a.R) - AEY
T A cos ¥ -

avec Y angle entre n et /5 ,

It

]

_, k3 I3
In|] = 1 car vecteur unitaire

Posons /_; =/> o

[‘ﬁ{}cos\?-fqzz [.(n cos‘l’——ﬁ)]z
= /iz(n cos Y -—3)&

avec ||

1-?1’./?:11 carlf&'l@‘
dp 1 e /2 . z
—90 = _é sin ¥ (48)
afl €c ( 4 )

-22-~



RADIATION EMISE PAR TUNE

CEHARGE EN MOUVEMENT

I- ©Puissance rayonnée totale.

I-1 Formules générales

On calcule la puissance rayonnée dans
tout l'espace, aprés avoir montré qu'elle est
indépendante du référentiel dans lequel on la
mesure,

Considérons les référentiels R et

4

R tels qu'ils sont définis sur la figure 1.

b

On note ({s)R la vitesse de 1l'élec-
4

tron mesurée dans le référentiel R,.

On montre [1] que:

(W)

W), = Ra (49)
R 1 - (p)F
énergieA V F R,
(dt)
(at), = Ry (50)

R\ 7z
temps \/t - (F)RA
Puissance rayonnée par l'électron:

(PC>R=(%’ =(d_W) = (B)p  (51)
A dt R dt R 2

A )

La 1ére et la géme égalité sont obtenues par
définition.

La 2°™® ¢galité provient des équations (49) et
(50).

Cette puissance est indépendante du référentiel.
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Calcul de la puissance rayonnée (Pg g
t

P =U @ 50 (52)
ar 49

Dans R, on a un électron non relativiste.
Portons donc l'expression (48) dans (52).

Ca
P, = J’_ (Eﬁ) sin ¥ 4 Q (53)
&, ¢ 41

L'angle solide df) peut s'exprimer par:
d{L = sin¥ a¥Y a ¥ (54)

On suppose les angles indépendants.
Tout l'espace est décrit si ¥ varie de 0 & 2T
et VY de 0 & T.

Al =27 sinV¥ aW¥

L'équation (53) devient:

é Trl
p. = _"_E_TLL (T)sinsk{/ a\y
g&c 16T 0

2 20 ™
=_J14E_ [- cos Y o 1 cosjq%

8TE, ¢ 3 0

et "2
{(Py) — (A)
°’R, 6T €, ¢ {3 R,

C'est l'expression de 1a puissance totale

émise dans R, .
D'apreés (51), on peut écrire:

) e (A (55)
(g,

(P =
R4 6mTE,C

c
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On exprime maintenant, l'accélération (/3)
2
dans le repére de mesure R .

Pour cela, (gn @beucc>on montre que:

LIS )
(85,

.2

é 4,
¥ )y, * ¥ (),

1}

o (5, est la composante de l'accélération paral-
léele & la vitesse et /& est la composante perpen-

diculaire a la vitesse de 1'électron.

Dans (55) remplacgons (/6 par son expression
trouvée ci-dessus.

. - ez (KG.L‘PXq -z) (56 )
° ﬁ% fh ‘

6Tr£°c

Cette équation représente la puissance rayonnée
par un électron accéléré, de vitesse arbitraire et
mesurée en O, .

Ce résultat fut donné par Lienard vers 1898.

D'autres formulations peuvent etre faites:

a) En introduisant le rayon classique r, (al=1)

P, =

vl ‘1
2n 20, LA (57)

.

b) En introduisant le rayon de courbure et U
- Différentions ¥

4 A

¥ -ﬁ)’}‘ (- 2ﬂ/é)
/25(1 -/61)%&

PRE

L'accélération paralldle:

_ ﬁ“' Yy

1]



- L'accélération perpendiculaire est lide au
rayon de courbure‘f par:

. PA
- [Pc
B A

L'équation (57) devient:

P =

2 E Loy 4:‘.5/‘1
S r B ¢ c 9 8
S, (aef+/5 (58)

c) En introduisant la quantité de mouvement.
Nifférentions 1la relation fondamentale:
bR 2 2 %
c

Compte-tenu des parametres relativistes:

.

=
" e B c

De méme en différentiant p =m v

B, ¥ (59)

P '=m°b’vL = mo‘(c/al

d'ou
2 —).2-5_ - Kq ..
P° = &£ To Eo(ﬂﬁ& ) + —-——sz
3 ¢ E: ¢ (m ¥ c)
R, =2 (5 . ytpl) (60)
3 E, ! *

Une méme force accélératrice é dans chacune
des directions, produit une émission radiative
d'une puissance ¥?* fois plus grande, si cette
force est appliquée perpendiculairement & la
vitesse de la particule.

d) En introduisant un quadrivecteur.
(A1-7) permet d'écrire la parenthése de (60)
sous la forme:
2

RS AR SCRACIDE AL N

v “ +
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.2 L.y 2L, -2 130 Y o2
- Y = 8 -Ap + 1D )
P, P (p, p B+ P,

A l'aide de (59) on obtient:

- * 2
= ‘Xw(pz -1 5 )
ot

Soit T 1le temps propre a l'électron:

‘g L% z z
P + 6 P :(ﬂ\)— ll(@>
4 + at c“1'az

Nous obtenons 1la le carré d'un quadrivecteur
invariant de la théorie relativiste.

-

— -
po- 2o |yl ) (61)
3 E at c?| 4T

[

I-2 Cas d'un électron dans un champ magnétique

constant.

I1 se déplace a un vitesse constante v,
sur un cercle de rayon f. 3 =0
L'équation (58) se simplifie:

2 4 Uq
P =2 rcE A L (62)

Remarques:

a) L'équation (47) a été établie dans les condi-
tions ci-dessus.
Ainsi si nous utilisons (47) et (54) dans
l1'équation (52), avec le domaine de varia-
tions des angles, apres intégration}nous
obtenons bien l'équation (62).
on le moulrera dans |'exercice 3,
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Rema_rqu.es

b)On peut remplacer f par son expression:

p = _mIA e
e B e B

d'on

2
P = 2 e r,c
o

/5 ¥ (63)

I-3 Cas d'un électron dans un linac.

L'accélération est paralléle a la
vitesse et le rayon de courbure de la tra-
jectoire f-—auo . L'équation (58) g'écrit:

-1
p, =2 (6 4)
3 /3 E
Pour donner une idée physique de
cette perte, par rayonnement, due a l'ac-
célération paralléle a la vitesse, écri-
vons le rapport:
.2 | E|
IEl 3 Cﬂ E
8| = 4E et ds = fc dt
dt _
F _ 2 1 dB
(Bl 3 E B |ds
Pour avoir des pertes notables, il
faut ygg i;>59. C'est-a-dire que la va-
ds

riation d'énergie de la particule doit @&tre

supérieure au rapport ‘%% qui représente une
o
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variation d'énergie d'une particule 2u repos

sur un parcours de l'ordre du rayon classique.

Nos champs accélérateurs actuels ne nous

permettent pas de réaliser ces conditions.

I-4 Cas de N électrons.

Les expressions P, trouvées précédem-
ment s'appliquent & un seul électron.

Pour N électrons dans une machine, la
charge s'exprime par:

Ne-=1t-1%2=-12"F (65)
v (30

Puissance totale rayonnée par N électrons:

P, = NP

‘ S (66)

L'expression (62) devient:

_ 4T r,kE

o (55 11 (67)
3 e{f
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II- Energie rayonnée

L'énergie rayonnée par une particule
chargée, sur une longueur L, est obtenue par
intégration de (51).

T
W, = P dt
0

L
W, j P ds (68)
c
o

Si L est la longueur de la circonférence

i

W, correspond 2 l'énergie perdue par tour et
par électron.

_ P
(w°)tour - ';i ds
«

Dans le cas d'un champ magnétique constant,

1'expression de P, est donnée par (62).

W-ganpeg
vla ¢

&

Si 1l'orbite est isomagnétique (f = cte):

( W)M i Eo/f?f“[z—;;f]

/) 4
W= 4T 5 23 87 (69)
K~ 9 3 % 0/6 f

tikann

Pour un électron ultra-relativiste, 1l'expres-

sion de W, devient:

(G
L\(\/o)= 58 103 E-T ( e> (70)

(e V) gt J ~(m)
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-
ITI- Transformée de Fourier du champ E.

Nous avons vu que 1l'édquation (38) nous
donne l'expression du champ électrique E(X,t) &
grande distance, dans le domaine temporel,

Iz - L oe| Pl @-F), nA)
AL,

4TE, ¢ r (1 - n
Le signal regu en O; pourra etre ana-

lysé dans le domaine fréquentiel.
Pour cela, nous prendrons la transformée de

Fourier de B(t):
*.0

S‘fig(t)} E(W = —\f___*n' E(t) exp(-iwt) dt
(71)

A 1l'aide de 1la relation (29), on parvient Aa:

1—°°

Tw) - __® 2 A A
4T \[2T E ¢ r(1--f1°("§

—o& (72)

ﬁ}exp(-iw@ '+g]) it

Expression de la transformée de Fourier inver-
se de (71)

E(t) = ja(w exp(+iw t) dw (73)

=31



IV- Pépartition spectrale du rayonnement

IV-1 Formulation générale.

Le champ électromagnétique provenant
de 1'électron accéléré relativiste se situe a
l'intérieur d'un cdne axé sur le vecteur vites-
se.

Si le mouvement est circulaire, ce
cdne balaie l'espace a la maniére d'un faig-
ceau de phare (Fig 6)-

Surfacelsphérique

/ f
d'observation
N~

Fig. 6

L'observateur O, regoit d'une maniére
bréeve le faisceau de lumiére, On obtient son
spectre de fréquences par une analyse de Fou-
rier du vecteur E ou E.

Dans le domaine fréquentiel, la transformée
de Fourier au point x de E(t) est donnée par
(71).

On s'intéresse a4 la répartition spec-
trale de l'énergie et de la puissance rayonnées.

Nous avons vu que la puissance inci-
dente au point X, par unité de surface, s'ex-
prime par le vecteur de Poynting (44).

P = & c E

=32~



L'énergie incidente au point ;?par
€¢lément d'angle solide Al lors du passage
de 1'électron (d'apres(43)):

dW = P d9 dt = P r¥ 4fL 4t

d¥ _ p r2 4t (74)

d&

Intégrons la partie droite de 1'égalité:

r r*
2 22
JEOC E” r* at = & C rz'j E~ 4t
- Poud

La distance r peut etre considérée constante
pendant la durée du balayage.

=EcrjEdt jé(w) et1 9t 4

La deuxiéme intégrale provient de la trans-

formée de Fourier inverse (73).
+* t

-l _¢ecrt ié (w) dw -E?t)

v?“' ° = o>

+iwt
e

¥oo
= €, ¢ re Z (@) Eﬂ(~“¢) dw
S rj]‘é(m)'kiw
Avec un champ E réel: é? (w) = & (-w)

En revenant aux éléments différentiels, (74)

s'écrit:
b
W - gt E(w)|
d£) dw
dtapreés (71) 800 " ‘ f 1wt gy
-
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Fortons 1'expression (38) dans l'équation
précédente:

o= v
—
n

aw r, Eo A {(E’-ﬁ') "./;’} 1wt 4t | (75)
!

a0 dw 8Tt e ( -H/‘;P

.

C'est la composante spectrale de
l'énergie par unité d'angle solide, déposée
au point ;Dpar le passage du pinceau lumi-
neux émis par l'électron.

IV-2 Angle d'émission de lumiére.

Dans le cas d'une particule quel-
conque évoluant dans un champ magnétique,
nous avons établi 1'équation (46),

Dans le domaine ultra-relativiste,
1l'émission des radiations synchrotroniques
est essentiellement dirigée vers 1l'avant
(6K 1). —
L'angle moyen quadratique V—;;
sous lequel 1'énergie lumineuse est émise,
satisfait a: _

vre"

113

d'ou

1
rms ;}
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V-2 Fréquence du spectre de la radiation

synchrotronique,

Considérons la figure 3 ci-dessous.

y =
p E” A

4

At

Fig. %

L'observateur O, devra se placer dans
le plan de la trajectoire de 1'électron afin
d'effectuer une mesure physique sensible.

Cherchons a estimer la longueur de
1'impulsion électromagnétique mesurée en O,.

L'observation est limitée par le petit

angle d'ouverture &;ms

a partir de l'angle -

Oy "voit" 1l'électron

par rapport & l'axe y

U

jusqu'a l'angle -+%?.

La longueur de 1l'impulsion lumineuse
est la différence, en temps, entre 1l'électron
et le photon pour aller de M4 am,.

At -t -t =2p _2Psin (W/¥)

© 4 ﬂ(:{ c
At ¥ 2p (1 -/3 . B )
pYc 65"
« 20 () v 2P = 4
pye 6 B c 3 y3c
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Le spectre de fréquence s'dtend jusqu'a

3
™ m
w =2T 3T ¥ (77)
At 2 f
Définition de la fréquence critique:
3
T (78)
c
2 f
En utilisant la relation: p = eiBﬁ

on en déduit: j7 _mo c 30
e B

Définition d'une longueur d'onde:

Longueur d'onde critique:

3
A - AT Eo 1
¢ 3 ec B E:

Aprés le calcul de la constante numérique, nous
aboutissons a une importante relation pour les
électrons relativistes.

A - 18,64 (79)

15 AW
(2) (1) (GeV)

Commentaires.
1) Un électron se déplagant & la vitesse Bc
sur une orbite circulaire de rayon f’ a un

mouvement périodique de période f.
c

On s'attend donc & ce que les radiations émises
aient un spectre composé de lignes aux fréquences

wn—nwo
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dw

ol w, = BAS =21y (80)
3 )
est la fréquence de révolution.

Cependant ce spectre de lignes ne pourra 8&tre
observé que dans des cas trés spéciaux.

En effet les radiations synchrotroniques émi-
ses sont quantifiées et introduisent du "bruit"
sur l'énergie, aussi bien que sur @ .

Dans la pratique, le bruit quantique élargit
les lignes jusqu'a devenir un spectre continu,

2) Le calcul de l'équation (75) conduit a:

z 2

dQ dw

> Eo . ‘
;':‘-c (wcf)'((1 ;f’—e [%(F 1+b'7.e— 75(\5)]
(81)

w L g3
ol ? =—— (1 +¥ &) est l'argument
2tuc

des fonctions de Bessel modifiées K

8 est l'angle d'observation par rapoort

ala vitesse (Fig. 5)
W, est la fréquence critique définie en

(78).

(81) exprime 1l'énergie regue par O; par unité
d'angle solide et par unité d'intervalle de
fréquence durant un seul passage d'un seul
électron.

pour %’ >> 1

Par conséquent, la radiation synchrotronique
sera confinée dans un angle 6 de plus en plus
petit lorsque <« ira en croissant (Fig. ).

-7 =



)W
J0L duw

0.5

Fig. 9 - Energie pergue par 1l’obser-
vateur par unité d’angle solide et
par unité d’intervalle de fréquence,
et pour chaque passage de la parti-
cule, en unités arbitraires, en

fonction de 1l’angle ye-.



V- Emission quantique du rayonnement

V-1 Paramétres de base.

Le rayonnement électromagnétique émis
est équivalent & une émission de quanta d'éner—
glie.

u=fw (82)
ou A - 6,58 10-16 eVs

2w
Les références [2] [3] [4] traitent abondamment
ce sujet.
Nous en donnerons ici un bref apercgu.

On introduit une énergie critique u, telle que

u, = A" W (83)

df est la puissance émise dans l'intervalle

dw
Po =fdP° d w
dw

On montre que le taux d'émission quantique a

Si

de fréquence 4w :

toutes les énergies est:

vy =15V B (84)
8

u
C

L'énergie quantique moyenne:

)
1 . 8
Lud = — u n(u) du = u, = 0,308 u,
N 15y 3
B V3

ou n(u) est le nombre de quanta émis par unité

de temps.

L'énergie quantique quadratique moyenne:

=
Lut> = —1— I Wwn(u) du = BA u‘c' (85)
N
-0
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Une quantité intéressante pour la dyna-
mique des particules, en présence de rayonne-
ment, est le produit du taux d'émission quanti-
que par la moyenne quadratique de 1l'énergie
N <uld.

P (86)

55
243 °°

No<ut> =

V-2 Mouvement sur une orbite circulaire,.

L'expression de P, a été établi en

(62).
D'apres (78), on peut écrire:
3 c 3
u =Z2H° Y (87)
C 2 }9

Le taux moyen d'émission quantique:

0 4
N -5V3 np E (88)
6 A S"’

I1 ne dépend que de l'énergie du faisceau,

Le produit de la cadence d'émission
des quanta de lumiére par la moyenne quadra-
tique de 1l'énergie:

. 2 : .
N <> = _ 9 r,E,cH b/* l:eV . s}
24 \/ 3 §3

(89)

I1 est proportionnel & la puissance 7 de l'énergie.
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AMORTISSEMENT RADIATIF

DES CSCILLATIONS

I- Introduction

Le rayonnement synchrotronique est
important pour la dynamique des particules
chargées légeéeres.

Dans le cas d'électrons en mouvement
dans un accélérateur ou un accumulateur, nous
avons un Y trés grand, et les dipoles four-
nissent une accélération perpendiculaire a
la vitesse.

Dans un champ magnétique constant,
les électrons spiralent jusque sur les parois
de la chambre & vide. Quel que soit le type de
machine, i1 faut donc des cavités RF pour
compenser les pertes par rayonnement synchro-
tronique.

Dans un accumulateur (énergie fixe),
le gain d'énergie par tour doit compenser
exactement la perte par rayonnement.

Dans un accélérateur (énergie varia-
ble), le gain d'énergie par tour doit &tre

supérieur & (Wo )i,
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II- Oscillations en énergie.

II-1 Equation en énergie

Nous avons vu, dans le cours "accé-
lération RF", que la particule synchrone est
celle qui, a chaque tour, arrive avec la méme
phage ¢S dans la cavité RP.

Elle regoit un gain d'énergie:

(LXE)tour = eV sin ¢s = e V(ts) (90)
ou Pg = Wt + €y
VkFﬂ
VRFSin ¢s SRR N,
O >
0 ¢ +om )
Fig. 10

La perte d'énergie par tour est donnée par (69)

(Wo)iour = 2‘3 b3 Eo/fdh % (91)
Cc

L'intégrale est prise sur l'orbite fermée
ayant f pour rayon de courbure local.

En général (W,) << B (énergie de la particule)

tour

On pourrait négliger l'effet sur un tour
mais on ne peut pas négliger les effets cumu-
latifs sur plusieurs centaines, voire milliers
de tours.
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En prenant po= 1, 1'équation (69) devient:

4
(Vo)soup = i‘{ r E, %’_ (92)

Nfette perte en énergie doit &tre compensée
par le gain exprimé par (90).

Congidérons une particule qui s'écarte d'une
énergie €& vpar rapport a4 l'énergie de la parti-
cule synchrone.

Pappel (cs acc. RF)

Af/ frev = -_._1 '—'_—0 P (93)
ap /P ¥ ¥y

~
i

Si T est la période de révolution:

o f - _ OT
f T
rev

LpP _ AB _ &
D E Es

AT=(okp——-)T—5-

Avec les électrons

£ (94)
E
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Apres la traversée de la cavité, le gain

d'énergie par tour est:

(A e)

tour _

W(E)

tour

(AE)

tour

T

T

Pour la particule synchrone:

w(Es)

e V(t ) = (W)

tour

(94)

Développons (94) au voisinage de la particule

synchrone,

ae (VYo *

d
d

aul

ac)

au premier ordre:

i, av_an)
(e V(ts) + e g ar

Exprimons dT & partir de (94):

éﬁ 1

dt T 1 dE

SRR

(4v
1k

D

Dérivons par rapvort au temps

a'e S
T

dE

)

e
dt

. E.(
T

aT

La golution est donnée par:

E

£

S

@Y)fi? £ =0

E(t) = A e~ Xet cos (Qst - 6'0)

ol 1'on a posé:

oM

et

o

S

€

£ &
T

X
Te
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A et 8; sont des constantes déterminées par
les conditions initiales.

(95) est 1'équation classique de l'oscillateur
harmonique, & laquelle s'ajoute le second terme.
C'est ce dernier qui donne le taux d'amortisse-
ment, défini par (98), provenant des radiations
synchrotroniques.

Cet amortissement est du au fait que 1'éner-
gie rayonnée par l'électron dépend de son écart
en énergie avec la particule synchrone.

II-2 Temps d'amortissement.

Nous avons vu que les particules avec
€ # O ont tendance & se raponrocher de la par-
ticule synchrone.

Jusqu'ol ce processus a-t-il lieu?

5'il n'y avait pas de limite, toutes
les particules finiraient par former un nuage
trés dense et 1l'émission de lumiére pourrait
devenir cohérente.

L'excitation produite par les fluc-
tuations quantiques rend ce phénoméne impos-
sible. On aboutit a un équilibre entre amor-

tissement et excitation.

[o N

Evaluons E!' pour calculer« . (98).

E
Nous avons vu que:

W(E) = ){ P, dt =f P dt 3¢ (99)
c cs ds

la premiére intégrale est prise sur l'orbite
d'une particule a4 l'énergie E # Es.

La geconde est prise sur l'orbite de la par-

ticule synchrone.
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Considérons la figure 11 d'un dipole avec
faces perpendiculaires a la trajectoire de
la particule.

orbite de 1la
particule a
l'énergie E

orbite de la
particule
synchrone

Pig, 11
ds = f *g
cdt = (P + x) &
at _ 1 (4 28y (100)
ds c P

A un écart d'énergie & correspond un
écart de position radiale x tel que:

x =D =_ % =-p & (101)
E
D, = dispersion horizontale

Portons (100) et (101) dans (99) et différen-
tions sous le signe intégrale (A1-21)

aw _ fﬂ[ﬂq(1+"(_5))J ds
dE OE L ¢ $

1 (dPn*DYPO)dS
c dE f B




D'apres (63) la puissance rayonnée egt:

Py ~ EY B (x(E))

Dérivons par rapport & E:

dw WO 1 2 dB 1

— I — |2 + D, P, — — + —jds
¥ o

dE  Eg cw, B dx §

L'expression (98) devient:

1 1 WO ~
Ng T — = — — (2 + D) (102)
2’5 2 7T ES
D
_X (,g.@ +_1->d
N S
o p =/ \Bdx ¢ (107%)

ds.
pr
Pour des dinoles & faces paralléles et pour

des machines a4 fonctions séparées, comme c'est
trées souvent le cas (hypothéses initiales de ce

cours), r]\)/ << 1
Donc € =1 Es (104)

e W

0
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III- Oscillations transversales.

ITI-1 Oscillations bétatroniques verticales,

Si on néglige les variations de A en
fonction de 1l'azimuth s, 1l'équation du mouve=-
ment s'écerit:

A . S
y' = - =2 1n(_+(€)
S 3

En l'absence de radiations synchrotroniques,
l'amplitude A est un invariant.

IR N (f yo)” (105)

A chaque émission d'un photon § E, la quan-

tité de mouvement est réduite de §p = §E/c.
(Fig. 12).
4\y by

—

BN

/  s,-4s \

Pig., 12
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En général, l'angle d'émission 6&

entre le photon et Syest trés petit (B}msmul).

L]

On le négligera dans notre étude. Donc J—?
a la m2me direction que p .

L'angle y' et la position y de la
particule restent inchangés.

Le mouvement n'est pas affecté par
cette radiation synchrotronique pour autant
que la dispersion verticale soit nulle.

Ce quli est le cas pour la plupart
des accélérateurs.

A chaque passage dans la cavité RF,
celle-ci fournit de l'énergie mais affecte
seulement la composante longitudinale de p
(Fig. 12)

Donc l'angle y', & la sortie de la
cavité, sera modifié de telle sorte gque si

&
%-<-P

P
oSy e 2 wyi- 22
p+ P
L
= VRTINS I
1 +§2 P )
1Y
y' o+ S y' =2y (1 - é;_)
D
LIV '___P:_ '___E_
Sy vt 2P g
Dérivons (10%5)
V)
Af A = ((Jz’y')gy' = -(ﬁy' S_}E::_ (106)
‘ )
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L'émission des radiations synchrotro-
niques est un phénoméne quantique aléatoire.
La phase de l'oscillation, a 1l'en-
trée de la cavité RF, peut avoir une quelcon-
que valeur entre O et 2W , On doit donc faire
une moyenne sur toutes les phases.
L'équation (106 ) devient:
Z
A<§A> = <y"-A‘>5—§ =-‘;— d

t=

td

5] S

Sur une période de révolution, la
somme de tous les § E doit &tre égale i LI

On peut écrire:

AA o _ Wy (107)
A 2 E
S
W
ou lda _ 1V da _ _ -
A dt A T 2 E_ 1

On en déduit le coefficient d'amortisse-
ment °(y des oscillations verticales (& con-

dition que Dy =0).

o -9 (108)

E
°fy = 212 (109)

Commentaires.

1) Ce temps d'amortissement est deux fois
plus grand que celui pour les oscillations en
énergie (104).
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niqu.es

2) L'amortissement vertical n'est pas une
conséquence directe des radiations synchrot ro-
niques, maisg il est 1ié & l'existence de 1'ac-
célération PPF.

3) Nous avons supposé 8T et P coliné-
aires. En réalité, ils ne le sont pas et cela
peut etre la source d'excitations quantiques
du mouvement vertical.

En pratique cet effet est trées petit.
Il est masqué par l'effet du couplage, entre
le mouvement vertical et horizontal, qui est

plus important.

III-2 Oscillations bétatroniques horizontales.

Nous devons tenir compte de la dis-

persion horizontale Dx‘

Aprés émission de lumiére synchrotro-
nique, l'énergie de la particule diminue et
elle va osciller sur une autre trajectoire,
écartée de celle de la particule synchrone

d'une quantité (Fig. 13):

é - p oF (110)
XE x ES

XA

trajectoire de la
particule synchrone

Fig. 13
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Comme pour les oscillations verticales
l'émission d'un photon ne modifie pas la posi-
tion x et l'angle x'.

D'olt

fx = & X v+ S x

€

1]
(@]

En utilisant 1'équation (110):

X = =D gji
S *p

X
ES

- - .
De nouveau nous supposons p et é p coli-
néaires:

g x' = 8 ﬁ% + é;xé = 0

Dérivons (110) par rapport & s et portons le
résultat dans 1l'équation ci-dessus.

' = - D! 6>E

S

L'équation (105) est aussi valable pour la
variable x.

) X + Lyt X,
Sxg v prrd

= - (D_ x, + D! Lxi)d B (111)
=R P

S

g E< O : 1l'émission de radiation synchrotro-

nique seule conduit & un antiamor-
tissement.

Maintenant, nous relions é'E avec la puis-
sance radiative par unité de longueur.

L'oscillation bétatronique de la particule
synchrone s'écrit:

_ L N4
§B = P, §t =P (B)==

(112)
C
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Nous avons vu que: PO ~ EX BL
P(x,) = P (x_ )+ x2% 9
o 0¥t TR &

Compte-tenu de la courbure dans un dipole

Reportons ces valeurs dans (112).
Gardons les termes du premier ordre et tenons
compte de § E < O

dx ﬁ

Introduisons cette expression dans (111).

X P
SE = - (1 s 2 dB 4 + ,é.)._Q A s
B Si c

Effectuons une moyenne sur toutes les oscil-
lations bétatroniques. Il ne restera que les

2
termes en x7.
/&
<§ AD 1 D_ P 2 dB 1
R R A
A 2 c ES B dx S

Intégrons sur un tour machine.

AA 1 D_P 2 dB 1
—_— = — X o _— T *—> CJS
A 2 c Eg B dx 535

C'est l1a contribution des termes Dx non nuls
a l'antiamortissement.
Nous devons y ajouter les termes (107) qui

proviennent de la cavité RF-.

Comme pour les oscillations verticales, nous

obtenonsy W ~
oL = o- B ° (1 -D| (113)

X A at 2 E T
S

N/
D a la meme signification qu'en (103).
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Femarques:

1) Le fait que l'orbite horizontale passe
dans des dipoles secteurs ou dipoles & fonc-
tions combinées, donne un effet inverse & celui

des oscillations en énergie.

2) En général D, = 0 au niveau de la

cavité RF. Si ce n'était pas le cas, seule l'or-
bite fermée serait affectée., L'amortissement du
faisceau ne le serait pas, car le changement se
produit toujours au méme point et non 4'une
maniere aléatoire.
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IV- Nombre de partition

A partir des équations (102), (108)
et (117), on peut écrire:

2 E_T
S

\fi = — i=z,y,¢&
Ji WO
(114)
v ~r
ou Jx =1 -D Jy =1 Jé =2 + D
Jg * dy + Jg = 4 D (115)

31 on change le champ magnétique, on modi-
fie le taux d'amortissement, mais la relation
est toujours vraie,.

Ce théortme est général,
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ANNEXE 1

I- Rappel de quelques constantes.

e =1,60210"'9 ¢ charge de 1'électron

m, = 9,109 10-31 kg magsse de 1'électron
ou 0,51 MeV au repos.
£ = 8,854 1072 P.n’ permittivité du vide

c = 2,9979 108 m/s vitesse de la lumiére.

i

r = —2% _ -2,81810 '9n (A1-1)
TE “ -
aTe ms e rayon classique pour e
II- PRaprel de quelques notations.

/3 v vitesse réduite normalisée (A1=-2)
c

K \/1__—1__, (A1'3)

P

f [m] rayon de courbure de la trajec-
toire circulaire.

1}

IIT- PRappel de quelques formules.

Produit vectoriel.

AABAC) =B&.H-TE.D (A1-4)
(AAB)AC=B (& .C -E(E. 0 (a1-5)

Eoprpct =1 (A1-6)
rot (grad §) = 0 v 4 (A1-7)
div (rot &) = 0 A (a1-8)

—_—, D
rot (rot A)

zrad (div &) - AR (a1-9)



556(4.&«)6’& Ao b /&Lﬁ Al (’[/L"-*(_e%/?a/(am/‘

6{ ¢2(o() ~ (i)
M- 24 = F(x, <) dx = oF dx 4 F(g, ) A2, _ F(g'z;,«)cl“zs_‘
] ¢1(.,<) \ Sé(b() D o/o( el

DERIVEES D'UN VECTEUR
La dérivée d'une fonction vectorielle A(u) = A (u)i+ A,(u)j+ Ay(u)k de la vanable scalaire u est donnée

Atogn GA L g TN Aw A i,

= —i+ -
Au—0 Au du ! du } du

k

On définit de maniere analogue les dirivées partielles d'une fonction vectorielle A(x,y,z). Nous admettons
toutes les dérivées existent sauf mention contraire.

FORMULES COMPORTANT DES DERIVEES

2y 4. - 5.9B dA
A1-23 du(A B) A du T B
d dB dA
—_ = { — —_—
A']-Z& du (A X B) Ax du + du * B
d _ dA 4B dc
A - 25 d—u(A (BxC) = — (BxC)+A<duxC>+A (Bxdu>
dA _  , dA
Al1- 26 A u = A T
dA
A1 <27 A- il 0 s1 |A| est une constante.

L'OPERATEUR NABLA

L’opérateur Nabla est défini par
At ~28 v = i:‘;+ji+k_

Dans les résultats ci-dessous on suppose que U = u(x, y,2), V= V(x y,2z), A=A (x,y 2z) et
= B (x, y, z) admettent des dérivées partielles.

LE GRADIENT
: _ o f.d .3 .3 _au., , aU. U
AA =29 Grandientde U= gradU = VU = <lE+)@-+ka_z->U = 'a';l‘*'a—y'l‘*' azk
LA DIVERGENCE
. . 9 . .
A1.-.30 Divergence de A = divA = V-A = (néa;+]a—1-+k$>-(A,|+A2)+A3k)

94, 04, . 94,
Jx dy dz



LE ROTATIONNEL

Al- 31 Rotationnelde A=rot A = VXA

- <i1+j%+ki>x(A,i+Azj+A3k)

iz 0z
i j k’
2 9 9
= dxr dy 9z
A A, Ay

dA; 94, 94, 0A ;)\ | dA, 04,
= — i+t |— -+ =— -k
dy dz 9z dx dx ay

LE LAPLACIEN

. U | U | U

= 2 = . il - —_—
A4 - 32 Lelaplaciende U = v2U V(v 322 37 322
32A J2A 32A

- 1 = 2 = —_— -— Ty
1 ~-33 Lelaplaciende A = V2A 322 a2 322

L'OPERATEUR BI-HARMONIQUE

Aq_34 L’opérateur bi-harmonique appliqué a U = VU = V3(V1y)
U MU MU U . U 4TJ
dxt W+Tzr+ 2az26y2+2ay2622+ 2622622

FORMULES DIVERSES COMPORTANT V

A1-35 V(WU+V) = VU + 9V
A1-36 V:.(A+B) = V-A+ V:B
AT-37 Ux(A+B) = VXA + VXB

A1-38 V.(UA) = (VU)-A + U(V+A)

A1 =39 VX (UA) = (VUO)XA + UV XA)

A1-40 V-(AXB) = B:(VXA) — A+(VXB)

A1-41 VU X(AXB) = (B*V)A — B(V-A) — (A-V)B + A(V+B)
A1-42 V(A*B) = (B-V)A + (A-V)B + BX(V XA) + AX(V XB)

A1 -43 VX (VU) = 0, c'est-a-dire que le rotationnel du gradient de U est nul.
A1-44 V¥V (V XA) = 0, c'est-a-dire que la divergence du rotationnel de A est nul.

A1-45 VYV xX(VXA) = V(V-A) — V2A

A1-LE T, (vu) - Viyu - AU = Qwr&w



ANNEXE 2

Calcul d'une intégrale particuliére,
gsolution de 1'équation différentielle
lindaire (14),.

Afin de déterminer cette intégrale, nous
divisons tout 1l'espace en éléments infinité-
simaux de volume dV. Ils contiennent une char-
ge dQ,somme de charges ponctuelles q.

NDéterminons le champ créé par dQ qui sera
en général fonction de t et de la distance ¥
entre le volume dV et le point d'observation.

Pour une charge ponctuelle, on a vu (21)
que:

f’=qg(5€—“ﬁ)

Les définitions de X et R correspondent 2
la figure 2.

Pour une charge 4Q:

p = aalt) § (7) (A2=1)

En vertu de la linéarité des équations, le
champ réel sera égal 4 la somme des champs
créés par tous les éléments de ce genre.

Ainsi l'équation & résoudre (14) devient:

A%’-lib(‘of --Laqg § (D (A2-2)

La distribution de Dirac § (T) est nulle
partout sauf a T=0, d'ou:

Dans le cas considéré, ¥ a une symétrie
centrale; il ne dépend que de r (19) .



Exprimons l'opérateur de Laplace en coordon-

nées sphériques:

A‘e = 1_ l (rlg_?i) + _l__ _a_(Slne/ ‘3;_?) + _1___
r*9r OJr r*sing Jo& 20 r*sin*e
L'équation a résoudre devient:
T2 (2 -1 i(fzo
rr Jr or ot Yt

Posons (p _X(F,t)

r

¥ étant les composantes spatiales
dans le référentiel R, .

Aprés quelques calculs méthodiques nous obtenons

XX 1 %K.,
3rt ¢t ptt

C'est 1l'équation des ondes planes dont la
solution est de la forme [1]

X = /X(t—£)+ )(z(t + I
1 c c

ou ?(1 et ?(,_ sont deux fonctions arbitraires.
I1 est pratique de prendre X, = O.
Excepté & l'origine, le potentiel ¥ s'éecrit:

T
¢ Ft) = x B-g) (A2-3)
T
Afin de préciser la fonction X , on la

choisit de manidre & satisfaire 1'édquation (42-2)

Pour r—, 0 alors ¥ —,o0, donc les déri-
vées de P par rapport aux coordonnées crois-
sent plus vite que les dérivées par rapport au
temps. Par conséquent, pour r — O, NP/ ot
est négligeable devant AY.

(A2-2) devient:
NI, S Y T F
r £,

qui est la loi de Coulomb.
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Au voisinage de l'origine (A2-%) prend 1'ex-
pression du potentiel coulombien (19).

X (t) = dQ (t)
AT &,

ou encore, d'aprés (A2-3)

Y (Z,t) = aq (% "g) (A2-4)
4 e, r

si }9 (x', y', 2', t') est une distribution
arbitraire de charge, exprimée dans le réfé-
rentiel RL:

aqQ (Xv’yv,zv’t_g ) = f (X',Y',Z',t') av'
(A2-5)

Pour avoir la charge totale correspondant
4 la solution particulidre de (14), il faut
intégrer dans tout l'espace, comme nous 1l'a-
vons vu en (20).

(?,t) = iQ____._.
? ATE T

Pemplagons dQ par son expression:

© (x,y,2,t) = _ f(x',y',z',t') av'
aTE, T
olume (a2-6)
N . _r
ou t' =+¢% 5
dv' = dx' dy' dz' élément de volume com-

portant la charge dQ, 6 exprimée dans le
référentiel R, .

. z 2 2
r?= (x - x') +(y=-y3') + (z-12")
r est la distance entre 1'élément de volume 4V'

et 1le point d'observation OA ou 1l'on cher—

che le potentiel.



L'erpression (A2-€) peut s'écrire sous la

forme condensée:

(Fot) = | —— P(F,81) av'
¢ = ATVEOI"F .
/Volume (a2-7)



ANNEXE 3

Calcul des potentiels scalaires

et vecteur A.

1 e & (B r 3
= s t' __t [}
4‘v£’ff[j 2) é( + - )dax’'‘dt

=
—~
*
s
p—
i

(A3-1)
At) = ‘M:F_)g(t'+£-t)dx’3dt'
r (¢]

ATE ¢
(A3-2)

Dans le domaine occupé par la charge ponc-
. > —> - . .
tuelle, la distance r = X - R est considérée
constante.
Intégration par rapnort aux coordonnées

spatiales:

(1) = & ! (¢ + - t) at
fx 4TE, r(t')g

(¢]

Dans l'argument de la fonction de Dirac

figure la fonction:
r(t")

c

g(t') = t' +

Différentions cette nouvelle variable €&
par rapport a t':

@ _ 4 .1 ar _ -'37? d'apres (28)

Et—' c dt'

-€-



Sttr + o t) 9t = €(o - t) go &8
c lslog

S(t'+f_-t)at'= ‘Md@f (Az-5)
c 1 - n/?

Introduisons 1'expression (A%-5) dans (A3=-3)
et (A3-4).
Fésultat de 1l'intégration:

e(x,t) = = L | (43-6)
aré, - n/s)

A(t) = _° 5 ] (42=7)
AT E C - )



ANNEXE 14

—'-)
Calcul du champ E(x,t)

au point d'observation O, & partir de

/
e expression (33)

2, > e —> 1 e a Y |
E(x,t)= - grady | ——s—— - /3
ATE, r“'?z)t' AT e,c 2t rH-HEﬁt.
(A4-1)

Les crochets sont calculés au temps t',
le g;gd et la dérivée partielle temporelle
doivent étre calculés au temps t.

— —>
Posons 8§ =r(1 - n /3 ) (Ag4-2)
D'aprés (29) on peut écrire
1-'5’75’:3’2 =2t -8 (a4-3)
at ot! T

L'expression (A2-1) prend la forme

FFt)- - _grda, ()., - & 9 (A (A4-4)
(o) ettt T Ire e ot (’%)t

Une fonction retardée s'exprime par

f(x,t) = £(Ft' (X))

La dérivation spatiale:
- P at'
(_aa—x_)t _(%Bt. (Qt')x(dx)t

ou encore:

—_> _ o ' _
grad, = grad,, +( .) grad, t (A4-5)



A partir de cette équation, nous allons
expliciter le premier terme de (A4-4)
Appliquons (A4-5) & r

grad, r = grad,, r + grad, t' (Aa-6)
t t ' t
2t
D'aprés (28)
9r =_a'v=_‘rrf;c
PR
P — — (F‘AZ>
Par définition grad,, r = n Y9
D'aprées (26) r = c(t - t')
—_— — .
gradt r = -c gradt t

Portons ces différentes expressions dans (ad4-6)

et factorisons g?ghtt'
T=-cll -AB3) grad, t'
n = - c(l - n(3 grad,
-> —
gra, 0 - - - -
E cr (W - ?TF?) c S
Appliquons (A4-5) & A
S
—> 1 1 = 1 — T S
S S S~ cS t!

r/3 (3 proj. ?//? d'ou grad T ﬁ) /5

gradt,(S) = n-/s

L'équation (A4-7) s'écrit:

4

— 1 1 = :
grady (<) = - -, (® ) =8 (44-8)

On note par un point les dérivées par repport & t'.



Calcul du second terme de (ad4-4).

2 (P

s

_I‘—'>_I‘ _
——1(3 85[3 (A4-9)

Portons (A4-8) et (A4-9) dans (A4-4)

—_ - > 3 —=> |
w2 [5 57

Aprés déveloprement et mise en facteur:

P —
TE = — .
ATE B(Rt) = F (3—/3)(%- %) - i(& (A4-10)
e g3 ¢
Exprimons %
A 1l'aide de (A4-2) et de (28) nous parve-

nons a: .

21— e T 1
B(¥,t)= - 2| L 5.1
cs? s?

§=;-<?ﬁ>=-;ﬁc-;g-;‘/‘§
=-i’f5’c—(-ﬁc)f;-?f;

s __ == . T3

R e A

Portons dans (A4-10)

-
4TTE, —ﬁ(?,t) = {(;-F)(§ + n{s [314- __(3 % }
e
S S i
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41750*» =I—'_.--, _ 2 #_?-9_—’-4_ -—-)“
E(x,t) . z(n (3)(1 [s) /E[(n (':)r r(1 n(S)J }

]
al
4!
&
v
®
+
ol
/=
5
o
51
,}l
'
0
o]
2
o4
1
——

En vertu de la relation d'analyse vecto-
rielle (al-4), l'expression entre crochets peut

s'écrire:

/\|_ r?-fg)/‘_?-

1 (A4-11)
3

i

R (-7 )+ I
B(Tt) - e{ i P ¢

4’”’501'

5&

L'expression (A4-11) est composée de deux
termes qui peuvent s'édcrire (compte-tenu de

(41-3):

-
— —
n

-3 e TAE-Znp)
4T, ot §? (1-?17%)’ ATEre (1 -

e

-1 =



E X E R C

I

C
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EXERCICE 1

Transformation de LORENTZ pour un champ magnétique

Soit un référentiel galinéen (R') animé d'une translation de vitesse
v = B dans le sens des x positifs par rapport a un référentiel (R).

On montre que les composantes cartésiennes des vecteurs E eB
sont reliées comme suit :

E« = EX By = By
¢ _Evt Be B g oy B Eq
y - y ©
V1-p2 V1-p2
E;-Bc By B + Bt Ey

E, =
V1-p2

B, =
V1-p2

a) Montrer que si B << 1, on peut écrire

b) Montrer que si dans (R'), il existe uniquement des charges au

repos. on observe dans

l'expression.

¢c) Montrer que
magnétique, on observe dans

'expression.

champ magnétique dont on donnera

(R"). il existe uniquement un champ
(R) un champ électrique dont on donnera



EXERCICE 2

1) Démontrer l'équation (46)

2) Etude pour des électrons ultra-relativistes.

On développera B cos ¥ jusqu'a l'ordre 2.

D I ion d b
onner GXPFCSSIOH e dQ

3) Pour quelle valeur de 9. cette puissance instantanée par unité

d'angle solide passe-t-elle par un maximum ?
4) Le rayonnement est-il isotrope autour de la direction donnée par la
vitesse ?

) . : dPo .
5) Donner une représentation graphique de o o fonction de ¢

, !
exprimé en unités '{"

v = 103.

|u|:—1

Cas particulier o =



EXERCICE 3

Calculer la puissance totale rayonnée
par un électron qui se déplace dans un champo
magnétique, tel qu'il est décrit sur la figu-

re 5,
4P,
P = —=4d0
4T

On prendra l'expression (47) pour dFe

d
et dQ = sin & 4& a¥
o &€ [0,m] et ¢E€ [0, 27]

EXERCICE 4

Calculer la puissance rayonnée par les
électrons au bout du linac LIL (CERN),

L'énergie atteinte par les particules
est de 500 MeV aprées un parcours de 100 m.



EXERCICE 5

Electrons dans un anneau de stockage,

1) Calculer les coefficients numériques
de (62) et (67).
On exprimera P, en fonction de ,3}{ et §
et B, en fonction de /3/K,f et I.

2) On considere des électrons ultrarela-
tivistes.

Toutes les machines affectées au rayon-
nement synchrotronique, fonctionnent dans une
gamme d'énergie de l'ordre du GevV,

Si E est l'énergie & laquelle se trouvent
les électrons, montrer que P, et P, peuvent

s'écrire:

dJ
l

Yy
= 6,77 1077 I

EY 1

8,86 104

Hd
u

o

I en (A)

F,, P, en (Wwatts) - E en (GeV) - f en (m)

3) Compléter le tableau ci- dessous:

E P B Wo I Py
(GeV) (m) (/,Lw) (eVv) (mA) (W)

EPA/CERN 0,5 1,43 40
DCI/Orsay 1,8 3,8 400
ESFF/Grenoble 6 25 100

LEP/CERN 50 3100 4



