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I- Introduction

Le titre de ce cours est composé de
deux termes:

- "Pefroidissement", qui donne 1'idée
de température., Il fait appel aux notions de
Thermodynamique, et en particulier au concept
d'entropie qui est aussi une mesure de l'ordre
d'un systeme.

- "Stochasgtique", qui donne 1l'idée de
nature aléatoire. I1 fait appel aux notions de
Statistiques.

Avant de développer ces deux concepts,
nous rapvelons les différentes méthodes de re-
froidissement d'un faisceau., Il en existe essen-
tiellement quatre. Toutes ont lieu dans un an-
neau de stockage.

Refroidissement stochastique.

Refroidissement par électrons.

Refroidissement par radiations synchro-
troniques.

Refroidissement par laser.

L'objet du cours est axé sur la premilre
méthode. Nous dirons seulement quelques mots sur

les trois autres.
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II- ©Notion thermodynamique,

Le terme "refroidissement" des faig-
ceaux introduit une notion de température,
Elle doit &tre interprétée dans le sens de la
théorie cinétique des gaz. On sait que dans ce
cadre, la température T egt relide & 1l'éner-
gie cinétique des particules par la relation:

3kt = La <vi> (1)
2 2

ol k est la constante de Boltzmann
m la masse des particules
<v*> 1la vitesse quadretique moyenne.

La température est ici une mesure du
désordre, d'ou la notion d'entropie.

Rappelons le concept du Premier prin-
cipe de Thermodynamique., I1 stipule la conser-
vation de l'énergie disponible, mais ne tient
pas compte de 1la "qualité" de l'énergie. De
plus il ne dit rien sur le sens des variations
ainsi que sur la possibilité d'un état du sys-
téme & partir duquel il ne puisse plus évoluer.

Exemplea: 1) La flamme d'une bougie contient
aggses d'énergie pour soulever un piano au

plafond.

2) Une collision pp dégage une
énergie qui augmente la température 4'un wn\lt—
gramme d'eau d'environ 10-6 degré.



Deuxiéme princive.

C'est un principe d4'évolution. Il per-
met d'affirmer que pour un systéme donné cer—
tains types de transformations sont réalisables
dans un seul sengs.

L'état initial et 1'état final ne
jouent pas le méme rSle. I1 y 2 une nette dis-
tinction entre les transformations irréversibles
(réelles) et les transformations réversibles
(limites théoriques des transformations réelles).

Le concept global stipule que pour un
systéme isolé, abandonné & lui-méme, le'désor-
dre" ne fait que croitre. On le traduit par
1l'équation:

AS = == (2)

ol la variation d'entropie AS est toujours
positive.

Commentaire:

Le premier principe est apolicable & tout
processus observable, qu'il soit un systéme
macroscopique ou un systéme microscopique
(particules).

Le second principe n'est applicable qu'a
un systéme macroscopique.



III- Rappels sur l'espace des phases.,

C'est un espace abstrait, considéré en
mécanique statistique pour représenter 1l'état
d'un systéme matériel contenant N particules
identiques.

II1I-1 §§23354£i‘

Soit une particule avec 1 = 3 degrés
de liberté, auxquels on attache deux variables
canoniques.

L'esgpace adi alors six dimensions.

Chaque état d'une particule est repré-
senté par un point dans l‘'espace P

L'évolution du systéme au cours du
temps est donnée par l'ensemble des N tra-
jectoires.

Les variables canonigues sont les trois
coordonnées (x, y, z) et les trois moments
conjugués (px, Py pz).

II1I-2 Espacel.

Il y a 21N dimensions. Chaque état mi-
croscopique du systime y est représenté par
un point. L 'évolution du systéme au cours du
temps est donnée par la trajectoire de ce point.

gi 1'état macroscopique du systéme est
soumis & certaines conditions (invariance de
1l'énergie), 1la trajectoire de phase est loca-
ligsée dans une région de Y . L'hypothése ergo-
dique montre que cette région est uniformément
remplie (densité constante).



ITI-3 Théoréme de Liouville.

Il exprime la conservation d'un volume
de l'espace ¥ 1lorsque le systéme est soumis
& un champ de forces conservatif.

Sa forme change, mais sa densité reste
constante.

III-4 Application au refroidissement stochasti-

que.

Il utilise un champ de forces électro-
magnétiques qui dérivent de potentiels. Nous
avons bien un sgystéme conservatif.

Si 1'on peut mesurer les valeurs d'une
variable canonique de 1l'espace u , on peut ef-
fectuer une correction de telle sorte que cha-
que particule soit déplacée vers le centre de
la distribution.

Dans l'espace a 6 dimensions, la den-
sité est augmentée maig 1l'évolution du systéeme
dans 1l'espace & 6N dimensions remplira toujours
une région I” d'une manidre uniforme.

Le théoréme de Liouville est respecté.

Ce refroidissement peut ge réaliger
sous deux conditions:

- nous devons accéder 4 1'information qui nous
donne la position de chaque particule.
- nous devons pouvoir agir sur les particules.

Un gystéme de refroidissement stochas-
tique comprend un détecteur, mesurant un signal
en provenance de la particule, et un correcteur
agissant sur la particule en fonction du signal
d'erreur transmis au travers d'une chaine d'am-
plification.

Un tel systéme ressemble, de prime
abord, & un démon de Maxwell qui réduirait 1l'en-
tropie du faisceau. En fait, le second principe
de thermodynamique n'est en rien viclé, car s'il
y a bien une diminution d'entropie localement,
l'entropie globale du systéme augmente.

-



IV- Notion de stochastique.

IV-1 Notion d'échantillon.

Dans la réalité le nombre de particules

peut varier de 106 a 1012.

Un systéme de refroidissement stochas-
tique est représenté gur la figure 1.

Fig. 1

On montre qu'un signal de courte durée,
passant dans une chatne de filtrage, peut &tre
décrit par des échantillons comportant NS par-
ticules chacun.

Un échantillon comprend une particule
test et (Ns - 1) autres particules.

La particule test arrive & to dans le

détecteur. Toutes les particules qui seront dans

un intervalle ¢t :_Eg formeront un échantillon,
2

appartenant & la particule test.
Ts est défini A partir de la bande

passante du systéme électronique qui transporte
le signal d'erreur de P vers K (Fig.t).



On peut considérer ce systéme de deux
points de vue:

a) étude d'une particule ol l'on superpose l'ef-
fet de refroidissement provenant de son propre
signal, et l'effet de réchauffement provenant
des autres particules.

b) étude d'un échantillon de NS particules, en
le traitant comme une particule unique.

Les deux approches conduisent au méme
résultat.

L'idée de signal stochastique vient du
fait que l'on traite des échantillons de parti-
cules d'une maniére aléatoire.

Le refroidissement d'une seule particu-
le n'est pas un processus stochastique.

IV-2 Rappels de quelques définitions.

£ x> moyenne ou espérance mathématique,
C'est un paramétre de position qui permet
de localiser le centre de la distribution.

(¥> variance ou écart quadratique moyen.
C'est un param®tre de dispersion qui 4é-
termine la largeur de la distribution.

{x> = ; x; £i(xy) = lNZ: Xy (3)
S
)

(x> = ; x; £.(x,) = x4 (4)

Soit N particules avec << x P =0
Prenons un échantillon aléatoire contenant Ns

particules. D'aprés le principe d'échantillon-
nage en Statistiques:

<x>g = <xP =0 (5)
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La figure 2 résume les variations de ces quan-

tités en fonction du temps.
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IV- 3 Nombre de particules dans un échantillon.

En théorie du signal, le théoréme de

KipfmUller et Nyquist montre

qu'un signal,

dont le spectre de fréquences a une largeur finie
2W, a2 une longueur temporelle "typique" de: .

T =__1_

S 2w

(8)



La figure 3 illustre cet énoncé.
La transformation de Fourier permet de
passer d'un domaine 4 1l'autre.

\S(f) S(t)

L AN W
0 W g \W/4 | "\
I

T=L1

Fig., 3 2w

Lorsqu'une impulsion courte est filtrée
par un systéme passe-bas ou passe-bande W,
l'impulsion résultante a une longueur temporelle
Ts'

C'est le cas d'une particule passant dans
le détecteur, dont la longueur temporelle est
donnée par le temps de transit au travers de la
P.U., et qui est, ensuite, filtrée par la chai-

ne électronique, avant d'arriver au correcteur.

Calcul du nombre de particules Ns dans un
échantillon.
Soit N le nombre total de particules dans la
machine,
et T 1la période de révolution.

Y. 5

N T
D'apres (8):

S 2wTrT




V- Principe du refroidissement sur une

seule particule.

Supposons que le détecteur de la figu-
re | mesure les oscillations bétatraniques hori-
rontales et que ces dernitres soient de pures
sinusoIdes.

Le détecteur mesure la position de la
particule et le correcteur agit sur l'angle,

Ils devront 2tre espacés d'une distance J&_
4

ou d'un multiple entier de ce quart d'oscilla-
tion bétatronique.

La figure 4 montre 1l'importance de la
phase de l'oscillation bétatronique pour la cor-
rection de cette oscillation.,

A

X




a) La particule passe dans la P.U., avec le
maximum d'élongation et elle est corrigée lors-
qu'elle arrive au kicker.

b) La particule arrive dans le détecteur
avec une phase quelconque. Le correcteur ne
corrige que partiellement 1l'amplitude de l'oscil-
lation.

¢) La particule arrive dans le détecteur
sans erreur de position, le kicker ne corrige
rien.

La figure 5 donne une représentation dans

l'espace de phase (x,x') pour chacun des trois
’

cas. ~
¢)
O
Pig. 5
Remarque:

POur que ce processus fonctionne cor-
rectement, il faut que le temps, mis par le si-
gnal d'erreur pour aller du détecteur au correc-
teur, en passant par les chalnes d'amplification,
soit égal au temps mis par la particule pour aller
de P & K (Fig. 1).
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VI- Temps de refroidissement

VI-1 Notion sur la correction effectude par
tour.

P N K

/
CHRN YN

b e

Pig. 6

X erreur de la particule test avant le pas-
sage dans le kicker K.

X erreur corrigée apreés le passage dans K.

b bruit de la chaine d'amplification et du
filtrage (négligé en premidre approche).

X, = X +‘A x (10)
4 x ==-;\x - :x zi X (11)
\_—Y-J aulres

effet cohérent incohérent

On suppose que la correction apportée par K
est proportionnelle & x.

En tenant compte de (3) et en faisant entrer
la particule test sous le signe somme, 1l'équation
(11) devient:

Ax=-2Ns<x>s =-g<x)s (12)

-12=-



ol on a posé g = AN (12)

Le systéme de refroidissement stochag.
tique mesure en P, la moyenne 4'un échantillon
(en fait, le centre de gravité de la distribu-
tion). En K, il applique le signal 4'erreur
provortionnel & <x>s, a la particule test.

Remarques:

1) On a considéré un seul échantillon attaché a
une seule particule test. Cependant, sur une
base statistique, tout échantillon de longueur
'I‘s a une moyenne <x>s identique.

On peut appliquer ces considérations & n'im-

porte quelle particule test.

2) g ou "gain" est proportionnel & l'amplifica-
tion du systeime (gain électronique) et 2 Ns'

4 x
{xdg

g est une fraction du signal d'erreur apvliqué
4 l'échantillon observé, par tour.

L'équation (12) s'écrit: - g =

VI-2 Premiéere approximation de 75

g, fraction décrite ci-dessus, est tou-
jours inférieur 4 1 (on ne peut pas corriger plus
que l'erreur mesurée par échantillon).

Une limite supérieure du temps est don-
née lorsque g =1,

Supnosons l'effet incohérent négligeable.
A chague passage,on a:

Ax = -

1
- x d'apres (11) et (172)
NS
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Avec une décroissance exponentielle, le taux
de refroidissement par tour s'exprime par:

x dto

Si la correction par tour est petite, on peut
asgimiler les différentielles aux accroissements
finis:

i.::-.L‘él&
Bo x Ot

Ax est le changement par tour,
Ato = 1 par tour

par tour

L
|l

=1
Ko x Ns

On doit ramener ce paramétre en unité de temps

! dx _ dte 1dx_f(‘l)
-1 dx _dtef 1 dx . [
x dt  dt x dt G,

1 1

—_— = F (—)

t ° G
(9) permet d'écrire:
L. 2w (14)
6} N

VI-3 Seconde approximation de z

Si on ne néglige pas les termes prove-
nant des autres particules (effet incohérent),
on doit évaluer les variations quadratiques de

A( ") non celles de A(x)
A(xz) - <*

-14-



En utilisant (10), (12) et (13)
2

Axt) --2¢ x%zi: x, + (_;5?-? xi) (15)
S 5]

Le refroidissement est un processus assez
lent, qui nécessite plusieurs tours machine.
On prend donc la moyenne de 1l'édquation (15).

On remplace les moyennes sur les échantil-
lons, par les valeurs attendues sur des échan-
tillons aléatoires, pour obtenir le taux de
refroidissement par tour.

Avec (3) et (#) , le second terme de (15):

— 2 : 2
2 &) (o)
S S

S

En sortant la particule de référence du signe
somme, le premier terme de (15):

N

_ X X
yob Ty Ty

X4
i i i
N

w
0]

S

D'apreés (9)

1 Z
= x = 0
eI xg = Lx)

(15) devient

2
2 (8
Ax?) = - 2Ng x + _%_ Xoms
s s

et s'applique & toute particule test.
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Prenons celle qui a la valeur rms:

LA O S Y PYMI 3 (16)
x% rms N
rms S

On en déduit le taux de refroidissement par
seconde:

>
l._ A(ers) _ fo 2
6_-f°_—‘_‘ = —(2g - g)
4 *rms s
2
—%—=—2—N!(2g—g) (17)
1

Le terme 2g représente l'effet cohdrent,
le terme gz » 1l'effet incohérent produit par
les autres particules.

Si 1'on veut un refroidissement, g doit &tre
assez petit.,

5i g> 2 1 ( O , on réchauffe le faisceau.
E%
3i g =1, on a un refroidissement optimum.
la parenthése de (17) est maximum.

VI-4 Bruit.

L'équation (10) s'écrit (Pig. 6)

x, =x-8 ( Lxp  + D)

L'équation (15) se transforme en:

P

gz
i %4
s NS

YA
ZS(x*) = - 2g-§-éz‘ + Zrms + b

(16) devient:

L A
Alxpgg) 1 2 b )
— - 28 - & (1 +';T_-
X s NS rms
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L'équation (17 ) devient

1 oW 2 bo
— = —— 2g - g 1 + (18)
Gy, N ( )

xa.
Ims

On peut dire que

2
puissance de bruit (ampli)

puissance du signal

xrms

Méme si le bruit est plus grand que le signal,

on peut garder —L'>'O et rendre le refroidisse-
L X

ment possible. Il suffit de prendre g assez petit.
I1 faut attendre suffisamment longtemps pour
que le systéme sorte le signal du bruit.

VI-5 Représentation graphique.

a A eflebs incoherents
G

Pn’clo minenl

-

pd

eflet cohérent

?réAoW¢n¢

-— e em am e W =

o

o on re*jcroic‘{" on V‘e’clnaup(:e 3

|
|
|
|
|
I
|
Cc{tu'(\org

Fig. 7
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VII- Mixing

Jusqu'a présent, nous avons supposé
une distribution aléatoire des échantillons,
ce qui est correct pour un faisceau non per-
turbé,

Lorsque le premier échantillon est
corrigé, il ne donne plus de signal d'erreur
au passage suivant dans le détecteur, et le
refroidissement s'arréte.

Mais l'existence de la dispersion
d'énergie dans un accumulateur implique des
vitesses différentes, donc des orbites et des
fréquences de révolution différentes, pour
chaque particule.

Paprelons que:

daf dR

7: __i:_ = —1- _1 (19)
dp yv dp
T P

La population d'un échantillon donné
va changer et l'erreur réapparait.

Le refroidissement continue a s'ef-
fectuer. Il a toutefois une limite déterminée
par:

1) la distribution en énergie.

Si elle devient trop petite le mixing devient

trop lent.
2) le signal délivré par le détecteur.

3'i1 devient trop faible, il est complétement

recouvert par les bruits.
3) les forces dues & la diffusion fais-

ceau - faisceau qui compensent l'effet de refroi-

dissement.
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Si le mixing est assez rapide, pour
obtenir une distribution aléatoire nouvelle

entre K et P, 1'hypothése d'échantillons
stochagtiques s'apnlique.

Si le mixing est incomplet, le re-
froidissement devient plus lent.

Ainsi, si une particule, avec un cer-

o
o

tain met M tours pour changer d4'échan-

ol

tillon par rapport & une particule avec AP - o,

)
on peut dire intuitivement que le taux de re-

froidissement sera M fois plus grand.

(18) g'éerit alors:

1 _ 2 [Zg-gL (M+U)] (19)

ol M>1
_y°

U =

L
xrms

L'optimum est obtenu pour:

N
G = — (M +U) (20)
2 W




VIII- Autres méthodes de refroidissement.

VIII-1 Refroidissement par rayonnement syn-

chrotronique.

Ce sujet a été traité dans un autre cours

(3] -

C'est la seule méthode qui ne requiert
pas d'hardware spécifique, mais elle ne s'appli-
que qu'a des particules légéres.

L'équilibre se fait entre l'amortisse-
ment des oscillations, du a la radiation syn-
chrotronique, et 1l'excitation quantique.

C'est d'ailleurs un des rares processus
quantiques dont on peut mesurer l'effet au ni-
veau macroscopique.

VIII-2 Refroidissement par électrons.

Contrairement au refroidissement sto-
chastique, le champ de forces qui intervient
ici, n'est pas conservatif.

L'idée de base, est de mélanger, dans
une section droite, le faisceau de particules
a refroidir avec un faisceau d'électrons.

Au début du refroidissement:
<ﬁvz v
i>>><e>

ou vi est la vitegse des ions

et Ve egt la vitesse des électrons.

1a théorie cinétique des gaz permet

d'écrire
3 ! P ! i = 3 k(e
Ek[Ti]d=_£M<Vl>>>.2_m<Ve> -2_ [e]d

EHJ = température des ions au début.
a
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A l'équilibre, nous avons:
sl o b
[if e]f

VIII-3 Refroidissement par laser.

L'idée de base est la suivante: les
ions ont des électrons aqui posséde un spectre
discret d'absorption.

Si on utilise une fréquence sélective
en relation avec l'effet Donpler, on peut dis-
tinguer les iong de différentes vitesses.

La fréquence Doppler des photons vue
par les ions est:

w' = Yw( - (scose')

ou & est l'angle entre la vitesse de 1l'ion et
celle du photon laser,

Les ions, dont la vitesse uJ’:LUAs
correspond & une transition A vers B, peuvent
abgsorber des photons.

Ils seront réémis ensuite.

L'absorption des photons est unidirection-
nelle, alors que l'émission est isotropique.

Les ions verront donc leur vitesse changer
(conservation de la quantité de mouvement).

Un refroidissement pourra avoir lieu.

La figure 8 schématise le processus:
>

) S N\ LKv> =y r;
Ve +
’ ‘ ’ ' -_—ﬂ
e

P



IX-

Comparaison deg différentes méthodes.

! Padiation
stochastique; Electron |synchrotron Laser
Particules toutes p,p,ions et e | ions
. -2 A
vitesse grande 10 5/3410 quelcongquefquelconque
j mais
favorable effet Doppler
Intensité basse quelconque| quelconguejquelconque
faisceau
iTempérature haute bagse quelcongque basse
.favorable |
; |
|
:Temps de dizaines )
irefroidis- de minutes| ! 4 10  s| ~ ms 10 & 100/03
sement
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Exercice 14

Soit une distribution discréte x telle
que x([—1 ,0,1] avec équiprobabilité de réa-
lisation.

1) Calculer ¢ x> et <xtN
2) Prendre NS = 2 échantillons.

Pour toutes les configurations possibles,

calculer < x5 5 (<X> SY' et <xz>s

3) Vérifier les équations (5), (6) et (7).

Exercice 2

Calculer le nombre de particules dans
un échantillon et leur longueur spatiale
pour les deux machines ci-desgsous:

AA LEAR
p (GeV/c) 7,5 0,6
N T 5.108

W (GHz) 1 0,250
T (/ws) 0,542 0,50
N

S
1

S

rd)




Evercice 3

Effet du Mixing sur le refroidissement
stochastique

Soient 10 particules aux positions aléa-
toires, révarties dans le faigceau de manidre
uniforme. Chaque échantillon consiste en une
case carrée ou se trouvent 2 particules (ligne 1),

1) Représenter sur la ligne 2, l'effet du
passage dans le disvositif de refroidissement,
C'est 1l'image aprés correction par le kicker,

Que peut-on dire de 1la particule 6 ?

2) Si les particules ne sont pas redis-
tribuées, le faisceau peut repasser un nombre
infini de fois dans le gystéme, sans subir
aucune modification.

Les détecteurs mesurent le centre de gravité de
la distribution pour chaque échantillon.
Pour simuler le mixing, on portera la particule
de droite de chaque échantillon (ligne 2) dans
1'échantillon suivant a4 la méme place.

Dessiner l'effet du mixing sur la ligne 3.

3) Représenter 1l'effet du passage dans le
correcteur, sur la ligne 4.

4) Vérifier qu'apreés plusieurs passages
entre Mixing et Cooling, la distribution finale
est "refroidie" par rapport & la distribution

initiale.
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Exercice 1

1)

2)

3)

Par définition

< x> =L[_1+o+1] =0
3

2 2 |
x> = xgmg = S
3
_2
3
Prenons Ns = 2
Séguences
possibles
(XD
-1 -1 -1
i
-1 0 -5
-1 1 0
0 -1 -%
0 0 0]
0 \ 2
1 -1 Q
v o 1
1 1 {
Moyennes des 0
valeurs = attente
On vérifie bien:
éq. (5) {x)g = <x>
éq. (6) <x2>s = xims =
. 2 %°
éq. (1) <xp . = __ims
N

Statistiques

(

<xg)?



Exercice 2

AA LEAR
N T 5.108
W (GHz) 1 0,250
N, 9,2.107 2.10°
lS (m) 0915 073
a) On applique 1l'équation (9)
N
N =
S 2w
b) Longueur spatiale (définition)
ls = IG c Ts
équation (8)
1. = BC
S 2 W
Calcul de /9
/3 =\/1 - 8'2 ot _ E(GeV)
0,938
AA LEAR
E(GeV) 3,62 1,1
¥ 3,86 1,2
0,54

/3 0,966




Exercice 3

1) L'effet du passage dans le dispositif de
refroidissement consiste a ramener le cen-
tre de gravité de 1l'échantillon a zéroa.

La particule 6 qui avait une amplitude
d'oscillation nulle va maintenant osciller.

2) Effet du mixing sur la ligne 3.

X) On continue ce processus jusqu'a 1l'équilibre.
La distribution initiale est "refroidie".



lale

d

n

\

Si hm.h on

¢s A4 passage
olauns K

Apr

2

Apré

3

S m«‘xu'nj

Ve,

rets zc

o

la_olistri b wbrai

passege
K
frs

\Y

cams
On a re

fr

Q-

e X

~e X ®

L. K4

x.

®

2 2330)

it

rmome

§¥e=]

-

2
=

E

rhes
H

1

b

T
aghy

-

1)

- [eogeeys

e

Fhg

T

Aiveascuuon

1000801

THIT

BRI 3T

STads
Stie-o






